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Uvod

Pti modelovani zavislosti odezvy na néjakych vysvétlujicich veli¢cinach pomoci
zobecnénych linedrnich model se béhem hledani finalnitho modelu nevyhneme
volbé vhodné parametrizace jednotlivych vysvétlujicich veli¢in, protoze v praxi
pouze velmi vzacné je podminéna stfedni hodnota odezvy linearni funkei dostup-
nych vysvétlujicich velicin. Takovy proces obvykle obnasi podrobnou vizualni
analyzu grafli a popisnych statistik a nasledné testovani jednotlivych modeli,
kterd parametrizace minimalizuje devianci. V ptripadé velkého poc¢tu proménnych
je tento proces velmi ¢asové naroc¢ny. Navic pokud vliv jedné veli¢iny na ode-
zvu zavisi na hodnotach dalsich vysvétlujicich velic¢in ve slozitych nelinearnich
vztazich, tak je v podstaté nemozné vypozorovat tyto komplexni interakce z po-
pisnych statistik nebo z néjakych grafii. Pravé snaha o zautomatizovani procesu
hledéani vhodné parametrizace nas vede k pouziti neuronovych siti a modelu hlu-
bokého uceni, kdy je proces tento proces parametrizovan a tyto parametry jsou
odhadnuty z dat.

Pouziti tohoto v soucasnosti popularniho modelu nas navic neomezuje pouze
na modelovani linedrnich zavislosti jako v pripadé zobecnénych linedrnich mo-
delti. Teorie okolo hlubokého uceni je momentdlné budovana spise informatiky
nez statistiky, proto se v prvni kapitole této prace pokusime zavést model hlu-
bokého uceni do forméalni podoby, kdy bude kladen diraz na to, aby se tato
definice podobala obvyklé definici zobecnénych linearnich modeld. K tomu bude
tfeba formalni zadefinovani dopfedné neuronové sité a jejich stavebnich bloki,
neuronu a jednotlivych neuronovych vrstev. Také se pokusime propojit nékteré
pojmy pouzivané v machine-learningové komunité se statistickymi pojmy pouzi-
vanymi v teorii zobecnénych linearnich modeli, stejné tak si propojime obvyklé
ulohy strojového uceni se zdkladnimi rozdélenimi exponencialniho typu. Uvedeme
si nékolik priklada aktivacnich funkei a jejich vztah s linkovou funkei zobecnéného
linearntho modelu.

V druhé kapitole se podivame, zda-li neuronové sité umoznuji modelovani li-
bovolneé slozité zavislosti podminéné sttedni podminéné vysveétlujicimi veli¢inami.
Jinymi slovy nas bude zajimat, jestli je mozné aproximovat kazdou spojitou funkeci
s libovolnou presnosti za pouziti dostatecné velké a slozité neuronové sité. Vétam,
které se touto otazkou zabyvaji, se rika véty o univerzalité. V této praci se ome-
zime na pouze dva specifické typy neuronovych siti, pro které si véty o univerzalité
po zavedeni potrebnych definic formulujeme a nésledné dokazeme.

Treti kapitola se zabyva asymptotickym chovanim neuronovych siti. Zajima
nas totiz, jestli je mozné nejen libovolnou zavislost odezvy na vysvétlujicich pro-
ménnych aproximovat, ale zda-li je mozné i tuto zavislost konzistentné odhadnout
z dat. Po zadefinovani parametrického sitového odhadu si pro tento odhad para-
metri neuronové sité dokazeme konzistenci a formulujeme vétu o jeho asympto-
tické normalité za vhodnych relativné obecnych predpokladti pro jeden specificky
typ neuronovych siti.

V posledni, ¢tvrté kapitole se v kratké simulac¢ni studii pokusime ovérit, jestli
je mozné vetam z treti kapitoly verit i v praktickych aplikacich, kdy nemame
k dispozici nekonecné mnozstvi dat, ale pouze datovou sadu v rozsahu stovek
¢i tisici pozorovani. Po vygenerovani takovychto dat se podivame, zda-li sitovy



odhad jiz vykazuje znamky konzistence a asymptotické normality.



1. Hluboké uceni: teorie

V této kapitole si polozime potiebné definice, které nasledné vyuzijeme pti bu-
dovani statistické teorie zabyvajici se moderni tiidou statistickych modeli spada-
jicich do kategorie strojového uceni, konkrétné neuronovymi sitémi a hlubokym
ucenim.

1.1 Definice rozdéleni exponencialniho typu

Nejprve, jak se obvykle postupuje pri definici zobecnéného linearniho modelu,
se kterym, jak bude v této praci pozdéji ukazano, maji neuronové sité nemalo
spolecného, si zadefinujeme rozdéleni exponencialniho typu ndhodnych velicin.
Praveé s rozdélenimi spadajici do této ttidy budeme v této praci pracovat.

Definice 1 (rozdéleni exponencidlniho typu). Necht X je redlnd ndhodnd veli-
cina, pak rekneme, Ze jeji rozdéleni je exponencidlniho typu, jestlize jeji hustota
vzhledem k néjaké o—konecné mire muze byt zapsdna ve tvaru:

+C(I,s0)},
kde 6 se nazyvd kanonicky parametr, b a c jsou néjaké redlné funkce a ¢ je
disperzni parametr, pro ktery plati, Ze ¢ > 0.

Mezi rozdéleni exponencidlniho typu patii i rozdéleni uvazované pri klasickych
ulohéch strojového uceni, af jiz se jedna o binarni klasifika¢ni tlohu modelovanou
pomoci binomického modelu, ¢i vicettidovou klasifikaci modelovanou pomoci log-
linearnitho modelu, nebo regresni tlohu na realnych ¢islech, kdy mtzeme vyuzit
normalni, gamma ¢i naptiklad inverzni gaussovské podminéné rozdéleni vysvétlu-
jici proménné. Vsechny tyto rozdéleni, jak je zndmo, totiz patii do tridy rozdéleni
exponencialniho typu.

Pravé na rozdéleni exponencialniho typu jsou definovany zobecnéné linearni
modely. Tyto modely se pouzivaji k odhadovani podminéné stiedni hodnoty, po-
dobné jako v ptripadé béznych linedrnich modeli. Konkrétné nam umoznuji mo-
delovat podminénou stredni hodnotu zavislé ndhodné veli¢iny Y za podminky
vysvétlujicich ndhodnych velicin X, kdy predpokldadame, ze pokud na tuto pod-
minénou stfedni hodnotu aplikujeme ryze monoténni, dvakrat diferencovatelnou
linkovou funkci g, tak dostavame rovnost s linearni kombinaci vysvétlujicich ve-
licin. Tato zavislost se d& zapsat jako:

EY | X]=g7'(8"X), (1.1)

kde B je vektor regresnich parametri. V praxi se ale velmi ziidka stane, ze bychom
meli k dispozici pro kazdé pozorovani vektor vysvétlujicich velicin X, ktery by
tuto rovnost spliioval pro zvolenou linkovou funkci g. Obvykle se snazime na-
jit vhodnou transformaci vektoru X, abychom se platnosti uvazované rovnosti,
co nejvice priblizili. To vyzadujeme nemalé usili, kdy ¢lovék sestavujici model
musi analyzovat vlivy jednotlivych vysvétlujicich proménnych na zavislou pro-
ménnou pomoci ruznych popisnych statistik a grafickych metod (hlavné grafi).
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Kromé casové narocnosti a celkové pracnosti je dalsim problémem hledani vhodné
transformace i subjektivita analyzy grafickych vizualizaci. Co by se nékomu mohlo
zdat jako exponencidlni zavislost, by nékomu mohla ptipadat jako zavislost kvad-
ratickd, v pripadé, ze by vyzkouseni obou parametrizaci vedlo k velmi podobnym
vysledkim, tak by bylo pouze na ¢lovéku sestavujicim dany model, jako parame-
trizaci nakonec subjektivné zvoli. Navic v ptripadé velmi jemnych zavislosti neni
ani velmi zkuseny ¢lovék béhem datové explorace schopny tyto zavislosti zachytit
(a viubec se naptiklad pokusit testovat jejich statistickou vyznamnost). Podobny
problém nastava i pokud je k dispozici velké mnozstvi vysvétlujicich proménnych,
mezi kterymi jsou velmi slozité, nelinearni interakéni zavislosti.

Pravé snaha o zautomatizovani procesu hledani vhodnych parametrizaci jed-
notlivych vysvétlujicich veli¢in pfi modelovani podminéné stiedni hodnoty vede
k pouziti dopfednych neuronovych siti, které hledani nejvhodnéjsi parametrizace
prevadi na regresni problémy.

1.2 Dopredna neuronova sit

V této kapitole si tyto dopredné neuronové sité predstavime a formélné zade-
finujeme. Zacneme ale nejprve od zakladni stavebni jednotky vsech neuronovych
siti, neuront.

Definice 2 (neuron). Jako neuron z(x) s aktivacni funkci ¢ a véhami w € R™!
chapeme zobrazeni z prostoru 1 X R™ do R zadané predpisem

2(x) = p(w ' x).

Jiz na prvni pohled je zfejméa souvislost se zobecnénymi linedrnimi modely.
Aktivacni funkce ¢ v uvedeném predpisu se velmi napadné podoba inverzu lin-
kové funkce g v rovnosti (1.1). Pozdéji se ukaze, ze opravdu automatizované
hledani vhodné transformace vysvétlujicich proménnych pii modelovani podmi-
néné stredni hodnoty pomoci zobecnénych linearnich modela je vlastné pouhé
odhadovani vah neuronu w.

Kdyz jiz mame zadefinovany neuron, muzeme pristoupit k zavedeni vyssi
slozky doprednych neuronovych siti.

Definice 3 (vrstva dopfedné neuronové sité). Vrstvu dopredné neuronové sité
(také FN vrstvoﬂ) z(x) s aktivacni funkci ¢ definujeme jako zobrazeni z 1 x R"
do 1 x R™, dané predpisem.:

z(x) = (1,z1(az),zg(a:),...,zm(a:))T,

kde z;,i = 1,...,m jsou neurony s aktivacni funkci ¢ a vahami w;.

se jiz. z definice primo sklada z neuronti. Mohli bychom ji explicitné definovat
ve tvaru

z(x) = (1,0(w] z),0(w, x),...,0(w, )",

!z angl. Fast-forward Neural Network- FN Network




ale dali jsme prednost si ji zadefinovat pomoci neuroni, aby byla vice vidét jeji
spojitost s jednotlivymi neurony.

Samoziejmé bychom mohli definovat vrstvy dopfednych neuronovych siti jestée
obecnéji, kdy bychom dovolovali jednotlivym neuronim v jedné vrstvé mit roz-
dilné aktivacni funkce, ale vzhledem k tomu zZe takové funkce se v praxi v podstaté
nevyuzivaji, se omezime pouze na tento pripad. Vrstvy dopredné neuronové sité
tvorené témito obecnéjsimi neurony by navic vyzadovaly hledani vhodnych jed-
notlivych aktivac¢nich funkci, coz by byl jesté obtiznéjsi tikol nez manualni klasické
hledani vhodné parametrizace vysvétlujicich veli¢in, protoze poc¢et neuronti i v po-
meérné malych neuronovych siti je jiz dost vysoky. U mensich neuronek by stéle
prichézelo v tvahu hledani téchto aktivac¢nich funkci pomoci tzv. grid searche
(nebo néjaké jeho varianty), ale s komplikovanéjsi strukturou neuronovych siti,
jak bude popsano pozdéji, velmi rychle roste pocet neuront, takze by se hledani
optimalnich aktivac¢nich funkei stavalo vypocetné nezvladatelné.

Nyni nam jiz nic nebrani v definici dopfedné neuronové site.

Definice 4 (dopiedna neuronova sit). Necht z™M) 22 .. 2D jsou vrstvy dopredné
neuronové sité s aktivacnimi funkcemi ¢1, ¢a,..., ¢g, splnugjici:

20D 1 X R% — 1 x R%+,

kde q¢; € N, pro i =0,1,...d — 1.

Pak jako doprednou neuronovou sit (FN network) 2%V o hloubce d chdpeme
zobrazeni z 1 x R do 1 x R% vzniklé slozenim jednotlivijch vrstev 29, tedy toto
zobrazeni je zaddno predpisem:

240 () = 2@ o 23 0 2V ().

Dopredna neuronova sit je tedy slozenim jejich jednotlivych vrstev. Pozadavek
na dimenzi prostori, jejichz podmnozinou jsou definiéni obory i obory hodnot
jednotlivych vrstev byl v definici prave kvili tomu, aby nasledné postupné slozeni
vrstev mélo smysl.

Predpoklad na to, aby obor hodnot aktiva¢ni funkce predchazejici vrstvy byl
v definiénim oboru aktivacni funkce vrstvy nasledujici nebyl opomenut, protoze
vitbec neni potteba. Tuto vlastnost totiz zaruci vhodné vahy neuronii v napojené
vrstve, které naptiklad ze zadporného vstupu snadno vytvori kladnou hodnotu,
kterad jiz bude v definicnim oboru ptislusné aktivacni funkce, a to at jiz zapor-
nou hodnotou nékterych vahovych parametri ¢i pomoci posunuti zpisobenym
kladnou hodnotou parametru u absolutniho ¢lenu, ktery je vzdy z definice neu-
ronu pritomen. Na tuto vlastnost je ale tfeba myslet v pripadé, kdy jsou vahové
parametry odhadovany pomoci iterac¢nich algoritmi, kdy by bylo vhodné volit ini-
cia¢ni hodnoty parametrii, tak aby k problémim s w 'z lezicim mimo defini¢ni
obor ¢ nedochézelo.

Praveé struktura neuronovych siti stoji za jejim nazvem. Podobné jako neurony
v mozku si i neurony v rozdilnych vrstvach v "nasich"neuronovych sitich predavaji
impulzy reagujici na vstupni podnét. Dopredné neuronové sité, pak dostaly své
jméno diky tomu, Ze neurony si tyto impulzy predavaji postupné od prvni do d—té
vrstvy. Existuje i jiny typ neuronovych siti, kdy jsou v jejich strukturach cykly,
které umoznuji zobrazit pres neuron vstupy rekurentné. Neuron takové rekurentni
sité je pak definovan jako:

2(x,2) = p(w'x +u' 2),
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kde z znaci néjakou vrstvu neuronti z dané neuronové sité. Vahy w jiz neobsahuji
absolutni ¢len, ten je jiz zastoupen v prvni slozce w. Tyto rekurentni neuronové
sité nachazeji uplatnéni naptiklad pti analyze casovych fad nebo v riiznych apli-
kacich zamérenych na rozeznavani textu, zvukovych signalii ¢i feci. Neuronovymi
sitémi tohoto typu se nebudeme déle v této préaci zabyvat a omezime se pouze
na klasické dopredné neuronové sité.

Casto se rozlisuji dopifedné neuronové sité na dva piipady, na tzv. mélké a hlu-
boké dopredné neuronové sité, podle poctu jejich vrstev, kdy jako meélké oznacu-
jeme takové neuronové sité, které maji jednu vrstvu, d = 1, a tedy pro hluboké
plati, ze d > 1. Nékdy se v literature oznacuji jako hluboké pouze sité, které
maji vyrazné vyssi pocet vrstev, d > 1, ale v této praci budeme jako hluboké
povazovat vSechny dopfedné neuronové sité, které jsou tvoreny vice nez jednou
vrstvou.

Nase poznamka o rychlém ristu po¢tu neuront v neuronovych sitich s rostouci
slozitosti struktury se po zadefinovani kompletni dopfedné neuronové sité uka-
zuje jako padné. Pocet neuronu sité o hloubce d a s vystupnimi dimenzemi (bez
absolutnich ¢lent) jednotlivych dopiednych vrstev qo, q1,...,qa je Toven %, g;.

Kromé jednotlivych vrstev 2 lze do FN siti piidat i jiné vrstvy, které napii-
klad umoznuji preskakovat néjakou zvolenou vrstvu, normalizuji zobrazené hod-
noty ze zvolenych vrstev, transformuji kategorialni veli¢iny nebo text do vektorové
podoby (vnorovani SlOVED ¢i pomahaji snizovat riziko preuceni. Pouzivani téchto
vrstev Casto nema zadnou oporu v teorii a rozhodnuti, zda se tyto vrstvy pridaji
do finalni podoby neuronové vrstvy, zalezi ptipad od pripadu, kdy se vétSinou
aplikuje metoda pokus-omyl.

1.3 Aktivacéni funkce

P1i stavéni modelu zaloZeném na neuronovych siti se nevyhneme volbé vhod-
nych aktivacnich funkei jednotlivych neuronti. Jak jiz bylo diskutovano, obvykle se
voli jednotna aktivac¢ni funkce pro vsechny neurony ze stejné dopredné vrstvy. Te-
oreticky bychom mohli aktiva¢ni funkci zvolit iplné libovolné, ale k numerickému
hledani vahovych parametrii neuronovych siti se nam bude hodit jejich diferen-
covatelnost a jednoduchost vypoctu jejich derivace. Nyni si pfedstavime nékolik
aktivacnich funkci, které jsou v machine learningové komunité bézné pouzivané.

Nejjednodussim typem aktivacni funkce je tzv. krokova funkce definovand jako
é(x) = 1{x > 0}, jedna se tedy o indikdtor nezdpornych hodnot w'z. Tato ak-
tivacni funkce, pak déla z neuronové sité klasifikacni rozhodovaci strom. I kdyz
je tato funkce diferencovatelna skoro vsude (v nule muzeme uvazovat subdiferen-
cial), tak hodnota jeji derivace je identicky rovna nule, coz neni idedlni vzhledem
k tomu, ze parametry neuronovych siti jsou obvykle hledany pomoci optimalizac-
nich iteracnich metod, kdy se minimalizuje néjaka ztratova funkce. I to je jeden
z divodi, proc¢ se tato aktivacni funkce v praxi neuziva.

Jako dalsi moznost se nabizi volit linedrni funkci ¢(x) = ax pro néjaké a € R.
Tato volba aktiva¢ni funkce nabizi snadno vypocitatelnou derivaci a v pripadé
pouziti linedrni aktivacéni funkce ve vSech vrstvach sité i interpretovatelnost jed-
notlivych vdhovych parametrii, coz je pro pro neuronové sité obecné nezvyklé.

2angl. word embedding



Na druhou stranu nasi motivaci k modelovani podminéné stfedni hodnoty po-
moci hlubokého uceni na misto zobecnénych linearnich modeli byla kromé au-
tomatizovaného hledani optimalni transformace vysvétlujicich veli¢in i schopnost
modelovat nelinearni zavislosti a interakce mezi jednotlivymi vysvétlujicimi ve-
licinami. Neuronova sif tvorena neurony s linearnimi aktiva¢nimi funkcemi tuto
schopnost ale nemé. Neprekvapi tedy, ze ani tato aktivacni funkce neni prilis
vyuzivana.
V praxi pouzivanou aktivacni funkci je tzv. sigmoid funkce, definovana jako

er 1

- 1+e® - 1+e2’

a(z)

coz neni nic jiného nez inverzni funkce k logitové funkci log(7%-), coz je kanonicka
funkce alternativniho rozdéleni, a je tedy vyuzivana v logistické regresi. Neni tedy
prekvapenim, ze se jedna i o velmi casto vyuzivanou aktivac¢ni funkci vystupni
vrstvy v modelu hlubokého uceni, ktery je definovan nize, protoze binomicka
klasifikace je klasicka tloha strojového uceni. Tato funkce je zobrazuje mnozinu
realnych ¢isel na interval (0,1). Jeji velmi dobra vlastnost je diferencovatelnost
na celém definicnim oboru, kdy jeji derivace je ve tvaru:

e " 1 1
(14+e®)?2 1+e= (1+e2)2

o'(x) = =o(z)(1 —o(x)),
coz je vypocetné velmi vyhodné, neni tfeba o(x) numericky derivovat, sta¢i ji
pouze evaluovat v x a s vysledkem provést jednoduchou transformaci.
Sigmoid funkce neni antisymetrickd okolo nuly, této vlastnosti ale lze dosah-
nout posunutim a slozenim s transformaci 2z, kdy dostavame funkci
2 et —e ”

tanh(z) = 20(2z) -1 = l+e2 evtes

tedy hyperbolicky tangent. Ten je jiz asymetricky okolo nuly, kdyz zobrazuje
realnd cisla na interval (-1,1). Dalsi jeho vyhodou oproti sigmoid funkei je 1 vyssi
hodnota jeho derivace okolo nuly, coz vede k rychlejsimu hledani optimélnich
parametru.

Pravdépodobné nejpouzivanéjsi aktivacni funkci je v poslednich letech tzv.
ReLU funked] kterd neni nic jiného nez identickd funkce na kladnych é&islech a
identicky rovna nule na zbytku realné osy, ReLU (x) = max{0,x}. V literatufe se
uvadi, ze v aplikacich se ukazuje, ze vrstvy s aktivacni ReLLU funkci jsou nejvice
eficientni ve vyznamu, ze vahové parametry jsou odhadnuty rychleji, co se poctu
iteraci numerickych algoritmi tyce, nez v pripadé vrstev se sigmoid aktivacni
funkci. Zaroven tato funkce ma trividlni derivaci.

Tvar ReLLU funkce umoziiuje dany neuron v pifpadé zaporného vstupu w'x
vypnout, aby neptredal Zzddnou informaci do dalsich vrstev. To miize byt dvojseénéa
zbran, jelikoz béhem odhadovani vahovych parametri muze pri Spatné volbé inici-
acnich vah neuronu ¢i pri smolném kroku algoritmu zalozeném na metodé nejvét-
stho spadu, ktery je velmi casto pouzivan pti tréninku neuronovych siti, k trvalému
vypnuti neuronu. Pravé toto vedlo k hledani modifikace ReLLU funkce, ktera by
nabizela nenulovou derivaci na zapornych hodnotach a zaroven by si ponechala
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asymetrii pivodni ReLLU funkce. Jednoduchym a pomeérné tc¢innym feSenim je
protékajici ReLU funkcd!] definovana piedpisem:

X

LReLU(x) = max{0,z} 4+ min{0, 100

2
jejiz derivace je zfejmé nenulova pro zaporné hodnoty. Jelikoz volba skalujici
konstanty 0.01 neni podlozena néjakou analyzou nabizi se moznost nahradit ji
trénovatelnym parametrem (machine learningovy termin pro parametr odhado-
vany z dat) a. Takova to aktivaéni funkce PReLU = max{0,x} + amin{0,z} se
nazyva parametrickd ReLLU funkce.

Velmi podobny ptfedpis méa i ELU funkce, ktera je definované jako:

BLU(x) = {x x>0
ale® —1) <0

Parametr o mtze byt opét odhadovany z dat, ale ¢astéji se voli jako néjaka
predem zvolena vhodna kladné konstanta. V nékterych aplikacich (Clevert a kol.
(2015)) s vhodné zvolenym a > 0) dosahuji neuronové sité s touto aktivaéni funkei
lepsich predikénich vysledkl nez sité s neurony aktivovanymi LReLLU nebo klasic-
kou ReLlU funkci. Zaroven se ukazuje, ze tyto sité jsou i vice eficientni, potirebuji
méneé dat a iteraci optimalizac¢nich algoritmu pri odhadovani vahovych parametri
k dosazeni podobné presnych predikci. Tato funkce je skoro vsude diferencova-
telna, pro zaporné x je hodnota jeji derivace rovna FLU(x)+ «, tudiz je dokonce
pii volbé o = 1 dosdhnout a dodefinovanim derivace v nule hodnotou 1 spojité
derivace na R.

Dalsi modifikaci ReLU funkce je tzv. RRelu funked’ kterd také vychazi z
LReLU funkce. V tomto ptripadé neni parametr a odhadovany z dat, je ale pro
kazdy neuron v dané vrstvé rtzny, generovany nahodné pomoci rovnomérného
rozdéleni Ull, u], kde l,u € (0,1] jsou predem zvolené hodnoty. V praxi (napi.Xu
a kol.| (2015))) se ukazuje, Ze neuronové sité s aktivac¢ni funkei RReLU dosahuji
casto presnéjsich mimovzorkovych predikei nez sité vyuzivajici jiné modifikace
ReLU funkce. Obecné se ale neda rict, ze by néjaka jeji modifikace byla lepsi nez
jind a vzdy zalezi na konkrétni aplikaci.

Zatim vsSechny predstavené pouzivané aktivacni funkce maji jednu spole¢nou
vlastnost, jedna se o monoténni funkce. Uvedeme si tedy i jednu v poslednich
letech hojné pouzivanou aktivacni funkci vyvinutou v Googlu s nazvem swish
funkce, ktera je definovana predpisem:

swish(z) =

pro néjaky parametr nezaporny parametr 3, tento parametr muze byt opét i tré-
novatelny. Podrobnéji se podivame na limitni chovani této funkce v zavislosti
na parametru 5. V pripadé g = 0 dostavame funkci

=z/2,

T
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coz je linedrni aktivaéni funkce s parametrem a = 1/2; naopak poslanim bety
do nekonecna dostavame

: . x x x>0
AL%”W—AL%M‘{O r<0’

coz je predpis klasické ReLLU funkce. Tato funkce ndm tedy dava do spojitosti
linearni a ReLLU aktiva¢ni funkci. Odhadovani parametru 3 je vlastné nelinearni
interpolace mezi témito dvéma funkcemi. Zaroven vidime, ze v téchto dvou kraj-
nich ptipadech jsme vzdy dostali opét monoténni funkci, pro kladné J redlné se
ale jedna o nemonotonni funkei, kdy pro néjaké dostatecné zaporné x dostaneme
zapornou hodnotu derivace o(fz)(1 + zf(1 — o(Sz)), coz implikuje klesajici a
zaroven na R nemonoténni funkei.

1.4 Model hlubokého uceni

V této sekci budeme uvazovat, Zze mame n nezavislych stejné rozdélenych
pozorovani (Y;,X;), kde X; = (X;1,Xia,...,X;q,) . Definujeme si model, kterym
se budeme snazit modelovat u; = E[Y; | X;], a ktery bude vyuzivat doprednou
neuronovou sif k automatizovanému hledani vhodné transformace X;, a tim bude
schopny modelovat i velmi slozité nelinedrni zavislosti.

Definice 5 (model hlubokého uceni). Eekneme, Ze ndhodné vektory (Y;,X;),i =
1,..,n, splnuji predpoklady modelu hlubokého uéenﬂ jestlize:

1. Jednotlivé Y1,....Y,, jsou nezdvislé a jejich podminéné rozdéleni za podminky
X; je exponencidlniho typu ve tvaru

0; — b0,
f(y.,0:,0) = eXp{y;()

+ c(y.p) }

kde b je zndmd dvakrdat spojité diferencovatelna funkce, 6; zdavisi na X; a pa-
rametrech B = (Bo,S1,-,34,)" @ vdhovijch parametrech dopredné neuronové
site 241 o hloubce d a p > 0 je zndmd ¢i nezndmd konstanta.

2. Fxistuje zndmd, strikiné monotonni, dvakrdt spojité diferencovatelnd lin-
kova funkce g takovd, Ze plati

g(ElYi| X)) = BTz (X). (1.2)

Na prvni pohled je zfejma podobnost s definici zobecnéného linedrniho mo-
delu, kazdy neuron v neuronové siti z(®1 s aktivaéni funkei ¢ je vlastné zo-
becnény linearni model s linkovou funkei ¢~! a regresnimi parametry w pouze
bez predpokladu striktni monoténnosti a spojité druhé derivace funkce ¢. Vy-
svétlujici proménné pro kazdy neuron jsou hodnoty vystupti neuront z pre-
deslé vrstvy. Vystup neuronové sité z@1(X;) € 1 x R% je vysvétlujici pro-
meénnd v klasickém zobecnéném linearnim modelu s linkovou funkei g a regres-
nimi parametry 8 = (80,01,--,84,) - Této posledni vrstvé modelu hlubokého

Sangl. deep learning model
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uceni g~ H(BT241 (X)) se také casto v literatufe fikd vystupni vrstva. Pokud
jde o volbu vhodné linkové funkce g, tak ta se u v pripadé tohoto modelu voli
v zavislosti na podminéném rozdéleni s hustotou f.

Aby byl méla formule (1.2) smysl musi platit X; € 1 x R®  tudiz musime
vzdy uvazovat model s absolutnim ¢lenem. V ptipadé modeli hlubokého uceni
se vektoru (1,X;)" Casto ¥ik& vstupni vrstva. V nasledujicim textu budeme vzdy
pro jednoduchost symbolem X; myslet jiz pravé tuto vstupni vrstvu, pokud ne-
bude uvedeno jinak.

Model hlubokého uceni je vlastné jakymsi slozenim vétsiho poctu zobecné-
nych linedrnich modelt. Jedna se o parametricky model, kdy vSechny parametry
modelu (w{"”wi",...,w® B)7, kde w1 < i < ¢;,j € {1,....d}, znaci vihy
t—tého neuronu v j—té vrstvé, jsou odhadovany najednou.

Dokonce existuji dva pripady, kdy model hlubokého uceni splyva s klasickym
zobecnénym linearnim modelem. Prvnim, trivialnim zptsobem je volba hloubky
sité d = 0, kdy je podminénd stfedni hodnota odezvy Y; za podminky X, rovna

E[Y; | X,] =971 (8" X)),
coz je jeji vyjadieni pomoci linedrniho prediktoru z definice zobecnéného linear-
niho modelu. Druhou moznosti je volba linearnich funkei ¢;(x) = a;x,i = 1,....d
jako aktivacnich funkci vSech vrstev dopredné neuronové sité. V takovém pripadé

se da podminéna stfedni hodnota odezvy v zavislosti na vysvétlujicich promén-
nych X; zapsat jako

EYi | Xi] =g '(B"2"Y(X)) = g7 H(aaB W2 BV (X)),

kde matice W?¢ € R(@+1)x(@a-1+1) je matice ve tvaru:

lag 0 .. 0
d d d
d __ 1,0 1,1 1,qa—1
W= : .. : )
d d d
Wap0 Wgg1 - Woygq s

kterd tedy ma v druhém az poslednim fadku vahy jednotlivych neuronti z d—té
vrstvy. Obdobné se daji rozepsat i 21 (X)), i = 1,2,...,d. Pak dostavidme vyja-
dfeni (1.2) ve tvaru

d
ElY; | Xi] = ¢ " (J] @) BT WoW 1 W' X;),

i=1
coz jiz odpovidé definici zobecnéného linearniho modelu s linkovou funkci g a pa-
rametry ([T, a;) 8T WIWI—1. W' coz je (o + 1)—slozkovy horizontalni vektor.
Nyni je jiz jasné, pro¢ vyuziti neuronové sité pouze s linedrnimi aktivac¢nimi funk-
cemi nedava smysl. Model hlubokého uceni s takovou doprednou neuronovou siti
by ndm neumoznil modelovat jiné nez linearni zavislosti podminéné stfedni hod-
noty, a to za daleko vyssiho poc¢tu parametri a vyrazné delsi doby odhadovani
parametri (vzhledem k tomu, jakym zpisobem jsou parametry v modelu hlubo-
kého uceni odhadovany) nez v pripadé bézného zobecnéného linedrniho modelu,
ktery by modeloval podminénou stfedni hodnotu ze vztahu (1.1). Zaroven pouziti

vvvvvv
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zavislosti podminéné stiedni hodnoty odezvy Y; na vysvétlujicich proménnych
X;.

Dalsi motivaci k zadefinovani modelu hlubokého uceni pro néas byla jeho
schopnost automatického hledani vhodné transformace vysvétlujicich promén-
nych. K tomu dochazi pravé odhadem vahovych parametri jednotlivych neu-
ronil neuronové sité. Protoze zobrazenim ¢(w'z) dojde k projekci vicerozmér-
ného vstupu z na redlné ¢islo, dojde zaroven ke ztraté informace. To je divod,
proc¢ zpravidla v kazdé vrstvé neuronové sité byva neuront nékolik. Kazdy neuron
totiz prenasi do dalsich vrstev neuronové sité jinou ¢ast informace obsazené v z.

Jiz pouhy zapis vsech parametri modelu dava tusit, ze pocet parametru je
i pro mensi pocet vysvétlujicich veli¢in, vrstev dopredné neuronové sité a pocty
neuronti v nich velmi vysoky. Konkrétné je pocet parametri roven

d
> ailgici+ 1)+ (qa+1).
=1

Druhy scitanec ziejmé vyjadiuje dimenzi parametru 3, hodnota sumy je pak
pocet vahovych parametri dopredné neuronové sité. Vidime, ze rychlost rustu
odhadovanych parametrt je velmi rychla.
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2. Véty o univerzalité

2.1 Zavedeni potrebnych definic

Motivaci k pouziti neuronovych siti byla jejich velka flexibilita a moznost
modelovat i velmi komplikované nelinearni zavislosti. Vyvstava otazka, zda-li je
opravdu mozné modelovat libovolny typ zavislosti podminéné stfedni hodnoty
na vysvétlujicich proménnych. Jinymi slovy, zda-li je mozné pomoci dostatecné
velké, vhodné neuronové sité aproximovat libovolnou funkci. Takové vlastnosti
se Tika univerzalita, proto véty dokazujici tuto vlastnost neuronovych siti jsou
znamé jako véty o univerzalité. Téchto vét existuje vétsi mnozstvi s riznymi
predpoklady na aproximované funkce ¢i neuronové sité pouzivané k aproximaci,
my v této praci predstavime dvé véty o univerzalité pochézejici z prace Hornik
a kol.| (1989).

V této kapitole dokdzeme tuto univerzalni vlastnost pouze pro mélké neuro-
nové sité, coz je ale dostacujici, protoze hluboké neuronové sité maji jesté lepsi
aproximacni schopnosti, jak ukézal napriklad Elbrachter| (2019) ve svém clanku.
V tomto ¢lanku porovnaval aproximacni schopnosti neuronovych siti, konkrétné s
ReLU aktiva¢nimi funkcemi, s poétem vrstev d = 1 a vyssim. Dokazal, ze hluboké
neuronové sité dosahuji exponencialnim aproximacénim schopnostem, ale mélké
pouze polynomidalnich aproximaci. Zde exponencidlni a polynomialni aproximacni
schopnost chapeme, tak jak se s rostoucim poc¢tem neuronti ¢i neuront v jednot-
livych vrstvach zvysuje kvalita aproximace.

K dokazani zminénych vét o univerzalité budeme potfebovat hned nékolik
definic, které si nyni zavedeme. Zacneme nejprve zadefinovanim nékolika mnozin
funkeci.

Definice 6 (mnozina afinich funkei). Necht g € N, pak jako mnoZinu afinnich
funkci o vstupni dimenzi qo chdpeme mnozZinu

AL = {A 1 xXR? 5 R A(x) = 'me}.

Jedna se tedy o mnozinu neuronti s linearni aktivacni funkei. Déle si obdobné
zadefinujeme mnozinu vsech meélkych doprednych neuronovych siti s méritelnou
aktivacni funkci prvni vrstvy ¢ a linearni aktivacni funkei vystupni vrstvy této
neuronové sité.

Definice 7 (mnozina mélkych linedrnich neuronovych siti). Necht opét gy € N
a ¢ je meritelnd funkce, pak jako mnoZinu mélkych linearnich neuronovych siti
s aktivacni funkci ¢ o vstupni dimenzi qo chdpeme mnoZinu

£0(9) = {1 1R = Ri [(@) = Y_ B0(4;(@)). 4, € A, §; € RiVjig € N},
j=0

Budeme potiebovat jesté jednu mnozinu neuronovych siti specifického tvaru,
pro niz je dikaz véty o univerzalité jednodussi.

Definice 8. Necht qo € N a ¢ je meritelnd funkce, pak jako mmnozinu mélkijch
neuronovych siti s aktivacni funkci ¢ o vstupni dimenzi qo a vystupni aktivacni
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funkci v linedrné-multiplikativnim tvaru chdpeme mnoZinu

a L
YT (¢) = {f I XRP 5 R; f(x) = Zﬁj H d(Ajk(x)); Ajp € A% qq € N},

7=0 k=1
kde VJ : ﬂj c R,lj < N.

Polozenim I; = 1,5 = 1,2,...,qo, dostavame predpis mnoziny mélkych linedrnich
neuronovych siti, coz implikuje 3% (¢) C X117 (¢) pro kazdou méritelnou funkei ¢.

Potiebovat budeme jesté jednu definici, a to definici stejnomérné husté pod-
mnoziny mnoziny vsech spojitych funkci na prostoru 1 x R% kterou budeme
znacit jako C(R%). Déle pro nas bude dilezita jesté mnozina vSech méritelnych
funkei na 1 x R%, znacenou jako M(R%).

Definice 9 (stejnomérné hustd mnozina). Eekneme, Ze mnoZina S C M(R®) je
stejnomerné hustd na kompaktu v C(R®), pokud pro kaZdou kompaktni podmno-
Zinu K C 1 X R® je mnoZina S px—hustd v C(R®), coZ znamend, Ze pro kazdé
e > 0 a pro vsechny g € C(R®) existuje f € S, takové Ze

pr(9.f) = sup 9(x) — f(z)| <e

Véty o univerzalité neuronovych siti nam vlastné tedy tikaji, zda-li je mnozina
prislusnych siti splnujici dané predpoklady stejnomérné husta. V tomto textu se
budeme zabyvat univerzalitou mnozin % (¢) a XI1%(¢).

2.2 Véty o univerzalité

Nyni ndm jiz nic nebréni formulovat vétu o univerzalité pro mnozinu X.I19%(¢).

Véta 1 (véta o univerzalité pro X11%). Necht ¢ je nekonstantni a spojitd aktivacni
funkce. Pak X117 (@) je stejnomérné hustd na kompaktu v C(R%).

Diikaz. Dukaz je uveden v |Wirthrich a Merz (2022)).
[l

Bylo tedy dokéazano, ze kazdou spojitou funkci na 1 x R% lze aproximovat
meélkou linedrné-multiplikativni neuronovou siti s aktivacni funkei, ktera je nekon-
stantni a spojita. Nase pozadavky na aktivacni funkci jsou velmi mirné, ze vsech
bézné pouzivanych aktivacnich funkcich predstavenych v prvni kapitole této prace
tyto predpoklady nesplnuje pouze ta tplné nejjednodussi krokova funkce, kterd
stejné neni v praxi moc vyuzivana.

Dukaz je zalozen na Stone-Weierstrassové vété, kdy se vyuzilo, ze XI19%(¢)
je pro libovolnou spojitou aktivacéni funkci ¢ algebra, tedy mnozina uzaviena
na s¢itani, nasobeni a nasobeni skaldrem. Tato vlastnost ale nebyla v dikazu
nikterak vysvétlena a nepovazujeme ji za trivialni, proto platnost této vlastnosti
nyni ukazeme.

Zacneme s uzavienosti na s¢itdani. Méjme f,g € XI1%(¢), pak jejich soucet

f + g lze zapsat ve tvaru:
d Y

(7 +9)(@) = (@) + o() = 3° 0 T] 6(alu(@) + 3 0 T] 642 (@)

=0 k=1 Jj=0
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Protoze soucet dvou sum lze zapsat také jako suma, lze vyjadrit funkci f + ¢
ve tvaru z definice XI1%(¢), takze f + g lezi také v XI1%(¢). Tim je dokazana
uzavienost na sc¢itani.

Uzavienost na nésobeni skaldarem se ukédze obdobné, necht f € XII%(¢),
pro néjakou spojitou aktivacni funkci ¢ a necht o € R, pak plati

af(e) =35 [ oldsula)

coz se da preznacenim 37 = af3; dostavame:

af(@) =3 5 T 6(Asu(e).

takze mame vyjadieni af ve tvaru z definice mnoziny XI1%(¢), a mame tak
dokazanou jeji uzavienost na nasobeni skalarem.

Zbyva ndm jiz dokdzat jen uzavienost na nasobeni. Necht f,g € XI1%(¢),
pro spojitou funkci ¢. Jejich soucin h = fg pak lze zapsat ve tvaru:

7 i 9 19
q1 J 4 J
h(x) = fo(@) = | >8] T (Al (@) | [ 3287 IT ¢(A%, (=) | ,
=0 k=1 =0 k=1
pro vhodné q{ ,q] € N, to se d4 ddle snadno rozndsobit na

o dqf l i

S50 [ T o(ALu(@)) | | TT ¢(A%(2))

i=0 j=0 k=1 k=1

Kdyz si nyni zadefinujeme q{ qf redlnych konstant 8%, které vznikly jako souciny
h

jednotlivych dvojic ﬁzfﬁf, pro kazdé ¢ a j a ozna¢ime si jako Hfﬁ:l O(A} ()

souciny dvou produktti z roznasobeného tvaru soucinu h = fg, tak miizeme soucin

fg vyjadrit ve tvaru:

hwzmw=2@ﬁdﬁm»

coz jiz implikuje h € XI1%(¢). Dokézali jsme tedy i uzavienost na nasobeni.

Mnozina 311%(¢) je opravdu algebrou a predpoklady Stone-Weierstrassovy
véty jsou tedy splnény.

Nyni si formulujeme a dokdzeme jesté jednu vétu o univerzalité, tentokrat
pro mnozinu X%(¢), kterd jiz nebude obsahovat predpoklad na spojitost akti-
vacni funkce ¢. I v tomto ptripadé ale budeme mit na funkci ¢ jeden predpoklad
(kromé méritelnosti) a to, aby byla neklesajici a spliiovala lim,, . ¢(z) = 0 a
lim, o0 () = 1.

Véta 2 (véta o univerzalité pro X%). Necht ¢ je méritelnd neklesajici aktivacni
funkce, splnujici:
lim ¢(z) =0A lim ¢(z) = 1.

T—r—00

Pak 3% (¢) je stejnomeérné hustd na kompaktu v C(R%).
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Diikaz. Diikaz bude veden v nékolika krocich, kdy si nejprve dokazeme 3 tvrzeni,
kterd néasledné vyuzijeme k diukazu stejnomérné hustoty mnoziny %% (¢).
Nejprve si uvédomime, ze diky jednomu ze zédkladnich goniometrickych vzorct
plati cos(a) cos(b) = cos(a+b) — cos(a —b). Vyrazy a+b a a— b se daji povazovat
za afinni funkce parametru a. Z toho plyne, ze libovolny souéin [T}_; cos(Ax(x)),
kde Vk : Ax(x) € A, Ize pro vhodné T € N, A; € A® a a; € R prepsat do tvaru

> oy cos(Ay(x)).

t=1
Meéjme f € XI1%(cos) ve tvaru

l;

f@) =35

j=0 k=

cos(A;x(x)),

pak lze f diky vysSe popsané trigonometrické identité prepsat jako:

f(x) = iﬂj i} ay cos(Aj (),

to se da déle prepsat preindexovanim do jedné sumy, tak ze celkem bude mit suma
N = (q + 1) X25" Tj scitanct. Tyto scitance budou Tazeny tak, ze prvnich Tj sci-
tancu bude ve tvaru Sy, cos(Ag;(x)),i = 1,...,7p. Dalsi scitance budou fazeny
analogicky. Funkce f tedy bude tvaru

N

f®) = B cos(4](=)),

Jj=1

kde (F jsou redlné konstanty (souciny pivodnich bet a alf) a A; lezi v € A%,
coz znamend, ze f € X%(cos). Protoze f byla brana libovolné dokézali jsme
prave, ze X119 (cos) C 3% (cos). Protoze opacnd inkluze plati vzdy, tak jsme pravé
dokdzali i rovnost téchto dvou mnozin. To znamend, ze dle véty 1 je 3%(cos)
stejnomeérné husta na kompaktu v C(R®).

V dalsim kroku dokézeme, ze pro kazdou spojitou neklesajici funkei v, ktera
zaroven spliuje lim, , o ¥ (z) = 0 a lim,_,, ¢ (x) = 1, a pro kazdé € > 0 existuje
G.(x) € X(¢), takové Ze

sup | (z) — Ge(x)| < e.
z€eR

Toto se dokaze vyuzitim neklesajicnosti funkci ¢ a ¢ a predpokladu na jejich
chovani v plus a minus nekoneénu. Bez jmy na obecnosti necht € < 1, zvolme
Q € N takové ze 1/Q) < €¢/2. Déale naleznéme R > 0 takové, Ze ¢(—R) < €/(2Q) a
?(R) > 1—€/(2Q)), takové R lze najit pravé diky predpokladu na limitni chovani ¢.

Nyni si pro j = 1,..,Q — 1 zadefinujeme r; = sup{\ : ¥(\) = j/Q} a konecné
rg = sup{A : ¥(A) = 1 —1/2Q}. Tyto suprema existuji, protoze ¢ je spojita
neklesajici funkce a zaroven spliuje pozadavek na jeji limitni chovani.

Nyni ndm zbyva pouze dodefinovat afinni zobrazeni A,; € A! pomoci pfed-
pisu, ze A,p(a) = —R a A.p(b) = R. Takova zobrazeni urcité existuji, jelikoz
kazdé afinni zobrazeni se da jednoznacné definovat pomoci hodnot ve dvou bo-
dech.
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Déle si zadefinujeme funkci G¢(\) = Z?__ll i d(Ar, 0 (X)), kde si pro kazdé j
polozime 8; = Q. Tato funkce je zfejmé z X! (¢p) a zéroven splituje pozadovanou
vlastnost |[t)(A) — G(\)| < € pro kazdé A redlné.

Ze funkce G, tuto vlastnost opravdu spliiuje, si nyni ukazeme. Protoze pro
A < 1y plati G(N) € [0,6/2Q) a G.(\) € [0,1/Q)], coz implikuje, Ze jejich rozdil
v absolutni hodnoté lezi mezi nulou a maximem z €/2Q a 1/Q a to je vzdy mensi
nez € diky volbé @) a predpokladu, ze epsilon je mensi nez 1. Pro situace, kdy
A lezi mezi r; a r;41 pro néjaké 7, a kdy A > rg se tato vlastnost dokdze analogicky
pouhym rozepsanim a odectenim krajnich bodt intervalii od sebe.

Posledni vlastnost, kterou si musime dokéazat, nez dame vSe dohromady a
dokazeme vétu o univerzalité je, ze pro kazdé ¢ > 0,M > 0 existuje funkce
cospre € L1(9), ktera splituje:

sup | cos(x) — cospe(z)| < e.
z€[—M,M]

Takova funkce skutecné existuji. K ukézani platnosti tohoto tvrzeni si budeme
muset zadefinovat pomocnou funkci

1 3
x(z) = B (1 + cos(r + 2)) L nje<e<nsoy + Lizsn 2y

Tato funkce je zfejmé spojita neklesajici a splnuje limitni predpoklady minulého
dokazovaného tvrzeni. Musime si uvédomit, ze pomoci souc¢tu koneéného mnozstvi
afinné posunutych funkei x lze presné replikovat kosinus na intervalu [—M,M].
Zéaroven kazdou z téchto funkei y lze aproximovat pomoci néjaké funkce z %' (¢),
diky predchazejicimu tvrzeni.

Nyni jsme jiz schopni dokazat samotnou vétu o univerzalité. Méjme tedy né-
jakou funkci g € C(R%) a kompaktni podmnozinu K C 1 x R%. Nalezneme ted
funkci 37, a; cos(A(x)), s vhodnymi a; a A;, takovymi na mnoziné K aproxi-
movali funkci g ve vyznamu py metriky s presnosti ¢/2. Takové alfy a afinni zob-
razeni A; lze najit, protoze ¥%(cos) je stejnomérné hustd na kompaktu v C(R%),
jak bylo vyse dokdzano. Nyni necht M > 0 je takové realné cislo, které splnuje,
ze Ay(K) C [-M,M], pro vSechna t = 1,...,T. Takové M existuje, protoze K je
kompaktni, A; je pro kazdé t afinni funkce, tedy funkce spojita.

Nyni si ozna¢ime jako T = TS| |ay|. Nakonec pro kazdé t = 1,..,T nalez-

neme funkei cos), ,rp) € B(9), takovou Ze

sup | cos(Ay(x)) — COS§\4,6/(2TT) (Ay(x))| < €/(2TT).
x€[—M,M]

Nyni ddme vSe dohromady.

sup |g(x Zat cos}, €/ (2TT) (Ae())]-

zeK t=1

To lze ekvivalentné upravit na

Sup lg(x Zatcos (A(x —i—Zatcos (A Z&t cosM /(27T (At( IF

= t=1
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coz je diky trojihelnikové nerovnosti mensi nebo rovno nez

sup |g(a Zatcos Ay( ))|+Sup|Zatcos (Ai( ZatCOSME/ o7y (Ae())],

zeK t—=1 zeK t=1

kde prvni s¢itanec je mensi nez € /2. Druhy s¢itanec 1ze opét pomoci trojihelnikové
nerovnosti shora odhadnou jako

t
sup > lau|[ cos(Ay(x)) — cosly o) (Ar(@))],
zeK 1=
a dale jako
t t
Sup. Z |cu| Z | cos(Ar()) — cosyy o) (Ai())],

coz je diky definici cosMs/ 27T (Ai(x)) a diky tomu, ze K C [—M,M]|, mensi

rovno nez TTe/(2TT) = €/2. Jelikoz S!_, oy cosM /1T € Y9 (¢) tak jsme pravé
dokézali stejnomérnou hustotu £%(¢) na kompaktu v C(R%®).
[

Dikazem této véty konci tato kapitola. Jak si ¢tenar miize v§imnout, véty o
univerzalité nepojednavaji o zadné ndhodnosti, ta se nam objevi v dalsi kapitole,
kdy se dozvime, jestli 1ze libovolnou funkci nejen aproximovat, ale i modelovat.
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3. Asymptotické vlastnosti

3.1 Konzistence neuronovych siti

V minulé kapitole jsme si formulovali a dokéazali dvé véty o univerzalité. Tyto
véty nam tikaji, Zze pomoci dostatecné velké neuronové sité lze aproximovat libo-
volnou spojitou funkci s predem danou pozadovanou presnosti. Predpoklady ani
tvrzeni téchto vét ale neobsahovaly zadnou nahodnost, jednalo se pouze o véty po-
pisujici algebraické vlastnosti neuronovych siti splnujici urcité predpoklady. Nas
by ale samoziejmeé zajimalo, zda-li jsme schopni tuto aproximaci nalézt v podobé
odhadnuti parametri modelu hlubokého uceni z dostupnych dat. Véty, které se
touto otazkou zaobiraji se nazyvaji véty o konzistenci.

Predpoklddejme, ze mame data v podobé ndhodného vybéru (V;, X;), kde X;
skoro jisté nabyvaji hodnot z néjaké konvexni podmnoziny 1 x R%® pro kazdé
t = 1,2,...n, a zajima nas, zda s rostoucim n neuronova sit s odhadnutymi para-
metry skutecné bude aproximovat skutecnou zavislost odezvy Y na vysvétlujicich
proménnych s predem zvolenou presnosti. Timto se od algebraicko-analyznickych
vét o univerzalité presouvame ke statistickym vétam o konzistenci.

Stejné jako v pripadé vét o univerzalité existuje i vét o konzistenci velké mnoz-
stvi, jednotlivé véty se od sebe lisi riznymi predpoklady na strukturu neuronové
sité, pozadavky na aktivacni funkce jednotlivych vrstev, ¢i predpoklady na na-
hodnou chybu modelu. Ano, opravdu se budeme muset v této kapitole opfit o na-
hodnou chybu naseho modelu, notoricky znacenou jako e.

Necht nas ndhodny vybér (V;, X;) spliuje

kde p(x) znadi spojitou regresni funkci definovanou na kompaktni podmnoziné
prostoru 1 x R% ktera je definovana predpisem

u(@) =E[Y | X = a (3.1)

a nahodné chyby ¢;, které pro kazdé i splnuji:

E [Ei | Xl] = 07
Efle*™ | Xi] < oo,
pro néjaké o > 0, zaroven jesté pozadujeme, aby €; byly nezavislé na vysvétlujicich
proménnych X;.

Miizeme si vsimnout, ze predpoklad na druhy moment nasich epsilont neni nic
jiného nez znama Ljapunovova podminka, které se vyskytuje i v tzv. Ljapunovové
centralni limitni véte.

Zaroven se v této sekci také omezime pouze na pripad, kdy budeme minima-
lizovat stredni ¢tvercovou ndhodnych epsilont, budeme tedy resit lohu hledani

1 n

(L, = i = - YZ_ Xz 27
Ain = a1g M0t n;( n(X;))

kde C(X') zna¢i mnozinu vSech spojitych funkei definovanych na kompaktni mno-
zine X C 1 x R?®. Toto omezeni se nemusi zdat na prvni pohled jako nikterak
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omezujici, protoze stiedni ¢tvercova chyba je obvykla ztratova funkce v regresnich
ulohach ¢i pri konstruovani predikci ndhodnych procest, ale vzhledem k tomu,
ze mezi typické tlohy strojového uceni se tadi klasifika¢ni tlohy, kde obvykle da-
vame prednost devianci binomického ¢i multinomického rozdéleni (v ML komunité
¢asto nazyvané jako entropie) se preci jen o vyrazné omezeni jednd. Teorie okolo
hlubokého uceni teprve vznika v poslednich dekadach, nebyly zatim tedy doka-
zany vyrazné obecnéjsi véty o konzistenci. V této oblasti je urcité velky prostor
k dalsimu budoucimu vyzkumu.

Na prvni pohled na definici fi,, vidime, ze hledani minima ptes vSechny spojité
funkce na daném defini¢nim oboru je netrivialni, nelinearni a hlavné neparamet-
rickd optimalizacni tloha, jejiz feseni by bylo velmi obtizné. A to uplné pomijime
fakt, ze numerickych hledanim feseni této tlohy bychom ve finale dostali takovou
funkci, ktera by méla velmi Spatné extrapolacni vlastnosti, pro datovou sadu o li-
bovolném poctu pozorovani n, coz je vlastnost, které se chceme vyvarovat, pokud
mame v planu konstruovat mimovzorkové predpovedi.

Pravé toto jsou divody, pro¢ se omezime pouze na urc¢itou podmnozinu C(X').
Protoze v minulé kapitole jsme si dokazali vétu o univerzalité pro mnozinu mél-
kych linearnich neuronovych siti, tak se omezime pravé na podmnozinu mno-
ziny £%(¢). Budeme muset jesté omezit $ifi takovéto neuronové sité, tedy omezit
parametr q; z definice 7, protoze s neomezenou $itkou neuronové sité bychom meéli
stale neomezeny pocet parametri této sité, a takova sit by opét trpéla preucenim
na (libovolné velké) konec¢né datové sadeé. Zadefinujeme si tedy novou podmnozinu
meélkych linedrnich neuronovych siti S ve tvaru:

- q1 q0 ~
S(d.AA9) = {f €XC@)iq =d ) IBl <A max > Jay| < A}7
=0 =J=4 g

pro vhodné d ptirozené a A i A jsou kladnd redlna cisla a a;; znaci [—tou slozku
afinniho zobrazeni A; z definice mnoziny mélkych linedrnich neuronovych siti.
Vidime, zZe jsme se kromé omezeni na sitku neuronové vrstvy uchylili i k ome-
zeni na hodnoty parametrii neuronovych siti. Zaroven by bylo dobré, aby ome-
zeni na Siri neuronové sité ¢i omezeni hodnot parametri neuronovych siti za-
viselo na poc¢tu dostupnych pozorovani n. Necht jsou tedy {d,}5°; je rostouci
posloupnost pfirozenych ¢isel a necht {A,}5°,, {An}fle jsou rostouci posloup-
nosti realnych ¢isel. To ndm umoziiuje zadefinovani posloupnosti {S,(¢)}5°,
kde pro kazdé n je S,(¢) definovano jako S(dn,An,A,,¢). Pro kazdé vhodné

posloupnosti {d,}2°, {A, 122, a {A,}°2, plati:

o € 8n(9) € Snpa(0) € Supa(9) €

Tato vlastnost plati, coz si nyni ukazeme.

Mgjme neuronovou sit z(x) € S, (¢). Tato neuronova sit se da vyjadrit jako
prvek mnoziny S,11(¢) polozenim f3; = 0, pro kazdé d,, < j < d,41 a volbou
nulového afinniho rozdéleni A;(x) = 0, pro kazdé d,, < j < d,4+1. Po tomto
ekvivalentnim dodefinovanim je totiz skutecné ¢, takovéto sité rovno d, 1, dale

dn+ 1 dn

1Bl =218 < An < Anyy,
§=0 =0
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kdy jsme v prvni rovnosti vyuzili nulovosti dodefinovanych bet a v posledni ne-
rovnosti jsme pouze vyuzili rostouci vlastnosti posloupnosti {A,,}>°,. Obdobné
zpusobem se da ukazat, ze

90 q0 ~
5, 21l = e 2 laul < Bn < Bu

kdy se opét v prvni rovnosti vyuzilo nulovosti, v tomto pripadé afinnich zobra-
zeni, a v posledni nerovnosti se opét vyuziva monoténnosti posloupnosti {A,, 122,
Na ptedchozich tadcich jsme tedy si vlastné i ukazali k ¢emu opravdu byly pred-
poklady, aby vsechny t¥i posloupnosti parametri byly rostouci.

Zavedeni definice S,, ndm umoznuje resit hledani fi,, jako optimaliza¢ni tilohu
s danym poctem parametri, ktery je roven poc¢tu parametru prislusné neuronové
sité. Nyni si formulujeme vétu, kterd nam rikd, ze mnoziny S, (¢) jsou stejnomérné
husté.

Véta 3. Necht ¢ je meritelnd neklesajici aktivacni funkce, splnujici:

lim ¢(z) =0A lim ¢(z) =

r—r—00 T—r00

Necht ddle rostouct posloupnosti {d, }2>, {A Y2, a {AL Y22, spliugi to, Ze limity
téchto posloupnosti, pro n jdouci do nekonecna, jdou do nekonecna. Pak plati,
Ze U,>1 Sn(9) je stejnomeérne hustd na C(X).

Diikaz. Véta se dokdze pouze rozepsanim sjednoceni mnozin S,,(¢).

U $u0) = U{rexr@)ig dn,Zw < A, max Zmﬂ <A}

<j<q
n>1 n>1 1sj<

Pro konetné K € N plati, Ze sjednoceni mnozin S, (¢) se d& zapsat ve tvaru

K
U S0) = {7 € 5700 < di 13 < A e >t < A
n>1 7=0 - =

limitnim prechodem, kdyz K posleme do nekonecna, se pak sjednoceni S,(¢)
rovna

K
lim (J Sa(¢) = lim {f eX®(@);qn < dK,Z 18;] < AK, max Z laji] < AK}

K—)oon21 K—o0 =0

coz se vzhledem k predpokladtm véty, kdy predpokladame, ze vSechny tti para-
metrové posloupnosti konverguji do nekonecna, rovna

{remm@a <003 18] < o0, max >l < o)

<j<q
j=0 R

Po tomto rozepsani jiz je ziejmé, ze plati

U 8u(¢) = £%(¢).

n>1
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V minulé kapitole, konkrétné v Vété 2 jsme dokazali, Ze mnozina Y% (¢) je
stejnomérné husta na kompaktu v C(R%), tudiz je stejnomérné hustd i na kom-
paktni podmnoziné X'

m

Predchazejici véta nam vlastné rika, ze pro libovolnou spojitou regresni funkci
p(x) z rovnosti (3.1) jsme schopni nalézt n € N a p, takové, Ze p, € S,(9)
aproximuje p s predem zvolenou presnosti.

Vyvstava prirozena otazka, co by se stalo, kdyby néktery z predpokladi na ros-
touci monotoénnost nebyl splnén. Da se ukazat, ze v pripadé, ze A, = A > 0,
pro kazdé prirozené n, se da libovolné presné aproximovat pouze velmi mala trida
spojitych funkef na X', a to uzaveér U, Sn(¢) C C(X).

Po zavedeni potfebné posloupnosti S, (¢) si nyni zavedeme tzv. sitovy odhad,
jehoz konzistenci si nasledné v této kapitole dokazeme. Nutno podotknout, ze na-
zev sitovy neni odvozen od slova sit, jak by se mohlo na prvni pohled zdét, kdyz se
zabyvame konzistenci neuronovych siti, ale od slova sito. Jedna se totiz o nepara-
metricky odhad minima na nekone¢nédimenzionalnim prostoru, tim zptisobem, ze
hleddme minimum na mensi podmnoziné, se kterou se lépe pracuje. Tato mensi
mnozina by méla byt hustd, hledame tedy optimalni feSeni na jakési mrizce ¢i
situ.

Definice 10 (sitovy odhad). Méjme posloupnost mnozin vhodnijch neuronovyjch
sttt {Sp(0) o2y, kdy pro kazdé n € N je S,,(¢) definovdno predpisem

n=1»

a q0 ~
Sn(¢) = {f € qu(¢)§@1 = dn;Z ‘5]| S Ana 1%?23 Z |aj,l| S An}a
===

Jj=0

pro vhodné qo € N, a kde {d,}2, je rostouci posloupnost prirozenich cisel a
{A 2 {AL, jsou rostouct posloupnosti redlngch cisel.

Za téchto predpokladi definujeme sitovy odhad] funkce p(z) = E[Y | X = x]
jako posloupnost odhadi {fi, }n>1, kdy pro kazZdé n € N je fu,, definovdn predpisem

n

1
(i, = arg min — Y: — u(X;))%
fin = arg min ;( (X))

Cisté po precteni definice sitového odhadu mize mit ¢tendf relevantni dotaz,
zda-li viibec pro libovolna data existuje tento sitovy odhad pro kazdé n € N.
Opravdu existence minima z této definice neni pro kazdé n zarucena, soucasti
diikazu véty o konzistenci bude dokazana i existence tohoto sitového odhadu. Tato
véta, ale bude mit nékolik pomérné striktnich predpokladii, at uz na rozdéleni
chybovych epsiloni v pfedpisu modelu ¢i na strukturu jednotlivych S, (o).

Jesté nam zbyva si vysvétlit v jakém smyslu budeme konzistenci naseho si-
tového odhadu uvazovat. Jedna se totiz o odhad funkce, nikoli pouze néjakého
parametru. K tomuto ucelu si musime predstavit nasledujici pseudo-normu na
prostoru spojitych funkei na X'

. = J;imxw

i=1

7 angl. sieve estimator
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Opravdu se jedna o pseudonormu. Jeji hodnota je zrejmé kladna pro libovol-
nou spojitou funkci a libovolny ndhodny vybér, je absolutné homogenni pii na-
sobeni skalarem, protoze zfejmé plati

n n
Japll = J X)) = o J 2 0:X,))? = o

i= i—
ale neni normou, protoze kdyz ||u||, je rovno nule, tak to jesté neimplikuje, Ze u
je nulova funkce, protoze je stale moznost, ze u je pouze nulova na datech X,
pro i = 1,...,n. Naptiklad v pripadé pu(z) : R — R, u(x) = ReLU(z) a zapornych
pozorovani v nasem nahodném vybéru by skutecné ||u|| = 0, ale ReLU # 0.

Dilezitou vlastnosti této pseudo-normy je to, ze zavisi na pozorovanych datech
a jejich rozsahu n, pravé diky tomu ji lze pouzit k ditkazu konzistence sitového
odhadu fi,,, v tuto chvili jiz pro konkrétni n, v klasické podobé, t.j. dikazu kon-
vergence v pravdépodobnosti ke skutecéné regresni funkei p.

Jesté nez se dostaneme k formulovani véty o konzistenci pravé zavedeného
sitového odhadu, formulujeme si par vét, které budeme potiebovat béhem jejiho
diikazu. Zacneme White-Wooldridgeovou vétou. Pred jeji samotnou formulaci
jesté zadefinujeme, co budeme myslet pojmem tuplny pravdépodobnostni prostor.

Definice 11 (tiplny pravdépodobnostni prostor). Rekneme, Ze pravdépodobnostni
prostor (2, AP) je dplny, jestlize pro kaZdou B € AP(B) =0, plati A C B =
Ae A

Véta 4 (White-Woolridgeova véta). Necht (Q2,AP) je dplnyg pravdépodobnostni
prostor a necht (©, p) je pseudo-metricky prostor. Necht {©,}:2, je posloupnost
kompaktnich podmnozin ©. Ddle necht

Q,:0x06, >R

je A® B(@n)/B(R)—méﬁtelné zobrazeni a ddle predpokladejme, Ze pro kazdén €
Nw € Q je Q,(w,.) zdola polospojitd funkce na ©,. Pak pro kazdé n = 1,2,...
existuje 0, : Q@ — ©,,,A/B(0,,)—méritelné zobrazeni takové, Ze pro kazdé w €
plati A

Qn(w,0,(w)) = 91€n®fn Q,(w,0).

Diikaz. Dukaz je uveden v |White a Wooldridge| (1991)).
O

Pouze pro pripomenuti ¢tenari uvedeme, co je nazyvano jako zdola polospojita
funkce. Funkce f(x) se nazyva jako zdola polospojita v bodé x jestlize

limsup f(y) < f(x).

Yy—x

Naopak funkce se nazyva shora polospojitd, pokud
liminf f(y) > f(x).

Tyto dva pojmy nejsou navzajem disjunktni, dokonce plati, ze funkce je zaroven
zdola i shora polospojita pravé tehdy, kdyz je spojita.
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Budeme pottebovat jesté jedno tvrzeni, v jehoz formulaci se objevuje stochas-
tickd varianta symbolu malé o(a, ), kde a, je néjaké posloupnost realnych cisel.
Sice v samotném tvrzeni bychom si vystacili nahrazenim op(1) néjakym zbytko-
vym ¢lenem, ktery pro n jdouci do nekonecna konverguje v pravdépodobnosti k 0,
ale v dalsi casti této prace se ndm zavedeni op a Op bude jesté hodit, takze si je
zavedeme pomoci exaktni matematické definice.

Definice 12. Méjme posloupnost nahodnych veli¢in { X, }n>1 a posloupnost redl-
nyjch ¢isel {an}n>1, pak znacime X,, = op(ay), pokud pro kazdé € > 0, plati

Xo

Qn

lim IP’(

n—o0

> 6)2 0.

Obdobné znacime X,, = Op(a,) v pripadé, Ze pro kazdé € > 0, existuji konecné
M >0 a konecné N > 0 takové, Ze pro kazdé n > N plati

X
p(|="

Qn
S vyse zadefinovanym op(a,) si mizeme formulovat nasledujici vétu, kterou
nasledné vyuzijeme k diikazu konzistence sitového odhadu.

> M>< €.

Véta 5. Necht M, (0) a M(0) jsou funkce a necht p je pseudo-metrika. Ddle at

pro kazZdé e > 0
P

sup [M,(¢) — M(0)] = 0
e
konverguje v pravdépodobnosti k nule a zdroven
ooy M () > M(Bo).
Pak kazdd posloupnost odhadi 0, spliujici M, (6,) < M,(0y) + op(1) konver-
guje v pravdepodobnosti k 6.

Diikaz. Diky predpokladim véty plati, ze

A

Mn(en) < Mn(HO) + OP(]‘))

diky stejnomérné konvergenci posloupnosti funkci M,, a vztahu nerovnosti a limit
prava strana nerovnosti konverguje v pravdépodobnosti k M (6y) + op(1) a plati
i nasledujici nerovnost

M, (8,) < M(6,) + op(1).

To ale implikuje M (6y) > M, (6,) — op(1). Tento spodni odhad M () nyni vyu-
zijeme, protoze plati

M(én) - M(GO) < M(én) - Mn(én) + Op(l)
to je urcité mensi nez

sup | M, (8) — M(0)| + op(1),
6co

ale toto jiz diky predpokladu na stejnomérnou konvergenci konverguje v pravdeé-
podobnosti k 0 pro n jdouci do nekonecna.
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Nyni méjme € realné, z predpokladi véty vime, Ze existuje v takové, zZe
pro kazdé 6, p(0,0y) > € plati M(0) > M (6y) + v. To ale znamend, ze v piipade,
kdy p(0,,00) > €, by muselo platit i M(6,,) < M(6y) + v, pravdépodobnost jevu
p(@nﬁg) > ¢ tedy musi byt nizs$i nez pravdépodobnost jevu M (@n) < M(6y) + v.
Ve jsme ale ukazali, ze M (0,,) — M(6p) = 0, takze P(M(8,,) < M () + ) musf
konvergovat k nule. Pravé jsme tedy dokézali, Ze P(p(@nﬁo) > €) se pro n jdouci
do nekonecna limitné blizi nule. Jinymi slovy jsme pravé dokazali konzistenci od-
hadu 9n

O

Konecné se dostavame k formulaci véty o existenci a konzistenci sitového od-
hadu, tuto vétu si nasledné i dokazeme.

Véta 6 (véta o konzistenci sitového odhadu). Necht (2,A,P) je dpiny pravdépo-
dobnostni prostor a X =1 x [0,1]%. Dale necht plati ndsledujici:

1. (Y, X;),i = 1,...,n jsou nezdvislé stejné rozdélené pozorovdni splrujici pro

kazdé i

Yi = po(Xi) + €,
kde p(x) € C(X) a pro € plati
E[EZ‘ | XZ] = 0,
varle; | X;] = 0 € RT,
Elle*™ | X3] < o,
pro nejaké 6 > 0, zdroven jesté poZadujeme, aby €; byly nezdvislé na vysvét-
lujicich promennych X;.

2. aktivacni funkce ¢ je sigmoid funkce

3. posloupnost {d, }n>1, resp. posloupnosti {A, ns1 a {A}us1 jsou rostouct
posloupnosti prirozenych resp. redlnych cisel konvergujicich do nekonecna,
které zdroven splnuji

d, A7 log(dny)
n

— 0,n — 0.

Pak sitovy odhad {fi,}n>1 ezistuje. Zdroven ||fi,, — polln konverguje v pravdépo-
dobnosti k nule, tedy pro kazdé ¢ > 0

T P, = piolln > #) = 0.

Diikaz. Dtikaz prvni ¢asti véty zabyvajici se existenci sitového odhadu je za-
lozen na White-Woolrdridgeové vété. Musime si obecné znéni této véty prevézt
na pripad sitového odhadu se znacenim zavedeném v nasi praci.

Pseudo-metricky prostor (0, p) bude v tomto piipadé pseudo-metricky prostor
spojitych funkei na X', (C(X),]].]],)-

Posloupnost kompaktni podprostort {©,},>1 prostoru C(X) bude v nasem
pripadé posloupnost {S, (o)}, kde o znad¢i aktiva¢éni funkei sigmoid. Musime ale
dokézat, Ze jsou tyto prostory kompaktni.
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Necht n je libovolné ptirozené ¢islo. Oznacme si parametry kazdé sité splnujici
predpoklady véty z € S, (o) jako vektor 6,, = [5o,-...04,, @1,05--:01,40,02,05---sCdyp g0 )
Protoze pro kazdé n jsou d,,,A,,A,, koneéna ¢isla a diky predpisu mnoziny Sn(o)
jsme schopni nalézt konstanty A, a B, takové, ze

0, € [—A,,A,)" T x [-B,,B,|" @),

Tento systém intervalil si oznacime jako I,,. Systém uzavienych intervala I, je
uzaviend, omezend podmnozina R¥(©+2)+1 Ty znamend, ze I, je kompaktni
mnozina. Nyni nalezenim vhodného spojitého zobrazeni, které zobrazuje I,, pravé
na mnozinu S, (o) prokdzeme i jejich kompaktnost.

Uvazujme tedy zobrazeni H : (O,,||.||2) = (Sn(0),||-||l») definované predpisem

dn
H(0,) = b + Z Bio(ajo + aijL'),

Jj=1

kde jako a; znacime vektor (a;1,@;j2,..., ajq) " -

Takovéto zobrazeni ma pozadovanou vlastnost S, (o) € H(I,). K dikazu kom-
paktnosti ndm nyni staci jiz jen ovérit spojitost zobrazeni H. To udélame piimo
z definice, kdy pro néjaké 6,, € I, a € redlné budeme hledat ¢ takové, ze pro kazdé
0.5 € 1, plati

||0n—0 ’

(0n) - H(on,(i)Hn < €.

Méjme 6,02 ¢ S, (o), rozepiseme si kvadrat normy ||H (@) — H(02)|2.
Dostavame

nz<ﬁ(1)+2ﬁ(l ]0+a() _'_ZB 30+a( )T.’Bl)>2_

=1

Tento soucet ctvercti se da pridanim absolutni hodnoty do sumy, ktera diky
kvadratu nezméni vyslednou hodnotu celé sumy, a aplikaci trojihelnikové ne-
rovnosti shora odhadnout jako

)2

1 n
<n§;<’5<1> ‘Jrz‘ﬁm @+ aPTa,) — 20 + Tz

Nyni si sumu ekvivalentné rozsitime, dostavame nasledné

1
= -
n

n dn
(7 = 087+ 3258 el + 0! ) — ol + o )
j=1

=1

2
]800 = 8700l + o Ta) )

V nasledujicim odhadu vyuzijeme vlastnosti sigmoid funkce, tato funkce je
totiz 1/4—Lipschitzovskéa. K ovéfeni tohoto tvrzeni musime funkci o zderivovat
a najit maximalni hodnotu derivace. V prvni kapitole, béhem ptredstavovani této
aktiva¢ni funkce jsme si ukazali, ze derivace této funkce ma podobu o(1 — o).
Zderivovanim ziskame tvar druhé derivace

oc"=0(l—0)(1—0)—00(l—0)=0c(1—-0)(1—20)=0"(1-20).
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Druhéa derivace ma kotfen pouze v bodé, kde je funkéni hodnota sigmoid funkce
rovna 1/2, coz je zfejmé v nule. Sigmoid funkce mé tedy omezenou derivaci, pro-
toze limity jeji prvni derivace v plus i minus nekonec¢nu jsou rovny nule. Diferenco-
vatelna funkce s omezenou derivaci je skutecné lipschitzovska, jelikoz maximalni
hodnota derivace je o’(z) = 1/4, tak jsme skuteéné dokazali 1/4—lipschitzovskost
sigmoid funkce.

Této vlastnosti nyni vyuzijeme v dal$im kroku odhadovani shoda nasi sumy
vyse. Vyuzitim 1/4—Lipschitzovskosti sigmoid funkce se ji zbavime v nasi sumé

—i—’ ]O—a@)) )

LI (S -7 T o)

le_

Ve znéni véty jsme predpokladali, ze X; € [0,1]%, toho nyni vyuzijeme k od-
stranéni proménnych x;. Jelikoz pravé tyto x; jako jediné zavisely na i, tak je
nyni prvni suma zbytecna. Po tpravé dostavame dalsi odhad v podobé

dn,
< (] - o]+ "zzm—aﬁi)-

Nyni mtizeme predpokladat, ze A, > 0, coz neni prilis omezujici, jelikoz pred-
pokladame, ze posloupnost téch delt konverguje do nekonec¢na. Vyuzitim tohoto
predpokladu, umocnénim celého vyrazu na druhou a pomérné hrubym odhadem
vyporadavajicim se se zbyvajicimi sdruzenymi c¢leny z binomické véty dostavame
findlni horni odhad v podobé:

< (A, MW _ g@ |2
< (7 ) (dulao +1))]I6n n ll2-

Tento odhad nam jiz dava napad, jak volit hledané ¢, pro zadané epsilon z
definice spojitosti, jednoduse ho zvolime jako § = €/ (ﬁ” dn(qo + 1)) Takovouto
volbou delty opravdu plati implikace

||0n - 9n,<5”2 <0 = ||H(0n) - H(an,ts)Hn <€

Dokazali jsme tedy, ze pro kazdé n je opravdu prostor S, (o) kompaktni. Muzeme
tyto mnoziny povazovat za 0, ze znéni White-Wooldridgeovy véty.

V této vété se objevuji i zobrazeni Q,, v pripadé nasi véty o konzistenci se
jedna o residualni soucet ¢tvercl spocitany z nasich dat. Jelikoz pro fixni w, tedy
pro fixni pozorovana data, je Q,,, rovno

1 n
pro u(x) € S,(0). Takovéto zobrazeni je ziejmé spojité v u na S,(0), tudiz je i
na S, (o) zdola polospojité. Ovérenim i tohoto predpokladu jsme jiz nyni schopni
vyuzit White-Wooldrigeovu vétu, kterd nam v nasem pripadé rika, ze pro kazdé
n € N existuje f1,,, které pro kazdé w € 2 splinuje

. N A
fi, = arg min =~ (¥ — u(X;))*,

HESK(P) M i
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to je ale presné definice sitového odhadu. Dokazali jsme, Ze za nasich predpokladii
pro libovolnd data (spliujici opét predpoklady véty) sitovy odhad existuje.

Pokud jde o dikaz konzistence sitového odhadu fi,, tak dikaz provedeme
aplikaci véty 5. V nasem pripadé budou funkce M,, ze znéni véty 5 pravé funkce
Q,,(1). Jako funkei M si zadefinujeme novou funkei danou pfedpisem

Q) = B[ 32 — (X)) | Xori = L

=1

Nyni si budeme muset ovérit predpoklady véty 5. Nejprve si rozepiseme funkci
Q,, do vhodnéjsi podoby.

- (X + e = (XK

Zef. (3.2)

Skutecnost, Ze Sup,cs, (o) |Qn(r) — Q(1)| konverguje k nule v pravdépodob-
nosti(v pripadé neméritelnosti uvazujeme tuto konvergenci jako konvergenci vuci
vnéjsi pravdépodobnostni mite) dokézal ve svém ¢ldanku Shen a kol.| (2019). Dukaz
je pomérné dlouhy a hodné technicky, proto ho zde nebudeme uvadét, vyuziva se
v ném treti predpoklad ze znéni dokazované véty na limitni chovani posloupnosti
{dn}nzlv {An}nzl'

K ovéteni dalsiho z predpokladi si vyjadiime i funkci @ v podobné podobé
jako je rovnost (3.2). Aplikaci podminéné stiedni hodnoty na tuto rovnost dostéa-
vame

n

" 2
> (uo(Xi) — pu(Xi))? — - > Eles | Xi](uo(Xs) — u(Xi)) + Ele} | X
i1 i=1
(3.3)
jelikoz pu(x),po(x) jsou méritelné funkce veli¢in X, a protoze diky predpokladim
véty jsou chybové epsilony na téchto veli¢inach nezavislé. Diky predpokladim veéty
na prvini dva podminéné momenty ¢; dostavame vyjadieni Q v podobé

1

5

> (X)) = po(X5))? + o, (3.4)

kde 02 znac¢i hodnotu rozptylu €; nikoli kvadrat sigmoid funkce. Déle si mtiZzeme
vSimnout, ze polozenim p = g se vyraz zredukuje na

3\'—‘

Z to(X))? + 02 = o2 (3.5)
Nyni méjme 6 > 0, pak

Q1) — Quo) = Z 1o(X;))?

in
pillp—polln=6 el p— uoHn>5 n;
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vyuzitim rovnosti (3.4) a (3.5). Z definice psedu-normy ||.||,, vime, Ze pro vsechny
funkee p, [|pn — prolln = 0 :

n

L DX~ (X0 = I s 2 o7
z uzavienosti mnoziny, pres kterou hleddme infimum, musi byt i samotné infimum
vetsi nez 62, tedy
inf  Q(n) — Quo) = 6* >0,
pillp—polln =6
coz implikuje
Q(n) > Qo)

in

pillp—polln>6

tedy je splnén i druhy predpoklad véty 5. K dokazani konzistence sitového odhadu

nam jiz zbyva dokazat jen platnost nerovnosti ze znéni véty 5, tedy za naseho

znaceni ukazat, ze plati Q,(fi,) < Qn(uo) + op(1). K tomu ndm bude stacit, ze

Qn(fi,,)— 9y (o) konverguje v pravdépodobnosti k nule. Dosazenim 19 do rovnosti

(3.2) zjistime, Ze i v tomto piripadé se ndm prvni dva ¢leny vynuluji. Pak rozdil
O, (jin) — Qulpi) je roven

1& . g 2 .

n Z(Mﬂ(mi> — fip ()" — " Z €i(pto(@;) — i, (1))

i=1 i=1

Druhy scitanec konverguje v pravdépodobnosti k nule podle silného zdkona vel-
kych ¢isel, protoze

E|ei(10(X,) — p(X)| = EIEle, | XJElno(X) — (X)) =0,

kde jsme v prvni rovnosti vyuzili nezavislosti epsilonti na vysvétlujicich promén-
nych a vztahu stfedni a podminéné stfedni hodnoty.

Pro prvni séitanec si ukazeme rovnou klasickou nestochastickou konvergenci
k nule. Vyuzijeme totiz v této kapitole drive dokazanych vlastnosti mnoziny S,,.
Podle véty 3 totiz U,>; Sn(0) je stejnomérné hustd mnozina na C(X), protoze
sigmoid funkce o ziejmeé spliuje predpoklady této véty. Zaroven jsme si ukazali, ze
pro kazdé i € N : S, (0) C S,41(0), protoze vSechny tii parametrové posloupnosti
jsou dle znéni véty rostouci a rostou nade vSechny meze.

Nyni méjme § > 0, ze stejnomérné hustoty sjednoceni U, > S,(0) vime, Ze
existuje [i(x) € Ups1 Su(0) takové, Ze sup,cx |i(x) — po()| < V0, to znamens,
ze musi existovat néjaké ng € N : p(x) € S, (o). Pak pro kazdé n > ny plati

éwx» (X)) < LS (i) — (X)) <

i=1

S|
3

kde prvni nerovnost plyne z definice sitového odhadu. Protoze ¢ jsme brali jako
libovolné malé, tak skutecné 9, (fi,) — Qn(po) konverguje v pravdépodobnosti
k nule, ¢imz jsme dokéazali i konzistenci sitového odhadu a dikaz véty je tedy
(konec¢né) u konce.

O
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Véta 6 nam tedy tikd, ze sitovy odhad nam jako posloupnost odhadt za da-
nych predpokladi existuje, a ze tento sitovy odhad je konzistentni. Na druhou
stranu nam nedava zadny navod, jak dany sitovy odhad hledat, museli bychom
pro kazdé n fesit optimalizacni tlohu v podobé hledani neuronové sité z S,,, ktera
by minimalizovala ¢tvercovou chybu na pozorovanych datech. Nalezeni globalniho
minima této nekonvexni tlohy, ale nejsme v praxi schopni zarucit, ¢imz ale nebu-
dou splnény predpoklady véty a konzistence jiz nebude zarucena. Tato véta ma
tedy predevsim teoretickou vahu, Ze jsme skutecné z dostatecného mnozstvi dat
schopni odhadnout parametry neuronové sité, ktera bude aproximovat libovol-
nou spojitou zavislost podminéné stredni hodnoty na vysvétlujicich proménnych
s predem urcenou presnosti.

V celém diikazu véty 6 jsme vyuzili predpokladu, ze obecna funkce ¢ z definice
mnozin S, (¢), tedy aktivacni funkce skryté vrstvy uvazovanych neuronovych siti,
je sigmoid funkce pouze jednou, a to kdyz jsme vyuzili jeji lipschitzovskovsti.
Tento predpoklad nebyl vyuzit ani v zadném z vyuzitych lemmat, jejichz dikaz
neni v této praci uveden, a na ktery jsem pouze dali ¢tenafi referenci na vhodnou
literaturu. To znamend, Zze znéni véty by Slo jesté zobecnit a omezit se pouze
na lipschitzovské funkce, ale vzhledem k tomu, Ze ze standartné pouzivanych
aktiva¢nich funkei je lipschitzovska pouze sigmoid funkce (hyperbolicky tangent
je pouze linedrné transformovand sigmoid funkce), a vzhledem k tomu, Ze pravé
sigmoid funkci zvolime jako aktivacni sit neuronovych siti v simulac¢ni ¢asti v
posledni kapitole, tak vétu 6 nechame v tomto méné obecném tvaru.

3.2 Asymptotickd normalita sitového odhadu

Po dokazani konzistence sitového odhadu parametriu (specidlniho typu) neu-
ronovych siti si jesté v této kapitole uvedeme vétu o asymptotické normalité
sitového odhadu. Opét se da v literatutfe nalézt nékolik variant téchto vét, které
se navzajem lisi riiznymi predpoklady na tvaru neuronovych siti, my si vybereme
variantu véty o asymptotické normalité, jejiz predpoklady jsou velmi podobné
predpokladiim Véty 6.

Stejné jako v pripadé véty o konzistenci sitového odhadu i vét o univerzalité
si musime nejprve pred formulaci samotné véty zavést nové definice a znaceni. K
prvni definici nds motivuje kompaktnost mnozin S,(¢) v prostoru C(X), kterou
jsme dokéazali v pribéhu dikazu véty 6. Symbolem m, o budeme znacit nejblizsi
aproximaci funkce yiy v prostoru S, (¢). Véta 3 ndm fika, Ze sjednoceni U,,>1 Sp(¢)
je stejnomérné hustd, to implikuje, ze 7, 1o konverguje ve vyznamu nasi pseudo-
normy |||, ke skutecné funkei py. Nésledujici véta ndm fekne, jakym tempem
konverguje k této funkei pp nas sitovy odhad v ptipadé, ze nas odhad {f, }n>1
neni uplné presné sitovy z definice, protoze jsme nebyli schopni nalézt presné
minimum stfedni ¢tvercové chyby, ale zaroven jsme se mu dostatecné priblizili.
Ztejmé tato rychlost zavisi na konvergenci nejlepsi aproximace .

Véta 7. Necht plati predpoklady véty 6 ddle necht posloupnost, odhadi {fi,}n>1
splnuje nerovnost

LS - (X)) < inf LSV u(X0) 4 Op(r),

n - T OuESH(P) N i1
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kde r, je definované jako

. dnlo dnAn dnlo n
Tn:O(mln{Hﬂnﬁbo—MOHi? gil )’ ng })

Pak pro kazdé n > 1 plati

N d,logn
Hlun - /'I’OHTL = OP (maX{Hﬂ-nlfl’O - /1’0H'n7 n })

Diikaz. Dikaz je uveden v [Shen a kol. (2019))
[l

Vidime, Ze chybova posloupnost r,, z definice konverguje k nule, protoze ve vété
6 jsme predpokladali, Ze M — 0. To znamend, ze {/i,, }n>1 se stejné musi
skutecnému sitovému odhadu v nekonec¢nu blizit, aby platila rychlost konvergence
z vety 7.

Vidime také, Ze rychlost této konvergence je ovlivnéna rychlosti ristu posloup-
nosti d,,, kterd nam udava vystupni dimenzi prvni vrstvy ¢;, tedy zbytecné velké,
siroké neuronové maji asymptoticky pomalejsi konvergenci.

Poslednim pojmem, ktery si musime zadefinovat pred formulaci véty o nor-
malité sitového odhadu, je perturbovany operator i definovany jako:

[ (1 An) = (1= A2+ A2 (o + 1),

kde p € S,.(¢) a pro kazdé n € N, A\, € (0,1). Nyni ndm jiz nic nebrani formu-
lovat nasledujici vétu. Dikaz asymptotické normality je velmi technicky, kdy se
vyuzivaji vSechny netrivialni predpoklady této véty, proto si tuto vétu nebudeme
v této praci dokazovat.

Véta 8. Necht (Q2,AP) je uplny pravdépodobnostni prostor a X = 1 x [0,1]%.
Ddle necht plati ndsledujici:

1. (Y3, X,),i = 1,...,n jsou nezavislé stejné rozdélené pozorovdni spliiujici pro
kazdé i
Yi = po(Xi) + €,
kde p(x) € C(X) a pro ¢ plati
E[Ei ’ XZ] = O,
varle; | X;] = 0% € R,
Ellei** | X,] < o0,

pro nejaké § > 0, zdroven jesté poZadujeme, aby €; byly nezdvislé na vysvét-
lujicich promennych X;.

2. aktivacni funkce ¢ je sigmoid funkce

3. posloupnost {dy}ns1, resp. posloupnosti {An =1 a {ApYes1 je rostouct
posloupnost prirozenych resp. redlngch cisel konvergujicich do nekonecna,
které d,A\, log(d,Ay) = o(n'/*) pro n jdouci do nekonecna
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4. necht existuje posloupnost {p}n,>1 takovd, Ze p,||fi,, — polln = Op(1), a pro
kterou existuje 6 > 0 takové, Ze 7 = o(1)

5. pro posloupnost splriujici \, = o(n™1) plati tyto dvé rovnosti:

sup ||7Tn:l~j’n(:u7/\n> - /ln(:ua)‘n)”n - OP(/\npn);
HESn():]l—polln<pr*

S emft, (1) (X0) — iy (1A (X)) = Op(0).

HESn ():llu—polln<pn ' T i=1

Pak pro sitovy odhad {fi, }n>1 plati pro n jdouci do nekonecna:
1o ) .
(L (X)) — po(X;)) = N(0,07).

Diikaz. Dikaz je uveden v [Shen a kol.| (2019))
O

Vsimnéme si rozdilu ve tretim predpokladu této véty a véty o konzistenci.
Predpoklady na limitni chovani parametrovych posloupnosti se lisi, v pripadé
véty o konzistenci je tempo rustu posloupnosti {d, } limitné rychlejsi. Takto rychlé
tempo rustu by mohlo zptisobit, Ze by ¢len T (1, (X)) — po(X;)) mohl kon-
vergovat rovnou k nule v distribuci (tedy i v pravdépodobnosti).

Zmalost asymptotického rozdéleni nam umoznuje sestrojit statistické testy,
problém je, Ze obvykle v aplikacich nezndme skuteénou hodnotu 2. [Shen a kol.
(2019) dokazali, ze odhad

. 1 & .
52 = >V~ (X))

=1

za predpokladii véty 8 konzistentné odhaduje nezndmy parametr o2. Pak ale plati,
ze
1

= 3 0(X0) — 1(X0) = § S (i (X0) = ol X0),

o,n i=1

kde prvni zlomek praveé diky konzistenci odhadu 6 a veté o spojité transformaci
konverguje k jedné v pravdépodobnosti, a ‘f\/— P (1, (X)) — puo(X5)) kon-
verguje v distribuci diky vété 8 k normovanému normalnimu rozdéleni. Cramér-
Sluckého véta nam tika, ze v tomto pripadé mame konvergenci

i(ﬂn(xi) — po(X)) Zj: (f1,,( X o (X)) LN N(0,1).

Q>\Q

ﬁ};
I N
3



4. Simulac¢ni studie

V minulé kapitole jsme se vénovali asymptotickym vlastnostem sitového od-
hadu a ukézali jsme si, ze sitovy odhad je konzistentni a asymptoticky normalni.
Zaroven jsme ale zminovali, ze tyto véty maji spiSe teoreticky pfinos, protoze
v praxi ¢asto nejsme schopni vytesit slozitou optimaliza¢ni ilohu minimalizace
¢tvercové chyby, tudiz vypocteny odhad neni ve skutecnosti tim sitovym z defi-
nice. Déle také nevime, jak rychla dand konvergence je, zda-li se na ni mizeme
spolehnout v pripadé omezeného mnozstvi pozorovanych dat, protoze v realnych
aplikacich vétsinou nemame k dispozici miliardy pozorovani. V této kapitole se
v kratké simulacni studii podivame pravé na to, jestli nami v konec¢ném kroku
iteraci numericky odhadnuty sitovy odhad skutecné vykazuje znamky konzistence
¢i asymptotické normality.

4.1 Konzistence

V prvni ¢asti nasi simulacni studie jsme se zamérili na konzistenci naseho
sitového odhadu. V kazdé iteraci nasi simulace jsme si vygenerovali odezvu dle
modelu:

Y; = puo(Xs) + €,

kde vsechny slozky X lezi v [0,1], tak aby byly splnény predpoklady véty 6, a kde
€; jsou nezdvislé a stejné rozdélené z N (0,0.7?) rozdéleni. Pro rizné délky vybéri
jsme spocetli pomoci balicku scipy v jazyce Python sitovy odhad fi,, a vypocetli
hodnotu ||, — po||n-

Pokud jde o volbu gy, tak jsme celkem zvolili ¢tyti funkce. Ve dvou pripa-
dech se jednalo o funkci s interceptem a jednorozmeérnou vysvétlujici proménnou,
kdy jsme nejprve jako pg zvolili funkci, ktera vznikla jako afinni kombinace dvou
sigmoid funkci, a v druhém ptipadé se jednalo o afinni kombinaci goniometric-
kych funkci sinus. Dalsi dvé funkce byly také afinnimi kombinacemi sinusoid, ale
v tomto pripadé se jiz jednalo o funkce dvou proménnych a v pripadé funkce
f1 dokonce nediferencovatelné, jelikoz jeden ze sinti mél v sobé maximum téchto
dvou proménnych. Touto volbou jsme se chtéli presvedcit, jestli si mélka linearni
neuronova sit opravdu poradi s modelovanim riznych spojitych, klidné i nedi-
ferencovatelnych funkci, a zda-li takové zavislosti je opravdu schopna v datech
zaznamenat. Konkrétné jsme tedy jako funkei pg vyuzili tyto funkcee:

1 1
14+em 5  2(1+4e21)

o}
fa(x) =14 2sin (gx — W) + sin (Wx + 1)

2 6
f( ) =14 2si (7r 7r) 3 <7T 7T>+_ <1+57r 37T>
T.y) = sin{ -2 — =) —3sin|{ =y — = sin B
LY 3° 79 2779 6 k4

fa(z,y) =14 2sin (gx — 72r) — 3sin (;Ty - ;T) + sin (1 + g max{x,y}).

Museli jsme také nastavit vhodné hodnoty parametrovych posloupnosti, tak
aby byly splnény predpoklady véty 6. Zde jsme zvolili stejné posloupnosti, jaké
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zvolil Shen a kol (2019), pro kazdé n jsme polozili d,, = n'/* A, = 10n'/*, A, = n.
V tomto ¢lanku nebyla tedy uvedena hodnota ¢lentt posloupnosti A,,, protoze jsme
ale potiebovali posloupnost, ktera roste a konverguje do nekonecna, aby byly spl-
nény predpoklady nasi véty o konvergenci, tak jsme si ji takto sami dodefinovali.

Takovychto iteraci jsme provedli 50 a nésledné jsme spocetli primérné hod-
noty pseudo-normy rozdilu sitového odhadu a skutecné funkce . Vysledky této
simulace jsou k nalezeni v tabulce (4.1). Mzeme vidét, Ze v pfipadé vsech étyrt
funkci vidime stejny trend: s pribyvajicim poc¢tem pozorovani klesa hodnota chy-
bové pseudo-normy ||.||,,, kterd by podle véty o konzistenci méla v pravdépodob-
nosti klesat k nule s rostoucim n. Zda se tedy, ze i na tomto relativné malém
mnozstvi pozorovani skutecné mizeme konvergenci ocekavat.

V tabulce vysledk si také miizeme vSimnout, ze priméry pseudonorem rozdili
sitovych odhadt funkci dvou proménnych jsou znatelné vyssi nez funkei jedno-
rozmérnych pro vsechny sledované délky nahodnych vybéria. To se da vysvétlit
vyssim poctem odhadovanych parametri v téchto modelech. Zajimavé je, ze pru-
méry pseudonorem ||fi,, — f3||n & ||ft,, — falln VySly pro vSechny n témér identicky
i pres to, ze funkce f; nebyla diferencovatelna.

Délka n. vyberu | ||, = filln N = folln N = falln i = falln

200 0.057 0.069 0.106 0.100
1000 0.042 0.060 0.081 0.074
2000 0.028 0.041 0.061 0.059
2000 0.016 0.024 0.042 0.049

Tabulka 4.1: Praimérné pseudonormy pro 50 datovych sad o rtznych velikostech

Pro jednu z iteraci nasi simulace jsme si vykreslili pribéh sitového odhadu
pro rizna n a porovnali se skutecnymi funkcemi fi, fo, f3, f4. Odhady funkei f;
a fy jsou vykresleny na obrazcich (4.1) a (4.2). V obou téchto pripadech vidime,
ze nejlépe aproximuji skutecné funkce skutecné sitové odhady fisygq-

V pripadé funkce fy, ktera ma pomérné divoky nemonotéonni pribéh také
vidime, zZe vSechny neuronové sité si s touto nelinearni, nemonoténni zavislosti
poradili. Opravdu se tedy ukazuje, ze pomoci modelu hlubokého uceni 1ze modelo-
vat i slozité nelinedrni zavislosti odezvy na vysvétlujicich proménnych i v pripadé
mensiho pocétu pozorovani.

V pripadé, ze bychom se tuto zavislost snazili modelovat zobecnénym lineér-
nim modelem pomoci vhodné transformace x; vypozorované z popisnych grafi,
tak bychom se pravdépodobné uchylili bud ke kvadratické transformaci nebo
bychom se rozhodli pouzit linedrni (nebo jiné) spliny s vnitinim uzlem nékde
v okoli maxima, zhruba 0.3, tedy volba tohoto uzlu by byla subjektivni. Diky
vyuziti neuronovych siti a modelu hlubokého uceni jsme se hledani vhodné trans-
formace vyhnuli a skute¢nou funkci f; jsme aproximovali velmi dobfe.

Vykreslit graf porovnavajici kvalitu aproximace funkce dvou proménnych je
pomérné slozité, chtéli jsme se vyhnout porovnavani dvourozmérnych ploch vy-
kreslenych na 3D grafech, proto jsme radéji vykreslili funkce f3(z,y) a fi(z,y)
jako funkce pouze jedné proménné z s nékolika zafixovanymi hodnotami 7. Ctyfi
takové grafy pro pripad funkce f3 si lze prohlédnout na obrazku (4.3). Hned si
muzeme vSimnout odlisného grafu funkce pro rizné hodnoty y. Vypozorovat ta-
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Obrazek 4.1: Sitové odhady f; pro rtizna n
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Obréazek 4.2: Sitové odhady f, pro rtizna n
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kové chovani funkce f(x,y) by bylo velmi obtizné, tudiz manualni hledani vhodné
transformace pri pouziti zobecnéného linedrniho modelu by pravdépodobné vedlo
k vyrazné horsimu modelu. I v tomto pripadé vidime, zZe nejlepsi aproximace jsme
opét dosahli v pripadé nejvyssiho poctu pozorovani.

f 3,y=0.25 f 3, y=0.50

f3(x,0.25)
£ 3(x,0.5)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

f 3,y=0.75 f 3, y=1.0

.3(x,0.75)
3(x,1)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Obrazek 4.3: Sitové odhady f3 pro rizna n a rizné hodnoty y

Na obrazku (4.4) vidime vykreslené pribéhy sitovych odhadu funkece fy, opét
pro ¢tyti zafixované hodnoty y. Muzeme si opét vSimnout rozdilnych pribéht
funkce pro rizné hodnoty y a také nehladkych bodt zptusobenych nediferenco-
vatelnym maximem v pfedpisu funkce f;. I v tomto pripadé vysla jako nejlepsi
aproximace ta odhadnutda z 5000 pozorovani, i zde se tedy zda, ze se mizeme
spolehnout na vétu o konzistenci dokazanou v kapitole 3. Je ale nutné pozname-
nat, ze v tomto pripadé je kvalita vSech aproximaci vyrazné horsi nez u ostatnich
prikladi funkci, kdyz porovname odhady ze stejné délky datové sady. Pravdeé-
podobné vyssi pocet parametri a divocejsi, navic nehladky, pribéh funkce f;
je duvod, pro¢ pro podobné dobré aproximace bychom vyzadovali vyssi pocet
pozorovani.

4.2 Asymptotickd normalita

V druhé ¢éasti simulacni studie jsme se zamérili na asymptotickou normalitu
sitového odhadu dokézanou ve vété 8. Pro kazdou z vysSe definovanych funkei
jsme si vygenerovali 5000 odezev odpovidajicich nasledujicimu modelu:

Yi = po(X;) + €,
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kde opét slozky X; lezi pro kazdé i v intervalu [0,1]. Rozhodli jsme se ale zménit
rozdéleni epsilonti na N'(0,1), které je nezdvislé na X; a to z diivodu absence nut-
nosti korigovat asymptoticky rozptyl o2 pomoci odhadu 6% predstaveném na konci
treti kapitoly. Néasledné jsme minimalizovali stfedni ¢tvercovou chybu, ziskali tak
sitovy odhad fisyg0, spocetli hodnotu statistiky ﬁ P (1, (X)) — po(X;)). Tento
proces jsme pro kazdou funkci opakovali 300krat. Nasledné jsme se si chtéli ovérit,
zda statistika ﬁ S (1, (X)) — 1o(X;)) opravdu vykazuje znamky normalniho
rozdéleni.

Na obrazku (4.5) nalezneme QQ-ploty téchto hodnot pro vsechny ¢tyfi funkce
fj- Mizeme vidét, Ze vSechny ¢tyfi grafy opravdu vykazuji znamky normality, jeli-
koz pozorované hodnoty velmi vérné kopiruji primku, kde by mély lezet teoretické
kvantily v pripadé normality.

QQPlotf_1 QQPlot f_2

2814 © o

mality_df$f1
‘mality_df$f2

QQPlotf_3 QQPlot f_3

normality_df$f3
normality_df$f3
0

Obrézek 4.5: Sitové odhady f, pro rtizna n a riizné hodnoty y

Rozhodli jsme se i normalitu téchto vypoctenych hodnot ovérit i pomoci for-
malniho statistického testu normality. Konkrétné jsme se rozhodli vyuzit Shapiro-
Wilktiv test normality. Nulova hypotéza tohoto testu je, ze dané pozorovani jsou
normalné rozdélené, alternativa je jeji doplnék, tedy ze pozorovani nepochézi
z normélniho rozdéleni. Vysledné p—hodnoty jsou vypsany v tabulce (4.2). Testy
normality pro vSechny ¢tyti funkce nam dali stejny zavér, vysoké p—hodnoty nam
nedovoluji na 5% hladiné zamitnout nulovou hypotézu, takze nase pozorovani, ze
QQ-ploty na obrazku (4.5) potvrzuji normalitu, se ukazuje jako spravné. I v tomto
pripadé se tedy ukazuje, ze teoretickym vétam o asymptotickém normalnim roz-
déleni z kapitoly 3 mtizeme vérit i pti realistickém mnozstvi pozorovani.
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regresni funkce ‘ p—hodnota

f 0.175
f 0.764
fs 0.161
f 0.647

Tabulka 4.2: Vysledné p—hodnoty Shapiro-Wilkovych testi normality
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali neuronovymi sitémi a modelem hlubokého uceni.
V prvni kapitole jsme si nejprve tyto pojmy zadefinovali, kdy jsme si matematicky
zavedli jednotlivé stavebni bloky dopfednych neuronovych siti, tedy neurony a
vrstvy dopfednych neuronovych siti. Pfi definovani modelu hlubokého uceni jsme
se snazili co mozna nejvice samotnou definici priblizit definici zobecnéného line-
arniho modelu, protoze se model hlubokého uceni s doprednou neuronovou siti da
povazovat za jakési zobecnéni linearné zobecnéného modelu. Déle jsme si v prvni
kapitole matematicky zavedli pojem aktivacni funkce pouzivany v machine lear-
ningové literatute a uvedli jsme si nékolik hojné pouzivanych prikladi.

Ve druhé kapitole jsme se zamérili na véty o univerzalité neuronovych siti.
Tyto véty pojednavaji o flexibilité neuronovych siti, co se tyce schopnosti aproxi-
movat libovolnou spojitou funkci. Po zavedeni potfebnych definic jsme se zamérili
na neuronové sité z mnoziny meélkych linearnich siti ¥%(¢) s vhodnou aktivacéni
funkci ¢. Diikaz byl proveden tak, ze jsme se odkéazali na vétu o univerzalité pro
vétsi mnozinu neuronovych siti X11%(¢), kde se predpoklady na funkci ¢ sice
lisily, ale néasledné se vyuzilo gonionometrickych identit, které umoznuji vyjad-
it soucty soucint funkci kosinus jako soucty linearné transformovanych kosint,
po této upravé jiz predpoklady byly splnény i pro funkce z 3%(¢). Dokézali jsme
tedy, ze libovolnou spojitou funkci lze aproximovat s dostatecné sirokou mélkou
linedrni siti s aktivacni funkei jako je naptiklad funkce sigmoid ¢i hyperbolicky
tangent, které jsou casto pri konstrukci neuronovych siti pouzivany.

Véty o univerzalité nam ale netekli nic o tom, zda-li jsme schopni pomoci mo-
delu hlubokého uceni z dat tuto spojitou zavislost podminéné sttedni hodnoty na
vysvétlujicich proménnych konzistentné modelovat. Po kazdém smysluplném od-
hadu ve statistice pozadujeme, aby byl konzistentni, tedy abychom se s rostoucim
poctem pozorovani blizili skutecné hodnoté parametru ¢i funkce. Radi bychom
vlastnost konvergence méli i v pripadé neuronovych siti. Zadefinovali jsme si tzv.
sitovy odhad neuronové sité, coz je vlastné posloupnost odhadii, ktera pro kazdé n
minimalizuje ¢tvercovou chybu pres vSechny pozorovani od jedné prave do n. Pro-
toze hledani funkce minimalizujici ¢tvercovou chybu pres vsechny spojité funkce
by vedlo k funkci, kterd by trpéla na tzv. preuceni, méla by velmi Spatné predikéni
vlastnosti pro pozorovani, ktera nebyla pritomna v dostupném nahodném vybéru
pri hledani sitového odhadu pro dané n. My jsme tedy hledali jednotlivé slozky si-
tového odhadu v podmnozindch mélkych linedrnich siti S, (¢) € 3(¢), které byly
definovany pomoci posloupnosti parametri. Za doplnujicich predpokladia jsme
dokazali, ze tento sitovy odhad existuje a je konzistentni. V druhé ¢asti treti ka-
pitoly jsme si jesté formulovali vétu o asymptotické normalité sitového odhadu,
kterd nam dava asymptotické rozdéleni (tedy i asymptoticky rozptyl) sitového
odhadu neuronovych siti. Znalost asypmtotického rozdéleni umoznuje testovani
nulové hypotézy, ze E[Y | X] = uo pro néjakou spojitou funkei p.

V posledni ¢asti této prace byla provedena kratka simulacni studie, ve které
jsme si ovérili, jestli je dokazana konzistence spolehliva i pti relativné malém pocétu
pozorovani v Tadu stovek a nizsich tisici. Vygenerovali jsme si celkem ¢tyfi na-
hodné vybéry, kdy pokazdé byla podminéna stfedni hodnota odezvy jinou funkei
vysvéetlujicich velicin. Ve vsech ctyrech pripadech byla konvergence jasné vidi-
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telnd, coz vzhledem k pomérné divokému chovani posledni funkce, ktera byla ne-
diferencovatelna a nemonoténni funkce dvou proménnych, povazujeme za tispéch.
Na poslednich nékolika stranach této prace jsme si jesté na vygenerovanych da-
tech ovérili asymptotickou normalitu formulovanou ve treti kapitole. Normalita
byla z QQ-graf velmi viditelna a dokonce ji nezamitnul ani statisticky Shapiro-
Wilktiv test.

Jelikoz neuronové sité ziskavaji popularitu az v poslednich letech, tak teorie
okolo nich neni zatim vybudovana na pevnych matematickych zakladech. Za pti-
nos této prace povazujeme snahu podivat se na hluboké uceni jako na statisticky
model velmi podobny zobecnénému linearnimu modelu. Porovnali jsme také tzv.
aktivacni funkce, které byly porovnany s linkovymi funkcemi znamymi prave z te-
orie zobecnénych linearnich modeli. U moderni funkce swish jsme dokézali, ze
jejl hodnota pri volbé parametru § = 0 splyva s definici linearni funkce a v pfti-
padé limitniho chovani pro £ jdouci do nekonecna zase splyva se zndmou ReLLU
funkci. Pokud jde o véty o univerzalité, tak dikazy vét s nasimi predpoklady ne-
byly v dostupné literatute nikde poradné sepsané, v ¢lancich se casto objevovaly
jen rizné nacrty dikazu, které se v kruzich odkazovaly na dalsi ¢lanky. My jsme
jeden takovy diikaz plné sepsali. Obdobny pripad byl dilkkaz véty o konzistenci,
kde jsme navic dokézali, Zze vsechny predpoklady White-Woolridgeovy véty jsou
skutecné za predpokladi véty o konzistenci splnény. Béhem diikazu véty o konzis-
tenci bylo treba dokazat nékolik kratsich tvrzeni nebo dat jejich ditkazy dostupné
v literatuie fadné dohromady. Clanky ostatnich autort ¢asto obsahovaly na zavér
simulac¢ni studie na vygenerovanych datech, ale jednalo se vzdy o jednorozmérné
pripady, my jsme nejen vyzkouseli konvergenci sitového odhadu na vicerozmérné
funkci, ale dokonce jsme se rozhodli pouzit k ukazce i nehladkou funkci vice pro-
ménnych.

Vsechny dokazané véty byly dokédzany pouze pro specialni pfipad neurono-
vych siti a jejich jednoducha struktura byla v diikazech vyuzivana. Do budoucna
se samoziejmé nabizi se zamérit bud na dalsi tfidu neuronovych siti ¢i néjakou
vétu zobecnit napiiklad na vSechny mélké neuronové sité. Vyuzivali jsme zaroven
i predpokladiu na homoskedasticitu a nezavislost nahodnych chyb € na vysvétlu-
jicich proménnych, odstranéni téchto predpokladi by také mohlo byt obsahem
pozdéjsiho vyzkumu.
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