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Uvod

S casovymi radami sa stretdvame v mnohych oblastiach, ako st napriklad
ekonémia, pojistovnictvo a bankovnictvo alebo medicinsky vyskum. Popis ¢aso-
vych rad pomocou matematickych modelov umoznuje ziskat mnoho cennych in-
formacii, ako napriklad predikciu vyvoja danej ¢asovej rady v budicnosti. V tejto
praci sa budeme zaoberat modelmi typu ARMA, ktoré patria medzi modely
Boxovej-Jenkinsonovej metodoldgie. Tieto modely popisali autori George Box
a Gwilym Jenkins v 70. rokoch minulého storocia a dodnes sa tesia velkej oblube
pri analyze ¢asovych rad.

V nasej praci sa budeme zaoberat Statistickymi testami, pomocou ktorych je
mozné testovat adekvatnost odhadnutého modelu ARMA pre dani ¢asovu radu.
Ako prvé uvedieme Boxov-Piercov a Ljung-Boxov test, ktoré sa typicky pouzi-
vaju v tejto situdcii. Na zdklade ¢lanku (Gallagher a Fisher| (2015) sa budeme
dalej zaoberat akymsi zobecnenim tychto testov, a to tzv. wvdZenymi portman-
teau testami. Testové Statistiky tychto testov su taktiez zaloZené na sicte dru-
hych mocnin vyberovych autokorelacii, no s rastiicim oneskorenim sa vyberovym
autokorelacidam pridava ind (zpravidla mensia) vaha. Praca je rozdelend na teo-
reticka a prakticka cast. Teoreticka cast sa zaobera najma definiciou testovanej
hypotézy, popisom testovych statistik a ich asymptotickym rozdelenim. Prakticka
cast obsahuje simulacni stiudiu, ktora skiima vlastnosti jednotlivych testov na si-
mulovanych datach a porovnava testy medzi sebou. Cielom tejto prace je popisat
nevazené portmanteau testy spolu s ich vazenymi variantami, urcit asymptotické
rozdelenie testovych statistik a pomocou simula¢nych studii vyhodnotit, ¢i by
niektoré varianty vazenych testov mohli predstavovat vhodnu alternativu k zna-
memu Boxovmu-Piercovmu a Ljung-Boxovmu testu.

Praca je rozdelena do piatich kapitol. Prva kapitola obsahuje zakladné definicie,
ktoré dalej v praci pouzivame. V druhej kapitole uvadzame zakladné teoretické
vysledky, akymi st odhad parametrov ARMA modelu alebo urcenie asymptotic-
kého rozdelenia vyberovych autokorelacii.

Tretia kapitola sa zaoberd nevazenymi portmanteau testami, a to konkrétne
Boxovym-Piercovym a Ljung-Boxovym testom. Popisujeme asymptotické rozde-
lenie testovych statistik, ktoré je rozdelené na dva pripady. Hlavnym vysledkom
tejto kapitoly je veta[5], pomocou ktorej je mozné urcit kriticky obor oboch testov.
Tato vetu nazorne ilustrujeme na niekolkych navéazujucich prikladoch.

V stvrtej kapitole hovorime o vazenych portmanteau testoch, ktoré predstavuju
hlavné zameranie tejto prace. Definujeme obecni testovu Statistiku a s nou dva
typy vah, s ktorymi sa v praci zaoberame: vahy zalozené na jadrovej funkcii a ge-
ometricky klesajice vahy. Uvadzame niekolko typov jadrovych funkcii, ktorych
vhodnost budeme testovat v simulac¢nych stiadiach. Nakoniec uvadzame niekolko
moznosti, ako urc¢it asymptotické rozdelenie vazenej testovej statistiky.

Piata kapitola obsahuje komplexni simula¢nu studiu, ktora skiima najmé hla-



dinu a silu testov v zdvislosti na roznych parametroch, akymi st napriklad dizka
simulovanej rady alebo volba maximéalneho oneskorenia pre vyberové autokore-
lacie, z ktorych st spocitané jednotlivé testové statistiky. Vysledky simulacii su
popisané pomocou tabuliek a ndzornych grafov. VSetky simulédcie boli spracované
pomocou statistického softvéru R (R Core Team (2021))).

Vlastnym prinosom tejto prace je doplnenie teoretickej ¢asti o mnohé priklady
a obrazky, najmé priklady ilustrujice vetu . Dalej sa jedné o dokaz lemmatu ,
doplnenie niektorych krokov v dokaze lemmatu[3|a dékaz vety [4l Vlastnym prino-
som je tiez presnd formuldcia vety [7] a ndsledne jej dokaz. Najméa v kapitole [] sme
zjednotili znacenie a doplnili niektoré chybajice predpoklady prislusnych viet.
Typy vah pre vazené portmanteau testy sme cerpali z clanku (Gallagher a Fisher
(2015)), no pre vahy zalozené na jadrovej funkcii sme okrem Daniellovej jadrovej
funkcie uvazovali aj iné jadrové funkcie, viz tabulka [4.1l Praca je zakoncena si-
mulac¢nou studiou, ktora skiima a porovnava jednotlivé testy pre rézne modelové
situdcie.



1. Zakladné pojmy

V prvej casti prace uvedieme zakladné definicie pojmov, ktoré budeme dalej
pouzivat. Definicie boli ¢erpané z literatury (Cipra, 2003} Brockwell a Davis|
1991]).

1.1 Casova rada

Definicia 1 (Casova rada). Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor, T C R
je indexovd mnozina. Ako ndhodny proces oznacime mnozinu ndhodnijch velicin
{Y;,t € T} na rovnakom pravdepodobnostnom priestore (2, F, P). Casovou radou
oznacime nahodny proces {Y;,t € T}, kde T' C 7Z.

Hodnoty t € T interpretujeme ako cas. V praktickych aplikaciach moézeme pozo-
rovat iba trajektoriu, resp. realizdciu ndhodného procesu. Casovii radu {Y;,t €Z}
budeme oznacovat aj ako {Y;}. V tejto praci budeme uvazovat iba procesy tvorené
realnymi ndhodnymi veli¢inami, teda redlne nahodné procesy.

Definicia 2 (slaba stacionarita). Casovd rada {Y;,t € T} s konecngmi druhgmi
momentamsi je slabo staciondrna, ak pre vsetky s,t € T a pre lubovolné h € Z
také, Ze s+ h,t +h € T, plati:

E(Y;) =E(Yun) =, neR,
cov(Ys,Vy) = E(Ys — p) (Ve — 1) = cov(Yesn, Yern)-

Z definicie slabej stacionarity vyplyva, Ze aj rozptyl rady var(Y;) = 0% je kon-
Stantny. Stacionarita ¢asovej rady vyjadruje, ze priebeh rady je stabilny (teda
stochasticky ustdleny). Ak je rada slabo stacionarna, tak prislusné prvé dva mo-
menty su invariantné v case. Implicitne predpokladame, ze ak je Casova rada
staciondrna, tak ma konefné druhé momenty. Dalej v praci budeme slabt sta-
cionaritu oznacovat iba ako stacionaritu. Pod pojmom staciondrna casovd rada
budeme teda rozumiet stacionarnu radu z definicie 2l

1.2 Autokovarian¢na a autokorelacna funkcia

Jedna z dolezitych vlastnosti casovej rady je korelovanost jednotlivych ¢lenov.
Tuato vlastnost zachytava autokovariancnd funkcia. V praci sa budeme dalej za-
oberat iba staciondrnymi ¢asovymi radami, preto budeme ako autokovarianéni
funkciu oznacovat funkciu jednej premennej z definicie [d Autokorelacnd funkcia
predstavuje znormovanu autokovariancéni funkciu tak, aby jej hodnoty spadali do
intervalu [—1, 1].

Definicia 3 (autokovariancnd funkcia). Nech {Y;,t € T'} je ndhodny proces s ko-
necnymi druhymi momentami a strednou hodnotou EY; = p;. Autokovariancni
funkciu ndhodného procesu definujeme ako funkciu dvoch premenngch na T x T
predpisom

R(s,t) = cov(Yy, Yi) = E(Y, — i) (Yi — ), siteT.

Rozptyl procesu v case t je potom R(t,t).
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V nasledujicich dvoch definicidch uvedieme autokovarianéni a autokorelac¢ni
funkciu stacionarnej casovej rady. Kedze sa jedna o definicie pre ¢asovu radu,
tak budeme uvazovat t € Z. Pre stacionarnu ¢asovu radu plati, Ze jej autokova-
rianc¢na funkcia je funkciou jednej premenne;j.

Definicia 4 (autokovarian¢na funkcia staciondrnej ¢asovej rady). Uvazujme sta-
ciondrnu casovi radu {Yy,t € Z} so strednou hodnotou E(Y;) = p. Autokovari-
ancnd funkcia tejto casovej rady pre oneskorenie k je definovand ako

Ve = COV(YQ, Y;tfk) = E(Yi - N)(thk - ,U)a ke Z.

Mézeme si vsimnuf, ze autokovarianéna funkcia pre oneskorenie k = 0 je rovna
rozptylu danej ¢asovej rady, teda vy = o2. Ak je {Y;} staciondrna casovéa rada

s autokovarianénou funkciou 7, tak varianénd matica vektora (Yi,...,Y),) je
rovna
Yo g Y2 o Tn-1
g8 70 Y1 Tn—2
Tn—1 Tn-2 Tn-3 " Y0

Definicia 5 (autokorela¢na funkcia). Autokorelacnd funkcia (ACF) staciondrnej
casovej rady {Y;,t € Z} s kladnym rozptylom je definovand pre oneskorenie k ako

cov(Ye, Yip) e w
-k

\/Var(Yt)\/V&r(Yt,k) Yo o Oy
Autokovariancna aj autokorelac¢na funkcia st symetrické, teda pre vsetky onesko-
renia k € Z plati v = v_r a pr = p_i. Autokovariancnd, resp. autokorelacnd
funkcia poskytuje dolezité informécie o zavislosti jednotlivych nahodnych veli¢in,
ktoré tvoria casovi radu. V praxi mame iba koneéné mnozstvo pozorovani, preto
potrebujeme obe funkcie odhadnit. Budeme predpokladat, ze mame k dispozi-
cii pozorovania Y7,...,Y,,n € N, z ¢asovej rady {Y;}, z ktorych budeme odhad
zostrojovat.

Definicia 6 (odhad autokovariancnej a autokorelacnej funkcie). Odhad auto-
kovariancnej funkcie staciondrnej casovej rady pre oneskorenie k (tj. odhad ~y)

z pozorovani Y1, ..., Y,,n € N, definujeme ako
1 & — —
a=—> VM-Y)(Y-Y), k=0,1,...,n—1,
ny

kde Y = %2?11 Y; je odhad strednej hodnoty. Odhad autokorelacnej funkcie pre
oneskorenie k (tj. odhad py) definujeme ako

Ck

ry = —, k=0,1,...,n—1. (1.2)

Co
Odhad autokovariancénej funkcie ¢, budeme dalej oznacovat ako wvgberovi auto-
kovarianciu a odhad autokorelacnej funkcie r;, budeme oznacovat ako wvyberovi
autokoreldciu.



Poznamka. Podla (Box a kol., 2016, str. 31) je na vypocet odhadu autokova-
riancnej funkcie potrebnych aspon 50 pozorovani. Vypocet odhadu autokovari-
ancnej funkcie pre oneskorenie k£ do radu n — 1 je teoreticky mozné, no v praxi
autori odporicaji uvazovat hodnoty k do rddu 4. Ak odhadujeme autokovari-
ancnu funkciu pre mensie oneskorenia k, tak mame dostupnych viac dvojic pozo-
rovani, z ktorych mozeme odhad spocitat.

1.3 ARMA proces

Medzi zakladné metédy analyzy casovych rad patria modely Boxovej-Jenkin-
sonovej metodologie, ktoré prvykrat popisali autori George Box a Gwilym Jen-
kins. Tieto modely st vhodné najméa na popis stacionarnych ¢asovych rad. Maja
siroké uplatnenie pri modelovani a predikcii ¢asovych rad v réznych oblastiach,
ako su ekondémia, epidemioldgia alebo pojistovnictvo. V tejto casti sme cerpali
najmé z literatiry (Cipral 2003)).

Definicia 7 (biely sum). Postupnost nahodnych veli¢in {e;} nazveme bielym su-
mom, ak su jednotlivé nahodné veliciny nekorelované, maji nulovi stredni hod-
notu a konstantny kladny rozptyl o > 0, teda:

E(s,) =0, var(e) =0>>0, cov(ese) =0, pres##t.
Zapisujeme aj ako
{e;} ~ WN(0, 0?).

Ak su ndahodné veliciny e; naviac nezdvislé a rovnako rozdelené, tak zavedieme
znacenie

{e,} ~1ID(0, 0?).
Pozndmka. Biely sum (anglicky white noise) ma konstantni strednti hodnotu
a rozptyl, ktoré sa nemenia v case. Ide teda o stacionarnu c¢asovu radu.

V tejto sekcii uvedieme definiciu zmiesaného procesu ARMA, ktorym sa bu-
deme nadalej zaoberat v celej praci. Tento proces predstavuje dolezity a casto
pouzivany nastroj na modelovanie ¢asovych rad. ARMA proces vznikol spojenim
autoregresného procesu (AR — autoregressive process) a procesu klzavych sictov
(MA — moving averages). Nakoniec uvedieme definiciu kauzélneho a invertibil-
ného ARMA procesu.

Definicia 8 (proces ARMA(p, q)). Casovd rada {Y;,t € T} so strednou hodnotou
EY; = 0 sa riadi zmiesanym procesom ARMA ridu p a q, p > 0,q > 0, ak pre
kazZdé t € T plati

Vi=oYia+ 4 @Y p+e v+ + ey, (1.3)
kde {;} ~ WN(0,0%), ©1,...,0p, U1,..., 0, ER, o, # 0,0, # 0.

Definicia 9 (kauzalny proces ARMA(p,q)). Nech {Y;,t € T} je casovd rada
riadiaca sa procesom ARMA((p,q) s bielym sumom {e,;}. Ak existuje postupnost
konstdnt {c;, j € No} takd, Ze 372 |c;| < 0o a ak pre ¥Vt € T' plati

o0
Yy = Z Cj€t—j»
J=0

tak je {Y;,t € T} kauzdlny proces.



Definicia 10 (invertibilny proces ARMA(p, q)). Nech {Y;,t € T} je casovd rada
riadiaca sa procesom ARMA(p,q) s bielym sumom {e;}. Ak existuje postupnost
konstdant {d;,j € No} takd, Ze 332, |d;| < oo a ak pre ¥Vt € T' plati

[o@)
&= ¢Yy,
=0

tak je {Yy, t € T'} invertibilng proces.

Pozndmka. ARMA proces mozeme zjednodusene zapisat pomocou operatora po-
sunutia B, ktory definujeme nasledovne

B}/t = }/15—17
BY,=B*'(BY,))=B"'Y, 1= =Y, 4, k>1

ARMA proces z definicie [§f m6zeme teda zapisat ako
¢(B)Y; = v(B)ey,

kde autoregresny operator ma tvar

o(B)=1—¢p1B—...—¢,B? (1.4)
a operator klzavych siuctov je v tvare

v(B)=14uvB+--+vy,B. (1.5)
Pozndmka. Ak korene polynému

p2) =1 =iz — .. — P

lezia zvonku jednotkového kruhu v C, tak tvori ¢asova rada riadiaca sa modelom
ARMA (p, q) kauzalny proces, z coho plynie aj jej stacionarita.

Pozndmka. Pre pripad nenulovej strednej hodnoty EY; = u mézeme ARMA mo-
del zapisat ako

Yi—p=o1(Yr —p) + -+ op(Yip — ) + &t viee1 + -+ + Ugfiy,
teda

Yi=a+pYia+- -+ oYyt Hvigr + o+ 06,
a=1—p1—...—pp)p

Posunutim ziskame casovi radu {Y; — u} s nulovou strednou hodnotou, a teda
operatorovo mozeme zapisat tuto ¢asovi radu ako

e(B)(Y; — pn) = v(B)ey, resp. @(B)Y; = a+ v(B)e;.
Priklad 1. Uvazujme ¢asovi radu {Y;} riadiacu sa modelom AR(1) v tvare

Y = 1Y + ey, |901| <1, g~ WN(0702)- (1-6)
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Pozrieme sa, ako vyzera vyberova autokorelacna funkcia tejto casovej rady pre
volbu parametrov ¢; = 0,7 a ¢; = —0,7 a porovname ju s teoretickou autokore-
lacnou funkciou pg. Tvar py pre ¢asovi radu splnujicu (1.6) je

Pk = (801)k-

Presny vypocet mozeme néjst napriklad v (Praskova a Lachout, 2001). Absolitne
hodnoty autokorelac¢nej funkcie rady s predpisom teda klesaju exponencialne
podla koeficientu ¢;. Na obrazku 2| vidime vyberovi a teoretickt autokorelacnt
funkciu pre ¢asovii radu (1.6 s hodnotou parametru ¢; = 0,7. Obrazok |3| zobra-
zuje analogicku situaciu pre pripad ¢, = —0,7. Vyberové autokorelacné funkcie
rr su odhady teoretickej autokorelacnej funkcie 4 a z obrazkov moézeme vidiet,
ze nie su uplne zhodné.

vyberovd ACF
04 06 08
Il
06 08

teoretickd ACF

02
04

0.0
02

02

0.0

T T T T T T
0 5 10 15 20 0

i ‘ ‘ ‘ ‘ | [
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5 10

posunutie posunutie

Obrazek 1.1: Vyberova a teoreticka autokorelacna funkcia casovej rady z modelu
AR(1) a parametrom ¢; = 0,7.
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1.0

05
05

yyberovd ACF
teoreticka ACF
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Obréazek 1.2: Vyberova a teoreticka autokorelacna funkcia casovej rady z modelu
AR(1) a parametrom ¢; = —0,7.



2. Zakladné teoretické vysledky

2.1 Odhad modelu ARMA(p, q)

Délezitou stcastou modelovania ¢asovych rad pomocou modelu ARMA(p, q)
je odhad parametrov ¢1,..., ¢, v1,...,0,. V tejto sekcii sa budeme zaoberat od-
hadom neznamych parametrov pomocou metdédy maximalnej vierohodnosti. Tato
metdda predpoklada znalost rozdelenia ndhodnych veli¢in, z ktorych odhad zos-
trojujeme. Budeme teda predpokladat, ze {g;} tvori postupnost nezavislych na-
hodnych veli¢in s rozdelenim N(0, 0?), kde ¢ je nezndme. Z toho budeme moct
odvodit podmienené rozdelenie nahodnych veli¢in danej c¢asovej rady a zostro-
jit maximalne vierohodny odhad (MLE). V tejto sekcii sme ¢erpali z literatiry
(Brockwell a Davis, (1991}, str. 256).

2.1.1 Odhad modelu AR(1)

Ako prvy ukdzeme maximélne vierohodny odhad parametrov modelu AR(1),
ktory neskor zobecnime pre odhad modelu ARMA(p,q). V tejto sekcii budeme
pouzivat oznacenie o-algebry F;_i, ktorta definujeme ako

JT-t—l = O-{Y;f—layt—Za R s R P }

Mame k dispozicii déta {Y7,...,Y,},n € N, ktoré pochddzaji zo stacionarne;
casovej rady {Y;} s nulovou strednou hodnotou, ktord sa riadi AR(1) modelom

Yi=@Via+e, lol <1, (2.1)

Dalej predpokladajme, Ze &, st nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdelenim N(0, o2).
Vieme, ze &, je nezavislé s F;_; pre Vt, pretoze vdaka predpokladu || < 1 mo-
zeme casovi radu {Y;} vyjadrit ako kauzélny linedrny proces. Ozna¢me vektor
nezndmych paramatrov ako 6 = (p,0?)". Na zaklade predpokladu &; ~ N(0, 0?)
dostavame

Y, — @Y, ~N(0,6%), t=2,...,n,

Podmienend hustota Y; pri podmienovani celou o-algebrou F;_; je ekvivalentna
podmienenej hustote Y; podmienenej znalostou Y;_ ;. Z toho dostaneme podmie-
nené rozdelenie Y;|F;_; ako

Yi|Fii ~N(gYi1,0%), t=2,...,n.

Na zostrojenie maximéalne vierohodného odhadu potrebujeme poznat zdruzené

rozdelenie veli¢in Y7, ...,Y,. Jeden z moznych pristupov je vyjadrenie zdruzenej
hustoty pomocou podmienenych hustdt. Z vyjadrenia (2.1]) vieme, ze
fm}q_l,...,yl (yi’yi—la < Yt 9) = inIYi—l(yi‘yi—l; 9)~ (2-2)

Podmienena hustota fy;|y, , (v:|yi—1; @) ma explicitny tvar

) 1 2
Pt (li-130) = (270*) exp( = 55 (= wwin) ). (23)
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Zdruzena hustota ma podla vety o postupnom podmienovani tvar

fY1,~~~,Yn<y17"'7yn7 ) fY1 y17 HfY|Yz 1 yllyz 13 ) (24>

Podmienena hustota veli¢in Y7, ...,Y,, pri danej poc¢iatocnej hodnote Y; = y; ma
potom tvar

Ty v (W2, Unly; 0) = T frapvs (welye—1; 6).

Z (2.2) a (2.3) dostavame vyjadrenie podmienenej vierohodnostnej funkcie ako

L,(0)= ﬁ(27r02)_1/2exp< 212 (Yt g0Yt_1>2>. (2.5)

t=2
Maximalne vierohodny odhad vektora parametrov @ maximalizuje ([2.5)). Ekviva-
lentne mézeme maximalizovat logaritmickd vierohodnost, ktora ma tvar

£,(0) =log (En(9)> = Zn: ( - ;log (2%02) - 2}‘2(1/}/ - <pY;1>2). (2.6)

t=2

Maximélne vierohodné odhady (podmienené) dostaneme teda ako

(
0 = argmax £,,(0).
0

Poznamka. Podmienovanie vo vyraze (a teda prechod k podmienenému ma-
ximdlne vierohodnému odhadu) neméa asymptoticky vplyv na vysledky a tento
postup sa pouziva standardne z toho dovodu, ze vysledny tvar logaritmickej vie-
rohodnosti ulah¢i vypocet vysledného odhadu.

Pozndmka. Maximalne vierohodny odhad modelu AR(1) mézeme explicitne vy-
jadrit. Uvazujme logaritmickt vierohodnost . Maximalne vierohodny odhad
parametrov ¢ a o2 dostaneme nasledovne. Ako prvé zderivujeme logaritmicki
vierohodnost podla ¢ a o? budeme povaiovat’ za konstantu.

9, ( &
Z — oY1) (=Yi1)
=2
1 n
7

‘P
SOYtl Yt1)

- 2ZYthl QZY;QI

Ak polozime tento vyraz rovno nule, tak ziskame maximalne vierohodny odhad

o~ Sia¥i¥in
MEE = s V2,

Analogicky zderivovanim logaritmickej vierohodnosti podla parametru o? dosté-
vame
3€,(0) - 1 1 9
=) —+ —=(Y, — Y,
do? t; 202 * 2(02)2( ¢ PYi)

n—1 1 n

_ 2
= T o + 2(02)? ;(Kt — Y 1)"
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Polozenim tohoto vyrazu rovno nule a tpravou ziskame maximélne vierohodny

odhad . )
A2 o Z?:2<Y% - SOMLEYt—l)
OMLE = n—1 -

Z vyrazu ([2.6) mozeme vidiet, ze maximalizacia logaritmickej vierohodnosti podla
@ je ekvivalentnd minimalizacii sictu stvorcov

> (YZ - 905/271)2-
t=2
2.1.2 Odhad modelu ARMA(p,q)

Maximélne vierohodny odhad parametrov modelu ARMA(p, ¢q) ukdzeme po-
mocou modifikdcie postupu pre odhad parametrov AR(1). Mame opét k dispozi-
cii data {Y1,...,Y,},n € N, pochddzajice zo stacionarnej ¢asovej rady s nulovou
strednou hodnotou, ktoré sa riadi modelom ARMA(p, q).

}/; — (101}/;71 + -+ Spp}/;‘/fp —+ &t + V1€¢—1 + -4 /Uth,q, (27)

kde &, st nezavislé ndhodné velic¢iny s rozdelenim N(0, 02) a €; je nezavislé na F;_;
)

pre Vt. Chceme odhadniit parametre @1, ..., p,, U1, . . ., v, a nezndmy rozptyl o2,

ktoré usporiadame do vektora

P = (cpl,...,gpp,vl,...,vq,a2)T.

Z vyjadrenia (2.7) moézeme odvodit podmienené rozdelenie Y;|F;_; ako

q
Zvjetj,oz), t=p+q+1....n
j=1

P
Yi|Fi ~ N(Zmi +
=1

Pre odhad modelu AR(1) sme predpokladali znalost jednej pociatoénej hodnoty
Y1 = y1. Pre odhad modelu ARMA (p, ¢) budeme analogicky predpokladat znalost
p + g pociatocnych hodnét veliéin Yy, ..., Y, e1,..., g, Vierohodnostna funkcia
ma v tomto pripade tvar

1 P I 2
eawp) = TI Crot) o[ = 5 (Vi Sgis = vgens))
t=p+q 20 i=1 J=1

Podmienené maximalne vierohodné odhady parametrov ¢1, ..., ¢, v1,. .., v, do-
staneme ekvivalentne maximalizaciou logaritmickej vierohodnosti, ktora ma tvar

6) = > (= glon (200%) ~ gz (Vi = i = X viec)’).

t=p+q

Hladané odhady mo6zeme vyjadrif ako

1 = argmax £, (v).
b

11



Pozndmka. Pri odhadovani modelov AR(1) a ARMA(p, ¢) sme pre jednoduchost
predpokladali, ze data pochadzaju z ¢asovej rady s nulovou strednou hodnotou.
Postup moézeme zobecnit aj pre pripad s nenulovou strednou hodnotou.

Majme teda déata {Y7,...,Y,},n € N, pochadzajice zo stacionarnej ¢asovej rady
s neznamou strednou hodnotou p, riadiacej sa modelom ARMA(p, ¢). Podla dru-
hej poznamky za definiciou [§| mame

p q
Y, = oz—i—ZgOiyt_i—i-&—l—ZszEt_j, a=(1—¢1—...—@,)u,
i=1 =1

kde &; st nezdvislé ndhodné veliciny s rozdelenim N(0,0?) a &; je nezdvislé na
Fi_1 pre Vt. Vektor neznamych parametrov bude v tomto pripade

T
wuz(a7gpla"'7@pavlv"'aUq702) .

Analogicky mézeme odvodit

p q
ViFo~N(ak S e¥iit Y v g0t t=ptatlon

i=1 j=1

Maximalne vierohodny odhad 1, dostaneme maximalizaciou logaritmickej viero-
hodnosti v tvare

n

1 1 P a 2
G = 32 (= 5o (2re) = g (Vim0 - L~ Dvie))
1= 1=

t=p+q
¢o mozeme zjednodusene vyjadrit ako

= g 6,1

2.2 Asymptotické rozdelenie vyberovych auto-
korelacii

V tejto casti sa budeme zaoberat vyberovymi autokoreldciami, ktoré zohra-
vaju klucova tlohu pri definicii testovych statistik, ktorymi sa budeme zaoberat
v nasledujucich kapitolach. Hlavny vysledok tejto Casti je veta[I} ktora sa zaoberd
asymptotickym rozdelenim vyberovych autokorelacii. Tuto vetu dalej aplikujeme
na vyberové autokorelacie bieleho Sumu v lemmatu [3} V tejto casti sme Cer-
pali z knihy (Brockwell a Davis, [1991)) a z ¢lanku (Box a Pierce| |1970). Medzi
vlastné prinosy tejto sekcie patri dokaz lemmatu [2| a tiez podrobné rozpisanie
niektorych krokov v dékaze lemmatu [3

Zac¢neme vetou [I} ktord popisuje asymptotické rozdelenie vyberovych autokoreld-
cii. Opat budeme predpokladat, ze mame k dispozicii n pozorovani ¢asovej rady
Yi,....Y,.

Veta 1. Nech {Y;} je staciondrna casovd rada, pre ktorid plati

Yi—p= Y ¥;jZij, {Z}~1D(0,0%).

j=—o0

Dalej nech plati aspori jeden z predpokladov
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1.2 ] < oo, EZ} < o,

2. 352 o ¥y 1] < oo

Nech py, oznacuje autokorelacni funkciu rady {Y;} pre oneskorenie k z deﬁnicz’e@
a ri oznacuje vyberovi autokoreldciu tejto rady z definicie [6. Potom pre kazZdé
k € N plati

™ P1
Al -] e o)
Tk Pk

kde O je nulovy vektor dimenzie k a W je variancnd matica typu k X k, ktorej
(1,7)-ty prvok je dany ako

wig= > {olm+ip(m -+ ) + plm — Dl + ) + 2p(0)p()?(m)

m=—0o0

—2p(i)p(m)p(m + j) — 2p(j)p(m)p(m +14)}. (2.8)

Dékaz. Viz (Brockwell a Davis, [1991], kapitola 7.3, str. 225-226).
]

V literatture casto ndjdeme oznacenie pre [2.8) ako Bartletov vzorec. Vyjadrenie
hodnot w; ; je mozné znacne zjednodusit, ako uvadzame v nasledujicom lemmatu.

Lemma 2. Proky variancnej matice Wz vety |1 moZeme zjednodusene zapisat
nasledugjicim sposobom

B AT R

{p(m +37) + plm — ) — 2p(j)p(k)}.

Dokaz. Princip dokazu ukazeme na nasledujicom priklade

-1

i p(m+1) = p(i) + Z p(m + 1) +

m=—00 m=—00

— o)+ S plem i)+

m=1

= 0li)+ 3 plm =)+

p(m + i)

NERINE

p(m + 1)

I
—

8 5

p(m + 1),
1

m

pricom v poslednej rovnosti sme vyuzili symetriu autokorelacnej funkcie, teda
rovost p(—m + i) = p(m — 7). Rovnaky princip pouzijeme aj pre vyraz (2.8)).

Pre m = 0 plati

p()p(3) + p(=i)p(5) + 2p() p(4)p(0) — 2p(i)p(0)p(5) — 2p(5)p(0)p(i)
= p()p(3) + p(i)p(7) + 2p(i)p(3) — 2p(i)p(j) — 2p(j)p(z) = 0,
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pricom sme vyuzili rovnost p(0) = 1. Vyraz mozeme teda prepisat nasle-
dovne
wig = 3 {plm + )p(m + ) + plm — )p(m + ) + 20(0)p( ) (m)
= 2p(i)p(m)p(m + j) — 2p(3)p(m)p(m + i)}
+ Z_:l{p(m —i)p(m — j) + p(m + i)p(m — j) + 2p(i) p(j)p*(m)
= 2p(i)p(m)p(m — j) — 2p(j)p(m)p(m —4)}.

Po preusporiadani ¢lenov sumy mozeme vidiet platnost dokazovanej rovnosti

wig = 3 {plm+ Dpm+ ) + plam -+ i)plm — ) ~ 20(3)p(m)p(m + 1)

+ p(m —i)p(m + j) + p(m — i)p(m — j) = 2p(j)p(m)p(m — i)
—2p(i)p(m)p(m + j) = 2p(i)p(m)p(m — j) + 4p(i)p(§)p*(m)}
= [2.9.

O

Po aplikovani vety [1| na postupnost izd bieleho Sumu dostaneme, ze vyberové
autokorelacie tejto postupnosti maju asymptoticky standardné mnohorozmerné
normalne rozdelenie. Tento dosledok sformulujeme do nasledujiceho lemmatu.

Lemma 3. UvaZujme postupnost {;} ~ I1ID(0,02). Potom pre vijberové autoko-
reldcie tejto postupnosti definované ako (1.2)) plati

1
V| THLOO>Nk(OaIk)a (2.10)
Tk

kde O je nulovy vektor dimenzie k a I je jednotkovd matica.

Dékaz. Rada {e;} tvori postupnost nezavislych a rovnako rozdelenych ndhodnych
veli¢in. Nezavislé ndhodné veliciny si zaroven nekorelované, preto plati nasleduj-
uca implikacia
{e;} ~1ID(0,0%) = pi = 0 pre Vk # 0. (2.11)
Z vety || a vztahov (2.9) a (2.11)) dostavame vyjadrenie pre (i, j)-ty prvok kova-
riacnej matice W ako
1 i1=3
wiy = { I (2.12)

0 inak.

Platnost tohoto vyjadrenia mézeme nahliadnut nasledovne. Pre @ = j pleti
o0

wiy =3 (plm+0) 4 plm — 1) ~2p(2)p(m)) = 1.

m=1
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Vsimnime si, ze pre m = i je ¢len p(m — i) = p(0) = 1, teda i-ty sc¢itanec sumy
je rovny jednej. Pre m # i su jednotlivé ¢leny sumy nulové, nakolko p(k) = 0 pre
vsetky k # 0.

Pre i # j plati vztah (2.9). Pre m = ¢ je ¢len p(m — i) = p(0) = 1 a ostatné
¢leny v prvom ¢initeli st nulové. Druhy c¢initel je ale pre m = i nulovy, pretoze
pre m =i je p(m — j) # p(0). Pre m # i si s¢itance sumy taktiez nulové.

O

Pozndmka. V lemmatu [3| musime predpokladat {;} ~ IID(0, ¢%) z toho doévodu,
aby bol splneny predpoklad vety [1| o rozdeleni ¢asovej rady {Z;}.

2.3 Autokorelogram

Autokorelogram (oznacovany aj ako korelogram) je graf vyberovych autokore-
lacii, ktoré st zobrazené pre jednotlivé oneskorenia k. Najcastejsie sa korelogram
pouziva k postdeniu ¢i dand ¢asova rada {e;} tvori biely Sum. Nulova hypotéza
ma tvar

Hy : {&:} ~ 1ID(0, 0?). (2.13)

Ak plati Ho, tak {&;} tvori postupnost nekorelovanych ndhodnych veli¢in, a teda
vektor vyberovych autokorelacii ma podla lemmatu [3] asymptotické rozdelenie
N« (0,Ix). Odtial potom plati pre vSetky i = 1,...k,

v -r —2— N(0,1).

n—o0

Naviac 7; a r; st asymptoticky nekorelované pre ¢ # j. Oznacme a-ty kvantil
standardného normalneho rozdelenia ako u,. Z predoslého vyjadrenia dostavame

P(\/ﬁ?“ié(—ul_g,ul_g)> — 1 —aq, Vi=1,...,k,

n—o0

p -3 -3 1 Vie1.... .k 9.14
ri€| — NN —— 1l-a i=1,... k. (2.14)

Autokorelogram zobrazuje vyberové autokorelacie r;, i = 1, ..., k pre pevne zvo-
lené k. Vodorovné prerusované ¢iary na korelograme (viz obrézok vyznacuju
hornt a dolnii mez intervalu z , do ktorého nalezi r; s pravdepodobnostou
bliziacou sa k (1 — «). V praxi sa pouziva najcastejsie hodnota a = 0,05. Ak viac
ako 5 % vyberovych autokorelacii vy¢nieva z daného intervalu (alebo ak niektoré
vyberové autokorelacie vycnievaji vyrazne), tak korelogram naznacuje, ze hypo-
téza Hg neplati.

Na obrazku vidime postupnost bieleho sumu IID(0, 1) spolu s jej korelogra-
mom. 7 20 prvych vyberovych autokorelacii sa jedna pohybuje za hranicami vy-
znaceného intervalu, teda aspon 95 % vyberovych autokorelcii do intervalu spadé
(autokorela¢nu funkciu pre oneskorenie k£ = 0 nepocitame, pretoze ma vzdy hod-
notu 1).
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Obréazek 2.1: Postupnost bieleho sumu IID(0, 1) a jej korelogram.

Pomocou korelogramu posudzujeme zvlast pre kazda hodnotu vyberovej auto-
korelacie ¢i sa nachddza vo vyznacenom intervale. Nasou motivaciou je testovat
nekorelovanost c¢asovej rady pomocou jednej testovej statistiky, ktora by mohla
predstavovat potencialne silnejsi test. S tymto zadmerom boli vytvorené Boxov-
Piercov a Ljung-Boxov test, ktorymi sa budeme zaoberat v nasledujicej kapitole.
Testova statistika tychto testov je zalozena na stcte druhych mocnin vyberovych
autokorelacii.
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3. Nevazené Q) testy

V tejto kapitole sa budeme zaoberat Boxovym-Piercovym a Ljung-Boxovym
testom, ktoré patria medzi nevazené () testy. V literatire ich mdzeme néjst
tiez pod nazvom portmanteau testy. Vyraz portmanteau pochadza z francustiny
a v preklade znamena lodny kufor, ktory moze obsahovat vela mensich predmetov.
Téato analdgia suvisi s typom alternativ, ktoré tieto testy uvazuji. Portmanteau
testy su sStatistické testy, u ktorych je nulova hypotéza jasne definovand, no al-
ternativa moze zahinat velké mnozstvo réznych scendrov. V nasledujicej casti
popiseme zakladnt myslienku, ktord stoji za vznikom testovych statistik Boxova-
Piercova a Ljung-Boxova testu. Autormi Boxova-Piercova testu st matematici
George E. P. Box a David A. Pierce, Ljung-Boxov test je pomenovany podla au-
torov Grety M. Ljung a Georga E. P. Boxa. Obe testové statistiky su zalozené na
stucte druhych mocnin vyberovych autokorelacii testovanej ¢asovej rady.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat definiciou testovych statistik a nasledne
ich asymptotickymi rozdeleniami. Hlavnym vysledkom je veta [f] ktorda umoznuje
urcit kriticky obor oboch testov. Vlastnym prinosom tejto kapitoly je dokaz vety [4]
a ilustracia vety [5| pomocou niekolkych navézujicich prikladov a obrazkov. V celej
kapitole sme ¢erpali najma z literatiry (Brockwell a Davis, [1991) a (Box a kol.|
2016)).

3.1 Boxov-Piercov a Ljung-Boxov test

Predstavme si situdciu, kedy pozorovanu c¢asovu radu {Y;} modelujeme po-
mocou procesu ARMA (p, q), teda

Yt — Sol}/;f—l + .+ Spp}/;f—p + & t+vE 1+ Vg€t—q (31)

Er WN(O, 0'2>.

Parametre ¢y, ..., ¢y, v1,. .., v, mozeme odhadnit pomocou metédy maximalnej
vierohodnosti ako @,...,®,,01,...,0,. NaSou ulohou je overit ¢i je odhadnuty
model adekvatny pre pozorovani postupnost. Ak {e;} skuto¢ne tvori postupnost
nekorelovanych ndhodnych veli¢in WN(0, 02), tak modZeme ustdit, Ze vsetka sys-
tematicka zavislost v datach je uz vyjadrena pomocou odhadnutého modelu. Po-
stupnost {e;} v praxi vicsinou nepozorujeme, preto budeme pouzivat tzv. rezidud
e¢, ktoré su definované nasledovne:

e =Y =@ Yia— = @Yy = D161 — . — Dgery, (3.2)

pricom prvych ¢ hodnét rezidui polozime rovno nule. Kvoli splneniu predpokladov
pre asymptotické rozdelenie testovych Statistik Boxova-Piercova a Ljung-Boxova
testu budeme testovat Specifickejsiu hypotézu

Hy : &, ~ 1ID(0, 02). (3.3)

Oba uvazované testy st zalozené na testovani nulovosti prvych k korelacii tes-
tovanej casovej rady, kde k je pevne dané. Oznacme p; autokorela¢ni funkciu
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postupnosti {&;} pre oneskorenie i. Platnost hypotézy Hy potom implikuje plat-
nost hypotézy B
H0p1:p2:~-:pk:0

Testové statistiky Boxova-Piercova a Ljung-Boxova testu su zalozené na sucte
druhych mocnin vyberovych autokorelacii testovanej postupnosti. V praxi bu-
deme pri testovani hypotézy (3.3|) pouzivat vyberové autokoreldcie spocitané z re-
zidui e;.

Testové statistiky

Majme pozorovania Z, ..., Z,, pre ktoré chceme testovat hypotézu H, defino-
vanu ako . Nech k£ € N je pevne dané, k < n a nech r;, + = 1,...,k ozna-
cuju vyberové autokorelacie spoc¢itané z pozorovani 21, ..., Z,. Testova Statistika
Boxova-Piercova testu ma tvar

a testova statistika Ljung-Boxova testu ma tvar

Q" =nn+2)> 1

i=1

2
n—1

3.2 Asymptotické rozdelenie testovych statistik

Odvodenie asymptotického rozdelenia testovych statistik @ a Q* rozdelime
na dva pripady podla toho ¢i pozname skutocné hodnoty parametrov modelu
ARMA (p, q) alebo ich budeme odhadovat. Asymptotické rozdelenie testovych sta-
tistik @@ a Q* sa totiz pre tieto dva pripady lisi.

3.2.1 Skutoc¢né hodnoty parametrov

V prvom pripade budeme predpokladat, ze pozname skutocné hodnoty parame-
trov @1, ..., @p, U1, . .., U Mame teda k dispozicii postupnost {e;} a ziadne hod-
noty nepotrebujeme odhadovaf. Pod tito situaciu spadé aj pripad, kedy priamo
testujeme ¢i pozorovana Casova rada tvori postupnost bieleho Sumu IID(0, 02).
Budeme testovat nulovi hypotézu . Za platnosti konverguju testové
statistiky Boxova-Piercova a Ljung-Boxova testu k chi-kvadrat rozdeleniu s k
stupniami volnosti, ako ukazeme vo vete [4l

Veta 4. Nech {e;} ~1ID(0,0%) ar;, i =1,...,k, si vjberové autokoreldcie tejto
postupnosti pre pevné k € N. Potom plati

k
D * 1 D
Q=n) rl ——xi, Q@ =nn+2)Y —rl ——xi
i=1 i=1
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Dékaz. Pomocou vety [If a vztahov (2.11)) a (2.12)) dostavame asymptotické roz-
delenie vyberovych autokoreldcii bieleho sumu {e,} ~ IID(0, 0?) ako

1
vl MLOJZ, 7 ~ N,(0,1,), (3.4)
Tk

kde Z je ndhodny vektor
Z=(Z,....7Z;)".

Definujme funkciu h, ktora je spojita na R*, predpisom

h:R¥ R, h((zq,...,7)") = ijﬁ (3.5)

i=1
7 vety o spojitej transformacii dostavame

k k
anf = h(\/ﬁ(rl, e ,rk)T> L h(zZ) = ZZ?

n—00

Vieme, ze sucet k druhych mocnin nezavislych ndhodnych veli¢in so standardnym
normélnym rozdelenim N(0,1) mé4 x? rozdelenie, preto plati

k
_ 2 D 2
Q=n) g
1=

Asymptotické rozdelenie testovej statistiky @Q* odvodime nasledovne. Zo vztahu

n+ 2 ) ) . ,
- —— 1, 4,ne N1 <n,tpevné,
n—1 n—oo

dostavame pre pevné k nasledujicu konvergenciu

e T
0 [nt2 . :
n—2 L1, (3.6)
: - " 0
0 .02

pri¢om matica z (3.6)) je typu k£ x k. Pomocou ({3.4) a Cramérovej-Sluckého vety
dostavame

\/%0...0 \/m{

0 = : 7“‘1 ?Tl D
\/ﬁ . _n ) : = \/ﬁ : F_mo Z:
6 . 0 SJrQ "k Ziir’ztrk
.. o

pricom pre ndhodni veli¢inu Z plati Z ~ N (0, I;). Z vety o spojitej transformécii
pre funkciu (3.5)) dostdvame

k T k
n+2, In+ 2 In+2 D 9
E 2 —h —— h(Z :E Z7.
nizl n_irz (ﬂ( n—lrl’ ’ ’)’L—k‘rk) ) n—00 ( ) = v
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Pomocou rovnakého argumentu ako pre testovi statistiku () dostavame asympto-
tické rozdelenie

" n+2 D
Q =n) ——rl = X

2 n—oo

O

Pozndmka. Motivaciou za vytvorenim testovej Statistiky Ljung-Boxova testu bol
fakt, ze rozptyl vyberovych autokorelacii 7, mozeme presnejsie vyjadrit ako é?n;g)) ,
viz (Box a kol., 2016, str. 289).

3.2.2 Odhadnuté hodnoty parametrov

V redlnych situdciach vacsinou nepozname skutoéné hodnoty parametrov mo-
delu ARMA a preto ich musime odhadnuf. Zaujima nas znovu nulova hypotéza
(3.3)), no v tomto pripade uz nepozorujeme priamo postupnost {e;}. Testové Sta-
tistiky Boxova-Piercova a Ljung-Boxova testu spoc¢itame z rezidui e;, ¢o zaroven
zmeni ich asymptotické rozdelenia. Rezidua e; st funkciou maximalne vierohod-
nych odhadov @, 0, a teda netvoria postupnost izd nahodnych veli¢in. Predpoklad
vety [4 nie je splneny, preto ju uz nemozeme pouzit. Hladané asymptotické rozde-
lenie popiseme v nasledujicej ¢asti, v ktorej sme priamo cerpali z (Brockwell a
Davis, 1991], str. 308).

Veta [5] popisuje asymptotické rozdelenie vektora vyberovych autokoreldcii rezi-
dui. Tento vysledok, spolu s pomocnym lemmatom [2] pouzijeme pri odvodzovani
hladaného asymptotického rozdelenia testovych statistik.

Veta 5. Uvazujme staciondrnu casovi radu {Y;}, ktord sa riadi kauzdlnym a in-
vertibilngm procesom ARMA (p,q), definovanom ako . Definujme rezidud e,
ako a oznacme ako r; vijberové autokoreldcie postupnosti {e;} pre oneskore-
niei= 1,...,k, k € N pevne dané. Oznacime

r=(ry,...,m)". (3.7)
Nech ¢(z2),v(z) s polynomy definované ako (1.4) a (L.5)). Definujeme polynom
c(z) = p(2)v(2)
a mocninni radu

a(z) = (c(z)>_1 = iajzj.

Pre j <0 poloZime a; = 0. Predpokladajme, Ze k > p + q. Definujeme matice

A 0o p+q
,P+‘1 =
T, = [az‘—ijzl ) Fp-l—q = [Z ApQht|i—j]| )
7 h=0 ij=1
~ 1 k
Q=T,T,, T = [qij]i’jzl. (3.8)
Potom plati
vn-r HLOJ Ny, (0, (Ix — Q)) (3.9)
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Dékaz. Viz (Box a Pierce, [1970).
[l

Pozndmka. Podla (Brockwell a Davis, 1991, str. 308) je matica f‘p+q variancna
matica vektora (Xi,...,X,.,)", kde {X;} je Casovd rada riadiaca sa modelom
AR(p + ¢) s autoregresnym polynémom c(z), pre ktort plati e, ~ WN(0, 1).

Priklad 2. Vetu 5| aplikujeme na casovi radu {Y;} riadiacu sa procesom AR(1),
ktort moézeme vyjadrit ako

Yi=pYii+e, |pl<l, &~ WN(O,O’Q).
Polynémy ¢(z) a v(z) maji tvar ¢(z) =1 — 12, v(z) = 1, a teda
c(z)=1— 2.

Mocninni radu a(z) dostaneme pomocou vzorca pre siucet geometrickej rady na-
sledovne

o) = (o))" = 1= i et

a polozime

el k>0,
Qp —
0, k<O.

Preskiimajme tvar matice Q pre k = 4. Pre prehladnost budeme ¢; oznacovat
len ako ¢. Matica Ty je v tomto pripade obdlznikova matica typu 4 x 1

Qo 1
T,= || =%

(05 2

as 803

Matica Iy je typu 1 x 1 a m4 tvar

I - (gj) - (g(*”h)Z) - <1j¢2).

Inverznti maticu k matici 'y dostaneme jednoducho ako f‘;l = (1—?). Hladan4
matica Q ma teda tvar

1 1 ¢ ¢ ¢°
2 2 2 3 2 2 <P2 <P3 S04

= 1— ]-7 ) ) = (11— :
Q g02 ( @)(‘PSO 80) ( Sp)wz (ps g04 S05
0 0 ot P

Pre zdoraznenie zavislosti na ¢ budeme maticu Q oznacovat ako Q.. Asympto-
tické rozdelenie vektora (ry,r9,73,74)" dostaneme nasledovne

(A
r D

NG rz —5N,(0, (L - Q). (3.10)
T4
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Z tvaru matice Q, nie je tazké urcit, aky tvar ma matica Q pre obecné k. MoZeme
si vSimnut, ze pre ¢ # 0 ma matica (I — Q) mimo diagonalu nenulové ¢isla, teda
vyberové autokorelacie r;,7 = 1,..., k nie st asymptoticky nezavislé.

Veta 6. Nech je matica Q definovand ako (3.8). Potom pre testové statistiky @
a QF plati

k
D * D _ V2
Q2% Q% I (3.11)
kde Ay, ..., A\ st vlastné cisla matice (I — Q) a Y1, ..., Yy si nezavislé ndhodné

veliciny s rozdelenim N(0, 1).

Dékaz. Veta plynie pre testovi Statistiku Q s vyuzitim (3.9) a lemmatu 9] Pre
testovu statistiku @* ukazeme platnost vety nasledovne. Kedze plati (3.9), tak
analogicky ako v dokaze vety [ odvodime

Ljf 0 0
n n+2
0 [E I : i D
Vil oo Ve r=vil i | o N0 L - Q).
: .'_ .'. O n+2
0 0 /22 \/grk
P n*k

S vyuzitim tohoto vztahu a lemmatu @ dostavame platnost vety (3.11]) pre testovi
statistiku Q*.
O

Priklad 3. Uvazujme znovu situdciu z prikladu 2] Chceme odvodit asymptotic-
ké rozdelenie testovych statistik @ a Q* pre ¢asovi radu {Y;}. Na prvy pohlad
mozeme vidiet, ze matica (Iy — Q) nie je idempotentnd, preto nemoézeme pouzit
druhii cast z lemmatu [)} Ak by sme chceli pouzit vetu [f] pre maticu Q,,, tak by
sme potrebovali néjst vlastné ¢isla matice (Iy — Q,,), ktora ma tvar

2
R ¢° ok
1—2 4t 3 4
SD 1—p2 90 90
(1-¢?) e . (3.12)

©? Pt TR @°

8

o ot oo R

S pouzitim vypocetného softvéru sme nasli tieto Styri vlastné ¢isla matice (3.12))

1

M=-20"4+20+1, A3= §(¢8 — /1% — 16010 + 3098 — 165 + 1 + 1),
1

Ao = 2¢0° — 2% + 1, Ay = §(¢8 + /918 — 16010 + 3098 — 1695 + 1 + 1).

Na obrazku mozeme vidief graf vlastnych cisel A, ..., Ay v zavislosti na pa-
rametru ¢ € (—1,1). Mdzeme si vSimnit, Ze pre ¢ blizke krajnym hodnotdm
intervalu (—1, 1) st vSetky vlastné ¢isla blizko 1, a teda rozdelenie ndhodnej veli-
¢iny je blizko rozdeleniu x3. Naopak, pre hodnoty ¢ blizke 0 st tri vlastné
¢isla blizko 1 a jedno vlastné ¢islo je blizko 0, teda rozdelenie nahodnej veli¢iny
(3.11)) je blizko x2 rozdeleniu. Dalej si mozeme vsimnit, Ze pre parameter ¢ aj
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Obrazek 3.1: Graf vlastnych ¢isel \j, Ao, A3, Ay v zavislosti na parametru .

—p dostaneme rovnaké hodnoty vlastnych ¢isel. Vetu [6] by sme sice mohli pouzit,
no rozdelenie nahodnej velic¢iny pre obecné ¢ nevieme explicitne vyjadrit
pomocou nejakého zndmeho rozdelenia. Pre ilustraciu sme hladané rozdelenie od-
hadli empiricky pomocou simulécie v softvéri R (R Core Team| (2021))). Empirickd
distribuéntt funkciu pre parametre ¢ z mnoziny {0,80;0,87;0,91;0,96;0,99} na-
jdeme na obrazku [3.2] Modrd prerusovana ¢iara oznacuje 95%-ny kvantil prislus-
nych rozdeleni.

Veta [0 ndm sice poskytuje predstavu o rozdeleni testovych Statistik @ a Q*,
no presné rozdelenie nie je jednoduché vyjadrit, kedze matica (I, — Q) nie je
obecne idempotentnd a vlastné cisla zavisia na neznamych parametroch. Rozde-
lenie nahodnej veli¢iny budeme teda aproximovat, z ¢coho ziskame priblizné
rozdelenie @), resp. Q*.

Ozna¢me ako {Y;} ¢asovi radu, ktord splituje predpoklady vety [5] Predpokla-

dajme, ze k zavisi na n tak, ze kK — oo ak n — o0. Z predpokladu kauzality
vety [5| m6zeme vyjadrit vsetky ¢leny rady {Y;} ako

o0 oo
Y= cjey, > lej| < oo
=0 =0

Nech podla (Box a Pierce, |1970)) platia nasledujice dva predpoklady:
e k=0(n'?),

e ¢j=0(n"Y?) pre j > k.
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Obrézek 3.2: Empirické distribuéné funkcie ndhodnej veli¢iny 3¢, A;Y;? pre ho-
dnoty parametru ¢ z mnoziny {0,80;0,87;0,91;0,96; 0,99}, pricom \;, i = 1,...,4
st vlastné ¢isla matice aY;, i =1,...,4 st nezavislé nahodné veli¢iny
s rozdelenim N(0,1). Modra prerusované ¢iara oznacuje 95%-ny kvantil prislus-
nych rozdeleni.

Za tychto podmienok mdzeme maticu f‘p+q aproximovat pomocou matice T} Ty,
pricom matica Ty mé hodnost p+ g, viz (Brockwell a Davis, 1991} str. 310). Tuto
aproximaciu mozeme chapat ako

I~1:0+q - T;Tk o 0ptg:
pricom 0 oznacuje nulovi maticu. Maticu Q mézeme potom aproximovat maticou
T (T Ty) T (3.13)
s hodnostou
rank (T, (T, Ty) 'T} ) = rank(Ty) = p + q.
Matica je projekénd matica, teda je idempotentna. Matica
I, — T(T.Ty)'T) (3.14)

predstavuje maticu projekcie do kolmého priestoru, teda je taktiez idempotentna.
Tuato skutocnost mozeme overit aj pomocou jednoduchého vypoctu:

(Ly — Tw(T, Tp) " T} )Xy — T(T, T) ' Ty ) =
=TI, — To(T, Tp)'T,] — Ti(T, Tp) ' T} + Tx(T, Tp) ' T, Tp(T, Ty) ' T,
=TI, — Tp(T, T)'T,.
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Matica (3.14) ma hodnost
rank (I, — Ty (T, Ty) 'T}) = rank(I;) — rank(Ty) =k —p — q. (3.15)

Maticu (I — Q) mozZeme teda aproximovat idempotentnou maticou . S vyu-
zitim lemmatu EL vety |§| a vztahu dostavame, ze testova Statistika @) (resp.
(Q*) ma pre k a n dost velké priblizne rozdelenie X%_p_q- Nulovi hypotézu
teda zamietame na hladine «, ak

Q>xiolk—p—q), resp. Q >xi . (k—p—aq), (3.16)

kde xi_,(k — p — ¢) oznacuje (1 — a)-ty kvantil rozdelenia xj_, .

Priklad 4. Uvazujme znovu situaciu z prikladu . Matica T’y mé jeden prvok,
ktory predstavuje nekonecny sucet geometrickej rady

- oo
L= > ()"
h=0
Maticu I'; aproximujeme pomocou koneéného stétu geometrickej rady ako

T,T,=(1+¢" +¢"+¢% = (Z(soz)h)‘

h=0

Maticu Q,, teda aproximujeme ako

1 ¢ ¢

1 ¢ ¢ 9 ¢!

2 4 6 2 3 4 5
1+ +t+08 [? @ o'
o ot P P

Pozndmka. Pri odvodzovani priblizného rozdelenia testovych statistik @ a Q* je
dolezity predpoklad k& — oo. Pre malé k uz tato aproximacia rozdelenia fungovat
nemusi.

Priklad 5. Priklad [2| m6Zeme modifikovat aj pre ¢asovi radu {Y;} riadiacu sa
modelom MA(1), teda

Y, =¢e +uvie1, |ui| <1, & ~ WN(0,0?).

Pre prehladnost budeme znovu oznacovat v; ako v. Matica Q (ktort v tomto

pripade ozna¢ime ako Q,) ma tvar ako matica Q, pre p = —v, teda
1 —v v =
Q= (-] 8 Y
v v =3 vt =P
S A S B

Ostatné vysledky dostaneme analogicky ako v predoslom priklade. Vratme sa
opat do kontextu sekcie a uvazujme modely AR(1) a MA(1). Ak pozndme
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skutocni hodnotu parametru 1, resp. vy, tak podla (3.4)) je asymptoticky rozptyl
vyberovych autokoreldcii bieleho Sumu {e;} rovny

1

n

Zo vztahu (3.9) a z tvaru matice (3.12)) mozeme ale vidiet, ze asymptoticky rozptyl
vyberovej autokorelécie r spocitanej z rezidui e; definovanych ako (3.2]) pre model
AR(1) je rovny

()02

n

a pre model MA(1) analogicky

U2

n

Hodnoty %2, resp 1;—2 mozu byt pre |¢1] < 1, |v1] < 1 vyznamne mensie nez hod-
nota % Vsimnime si ale, Ze hodnoty na diagondle matic Q, a Q, sa postupne
zmensuju. Asymptoticky rozptyl vyberovych autokorelacii spoc¢itanych z rezidui
e; pre modely AR(1) a MA(1) sa teda priblizuju hodnote < so zvySujicim sa
oneskorenim k. Mozeme teda vidief, ze odhad asymptotického rozptylu ako % pre
tieto vyberové autokorelacie mdze znaéne nadhodnocovat skutoény rozptyl pre
malé hodnoty oneskoreni k, no pre velké hodnoty k£ méze byt vhodnou aproxima-

ciou.
Pozndmka. Ak by sme v kritickom obore ([3.16) pouZili rozdelenie y? namiesto

volnosti), tak by sme dostali viac konzervativny test. Odévodnenie mézeme vidiet
na obrazku , na ktorom si zobrazené kvantilové funkcie rozdelenia x? pre rdzne
pocty stupnov volnosti. So zvysSujicim sa poc¢tom stupnov volnosti st kritické
hodnoty (resp. kvantily) vacsie. Z tohoto dévodu je kriticky obor mensi pre vyssi
pocet stuptiov volnosti (kritickd hodnota je naopak vicsia) a teda prislusny test
by bol konzervativnejsi.

20

7| — 3stup. volnosti
— 5 siup. volnosti
—— 7 stup. volnosti

g-kvantil

0.0 0.2 04 06 08 1.0

Obréazek 3.3: Kvantilova funkcia x? rozdelenia pre rozne poéty stupiiov volnosti.
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4. Vazené () testy

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf vazenymi portmanteau testami, ktoré
predstavuju zobecnenie Boxova-Piercova a Ljung-Boxova testu, ktorymi sme sa
doposial zaoberali. Uvedieme obecnu testovu statistiku vazeného portmanteau
testu Qw pre obecné vahy w; a dalej sa budeme venovat jej asymptotickému roz-
deleniu. V celej kapitole sme Cerpali najmé z ¢lanku (Gallagher a Fisher] 2015)).
Vlastnym prinosom tejto kapitoly je presnd formuldcia vety [7] a jej dokaz, zjed-
notenie znacenia vo vetach [7| a |8 a tiez ilustracia hlavnych vysledkov pomocou
niekolkych prikladov a obrazkov.

Ljung-Boxov a Boxov-Piercov test patria medzi prvé portmanteau testy, pomocou
ktorych bolo mozné testovat adekvatnost odhadnutého modelu ARMA. Neskor sa
objavovali rézne modifikacie tychto testov, ktoré predstavovali potencidlne silnej-
sie testy. Medzi ne patri napriklad Fisherov a Gallagherov test, ktory predstavili
autori v ¢lanku [Fisher a Gallagher| (2012)). Testova Statistika @ pg tohoto testu je
zalozena na vazenej sume vyberovych autokorelacii.

k s 2
Qpczn(n+2)z<k ;~|—1> r;

i—1 n—1

Testové statistiky @, Q* a Qrg sa daju zapisat jednotne v tvare

k
i=1
pre vhodne zvolené vahy w;,7 = 1, ..., k. Toto nas motivuje uvazovat obecny tvar

testovej Statistiky a preskuimat aj iné tvary vah w;. Testy zalozZené na testovej
Statistike budeme podla ¢lanku (Gallagher a Fisher| 2015)) nazyvat vdzené
portmanteau testy alebo vdzené @) testy. V praci budeme dalej predpokladaft, ze
w; > 0,Ve=1,... k, a tiez ze vahy w; zavisia na parametroch n a k:

W; = Wi n k-

Testova statistika

Majme pozorovania Z1, ..., Z,, pre ktoré by sme chceli testovat nulovi hypotézu
(3-3). Nech k € N je pevne dané, k < n a nech r;, i = 1,..., k oznacuju vybe-
rové autokorelacie spocitané z pozorovani Z1, ..., Z,. Testova statistika vazeného
portmanteau testu ma tvar

k
Qw =nd_ wir;. (4.2)
i=1

V tejto kapitole sa budeme zaoberat vazenymi portmanteau testami zalozenymi
na testovej statistike . V prvej casti sa budeme zaoberaf asymptotickym
rozdelenim tejto testovej statistiky a v druhej casti uvedieme niektoré typy vah,
ktoré je mozné pouzit.

Poznamka. Testové statistiky Boxova-Piercova a Ljung-Boxova testu mozeme za-
pisat v tvare , no v kontexte nasej prace ich pre jednoduchost nazyvame ako
nevazené testy.
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4.1 Asymptotické rozdelenie vazenej Statistiky

V tejto casti sa budeme venovat rozdeleniu vazenej testovej Statistiky (4.2)).
Vo vete[7juvedieme asymptotické rozdelenie pre fixné k s vahami, ktoré konverguju
k nezapornému realnemu cislu. Vo vete [§| budeme predpokladat, ze k rastie spolu
s n a uvedieme asymptotické rozdelenie pre vahy, ktoré nie su scitatelné pre
n — 0o,k — 00, k/n — 0.

Veta 7. Uvazujme casovi radu {Y;}, ktord spliiuje (3.1)). Definujme rezidud e, ako
(3-2) a oznacme r; ako vgberové autokoreldcie postupnosti {e;} pre oneskorenie
i= 1,...,k k €N pevne dané. Oznacimer = (ry,...,7)". Predpokladajme, Ze
w; sU nezdporné vahy, pre ktoré plati

w, —w!, Vi=1,...k, w; €[0,00). (4.3)

n—oo

Oznacéme maticu Q ako (3.8) a definujme matice
W2 = diag (\/wl, cee \/wk),

W* = diag(wy, ..., w;), w2 = diag (\/wf, - w,’;)
Potom plati

\/ﬁ . W1/2 . ﬁ Nk (0’ W*I/Q(Ik . Q)W*1/2>

a pre testovi Statistiku Qw plati

k
D o 12
Qw 222,  Z= ;Am , (4.4)
kde X\; si vlastné cisla matice (I — Q)W* a Y1,..., Yy su nezdvislé ndhodné

veliciny s rozdelenim N(0, 1).

Dékaz Matica W*Y/2 je diagondlna, teda (W*/2)T = W*1/2 Zo vztahov (4.3)
a (3.9) nésledne dostaneme

A/ W1T1

Vn-WY2r = /n — Ny (0, W1, - QW /?).

A/ WETk

S vyuzitim tohoto vztahu a lemmatu [ dostdvame

pricom A; st vlastné cisla matice

Z linearnej algebry vieme, ze podobné matice maju rovnaké vlastné ¢isla. Matice
A, B st podobné, ak existuje invertovatelna matica P taka, ze

B =P AP
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Mbzeme vidiet, ze matica W*/2(I, — Q)W*'/2 je podobn4 s maticou
(e = QWA W2 = (I — QW
pretoze

W*1/2(Ik _ Q)W*I/Q _ (W*1/2)—1W*1/2(Ik _ Q)W*I/QW*UQ
= (Ix — Q)W
Dostavame teda, ze Qw konverguje v distribticii k ndhodnej veli¢ine Z definova-

nou ako (4.5)), kde \; st vlastné ¢isla matice (I — Q)W™.
[l

Poznamka. Veta [7] plati aj pre vahy w;, ktoré nezavisia na n. V tomto pripadie
platia vysledky vety [7] pre w = w;,Vi = 1,... k.

Veta [7] ndm sice da predstavu o rozdeleni Qw, no podobne ako v priklade [3]
nemusime byt schopi toto rozdelenie vyjadrit pomocou nejakého znameho rozde-
lenia. Veta || ndm naopak poskytne presny tvar asymptotického rozdelenia pre
modifikaciu testovej statistiky Q.

Veta 8. Uvazujme casovi radu {Y;}, ktord spliuje (3.1)). Dalej wvazujme testovi
statistiku (4.2). Ak platia podmienky

. ZLw?%oopren—)oo,k—)oo,%%O,
e E[e¥] < oo,
tak pre testovi statistiku Quw plati vztah

QW - Zf:l w; D

k 2 n—r00
\ 2> w;

Dékaz. Viz (Gallagher a Fisher| 2015).

> N(0,1). (4.6)

]

Testové statistiky @) a Q* su Specidlne pripady statistiky Qu, pricom vahy od-
povedajuce statistike ) maju tvar wZQ = 1,Vi = 1,...,k a vdhy odpovedajice
statistike Q* maju tvar w? = 22 vy = 1,..., k. Pozrieme sa, ¢o nam hovori
veta [§] pre testovi statistiku Q). Prvii podmienku z vety |8 mozeme vyjadrit ako

% n—i’

2
(w?) =k — oo azdroven n — 0o, k/n — 0.
i=1

Pre vahy wiQ plati
k
Sul? =3 (w?) =k, (4.7)
i=1 i=1
teda z vety [§ dostdvame
Q—-k »p
N D N(0,1). 48
LN (1)
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7Z predchadzajicej kapitoly vieme, ze pre n — oo,k — oo,k = O(n'/?) mé-
zeme rozdelenie testovej Statistiky () aproximovat pomocou X%}—p—q' 7 lemmatu
potom dostdvame, Ze

Q—(k—p—aq

2(k—p—q)
ma priblizne rozdelenie N(0,1). Pre k& — oo st parametre p a g vo vyraze (4.9))
zanedbatelné, teda priblizné rozdelenie ([£.9) odpovedd dosledku (4.8) vety [8}

(4.9)

V dalsej casti sa budeme zaoberat vyberom vah w;. Budeme uvazovat dve kate-
gérie vah podla élanku (Gallagher a Fisher] |2015). Prva kategériu tvoria véhy,
ktoré su zalozené na jadrovej funkcii x(u). Ako druhé budeme uvazovat véhy,
ktoré sa geometricky zmensuju na zaklade zvoleného koeficientu.

4.2 Jadrové vahy

Tieto véahy su zaloZzené na druhej mocnine jadrovej funkcie x(u). Jadrové funkcie
maju znacné vyuzitie v statistike, napriklad v teorii jadrovych odhadov. Podrob-
nosti o jadrovych funkcidch je mozné najst v knihach (Fan a Yao, 2003; Racine|
2008), z ktorych sme cCerpali v tejto podkapitole. V tejto ¢asti definujeme jadrovi
funkciu jednej premennej a uvedieme niekolko prikladov najznamejsich jadrovych
funkcii. Na zaver definujeme vahy w; zalozené na jadrovej funkeii x(u).

Definicia 11 (jadrova funkcia). Jadrovd funkcia je integrovatelnd funkcia k(u),
ktora splnuje

/OO k(u)du = 1.

—0o0
V nasej praci budeme uvazovat iba realne a symetrické jadrové funkcie. Najpou-
zivanejsie jadrové funkcie uvadzame v tabulke Pre prehladnost budeme ozna-
covat jadrovi funkciu ako jadro. Jednotlivé jadrové funkcie definujeme pomocou
indikatora, ktory ma nasledujuci tvar

1, |ul <1,
0, |ul>1

{Jul <1} :{

Vahy zaloZené na jadrovej funkcii x(u) maji tvar

W= o

Intuicia za vytvorenim vah (4.10)) je nasledujica. Budeme vychddzat z vah Ljung-
Boxova testu, ktoré mozeme vyjadrit v kontexte vazenych testov ako
n+ 2 {

- 1
n—i

1
- <15.
i1}

Tieto vahy by sme chceli rozsirit aj pre dalsie jadrové funkcie. Vzhladom k tomu,
ze niektoré jadrové funkcie moézu nadobudat zaporné hodnoty (napr. Daniellovo
jadro), vezmeme druht mocninu jadrovej funkcie. Dostavame teda obecny tvar
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Rovnomerné jadro U

=

(u) = 3I{[ul < 1}

(u) = (1 = u)I{fu] <1}
(u) = 301 = w*){ul < 1}
(u) = 15(1 — v?)*I{|ul < 1}
(u) =
(u) =
(u) =

x

Trojuholnikové jadro u

Epanechnikovo jadro

=

u
Kvadratické jadro
Kubické jadro

=

16

(1 —u?)’K{ul <1}
e

Var©
sin(v/3mu
/A0 ] < 1)

x

u

=

Gaussovské jadro u

Daniellovo jadro K(u

Tabulka 4.1: Priklady jadrovych funkcii.

Na obrazku mozeme vidiet graf jadrovych funkcii z tabulky na intervale
[—1,1]. Z obrazku moézeme vidiet, ze vahy zalozené na jadrovych funkcidch za-
istuju, ze dolezitost jednotlivych vyberovych autokorelacii klesa so zvysSujicim
sa oneskorenim £ (s vynimkou rovnomernych vah a Daniellovych vah, u ktorych
mozeme vidiet mierny narast pri krajoch intervalu).

08

Jadrové funkcie
== Daniellove

=== Epanechnikove

== (Gaussovské

0.4 == Kubické

= Kvadratické
== Rovnomemg

=== Trojuholnikové

0.0

Obréazek 4.1: Graf jadrovych funkcii na intervale [—1,1].

Na urcenie asymptotického rozdelenia vazenej statistiky s jadrovymi vahami bu-
deme v tejto praci pouzivat vetu[8 V nasledujicom priklade overime prvy pred-
poklad tejto vety pre rovnomerné jadrové vahy.

Priklad 6. Pre rovnomerné jadrové vahy ukazeme platnost prvého predpokladu
vety |8, Vahy zaloZené na rovnomernej jadrovej funkcii maja tvar

1 n+2

4 on—i

wy
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Pre tieto vahy plati

w2_1<n+2)2_)1
Y16\n—i/) noeol 167

a teda

i

) — 00, pren — 00,k — 00, k/n — 0.
i=1

n—i
Podobnym spdsobom mozeme tento predpoklad overif aj pre ostatné jadrové
vahy. V simula¢nych studidach v nasledujicej kapitole budeme pouzivat kriticky
obor vazenych testov s jadrovymi vahami zaloZeny na vete |8 a vztahu (4.6)).

4.3 Geometricky klesajiice vahy

Geometricky klesajice vahy zaistuju, ze dolezitost vyberovych autokorelacii v tes-
tovej Statistike klesa exponencidlne so zvysujicim sa oneskorenim k. Geo-
metricky klesajice vahy sa teda zmensuju podla zvoleného parametru a. Autori
¢lanku |Gallagher a Fisher| (2015)) navrhuju uvazovat vahy v tvare

= (p+q)a",

pricom p,q st rady uvazovaného modelu ARMA(p,q) a 0 < a < 1 je zvoleny
parameter. Pre stcet geometricky klesajicich vah a pre stucet ich druhych mocnin
plati

1— ak 2k

k i s 1—a
i = , . 4.11
;w (r+a)7— ; =+a)’' T (4.11)

Poznamka. Geometricky klesajice vahy nesplnuja prvy predpoklad vety [8] kedze
plati

k k k 2
)2q2D) (P +9)
Z; ;erq =(p+aq) z% i mr b e
Vetu [§|teda nemdzeme pouzit na urcenie kritického oboru vazeného testu s geome-
tricky klesajicimi vahami. Autori ¢lanku |Gallagher a Fisher| (2015) odporucaju
aproximovat rozdelenie Statistiky Qw s geometrickymi vahami pomocou vhod-
ného gama rozdelenia, ktorému sa budeme venovat v nasledujicej sekcii.

Pozndamka. Autori ¢lanku |Gallagher a Fisher (2015) navrhuji okrem predoslych
dvoch typov vah aj tzv. adaptivne vdhy. Tieto vahy si zalozené na vyberovych
parcidlnych autokorelaciach {m;}. Testova statistika (4.2)) s adaptivnymi vahami
ma tvar

_nzn—i—Q

zln

r+n Z w”,

i=ko+1

kde ko = min(log(n), M), M je zvolena kone¢nd hornd hranica a w; st vihy
definované ako

w; = —log (1 — |7 )
Takto definované vahy st z principu ndhodné, a preto nezapadaji do konceptu
vety [7] ani vety [§] V nasej praci ich teda nebudeme dalej uvazovat.
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4.3.1 Aproximacia rozdelenia

Podla autorov ¢lanku (Gallagher a Fisher| 2015) je vhodné aproximovat rozdele-
nie vazenej testovej Statistiky (4.2) pomocou vhodného gama rozdelenia. Autori
odportcaju rozdelenie I'(«, ), o, f > 0 s parametrami

(Zi’lewi)2 5= Q(Zf:1wi2_p_Q)
2( 5:1“’1‘2—2?—61)’ N Y w; ‘

Pripomenme, Ze hustota ndhodnej veli¢iny X ~ I'(«a, ), a, 8 > 0 m4 tvar

(4.12)

o =

ro—le—z/B

el r >0
ria,f) =4 FT@ T
flwia, ) {07 oo,

kde T" je gama funkcia.

Priklad 7. Ak dosadime vyjadrenia (4.11) pre geometricky klesajice vahy do
predpisov pre parametre o a 3 definované ako (4.12)), tak dostaneme

(p+q(1—d")*(1 +a)
2[(p+ @)1 - a®) — (1 - a?)|(1 - a)

o =

)

2[p+ )1 —a*) — (1—a?)]
N (1+a)(1l—ak)

Kedze plati k € N, a € (0,1), p,q > 0,p+ ¢ # 0, tak parametre a a § st kladné,
ak je splnena podmienka

2

p+q> T a2k
Priklad 8. Pozrieme sa, ako vyzerd aproximécia rozdelenia testovej Statistiky @
podla (4.12)). Vieme, Ze X3 rozdelenie je Specialny pripad gama rozdelenia. Pres-
nejsie, pre nahodnu veli¢inu X plati

X ~ X%—p—q — X~ F(Oé,ﬁ),

_k-p—q

o )
2

B =2.
S vyuzitim (4.7) dostdvame parametre gama rozdelenia pre vahy wiQ ako

k2 2(k —p—q)
ag = = — =7 4.13
Pre k — oo sa g spréava ako «, analogicky (¢ sa pre & — oo spréva ako 3. Vidime
teda, ze I'(a, Bg) je dobrou aproximéaciou rozdelenia X%‘—p—q‘ Na obrazku je
zobrazeny graf 95%-ného kvantilu pre xi rozdelenie a gama rozdelenie s para-
metrami (4.13) a p = g = 2. MoZeme vidiet, Ze pre zvacsujiuce sa hodnoty k st
hodnoty tychto kvantilov priblizne rovnaké.

Aproximéaciu rozdelenia vazenej statistiky QQy pomocou gama rozdelenia bu-
deme v praci pouzivat len pre geometricky klesajice vahy. Pre vahy zalozené na
jadrovych funkciach tato aproximéacia nie je obecne vhodna, kedze pre niektoré
kombinacie parametrov mozeme dostat zaporné hodnoty parametrov a a (3, viz
nasledujuci priklad.
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Obrazek 4.2: Graf 95%-ného kvantilu pre x2 rozdelenie a gama rozdelenie s pa-
rametrami (4.13)) a p = ¢ = 2 v zavislosti na k.

Priklad 9. Nech {Y;} je ¢asové rada riadiaca sa procesom ARMA(2,1) s dizkou
n = 100. Zvolme k = 20. Nech Qw,, je testova Statistika definovand ako (4.2))
s rovnomernymi jadrovymi vahami, pricom vyberové autokorelacné funkcie tejto
Statistiky st spoéitané z rezidui {e;}. Ak by sme chceli aproximovat rozdelenie
statistiky Qw, pomocou gama rozdelenia, tak by sme ziskali parameter o defi-
novany ako (4.12)) nasledovne:

() (smae )’
2wt -p—aq)  2(x2, ()’ (1) —2 1)
(m 20 1 )2
4 i=1 100—1

) 2(%4604 ?21 <1Oé—i>2 -2~ 1>'

o=

Pomocou vypocetného softvéru dostaneme pribliznii hodnotu 32, 10(1)71. = 0,2244

2
a Y ®, (10(1)714) = 0,00253, a teda a = —12,0837. Kedze parametre gama rozde-
lenia «, § musia byt kladné, tak v tomto pripade nemo6zeme pouzit aproximéaciu
zo sekcie [£.3.1} Podobny problém mdze nastat aj pri pouZiti ostatnych jadrovych

funkcif z tabulky
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5. Simulac¢né studie

V tejto kapitole budeme skiimat jednotlivé vazené testy pomocou simula¢nych
studii. Pre vazené testy zalozené na geometricky klesajicich vahach budeme uva-
zovat volbu parametru a z mnoziny {0,4;0,6;0,8}. Prva simula¢na stidia bude
zamerana na hladinu testu a druha na silu testu. V oboch simula¢nych studiach
st nahodne generované casové rady z prislusnych ARMA modelov a biely Sum je
generovany z t-rozdelenia s 10 stupniami volnosti. VSetky simulécie boli prevedené
pre 1000 iteracii. Vypocty boli prevedené pomocou programovacieho jazyka R (R!
Core Team| (2021)). Zdrojovy kod k simulaénym studiam je v prilohe préce pod
nazvom simulation__study.R.

Kriticky obor Boxova-Piercova a Ljung-Boxova testu je zaloZeny na ([3.16]). Kri-
tické obory vazenych testov v nasej simuldcii sme prisposobili jednotlivym ka-
tegériam vah. Pre testy zalozené na geometricky klesajicich vahach sme pouzili
gama rozdelenie s parametrami . Pre vécsinu vazenych testov s jadrovymi
vahami nebolo mozné pouzit gama aproximaciu, kedze pre niektoré kombinacie
parametrov boli parametre o a 3 z zéporné (viz priklad [9). Pre testy s ja-
drovymi vdhami sme teda pouzili modifikovani statistiku z (4.6 a kriticky obor
zalozeny na standardnom normdalnom rozdeleni N(0, 1). VSetky testy st realizo-
vané na hladine vyznamnosti o = 0,05.

5.1 Hladina testu

V prvej simulac¢nej studii sa budeme zaoberat otdzkou ¢i je za platnosti nulovej
hypotézy dodrzana hladina testov a = 0,05. Hladinu testu mozeme zjednodusene
chapat ako pravdepodobnost chyby prvého druhu, teda pravdepodobnost zamie-
tnutia platnej hypotézy. Tato pravdepodobnost odhadneme tak, Ze spocitame
pomer zamietnuti platnej nulovej hypotézy. V tejto simuldcii budeme nahodne
generovat Casové rady {Y;} zo stacionarneho AR(1) modelu v tvare

Y = 1Yo + ey,

kde {e;} tvori iid postupnost so Studentovym t-rozdelenim s 10 stuptiami volnosti.
Pre tieto rady budeme odhadovat AR(1) model a jednotlivé testy pouzijeme na
rezidua . Odhadnutu pravdepodobnost chyby prvého druhu (resp. empiricku
hladinu) budeme pocitat pre rozne pripady, konkrétne budeme menit nasledujice
hodnoty:

o Parameter ¢;: Budeme uvazovat parameter ¢; z {0,1;0,5;0,9}.

« Dizka simulovanej rady: Simulécie prevedieme pre ¢asové rady s dizkou
n € [100, 1500].

» Korekcia pre jadrové vahy: Vahy zalozené na jadrovych funkcidch bu-
deme uvazovat s tzv. korekciou ™2 a bez tejto korekcie. Budeme teda po-

n—i

rovnavat empiricki hladinu testov s jadrovymi vahami pre vahy

e RO ) SR
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« Oneskorenie k: Testy prevedieme pre rozne hodnoty k € [1,50].

5.1.1 Hladina testov pre r6zne hodnoty n

V prvej casti simulacie budeme pocitat empirickti hladinu testov pre rézne hod-
noty dlzky casovej rady n. VSetky testy boli realizované s oneskorenim k£ = 20
a pre vazené testy s jadrovymi vahami bola pouzitd korekcia Z—f Empirické hla-

diny testov uvadzame v tabulkdch [5.1] 5.2} [5.3] 5.4 a [5.5]

¢1 | Box-Pierce Ljung-Box Rovnomer. Trojuhol. Epanech. Kvadr.
0,1 0,027 0,059 0,035 0,013 0,025 0,015
0,5 0,027 0,062 0,039 0,017 0,025 0,019
0,9 0,035 0,067 0,039 0,022 0,027 0,023
01 Kubické Gauss. Daniellove a =04 a=06 a=08
0,1 0,016 0,036 0,013 0,010 0,016 0,022
0,5 0,018 0,040 0,018 0,025 0,020 0,026
0,9 0,020 0,043 0,023 0,103 0,061 0,039

Tabulka 5.1: Empirické hladiny testov pre ¢asové rady generované z AR(1) modelu
a odhadnuté ako AR(1) model, k = 20, n = 100.

©1 | Box-Pierce Ljung-Box Rovnomer. Trojuhol. Epanech. Kvadr.
0,1 0,040 0,064 0,034 0,017 0,026 0,021
0,5 0,038 0,062 0,031 0,017 0,026 0,024
0,9 0,049 0,070 0,042 0,027 0,028 0,027
V1 Kubické Gauss. Daniellove a =04 a=06 a=08
0,1 0,020 0,031 0,014 0,015 0,028 0,027
0,5 0,020 0,023 0,016 0,030 0,030 0,030
0,9 0,029 0,033 0,033 0,116 0,086 0,058

Tabulka 5.2: Empirické hladiny testov pre ¢asové rady generované z AR(1) modelu
a odhadnuté ako AR(1) model, & = 20, n = 200.

Ako prvé mozeme porovnat empirické hladiny Boxova-Piercova a Ljung-Boxova
testu. Pre maly pocet pozorovani n je hladina Boxova-Piercova testu vyrazne men-
sia a hladina Ljung-Boxova testu sa viac priblizuje teoretickej hladine o = 0,05.
So zvysujucim sa poc¢tom pozorovani n sa ale rozdiel v hladindch zmensuje a
oba testy maju prijatelni empirickti hladinu. Tuto skuto¢nost mozeme pozorovat
aj na obrazku 7 vazenych testov s geometricky klesajucimi vaihami dodrzia-
vaju hladinu najpresnejsie testy s vysSou hodnotou parametru a. MenSia volba
parametru sa neukédzala ako vhodna z hladiska dodrziavania hladiny. Napriklad
empiricka hladina v tabulkach pre ¢, = 0,9 a a = 0,4 je vyrazne vyssia s porovna-
nim s empirickou hladinou ostatnych testov. Z tohoto dovodu budeme v simulac-
nych studiach na hladinu testu skiimat len geometricky klesajuce vahy s a = 0,8.
Z prislusnych tabuliek si tiez mézeme vsimnut, ze empirickd hladina testov sa
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¢1 | Box-Pierce Ljung-Box Rovnomer. Trojuhol. Epanech. Kvadr.
0,1 0,044 0,048 0,040 0,014 0,023 0,015
0,5 0,045 0,047 0,039 0,020 0,026 0,022
0,9 0,048 0,055 0,044 0,023 0,027 0,024
V1 Kubické Gauss. Daniellove a =04 a=06 a=08
0,1 0,015 0,036 0,016 0,011 0,019 0,029
0,5 0,019 0,032 0,019 0,026 0,025 0,030
0,9 0,021 0,034 0,020 0,114 0,076 0,048

Tabulka 5.3: Empirické hladiny testov pre ¢asové rady generované z AR(1) modelu
a odhadnuté ako AR(1) model, k = 20, n = 500

¢1 | Box-Pierce Ljung-Box Rovnomer. Trojuhol. Epanech. Kvadr.
0,1 0,034 0,038 0,031 0,014 0,021 0,021
0,5 0,034 0,036 0,026 0,016 0,023 0,020
0,9 0,035 0,037 0,035 0,023 0,031 0,026
V1 Kubické Gauss. Daniellove a =0,4 a=06 a=08
0,1 0,020 0,023 0,016 0,015 0,017 0,022
0,5 0,018 0,024 0,016 0,028 0,027 0,025
0,9 0,023 0,033 0,020 0,108 0,067 0,040

Tabulka 5.4: Empirické hladiny testov pre ¢asové rady generované z AR(1) modelu
a odhadnuté ako AR(1) model, k£ = 20, n = 1000.

zvysuje, ked sa zvysSuje parameter ¢;.

Pre prehladnost sme okrem tabuliek s presnymi hodnotami pouzili aj graficka
vizualizaciu, viz obrazok [5.1] Tento graf obsahuje empirické hladiny testov pre
jednu hodnotu ¢; = 0,1 a pre pocet pozorovani n z intervalu [100, 1500]. Do
grafu sme uz zakomponovali iba jednu verziu vazeného testu s geometricky kle-
sajucimi vadhami s hodnotou parametru a = 0,8. Prerusovana ¢iara na obrazku
vyznacuje hladinu o = 0,05. Zo vsetkych uvazovanych testov dosahoval hladinu
najlepsie Ljung-Boxov test a Boxov-Piercov test. Z vazenych testov dosahoval
hladinu najlepSie test s rovnomernymi jadrovymi vahami (pre konkrétny model
zvoleny v simulécii). Prijatelne hladinu dosahoval aj vaZeny test s Gaussovskymi
vahami, geometricky klesajicimi vdhami s hodnotou parametru a = 0,8 a Epa-
nechnikovymi vahami. Testy s trojuholnikovymi vahami a Daniellovymi vahami
boli v kontexte nasej simulacie skor konzervativne.

5.1.2 Hladina testov pre rézne hodnoty k

V druhej casti simulacie sa budeme zaoberaft vplyvom zvoleného maximéalneho
oneskorenia k na hladinu testov. Znovu budeme uvazovat iba jednu verziu vaze-
ného testu s geometricky klesajucimi vahami s a = 0,8. V tejto simulécii budeme
generovat rady z AR(1) modelu s parametrom ¢; = 0,1 a dlzkou n = 500. Pre
vazené testy s jadrovymi vahami bola pouzita korekcia Z—f Hodnoty oneskoreni
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¢1 | Box-Pierce Ljung-Box Rovnomer. Trojuhol. Epanech. Kvadr.
0,1 0,042 0,043 0,033 0,021 0,028 0,025
0,5 0,042 0,045 0,034 0,023 0,025 0,027
0,9 0,048 0,049 0,036 0,028 0,036 0,032
V1 Kubické Gauss. Daniellove a =04 a=06 a=08
0,1 0,028 0,038 0,022 0,010 0,017 0,030
0,5 0,025 0,035 0,020 0,027 0,029 0,033
0,9 0,036 0,035 0,030 0,117 0,086 0,057

Tabulka 5.5: Empirické hladiny testov pre ¢asové rady generované z AR(1) modelu
a odhadnuté ako AR(1) model, k = 20, n = 2000.

k budeme uvazovat z intervalu [1, 50].

Vysledky tejto simuldcie sme zobrazili graficky na obrazku [5.2] Moézeme vidiet,
ze pre vacsinu testov sa empiricka hladina zvysuje s rasticim k. Empiricka hla-
dina vazeného testu s geometricky klesajicimi vahami bola ako jedina skoro ne-
zmenend. Rychly narast empirickej hladiny mozeme pozorovat pre vazeny test
s Gaussovskymi vahami a rovnomernymi vahami. V nasledujicej simulacnej stu-
dii zaoberajicej sa silou testov sme tieto dva testy vyhodnotili ako najslabsie
(vzhladom ku konkrétnej volbe parametrov v simuldcii).

5.1.3 Hladina testov podla korekcie

V tretej casti simulacie sme testovali hladinu vazenych jadrovych testov bez
korekcie, teda pouzivali sme tvar vah w;, z . Ked sme previedli simulacie
z Casti bez pouzitia korekcie, tak vysledné hodnoty empirickych hladin boli
skoro identické. Tuto skutocnost ilustruje obrazok 5.3} Usudzujeme teda, Ze volba
korekcie nema zasadny vplyv na empirickd hladinu testov.

5.2 Sila testu

V druhej simulécii budeme skiimat silu jednotlivych testov. Sila testu predsta-
vuje pravdepodobnost zamietnutia neplatnej hypotézy pri konkrétnej alternative.
Posudzovanie sily testov je pomerne komplexna tloha, kedze sila zavisi na danej
alternative, ktori vyhodnocujeme. V tejto simulacii sa zameriame na alterna-
tivu, v ktorej je nevhodne identifikovany rad modelu. Budeme teda generovat
¢asové rady z modelov AR(2) a ARMA(1,1) a odhadovat ich nevhodnym mode-
lom AR(1).

V prvom pripade uvazujeme generované rady {Y;} zo stacionarneho modelu
Yi=p1Yio1 + @oYio + &, et ~ o,

pricom {&;} tvori postupnost iid ndhodnych veli¢in so Studentovym rozdelenim
s 10 stupnami volnosti. Budeme testovat nulovi hypotézu

Hy : {Y;} sa riadi modelom AR(1) s iid inovaciami.
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Obrézek 5.1: Empirické hladiny testov pre rozne hodnoty n, ¢asové rady genero-
vané z AR(1) modelu s ¢; = 0,1 a odhadnuté ako AR(1), k& = 20.

Pre rady generované zo staciondrneho modelu ARMA(1,1) postupujeme analo-
gicky. Silu testov budeme odhadovat pomocou pomeru zamietnuti neplatnej nu-
lovej hypotézy. Pre vazené testy s jadrovymi vahami bola v simulaciach pouzita

korekcia Z—f Budeme sa zaoberat najma tymito faktormi:

e Volba parametru ¢,: Budeme uvazovat rézne hodnoty parametru y pre
rady generované z modelu AR(2).

« Volba modelu: Budeme generovat rady z modelov AR(2) a ARMA(1, 1),
aby sme mohli porovnaf sily testov pre rozne modely.

« Di7ka simulovanej rady: Simulécie prevedieme pre ¢asové rady s dizkou
n € [100, 1000].

e Oneskorenie k: Simuldcie prevedieme pre rdzne hodnoty k € [1,50].

5.2.1 Sila testov podla volby ARMA parametrov

V prvej simulécii budeme generovat asové rady s dlzkou n = 100 zo staci-
onarneho modelu AR(2). Budeme sa zaoberat volbou parametrom ¢s. V tejto
simuldcii budeme overovat ¢i sa sila testov zvéacsuje s rastiicou hodnotou ¢s.
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Obrézek 5.2: Empirické hladiny testov pre rozne hodnoty k, ¢asové rady genero-
vané z AR(1) modelu s ¢; = 0,1 a odhadnuté ako AR(1), n = 500.

V tabulke [5.6| ndjdeme empirické sily testov pre konkrétne volby parametrov
a @o. V tejto tabulke mbézeme pozorovat rastici trend so zvysujicou sa hodno-
tou p,. Rastiici trend mozeme jasne vidiet aj na obrdzku [5.4], ktory predstavuje
grafickt vizualizaciu simuldcie z tabulky [5.6| Podobnti simuldciu sme vytvorili aj
pre zaporné hodnoty parametrov ¢, a vysledky moézeme ndjst na obrézku [5.5]
Zo simulécif je zrejmé, ze sila testov sa zvacsuje, ak sa zvacsuje |pa|. Neformalne
mozeme tento vysledok chapat tak, ze ¢im viac je testovana rada ,vzdialenejsia“
od nulovej hypotézy (v zmysle velkosti parametru @), tym vécsiu silu majia uva-
zované testy.

Zo simuldci{ mozeme vidiet, Ze pre volbu parametru ¢, € [—0,2;0,2] je najsilnejsi
Ljung-Boxov test, no pre ostatné volby parametru ¢, je silnejsi test s Daniello-
vymi vahami a geometricky klesajicimi vahami s parametrom a = 0,8. Pre volbu
|pa| > 0,35 st oproti Ljung-Boxovu testu silnejsie aj testy s trojuholnikovymi, ku-
bickymi alebo kvadratickymi vahami. Mdzeme teda vidiet, Ze pre niektoré volby
parametrov (; a @9 si mnohé vazené testy potencialne silnejsie nez casto pouzi-
vany Ljung-Boxov test. Zo simulécii su tieto testy silnejsie najméa pre testované
rady, ktoré maju vicsiu ,vzdialenost* od nulovej hypotézy. Vo vSetkych uvede-
nych simulaciach v tejto sekcii mozeme vidiet, ze Ljung-Boxov test ma vécsiu silu
nez Boxov-Piercov test.
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Obrézek 5.3: Empirické hladiny testov pre rozne hodnoty n pre testy s korekciou
(plné ciary) a testy bez korekcie (prerusované ciary), ¢asové rady generované
z AR(1) modelu s ¢; = 0,1 a odhadnuté ako AR(1), n = 500.

5.2.2 Sila testov pre ré6zne hodnoty n

V druhej simuléacii sa budeme zaoberat otazkou ¢i sa sila testov zvacsuje, ak
sa zvacsuje dizka simulovanej casovej rady. V tejto simulacii budeme generovat
rady z ARMA(1,1) modelu s parametrami ¢; = 0,5, v, = 0,2, tieto rady bu-
deme odhadovat nevhodnym modelom AR(1) a postupne budeme vyhodnocovat
empirické sily testov pre n z intervalu [100, 1000]. Vysledky simuldcie vidime na
obrazku Mozeme pozorovat jasny rastici trend pre zvacsujuce sa n. Podobne
ako v predoslej simulacii su aj v tomto pripade najsilnejsie testy vazeny test s Da-
niellovymi vahami a s geometricky klesajicimi vahami s parametrom a = 0,8.

Mozeme si vSimnuf, Ze pre vazenu testovu statistiku s rovnomernymi vahami
Qw,, plati Qw, = iQ* Vazeny test s rovnomernymi vahami je teda ekvivalentny
s Ljung-Boxovym testom. V nasich simulaciach su ale kritické obory oboch testov
zalozené na inom rozdeleni a empirickd sila Ljung-Boxova testu je vyssia ako
sila vazeného testu s rovnomernymi vahami. Jednym z moznych vysvetleni je
skutoc¢nost, ze asymptotické rozdelenie plati pre £ — oo, no v simulaciach
sme pracovali s fixnym k.
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v1 @2 | Box-Pierce Ljung-Box Rovnom. Trojuhol. Epan. Kvadr.
0,3 0,10 0,054 0,102 0,045 0,033 0,037 0,032
0,3 0,20 0,120 0,178 0,084 0,128 0,117 0,130
0,3 0,30 0,282 0,396 0,189 0,393 0,320 0,375
0,3 0,40 0,592 0,696 0,456 0,763 0,684 0,745
0,3 0,50 0,853 0,895 0,779 0,949 0,921 0,941
0,3 0,60 0,974 0,983 0,948 0,993 0,987 0,990
V1 Y9 Kubické Gauss. Daniell. a=04 a=06 a=08
0,3 0,10 0,033 0,045 0,035 0,018 0,037 0,041
0,3 0,20 0,138 0,096 0,142 0,117 0,166 0,163
0,3 0,30 0,411 0,259 0,450 0,472 0,544 0,502
0,3 0,40 0,775 0,598 0,799 0,837 0,861 0,829
0,3 0,50 0,952 0,868 0,960 0,973 0,979 0,970
0,3 0,60 0,992 0,978 0,995 0,997 0,998 0,997

Tabulka 5.6: Empirické sila testov pre ¢asové rady generované z AR(2) modelu
a odhadnuté ako AR(1) model, k = 20, n = 100.

5.2.3 Sila testov pre rézne hodnoty k

V tejto simulécii budeme vyhodnocovat empiricku silu testov pre rozne hod-
noty oneskorenia k. Budeme generovat casové rady z ARMA(1, 1) modelu s pa-
rametrami ¢; = 0,6 a v; = 0,3, diZkou n = 200 a oneskorenie k budeme uvazovat
do hodnoty 50. Tieto rady sme odhadovali modelom AR(1). Vysledky simulacie
najdeme na obrazku [5.7. Mo6Zeme pozorovat klesajici trend empirickych sil tes-
tov so zvacsujucim sa k. Na zdklade vysledkov tejto simulacie usudzujeme, ze
mensia hodnota k moze zabezpecit potencidlne silnejsi test. Empiricka sila testu
s geometricky klesajucimi vahami je v tejto simulacii skoro konstantna pre vsetky
hodnoty k. Tato skutocnost zavisi aj na volbe parametru a, ¢im sa detailnejsie

zaoberame v Appendixe na obrazkoch a[A2

5.2.4 Sila testov podla korekcie

V poslednej simuldcii sa budeme zaoberat vplyvom korekcie 22 na silu va-

zenych testov s jadrovymi vahami. Simuldcia je prevedend pre casové rady ge-
nerované z ARMA(1, 1) modelu s parametrami ¢; = 0,6, v; = 0,3 a odhadnuté
pomocou AR(1) modelu. V tabulke najdeme vysledky tejto simulacie. Mo-
zeme si vSimnut, ze empirické sily testov bez pouzitia korekcie st o nieco vyssie,
no tento rozdiel je velmi maly. Z tejto simulacie teda nemdzeme usudzovat, ze by
mali vazené jadrové testy vyssiu silu s pouzitim korekcie 242

n—i "

5.2.5 Zhrnutie vysledkov

V tejto kapitole sme skiimali hladinu a silu vazenych testov v zavislosti na roz-
nych faktoroch, ktoré by ich mohli ovplyvnovat. Empiricka hladina testov sa sice
zvysSovala a priblizovala pozadovanej hladine a« = 0,05 pre rastiice k, no sila testov
sa pre rastice k pri fixnom n znizovala. Mozeme teda usudit, Ze je vhodnejsie pou-
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Bez korekcie
k | Rovnom. Trojuhol. Epan. Kvadr. Kubické Gauss. Daniell.
10 0,429 0,657 0,592 0,641 0,669 0,521 0,698
20 0,307 0,567 0,473 0,523 0,562 0,421 0,601
30 0,230 0,498 0,395 0,460 0,490 0,309 0,528
40 0,196 0,450 0,329 0,396 0,443 0,252 0,481
50 0,151 0,399 0,282 0,345 0,386 0.217 0,447

S korekciou

k | Rovnom. Trojuhol. Epan. Kvadr. Kubické Gauss. Daniell.
10 0,421 0,654 0,589 0,642 0,667 0,516 0,699
20 0,295 0,562 0,471 0,519 0,559 0,395 0,596
30 0,211 0,487 0,383 0,457 0,483 0,290 0,525
40 0,177 0,442 0,308 0,382 0,436 0,239 0,472
50 0,131 0,377 0,264 0,330 0,371 0.198 0,434

Tabulka 5.7: Empirické sila testov pre c¢asové rady generované z ARMA(1,1)
modelu s parametrami ¢; = 0,6, v; = 0,3 a odhadnuté ako AR(1) model pomocou
vazenych jadrovych testov s korekciou a bez korekcie, n = 200.

zit mensie maximalne oneskorenie k. V praxi sa odporuca volif k v zavislosti na n,
ako napriklad k = % alebo k = %, viz (Box a kol., 2016, str. 31). Rastiica hodnota
n sice nemala zasadny vplyv na hladinu testov, no sila testov znacne stipala. Mo6-
zeme teda vyvodit, Ze jednotlivé testy budu silnejsie, ak ich budeme pouzivat pre
casové rady s dostatocne velkym poc¢tom pozorovani. Pouzitie korekcie pre vazené
testy s jadrovymi vahami nemalo signifikantny efekt na hladinu alebo silu testov.
Z jednotlivych simulécii mozeme pozorovat, ze testy s najvacsou empirickou silou
st vazeny test s Daniellovymi a geometricky klesajicimi vahami. Tato skutocénost
mozeme vidiet pre rady generované z modelov AR(2) aj AR(1,1). V simuldciach
boli najsilnejsie vazené testy s geometricky klesajticimi vdhami s vyssou hodnotou
parametru a, preto mézeme odporucit volbu a = 0,8 alebo a = 0,9. Empiricka
hladina testu s geometricky klesajicimi vahami bola prijatelna, no vazeny test
s Daniellovymi vaham bol skér konzervativny. V mnohych situdcidch bola empi-
ricka sila tychto testov vyssia nez sila znameho Ljung-Boxova testu. Musime ale
podotknuf, Ze Ljung-Boxov test dodrziaval v nasich simuldciach hladinu o nieco
presnejsie nez test s Daniellovymi a geometrickymi vahami. Aj napriek tomu sa
domnievame, Ze tieto dva vazené testy by mohli predstavovat potencialne silnejsie
testy nez Ljung-Boxov test a mohli by sa stat vhodnou alternativou v praktickych
aplikaciach.

V simuldciach moézeme pozorovat, ze empiricka sila vazeného testu s rovnomer-
nymi vahami je o nieco nizsia nez empiricka sila Ljung-Boxova testu aj napriek
tomu, ze sa jedna o ekvivalentné testy. Toto moze byt sposobené volbou kritic-
kého oboru pre vazené testy, ktory sme zostrojili na zéklade vety [§f Domnievame
sa, ze v dalSom vyzkume by bolo mozné néjst vhodnu aproximaciu rozdelenia
veli¢iny z (4.5)) vo vete |7, podobne ako sme aproximovali rozdelenie za vetou |§]
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Zaver

Hlavnym cielom tejto prace bolo prehladne popisat vazené portmanteau testy
pre urcenie adekvatnosti odhadnutého modelu ARMA a tieto testy porovnat
s Boxovym-Piercovym a Ljung-Boxovym testom. V teoretickej casti sme sa za-
oberali najma podrobnym popisom vazenych a nevazenych portmanteau testov
a asymptotickym rozdelenim ich testovych Statistik. V praktickej casti sme testo-
vali hladinu a silu jednotlivych testov pomocou simulac¢nych studii.

Na zaciatku préce sme sa zaoberali odhadovanim parametrov ARMA modelu
pomocou metédy maximalnej vierohodnosti. Taktiez sme opisali asymptotické
rozdelenie vyberovych autokorelacii, ktoré sme vyuzili dalej v praci. V kapitole
o nevazenych portmanteau testoch sme sa podrobne venovali Boxovmu-Piercovmu
a Ljung-Boxovmu testu. Venovali sme sa aproximacii asymptotického rozdelenia
testovych statistik, ktoré sme doplnili pomocou niekolkych prikladov a obrazkov.

V kapitole o vazenych portmanteau testoch sme zaviedli vazenu testovu statistiku
Qw a predstavili dve kategorie vaziacich schém. Uvideli sme aj niekolko novych
vah zalozenych na jadrovej funkcii, ktoré sme neskor testovali pomocou simulac-
nych studii. Taktiez sme sa venovali asymptotickému rozdeleniu vazenej testovej
statistiky, ktoré sme urcovali (alebo aproximovali) inym sposobom pre jadrové
vahy a pre geometrické vahy.

V praktickej ¢asti sme aplikovali jednotlivé testy na simulované data. Najvacsiu
empiricki silu mali v simulaciach vazené testy s Daniellovymi vahami a geome-
trickymi vahami s parametrom a = 0,8. Tieto vazené testy sice nedodrziavali
hladinu « s takou presnostou ako Boxov-Piercov alebo Ljung-Boxov test, no ich
sila bola v simulaciach vyssia nez sila Boxova-Piercova a Ljung-Boxova testu. Aj
napriek tomu povazujeme vazené testy s Daniellovymi a geometrickymi vahami
za moznu alternativu k znamemu Boxovmu-Piercovmu a Ljung-Boxovmu testu.
Verime, ze problematika vazenych portmanteau testov stéle poskytuje priestor
pre dalsi vyzkum, najmé pri volbe vhodnych vah alebo urcovani rozdelenia tes-
tovych statistik pre konkrétne vaziace schémy.
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A. Appendix

Lemma 9. Nech X = (X1,...,X;)" a X ~ Ni(0,%). Potom ndhodnd velic¢ina

SF . X2 md rovnaké rozdelenie ako ndhodnd velicina ¢ | \iY?, kde A1, ..., A
st vlastné cisla matice 2 a Yy, ..., Yy su nezavislé ndhodné veliciny s rozdelenim
N(0,1).

Ak je matica ¥ idempotentnd, tak md ndhodnd velicina Y% | X? rozdelenie chi-
kvadrat, pricom pocet stupriov volnosti sa rovnd hodnosti matice ..

Dékaz. Viz (Omelkal 2021, Appendix).
O

Lemma 10. Nech pre ndhodni velicinu X,, plati X,, ~ x%,n € (0,00). Potom

Xn_n D

Dokaz. Kedze pre X, plati X,, ~ x2, tak ndhodni veli¢inu X,, mdzeme zapisat
ako
n
Xo=27,
i=1
pricom Zi,...,Z, st nezavislé a rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny s rozdele-
nim N(0,1). Potom aj Z%,..., Z2 tvoria nezdvislé a rovnako rozdelené ndhodné

veli¢iny a z vlastnosti norméalneho rozdelenia dostavame
E(Z?) =1, Var(Z?)=2.
Aplikovanim Centralnej limitnej vety na postupnost Z%, Z7, ... dostdvame
(2 -1) i Z;—-n _ X,—n p

e = T = = o N,

Sila vazenych testov s geometricky klesajiacimi
vahami v zavislosti na &

Na obrazku mozeme vidiet, ze empiricka sila vazeného testu s geometricky
klesajucimi vahami s parametrom a = 0,8 sa skoro nemeni s rasticim k. Pozri-
eme sa Ci dostaneme podobny vysledok aj pre iné volby parametru a. Na obrazku
mozeme vidief simulaciu s rovnakymi parametrami ako v simulacii z obrazku
[b.7] ale pre vazené testy s geometrickymi vahami pre rézne parametry a. Pridali
sme aj empiricki silu Boxova-Piercova testu, kedze Boxov-Piercov test odpo-
veda vazenému testu s geometrickymi vahami s parametrom a = 1 a bez ¢lena
(p + q) v definicii geometrickych vdh. Mo6Zeme vidiet, Ze pre mensie hodnoty a
je empiricka sila skoro konstantnd, no pre vyssie hodnoty a sa tvar empirickej
sily v zavislosti na k viac podoba tvaru pre Boxov-Piercov test. Sklon kriviek
s empirickou hladinou zavisi aj na volbe modelu, z ktorého rady simulujeme, ako
mozeme vidiet na obrazku [A.2l
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