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Katedra: Katedra matematické analyzy
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Abstrakt: Ball-Evanstuv aproximacni problém je vysoce studovany v oblasti ge-
ometrické teorie funkci. Moznost aproximace homeomorfismii pomoci difeomor-
fismt by mohla mit mnohé dusledky napt. v teorii regularity minimizért ¢i v me-
todé konec¢nych prvkia. Nedavno byl tento problém vytesen ve dvou dimenzich,
ale ve fyzikalné nejzajimaveéjsich tfech dimenzich ziustava stale otevieny.

V této praci studujeme nésledujici dva problémy. Zaprvé, je-li dany homeomor-
fismus f € W"?((a,b)) pro 1 < p < oo, lze jej aproximovat v ||/l
s libovolné malou chybou pomoci difeomorfismti? Zadruhé, mame-li 1 < p,q < oo
a homeomorfismus f € WP ((a,b)) takovy, Ze rovnéz f~1 € Wb ((c,d)), 1ze najit

posloupnost difeomorfismu { f,,}.~;, pro kterou plati

1 fa = Fllwiogapy —= 0 a [|fa" =7 — 07

n—00 Wha((e,d)) n—oo

Na obé otazky uvadime kladnou odpovéd, pricemz na druhou neni znama odpoveéd
uz ve dvou dimenzich.

Klicova slova: Sobolevovy prostory, homeomorfismy, difeomorfismy
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Abstract: Ball-Evans aproximation problem is a highly studied one in Geometric
function theory. Approximation of homeomorphisms by diffeomorphisms could
have many implications e.g. in the theory of regularity of minimizers or in Finite
element method. Recently, this problem was solved in two dimensions. However,
in 3D, which is the physically most interesting case, it remains open.

In this thesis, we study the following two problems. Firstly, for some 1 < p < 0o
and a given homeomorphism f € W¥P ((a,b)), can we approximate it by dif-
feomorphisms in ||~||Wk,p((a7b)) with an arbitrarily small error? Secondly, for some
1 < p,q < oo and a given homeomorphism f € W' ((a,b)) such that also
[t € Whi((¢,d)), can we find a sequence of diffeomorphisms {f,} -, such that

-1 —1
[ fn — f||w1,p((a7b)) o 0 and an —f HWM((c,d)) oo 07

We show positive results for both problems. The latter one is not known in higher
dimensions.

Keywords: Sobolev spaces, homeomorphisms, diffeomorphisms
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Uvod

Ball-Evanstv aproximac¢ni problém se zabyva otazkou, zdali jsou difeomor-
fismy husté v homeomorfismech v Sobolevovych prostorech. Tato otdzka se déa
rozdélit do dvou krokt. Zaprvé jestli lze kazdy homeomorfismus v Wh? (U, R")
(kde U znadi otevienou podmnozinu R™ a 1 < p < oo) aproximovat po ¢as-
tech afinnimi funkcemi ([2, B]). Druhym krokem je poté zkoumat, jestli se daji
tyto funkce zhladit tak, abychom dosahli aproximace difeomorfismy. Pozitivni
vysledky jsou zndmy pro n = 2 ([7, 9]), naopak pro n > 4 jsou znamy protipfi-
klady, a to kdyz p < [n/2] ([5, §]). Cilem této préce je zamérit se na specialni
pripady Ball-Evansova problému a potvrdit jeho pozitivni vysledky. V Kapitole
si pripomeneme dilezité definice a véty znamé ze zakladnich kurzii matematické
analyzy, teorie miry a integralu a funkcionalni analyzy. Na né navazeme v Kapi-
tole 2, kde uvedeme vysledky, které budeme vyuzivat v nasledujicich kapitoldch.
V Kapitole [3] dokdzeme pozitivni vysledek v pfipadé n = 1 a prozkoumdme také
aproximovani homeomorfismu v prostorech W*? ((a,b)) pro k € N véts{ nez 1.
Hlavnim vysledkem Kapitoly |3| je nasledujici véta.

Véta 0.1. Necht (a,b) je omezeny interval, k € N, 1 < p < oo a f € W*? ((a,b))
je homeomorfismus. Poté pro dané e > 0 existuje difeomorfismus h. € WP ((a,b))
takovy, Ze |[he — fllyraap) < E-

Nakonec v kapitole [] dokdzeme kladny vysledek v piipadé, kdy také inverzni
funkce nalezi do Sobolevova prostoru W ((a,b)).

Véta 0.2. Necht f : [a,b] =% [c,d] je homeomorfismus a1 < p,q < oo jsou takovd,
ze f € W' ((a,h) a f~1 € W ((c,d)). Pak existuji funkce f, : (a,b) — R,
n € N, takové, Ze {f,}.—, je posloupnost difeomorfismi, pro kterou plati

||fn - f||w1,p((a,b)) — 0,

n—o0

a {f, '}, je posloupnost difeomorfismi, pro kterou plati

1 = 7 sy 7 ©

Wha((e,d)) n—oo



1. Zakladni definice a véty

Pro zacéatek si pripomenme zakladni definice a véty.

1.1 Realna analyza

Mégjme funkei f : R — R. Poté symbolem f’(x) budeme znagcit derivaci funkce
f v bodé x € R a symbolem f(x) myslime i-tou derivaci funkce f v bodé z
(za predpokladu, ze existuje). Symboly f’, (x), ff)(x) znac¢ime piislusné derivace
zprava a symboly [ (z), f&l ) (x) derivace zleva.

Necht U C R" je oteviena. MnoZina C*(U,R™), k € N, oznacuje k-krat spojité
diferencovatelné funkce f : U — R™. V ptipadé m = 1 budeme zkracené psat
f € C*¥(U). Bude-li z kontextu zfejmé, o jaké m € N a jaky defini¢ni obor U se
jednd, piSeme zkrdcené pouze f € C* nebo fikdme, Ze funkce f je tridy C*.

Necht E je podmnozina R a € R. Pak piseme

dist (z, F) = im}{J lx —y]|.
ye

Symbolem A" budeme znacit Lebesgueovu miru na R™ pro n € N.
Necht U C R™ je oteviend a mé&jme funkei f : U — R. Poté proi € {1,...,n}

budeme symbolem 0;f = gg{ - znacit parcialni derivaci funkce f podle i-té pro-
ménné. Dale pro multiindex o = (aq,...,q,) oznatme |a| = a; + ... + .

Parcialni derivaci funkce f podle multiindexu o budeme znacit

olel f

T Or . Ozon

9 f

Definice 1.1. Necht jsou U C R™ a V C R™ oteviené mnozZiny a méjme funkci
f U™ V. Predpoklidejme, Ze ewistuje jeji inverzni funkce f~% : V. 2% U
definovand na celém V. Pokud plati, Ze obé funkce f a =1 jsou spojité, pak
nazjvdéme funkci f homeomorfismus. Jsou-li obé funkce dokonce tridy C', pak
funkci f nazgvdme difeomorfismus.

Definice 1.2. Necht f,g : R — R jsou funkce. Poté konvoluce funkci f a g,
znacend f x g, je pro x € R™ definovdna predpisem

(Fx9)@) = [ Fllgle—y)dX"(w).
pokud tento integral existuje.

Véta 1.3 ([13], §5.2.10.). Necht f : R — R je funkce, a € R. Necht f je spojitd
zprava v bodé a o existuje lim,_,,, f'(x). Pak existuje f' (a) a plati

/ RT /
fila) = Jim f(o).
Analogicky, kdyz f je spojitd zleva v bodé a a existuje lim,_,,_ f'(x), pak ezistuje
f'(a) a plati
7(a) = lim f(a)

T—ra—
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Véta 1.4 (Aproximace méfitelnych funkei, Véta 16.1.3 b) z [13]). Necht 1 < p <
oo aat f: R — R je takovd funkce, Ze | f|P je integrovatelnd na R. Poté pro kazdé
e > 0 existuje interval [a,b] C R a spojitd funkce g : R — R takovd, Ze g = 0 wvne
[a,0] a ||f —gll, <e.

Definice 1.5 ([10], §3.1.). Necht I C R je interval a f : I — R je funkce. Funkci
f nazveme absolutné spojitou na I, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové,
ze pro kazdé n e N aay <by <ag <...<a,<b, takové, Ze

Z |b1 — CLi| < 5,
=1

plati

n

; | f(bi) — flai)| <e.

Explicitné zformulujme jesté snadné pozorovani, které se ndm bude hodit.

Pozorovani 1.6. Necht I je interval a f : I — R je funkce tridy C'. Poté je
funkce f absolutne spojitd.

1.2 Teorie miry
Definice i véty z této ¢asti jsou prevzaty z [14] s pozménénym znacenim.

Definice 1.7. Necht (X, A, ) je prostor s mirou. Poté rekneme, Ze vlastnost
V' plati pro skoro vsechna x € X, pokud existuje mnozina N C X takovd, Ze
((N) = 0 a viastnost V plati pro vsechna v € X \ N. Casto budeme ,skoro
vsechna “ zkracovat do podoby ,s.v. .

Véta 1.8 (Fatouovo lemma). Necht (X, A, p) je prostor s mirou a necht jsou
funkce f,, n € N, neziporné méritelné na X. Poté plati

[ (imint £,(0)) duo) < timnt [ fo(o) o).

Véta 1.9 (O spojité zavislosti integralu na parametru). Necht (X, A, ) je prostor
s mirou, T je metricky prostor, ag € T a f: X xT — R. Ddle at

a) pro vsechna o € T plati, Ze x — f(x,a) je méritelnd,
b) pro vsechna x € X plati, Ze o — f(x, ) je spojita v oy,

c) existuje g € L (X, ) takovd, Ze pro vsechna x € X a pro vSechna o € T
plati | f(z, )| < g(z).
Dile definujme funkci F(a) = [y f(z, ) dp(z) pro a € T'. Poté plati, Ze funkce
F' je spojita v av.

Véta 1.10 (Zaména integrélu a derivace). Necht (X, A, p) je prostor s mirou,
I C R je otevreny interval a f : X x I — R. Ddle af F(a) = [y f(z, o) du(z).
Pokud



i) pro vsechna o € I plati, Ze x — f(z,a) je méritelnd,

it) pro vsechna v € X a pro vsechna o € I plati, Ze %f(x, a) ezistuje vlastn,

iii) existuje g € LY (X, ) takovd, Ze pro vsechna x € X a pro vsechna o € T
plati |2 f(x, )| < g(x),
) existuje ag € I takové, Ze F (ap) € R,

potom pro vsechna o € I plati, Ze F(a) € R a existuje vlastni derivace F'(a) =
Ix gaf(x,a) du(z).

Na zavér si pripomenme jednu vétu ze zakladniho kurzu pravdépodobnosti
a matematické statistiky.

Véta 1.11 (Cantelliho véta). Necht (X, A, u) je prostor s mirou, u(X) < oo.
Ddle bud {A,} ", C A posloupnost mnoZin, pro kterou plati

i p(4,) < oo.

Potom
1 (ﬂ U Aj) =0
n=1j=n
Poznamka 1.12. Tradicné se Véta vyslovuje pro pravdépodobnostni miry,
tj. kdyz p(X) = 1. Dikaz ovsem probéhne stejné pro libovolnou konecnou miru.

1.3 L?(X) prostory

Definice 1.13. Necht (X, A, p) je prostor s mirou. Necht f : X — R je meritelnd
funkce. Poté esencialni supremum funkce f je

1l = mfH{C: p({z € X - [f(z)] > C}) = 0}.

Definice 1.14. Necht (X, A, p) je prostor s mirou. Méjme méritelnou funkci
f: X = R. Poté pro1 < p< o definujeme p-normu funkce f jako

e = ([ 15@P du() "

Pro p = oo je co-norma totéz, co esencidlni supremum. Pokud bude z kontextu
jasné, o ktery prostor s mirou se jednd, budeme psdt zkracené || f[|, = [|f[| o x -

Mnozinu vsech méfitelnych funkef f : X — R, pro néz plati |[f[|, < oo,
1 < p < oo, znacime LP (X, p). V pripadé, ze X je oteviend podmnozina R™ pro
néjaké n € N a p je Lebesgueova mira, pak piSeme zkracené L7 (X).

Pro X C R™ borelovskou budeme symbolem £} . (X) myslet mnozinu funkei

loc

f takovych, Ze pro kazdou kompaktni podmnozinu K C X plati, ze f € L? (K).

Véta 1.15 ([1], §2.16). Necht (X, A, ) je prostor s mirou a necht 1 < p < oco.
Uvazme na mnoziné LP (X, u) relaci ekvivalence =, kde f = g pravé tehdy, pokud
f =g prosv. x € X. Uvazme nyni mnoZinu vsech takovichto trid ekvivalenct
a oznacme ji LP(X, u). Poté je (LP(X, 1w, H|]p> Banachiv prostor.
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Véta 1.16 (Holderova nerovnost, [1], §2.4). Necht (X, A, ) je prostor s mirou
aprol <pgq<ooplatil/p+1/qg=1. At f € LP (X, u) a g € LT(X,pu). Pak
fge LY (X, u) a navic

gl < [1£11, gl -

Véta 1.17 ([10], §B.120). Necht 1 < p < oo, U C R" je otevrend a f € LP (U).
Pak pro s.v. x € U plati

1
lim —— / — fl@)PPdA"(y) = 0.
e B Jaen [f(y) = f(2)["dA" (y)
Poznamka 1.18. Body x € U C R", které splniuji pro funkci f € LP (U) tvrzeni
Veéty [1.17, budeme nazgvat Lebesgueovy body.

1.4 Slabé derivace a Sobolevovy prostory

Nésledujici znaceni je prevzato z [6], §5.2.1. Necht U C R" je oteviend. Poté
symbolem C>(U) zna¢ime mnozinu vSech nekonecéné diferencovatelnych funkei
s kompaktnim nosi¢em. Prvky C°(U) budeme nazyvat testovaci funkce.

Definice 1.19 ([4], §2.3.1). Necht U C R" je oteviend, méjme funkei f € L. (U)
a necht o = (ay, ..., qy) je multiindex. Poté derivaci ve smyslu distribuce nebo
slabou derivaci funkce f 7ddu |o| je takovd funkce g € L}, (U), Ze pro vsechny
testovaci funkce ¢ plati

/f )06 (x) A" () = ‘al/ 2)dA(z).

Pokud takovdto funkce g existuje, budeme ji znacit jako D*f. V pripadé |a| = 1
budeme psat g = D;f, kde i € {1,...,n} je jeding takovy indez, Ze a; = 1.

Pokud v Definici uvazujeme n = 1, pak pro vSechny multiindexy a = (),
kde j je nezdporné celé &islo, znac¢ime DI f = DU f.

Definice 1.20 ([1], §3.2 b)). Necht U C R" je otevrend a necht 1 < p < co. So-
boleviiv prostor WP (U) definujeme jako mnoZinu funkci f € LP (U) takovijch,
Ze pro jejich slabé derivace plati D;f € LP (U) pro vsechna i € {1,...,n}. Ana-
logicky pro vsechna k € N definujeme Soboleviiv prostor WP (U) jako mnoZinu
funkei f € LP(U) takovijch, Ze pro vSechny multiindexy o, pro které plati |a| < k,
plati D*f € LP (U).

Definice 1.21 ([1], §3.1). Necht U C R" je otevrend a 1 < p < oo. Pro f €
WHEP (U) definujeme k,p-normu H-||Wk,p(U) funkce f ndsledovné. Pokud p < oo,
pak

1/p
||f||Wk,p(U>:< >, ||Daf||§) .

0<]al<k

Pokud p = oo, poté
1 wroe @y = max |[Df]|

0<| 1<k



Véta 1.22 ([, §3.3). Necht U C R" je oteviend. Stejné jako ve Vété [1.15
wvaZujme WP (U) mnoZinu vsech tiid ekvivalence = na mnoZiné W*? (U). Poté
dvojice (W’“’p( ) e ) je Banachiv prostor.

Prvkim jednotlivych tiid f € W*? (U) budeme iikat reprezentanti f. Casto
pak nebudeme explicitné rozliSovat mezi tiidami a jejich konkrétnimi reprezen-
tanty.

Na zavér kapitoly uvedme véty, které davaji do souvislosti absolutné spojité
funkce a Sobolevovy prostory.

Véta 1.23 ([10], §3.29.). Necht I C R je interval a f : I — R je funkce. Pak je
f absolutné spojitd prdve tehdy, pokud zdroven plati, Ze

1) jeji derivace f' existuje skoro vsude na I a spliuje f' € L}, (I),

2) pro kazdé € > 0 najdeme takové 6 > 0, Ze pro kazdou méritelnou F C I
s MF) < 6 plati

JFwldt <,

3) pro kazdé x,y € I plati

T =g+ [ 7

Véta 1.24 ([10], §7.17.). Necht U C R je otevrend, k € N a necht 1 < p < oc.
Poté funkce f : U — R ndlezi do W*? (U) prdvé tehdy, kdy? existuje reprezentant
f tridy C*' takovy, Ze funkce f*~1) je absolutné spojitda a f& € LP(U) pro
vsechna 1 € {0,...,k}.

Zformulujme explicitné uzitecny dusledek, ktery vychazi z jednoznacnosti
slabé derivace ([10], §7.15.) a Véty [1.24]

Disledek 1.25. Necht U C R je otevrend, k € N a 1 < p < oco. Uvazme funkci
f € Wk (U). Pak pro vsechna j € N, j < k, plati, 7e D f = fU), tedy Ze slabd
derivace radu j funkce f se rovnd klasické derivaci skoro vsude na U.



2. Znamé vysledky

2.1 Vlastnosti L? prostort

Pro zacatek si uvedme jedno velmi specifické jednoduché pozorovani, které se
nam bude hodit.

Pozorovani 2.1. Necht 1 <p<oo aa,b€R, a <b. Ddle necht f € L? ((a,b)).
Pak f € L' ((a,b)).

Diikaz. Staci si vSimnout, ze plati 1 € £9((a,b)), kde jako ¢ volime takové ¢islo,

7e 1/p+1/q = 1. Potom dle Véty [L.16] plati 1f = f € L' ((a,b)). O

Motivaci pro tuto pasaz je uvést do kontextu rtizné zptisoby konvergence funkci
v L? prostorech. Nésledujici lemma je prevzato z §3.2. v [12].

Lemma 2.2. Necht 1 < p < 00 a necht € > 0 je dano. Poté existuje takovd
konstanta C. > 0 a nezdpornd funkce §(¢) - 0, Ze pro vsechna a,b € R plati
e—

lal” = la — b = [b"] < Cc|a—bf" +6(e) [b]" . (2.1)

Diikaz. Uvazujme funkei ¢ : R\ {1} — R s predpisem

2" = |z — 11" = 1]

o — 17

¢(r) =

S vyuzitim Véty o stfedni hodnoté pro funkei g(t) = |¢|’ najdeme pro x > 2 ¢islo
& € (v —1,2) takové, ze

J(&) =p =a — (x - 1),
a v pfipadé z < 0 najdeme &, € (x — 1,x), ze

g/(ga:) = _p|§x|p_1 - ‘x|p - |I - 1|p'

Dohromady dostavame

p—1 _
T—00 Z—00 (g; — 1)1’—1 (2 2)
lim Qb(x) = lim p|€x|p71 +1 _ .
T——00 s (1 — x)p—l o

Tedy pro dané € > 0 muzeme rozdélit x € R \ {1} do dvou mnozin. Pokud plati
|z — 1] > ¢, pak dle (2.2]) a ze spojitosti funkce ¢ na intervalech (—oo,1 — €]
a [1 + ¢, 00) najdeme konstantu K. takovou, ze

2P — |z — 1P = 1| < K. |z — 1]P7".
Pokud poté polozime C, = K. /¢, tak dostavame pro |z — 1| > ¢ odhad

K. |z 1" <C.lz -1,
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a tedy
|| — |z — 1P = 1] < C. |z — 1|7,

Déle pro |x — 1| < e mame z trojihelnikové nerovnosti

2" — |z — 1P = 1| <P+ sup |t]" —1].
jt—1j<e

Oznacme v(e) = sup,_y <. |[t|” — 1|. Se¢tenim obou odhadi dostévime
l|lz|]” — |z — 11" = 1| < Cclz — 1|7 + ¥ + v(e) (2.3)

pro vsechna x € R. Dale si vSimnéme, ze pokud je jedno z a, b rovno nule, pak
je tvrzeni trividlni. Pro a,b # 0 uvazme z = § a polozme 6(¢) = € + v(¢). Po
dosazeni do ([2.3)) a roznasobeni dostdvame

llal” = la = 0" — [b]"] < C: |a — b" + 6(e) [b]° .
O

Diky tomuto lemmatu muzeme dokazat nasledujici dilezité lemma, jehoz di-
kaz je prevzat z [15] a nalezité upraven.

Lemma 2.3 (Brezis-Lieb). Necht (X, A, p) je prostor s mirou, necht 1 < p < oo
a necht f, € LP(X,u), n € N, je posloupnost funkci, kterd konverguje p-s.v.
k funkci f, a navic existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze pro vsechna n € N plati
[full, < C. Poté f € LP(X, ) a plati

lim ([Ifall2 = Ilfa = FIE) = 11112 (2.4)

n—oo

V pripadé p = 1 miZeme podminku ||f,||, < C nahradit slabsim pozZadavkem

fe L (X, p).
Diikaz. Dle Véty [1.§] plati
11, < lmnt [|£,l], < €.

z ¢ehoz plyne f € LP (X, ). Necht € > 0 je ddno. Poté dle Lemmatunajdeme
takova cisla §(¢) > 0 a C. > 0, ze pro kazdé = € X plati

fn(@)” = [f(@)[P = [f(2) = ful@)P| < Cc[f (@) + 0() () = ful2) P, (2.5)

kde jsme do Lemmatu [2.2| dosadili @ = f,(z) a b = f(x) — f.(z). Nyni definujme
funkci h,, . predpisem

hne(x) = 6(e)|f(x) = fu(@)[” + Ce| f(@) [ = [[fu(@) P = | f(@)[" = [f(2) = ful2) ]

pro vSechna x € X. Diky (2.5) vidime, ze h, . > 0. Jelikoz pro s.v. x € X plati
fu(x) — f(z), tak
hne(x) —— Cc|f()[P



pro s.v. x € X, a tedy diky Vété

CoAII; = [ (tmint ho. ) du(a)

<liminf [ h,(x)dp(x)
b

<timinf [ (5() | fule) = F(@)" + Cc |f(@)1") du(a)
—timsup [ [|f() = [£(z) = fu@)” = |f@)"] dpu(z)
< 8()(20) + Ce 11
—timsup [ [|fu(@)” — |£(x) = fu(@)” = |f ()] diu(z).

Upravou dostavame pro libovolné £ > 0 nerovnost

limsup | {|fu(@)]" = f(2) = fa@)]” = |f(2)I"] du(z) < 6(e)(2C)7,

n—oo

a jelikoz jsme volili §(¢) z Lemmatu aby d(¢g) — 0, tak nutné plati
E—

lim ([fall2 = Ilfa = FIE) = 11112.

n—oo

V pripadé p = 1 staci zvolit §(¢) = 0 a C. = 2, ¢imZ je snadno splnéna nerovnost
(2.1)), a tedy je podminka f € £ (X, u) postacujici. O

Jednoduchym dusledkem je nasledujici uzitecné tvrzeni, taktéz zminéné v [15].

Véta 2.4. Necht (X, A, ) je prostor s mirou, necht 1 < p < oo a necht f, €
LP (X, un), n €N, je posloupnost funkci, kterd konverguje p-s.v. k funkci f, a navic
existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze pro vsechna n € N plati |[f,[|, < C. Poté
plati, Ze

fo = fll, === 0 (2.6)
prave tehdy, kdyz
limsup || full, < |If1], (2.7)

V pripadé p = 1 staci poZadovat f € LY (X, ).

Diikaz. Nejprve necht plati (2.6). Pak z aritmetiky limit pro limsup a rovnosti
(2.4) z Lemmatu dostavame

li n P _ i " p_ " — p
im sup ||, [} = lim sup (|15l [} = 142 = 115)
. K p py _ p
= lim (|Ifall = [1£a = £IE) = 11 £IZ,
a tedy ze spojitosti p-té odmocniny také

liinﬁsogp [ fall, =[£I,

tudiz nerovnost ([2.7)) je splnéna.
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Déle necht plati (2.7). Dle Véty , spojitosti p-té odmocniny a toho, ze pro
p-s.v. x € X plati f,(z) — f(x), dostavame, ze

tim inf ||, > IIf1],
Spolu s (2.7) tedy dostédvame sérii nerovnosti

timsup | £,ll, < [1£1], < lmint [If,]],.

z niz spolu se standardni nerovnosti mezi lim sup a lim inf plyne, Ze existuje

lim {[full, = I1£1],- (2.8)

n—oo

Tvrdime, Ze poté nutné plati . Pro spor predpokladejme, ze tomu tak neni.
Pak bychom nasli takové € > 0, ze pro kazdé N € N existuje néjaké n > N
takové, Ze ||f, — f[|, > e. Umime tedy najit podposloupnost {f,, },—; takovou,
ze pro kazdé k € N plati || fn, — f[|, > €. Déle z plyne, Ze najdeme takové
M € N, ze pro kazdé n > M plati |[f.[|, < [|f|], + 5. Pak najdeme ko € N, Ze
pro vSechna k > kg plati ny > max(N, M), a tedy

€
1 foarclly = [ foe = Fll, < [Uf1l, + 5 e =1If1l, = 5
coz je ovsem ve sporu s ([2.4) z Lemmatu . ]

2.2 Zhlazovani

V dalsim textu budeme odkazovat ke zhlazovacim jadrim i, : R* — R,
m € N, které definujeme standardné:

m\xl)2 7 <1
Y (2) = {C me =%, kdydmix| < 1, (2.9)
0 jinak,

kde (), je takova konstanta, aby [ga ¥, dx = 1. Snadno se ovéri, ze kazdé 1, je
nekonecné diferencovatelné.

Pozorovani 2.5. Pro vsechna m € N a pro vsechna x € [0,1/m) plati

Ui () = =, (=)

a navic pro 0 < x < % plati ], (z) < 0.

Diikaz. Vsimnéme si, ze kazda z funkei 1, je suda. Pak ze sudosti mame

lim ¢m<x + t) B ¢m(x) lim ¢m(_x — t) B ¢m(_x)

t—0 t t—0 t
N ) R )
t—0 —1
=~ (—2).

Fakt, ze 9], (z) < 0, se ovéri snadnym vypoctem z definice zhlazovaciho jadra. [
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3. Aproximace homeomorfismiu
ve W5 ((a, b))

3.1 Teoreticka priprava

V pripadé, kde se zabyvame funkcemi jedné proménné na intervalu (a, b), exis-
tuji velmi jednoduché charakterizace homeomorfismii i difeomorfismii: homeomor-
fismy jsou pravé ty spojité funkce, které jsou ryze monoténni, a difeomorfismy
jsou prave takové funkce, jejichz derivace je spojita a nenulova na celém intervalu
(a,b). Diky Dusledku muzeme skoro vSude na (a, b) uvazovat misto slabych
derivaci derivace klasické.

Myslenkou nésledujici paséze je ukdzat, ze {¢, * f} -_, je v podstaté posloup-
nost difeomorfismii, kterd aproximuje dany homeomorfismus f € W*? ((a,b))
pro 1 < p < co. K tomu je tieba dat smysl vyrazu 1, * f na celém intervalu
(a,b) a ukazat, Ze se skuteéné jednd o difeomorfismy a Ze navic pro vSechna
i €{0,...,k} plati

H(wm « f)(i) _ f(i)

Veéty 3.2, 3.3 -6 a Lemmata [3.4] a[3.5 jsou inspirovany [11].

Poznamka 3.1. Nase intervaly (a,b) mohou byt omezené ¢i neomezené. V ndsle-
dugjicich vétach a lemmatech tyto pripady nerozlisujeme a aplikujeme standardni
aritmetiku pro pocitani s co a —oo. Konkrétne pro libovolné ¢ € R plati oco+c = 0o
a —00 + ¢ = —00.

Véta 3.2. Nechtm € N a f € L, ((a— L0+ L)). Poté v,  f € C®((a,b))

loc

— 0.
p

a pro vsechna i € N na intervalu (a,b) plati (¥, * f)Y =@ % f

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze 1, * f je spojita. Plati

1

T+
(W 1) @) = [ (e = y) () dy.
Interval [—%, %] je kompaktni a funkce 1, je na ném spojita, tedy existuje kon-
stanta K, 7ze |¢hm(2)| < K pro kazdé z € [—+, +]. Poté jsou ale viechny podminky

Véty [1.9] splnény.

a) Funkce v, je spojitd, a tedy méfitelnd. Déle dle Pozorovani apliko-
vaného na kazdy kompaktni interval uvniti (a — %, b+ %) dostavame, ze
feLl, ((a—2Lb+ L), atedy f je méfitelnd.

loc

b) Funkce 9, je spojitd ve viech z € [+, L].

m’m

c) Jako integrovatelnou majorantu staci vzit funkci K f, nebot pro kazdé = €
(a,b) integrujeme pouze pres omezenou mnozinu, a tedy je na ni funkce f
integrovatelna.

Z toho plyne, Ze 1y, * f je spojitd na (a,b).
Nyni podobné ukazeme, ze (Y, * f) =1 * f na (a,b) za pomoci Véty |1.10]
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i) Viz bod a) vyse.

ii) Derivace v/ (z) existuje vlastni pro kazdé z € [+, 1].

iii) Jelikoz plati, Ze ¢/, je spojitd na intervalu [—L L] tak existuje takova
konstanta K’ > 0, Ze [¢1,(z)| < K’ pro vSechna z € [+, -L]. Tedy jako

integrovatelnou majorantu muzeme vzit funkci K'f.

iv) Funkce v, * f je spojita na intervalu (a,b), jak jsme ukdzali vyse, a tedy
opravdu existuje néjaké z € (a,b), ze ¢, * f(x) € R

Nakonec si vSimnéme, ze ¢, € C* ([—1/m,1/m]), a tedy mizeme pokracovat
stejnym zptisobem i nadale pro derivace vyssich radu. m

Véta 3.3. Necht m € N a f € Wh» ((a— %,b—i—i)). Poté pro vsechna 1 €
{0, ..., k} na intervalu (a,b) plati (¥ * f)© =, « fO.
Dukaz. Dukaz provedeme indukci. Pro ¢ = 0 neni co dokazovat. Dale predpokla-

dejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké i < k. Dle Véty [3.2] a indukéniho predpokladu
pro = € (a,b) plati

= (¢ 1) (2)
= [" )@ ) dy
= [ n) 0 @ = y) dy

kde ve ¢tvrté rovnosti jsme vyuzili Definici m pro funkci y — f(z — y), Du-
sledku a toho, ze 1, je testovaci funkce. O

Lemma 3.4. Necht m € N a f € LP ((a— b+ %)) Poté plati 1, * f €
L7 ((a,0)) a [[thn * fHLp((a,b)) < ’lf’lgp((a_%7b+%))~

Diikaz. Pro p =1 dle Fubiniovy véty plati

ey dy\ o < / b / e =) 1) dy o
([ e =) 1)

b+
< [T Ay = lles (o1 vy
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V pripadé p = oo staci nahlédnout, ze pro vsechna = € (a,b) plati

/:%%(x_ ) fy )dy<||f||£w /%x_

1
= Hf”ﬁoo((a—%J)ﬁ-%)) :
Nakonec pro 1 < p < oo pouzijeme Vétu k odhadu

1

17 e < ([ 1o ) ([ ww)

m

= ( [7 1 =) tn dy)l/p.

m

A tedy opét dle Fubiniovy véty mame

/ |f* " d:c</ (/ — P Uy )dy> dx

= /1 1AWz (ot 2y ¥m(®)

_ p
- ||f||£p((a,%7b+#) .
]

Lemma 3.5. Necht g : [a,b] — R je spojita funkce. Definujme funkci g: R — R
predpisem

g(a) prozx < a,
g(x) =1 g(z) prox € [a,b],
g(b) prox >b.
Potom plati

Aim [m * G = Gl ooy = 0

Diikaz. At e > 0 dano. K nému diky stejnomérné spojitosti funkce g umime najit
vhodné ¢ > 0, ze pro vSechna x,y € [a,b] takova, Ze |z — y| < ¢, plati

lg(z) — g(y)| <,

a tedy také pro vSechna z,y € R s |z — y| < § plati

9(x) —g(y)| <e.

Poté pro libovolné z,y € R a m € N plati diky rovnosti [ 1., (z)dz = 1 odhady
N N z+1/m
W2 9) (@0) = 3@ = | [ " tle =93y — [ on(e —1)i(x) dy

/:H/m Um(z —y) (G(y) — G(x)) dy‘

—1/m

z+1/m

< [Ym(z —y)| |g(y) — g(x)| dy

z—1/m
z+1/m
< wm(ﬁf—y)5dy:€

z—1/m
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pro vSechna m € N takova, ze 1/m < §. Volme tedy mg € N takové, aby 1/mg < 6,
a pak pro vSechna m > my plati ||[¢,, * § — g|| <e. ]
Véta 3.6. At fe LP((a—1,b+1)) ap < oco. Pak

n%gr})o [t = f — f||£p((a,b)) =0.

Diikaz. Necht € > 0 je ddno. Uvazme f : R — R dodefinovanou mimo interval
(a — 1,04+ 1) jako f(x) = 0. Dle Véty najdeme takovou spojitou funkci
g : R — R s kompaktnim nosic¢em, ze

| 1£@) = ga)p dr < =
Polozime-li g = g, ;) Pak zfejmé g je spojitd na [a — 1,b+ 1] a

= 9llzra—1,011)) <€

Poté z trojihelnikové nerovnosti mame

L = m * fll gogapy S = 9lleoapy + 119 = Ym * 9l 2ogapy)
+ ||wm * g — Uy * fHLp((a,b)) )

kde diky Lemmatu mame

|[thm % g — thm * f‘|£p((a7b)) = |[thm * (g — f)||z:p((a,b)) <llg - f”ﬁp((afl,lH»l)) <&,
a podle Lemmatu a toho, ze g = 0 vné intervalu (—N, N) pro vhodné N € N,

max(b,N)
g = * oy = [ 19(@) = (e g) () d
max(b,N) o
< L 5= Gl
<max(b—a,b—N,N —a,2N) ||t * § — §l|7oc () ——0.
Dohromady tedy mame ||f — 1y, * fHL,p((a’b)) — 0. ]

3.2 Difeomorfismy jsou husté v homeomorfis-
mech

Utelem této sekee je zkoumat Ball-Evanstv aproximacni problém pro funkce
jedné proménné a 1 < p < oo v ruznych situacich. Bez Gjmy na obecnosti uva-
zujme v této sekci pouze ryze rostouci homeomorfismy. Pro libovolny ryze klesajici
homeomorfismus f je —f ryze rostouci, a tedy plati, ze kdyz najdeme posloup-
nost difeomorfismu { f,} 7 | takovych, které aproximuji homeomorfismus — f, tak
funkce — f,, jsou také difeomorfismy, které aproximuji homeomorfismus f.

Zacnéme uzitecnym lemmatem, které nam rika, ze konvoluci homeomorfismi

dostaneme difeomorfismy.
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Lemma 3.7. Necht m € N a f € L], ((a — i b4 2 )) je funkce, kterd je ryze

rostouci na (a,b) a neklesajici na intervalech (a—— a), (b,b+L). Pak (¢, x f)' >
0 na (a,b), a tedy 1y, * f : (a,b) = R je difeomorfismus.

Diikaz. Pro vsechna x € (a,b) definujme funkei g, (y) = f(x—y)— f(x). Pro tuto
funkei plati
=0 proy =0,
g9z(y)§ >0 proy <0,
<0 proy > 0.

Pak dle Véty [3.2] plati
o ) @) = [ 64,1 = v)dy
="y " (4) + £(a)) dy

1/m

1/m 1/m

= f(z) U (y) dy + o V() g2 (y) dy

—1/m

- 1) (

—1/m

dnydy+ [ ) )

=0
0 1/m

V. (y)g ()dy+ U (y)92(y) dy

—1/m

> 0,

kde v posledni nerovnosti jsme vyuzili faktu, ze diky Pozorovani [2.5] maji funkce
Yl a g, stejnd znaménka na obou z intervali (—1/m,0), (0,1/m) pro vSechna
z € (a,b). Nakonec diky Vété [3.2) je ¢, * f € C* ((a,b)), specidlné jeji derivace
je spojita, a tedy se skutecné jedna o difeomorfismus. O

Dalsi lemma vypovida o druhé ¢asti problému, tedy o konvergenci v k,p-normé.

Lemma 3.8. Necht f € W*P ((a — 1,b+ 1)). Pak plati

m % f = fllwr(apy) 752 0-
Diikaz Pro kazdé i € {0,...,k} diky Vete 3.3 plati (v * /)@ = ¢ * @ na
celém (a,b). Jelikoz f € WP ((a — 1,b+ 1)), tak f € LP ((a — 1,b+ 1)), a tedy
dle Véty [3.6| opravdu mame

H(wm % f)(i) _ f(z‘) 0.

—
LP((a,b)) m—ro0

Z toho jiz snadno plyne
m = f = Fllwro(ap) === 0

m—0o0

]

Nyni tedy muzeme vyslovit pozitivni feSeni pro Ball-Evansiiv aproximacni
problém, kdyz jako defini¢ni obor bereme celé R.
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Véta 3.9. Nechtk € N, 1 < p < oo a f € WFP(R) je homeomorfismus. Poté pro
vSechna m € N plati, Ze Yy,  f je difeomorfismus a |[tm * f — fllyyeo@ ——— 0.

Diikaz. Diky Lemmatu vidime, zZe 1, * f jsou opravdu difeomorfismy. Déle
diky Lemmatu [3.8] také médme pozadovanou konvergenci. O

V pripadé, kdy (a, b) je omezeny interval, musime dat smysl konvoluci pobliz
hranice tohoto intervalu.

Lemma 3.10. Necht (a,b) je omezeny interval a f : (a,b) — R je absolutné
spojitd funkce. Poté existuji vlastni limity lim, ., f(z) a limg_,_ f(z).

Diikaz. 7 definice absolutné spojité funkce plati, ze pro kazdé ¢ > 0 najdeme
takové 0 > 0, ze pro vSechna = € (a,a + ¢) plati |f(z) — f(a+J)| < e. Proto
plati nerovnost
limsup f(z) — liminf f(z) < 2e.
T—ra4 a4
Jelikoz € > 0 bylo libovolné, pak nutné limsup,_,,, f(r) = liminf, ., f(z),
a tedy lim,_,,, f(z) existuje. Navic, volime-li € = 1, tak pro ono vhodné é; > 0

limya, f(2) = f(a+01)| < 1, a tedy plati, 7e lim, ., f(z) €R. O

mame, ze

Definice 3.11. Necht f € W*? ((a,b)) je homeomorfismus a k € N. Definujeme
k-prodlouzeni funkce f, znacime stdle f, pomoci predpisu
Zk 1 hmlaa;rlf ( )(I o O,)i prox S a,
f(z) = f(:z:) . prox € (a,b),
S 1M(x—b) proz > b.

Myslenka k-prodlouzeni je hladce dodefinovat homeomorfismus f za hranici
(a, b) pomoci Taylorova polynomu. To, Ze se opravdu jedna o ,hladké“ prodlou-
zeni, Tika nasledujici pozorovani.

Pozorovani 3.12. Je-li f € WP ((a,b)) ryze rostouct funkce na (a,b), pak jeho
k-prodlouzeni spliuje f € WP ((a — 1,b+1)). Navic pro k € N, k > 2, plati
f'(a), f'(b) > 0 za predpokladu, Ze interval (a,b) je omezeny.

Diikaz. Dle Véty [1.24) staci ukézat, ze f € C*Y(a — 1,b+ 1), f*V je ab-
solutné spojita na (a —1,b+ 1) a pro viechna i € {0,...,k} plati, ze f@
L?((a—1,b+1)). Z predpokladu vime, Ze pozadované vlastnosti plati na (a, b).
Déle plati rovnéz na intervalech (a — 1, a] a [b,b+ 1) diky Pozorovani a tomu7
ze polynomy jsou t¥idy C. Proto staci pouze dokazat, ze plati hmx_m fO(z) =
limg_q, fO(z) alimy_y_ fO(2) = limg ., f@(z) pro kazdé i € {0,...,k —1}.
To ovsem ziejmé plati z definice k-prodlouzeni a vlastnosti Taylorova polynomu.
Z Lemmatu a Véty plyne, ze limity lim,_,,, f'(z) a lim,,;,  f'(x)
pro k > 2 existuji vlastni. Kdyby pro spor f’'(a) < 0, pak by existovalo okoli
(a,a+9), na kterém by f’ < 0. To je ovsem ve sporu s tim, Ze f je ryze rostouci
funkce na (a,b). Analogicky nemuze platit f’(b) < 0. ]
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Posledni prekazkou je, ze, pokud plati £ > 3 a f’(a) = 0, tak se muze stat,
ze k-prodlouzeni funkce f nemusi byt neklesajici na (a — &,,b) pro zadné ¢, > 0.
K tomu staci uvazit funkci f(z) = 2% pro z € (0,1) a piipad k¥ = 3. Piislusné
3-prodlouzenti je totiz funkce f(z) = 2%

V ostatnich pripadech dostavame nésledujici vysledek.

Lemma 3.13. Necht (a,b) je omezeny interval, k € N, k > 2, f € Wk? ((a,b))
je ryze rostouci homeomorfismus, limg_q, f'(x) > 0 alim,_,_ f'(x) > 0. Uvazme
k-prodlouZeni funkce f. Pak existuje mg € N, Ze pro vsechna m € N, m > my, je
Um * f 1 (a,b) = R difeomorfismus a |[tm * [ = fllyprs(ap) —= 0.

Diikaz. Splnéni podminek Lemmatu 3.8 plyne z Pozorovani|3.12| Dale dle predpo-
kladu mame lim,_,,, f'(z) > 0, a tedy z definice k-prodlouzeni také lim,_,,  f'(x)
= limgq, f'(z) = f'(a) > 0. Proto z definice a spojitosti derivace najdeme ¢, > 0
takové, ze f je ryze rostouci na (a — &4, a]. Analogicky najdeme g, > 0, ze f je
ryze rostouci na [b,b + ¢;). Polozme mg € N takové, ze m%) < min(g,, &p). Pak
pro vsechna m € N, m > my, jsou splnény predpoklady Lemmatu [3.7, a tedy
Um * [ (a,b) = R jsou difeomorfismy. O

Nyni jsme pripraveni vyslovit vysledek v pripadé, kdy je (a,b) omezeny in-
terval. Myslenkou, jak prekonat problém v piipadé f’(a) = 0 (resp. f'(b) = 0),
je mirné zménit funkei f tak, aby f’(a) > 0 (resp. f'(b) > 0), a pak aplikovat
Lemma [3.13

Véta 3.14. Necht (a,b) je omezeny interval, k € N, 1 < p < o0 a f €
WHP ((a,b)) je ryze rostouci homeomorfismus. Poté pro kaZdé € > 0 ewistuje
difeomorfismus he € WP ((a,b)) takovy, Ze ||h. — Fllwra (o) <€

Dikaz. Je-li k = 1, pak uvazme 1-prodlouzeni funkce f. Pro toto 1-prodlouzeni
podle Pozorovani plati f € W' ((a —1,b+ 1)), a tedy spliiuje podminky
Lemmat a [3.8. Z toho tedy mame, 7ze funkce ¥, * f € WP ((a,b)) jsou
difeomorfismy a navic umime najit vhodné m € N, ze |[1),, * f — f”wkm((a,b)) <e.
Polozme tedy h. := 1, * f.

V pripadé k > 2 mdame navic diky Pozorovani také fakt, ze lim,_,,, f'(z),
lim, ,_ f'(x) > 0. Necht £ > 0 je dano. Uvazme

a f-(z) = f(z) + Ce(x — a). Nyni

. ! 3 !
Jim (@) = Jlim f'(a) + 0= > 0
a analogicky také pro lim,, f/(z). Navic pro vsechna ¢ € {2,...,k} plati
f® = £ na celém intervalu (a,b). Déle se stale jedna o homeomorfismus. Navic
tvrdime, Ze také f. € W*P ((a,b)). Skutecné, funkce Ce(z — a) je t¥idy C* na
(a,b), tudiz dle Véty a Pozorovéni [1.6] plati Ce(z — a) € W*P ((a,b)). Déle
WPFP ((a,b)) je linedrn{ prostor, a tedy f. € WP ((a,b)).
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Dle Lemmatu [3.13| umime najit takové m € N, ze

€
Ym * fe = Tellwra(apy) < 5
PoloZme tedy h. := 1, * f. € W*? ((a,b)). RovnéZ z Lemmatu m plyne, Ze h,

je difeomorfismus. Navic dostavame

[lhe = Fllwra(aey < 1he = Fellwroapy) + I1fe = Fllwre s
9

< S (= NI+ = IE)

=

2

c "o P g "oy d
—2+</G| e(r —a)| x+/G( £) x)

_ 4\pt+1 %

=€+C&t<(b ) —l—b—a)

2 +
—§+f—5
=3 =,

kde na druhém fadku jsme vyuzili fakt, ze £ = f® na celém intervalu (a, b) pro
vSechna i € {2,...,k}. Proto h. je hledany difeomorfismus. O
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4. p,g-bisobolevovské
homeomorfismy

Definice 4.1. Necht f : [a,b] ™% [c, d] je homeomorfismus. Rekneme, Ze funkce f
je p,q-bisobolevovsky homeomorfismus, pokud existuji c¢isla 1 < p, ¢ < oo takovd,

Ze f € W' ((a,b)) a f~1 € W ((c,d)).

Nasim cilem je podobné jako v Sekci nalézt posloupnost difeomorfismi
{fn}o2,, které aproximuji funkei f ve W'? ((a, b)) a jejichz inverzn{ funkce apro-
ximuj{ funkci f=' ve W4 ((c,d)). Budeme uvazovat pouze omezené intervaly
la,b]. Z toho dle Lemmatu plyne, %e rovnéz [c, d] je omezeny interval.

Cilem této kapitoly je Véta k jejimu dtkazu je vsak tfeba si pripravit
technicka tvrzeni.

Poznamka 4.2. Bez ujmy na obecnosti v této sekci pracujeme pouze s ryze ros-
toucimi p,q-bisobolevovskymi homeomorfismy. Pokud se ndm tyto podari aproxi-
movat difeomorfismy, pak pro ryze klesajici p,q-bisobolevovsky homeomorfismus
[ miZeme wvazovat —f, pro néjz najdeme aproximujici difeomorfismy {fn} ;.
Poté zrejmeé funkce — f,, jsou také difeomorfismy, které aproximuji homeomorfis-
mus f.

Poznamka 4.3. Diky Vété [1.24] plati, Ze v kazdé tridé funkci f € W' ((a,b))
existuje takovy reprezentant f, ktery je absolutnée spojity a plati f € L ((a,b))
a f € LP ((a,b)). Budeme-li tedy psdit f € W' ((a,b)), budeme tim mit na mysli,
ze samo f je onen absolutné spojity reprezentant.

Nyni si pro dany p,g-bisobolevovsky homeomorfismus f : [a,b] — [¢,d] a pro
n € N definujme po ¢astech linedrni funkee h,, : [a,b] — [c, d] ndsledovné: uvazme

rovnomérné déleni P, = {a'}?, intervalu [a,b] a pro vSechna i € {0,...,n}
polozme h,,(z}) = f(zF). Déle pro x € [a,b] \ {zf,..., 2"} najdeme takové i €
{0,...,n =1}, ze x € (2}, 2},,), a definujeme
ho(z) = f(z) + P (f(%ﬂ) — [ (7] )) : (4.1)
a tedy pro tato x mame
! Ty —ap .

Pro nase ucely bude déle vhodné dodefinovat funkci h,, za hranici intervalu [a, b]
tak, aby hladce navazovala na jiz definovanou po ¢astech linearni funkci na inter-
valu [a, b]. Konkrétné, pro < a definujeme

() = (@) + = (Flat) = (@)
a pro x > b definujeme
(@) = J(@) + ==t (10 = 107 )



Obrézek 4.1: Pro ¢ernou funkci f mame cervenou po ¢astech linedrni funkci hy.
Funkci hy definujeme rovnéz mimo interval (a,b), na kterém je funkce f defino-
vana.

Pro ilustraci viz Obrazek 4.1l

Uvazujeme-li funkce h,, zadefinované v , tak plati, ze derivace h], nabyva
pouze kone¢ného mnozstvi hodnot. Skute¢né, na kazdém z intervala (7,27, ,)
je funkce h,, linearni, a tedy jeji derivace je zde konstantni. To samé plati pro
intervaly (—oo0,a) a (b,00). V bodech z je pak derivace h], bud nedefinovana,
anebo se rovnd hodnoté h,,(x) pro x € (x|, 2}) U (¢}, 27,,), pokud je na obou
intervalech totozna. To plati, jelikoz funkce h,, jsou spojité, a tedy pro vsechna

i € {0,...,n} podle Véty plati
(ha) (7)) = lim  hp(2),

T (] )+

(ha)_ (27) = lim By ().

Déle p,g-bisobolevovsky homeomorfismus f je ryze rostouci, a tedy nutné f(z}') <
f(a?,,) pro vSechna i € {0,...,n — 1}. Z (4.2) pak plyne, Ze vSechny hodnoty,
kterych derivace h, nabyva, musi byt kladné. Oznac¢me tedy

M, = max{h, (x);z € (a,b) \ P.}, (4.3)
M, > m, = min{h,(z);z € (a,b) \ P,} > 0. (4.4)

Nyni si dokazme uzitecné lemma, které tika, ze derivace téchto linedrnich
funkei maji mensi £ normu nez derivace puvodni funkce.

Lemma 4.4. Necht 1 < p < oo a bud f € W' ((a,b)) homeomorfismus, kde
wvazZujeme absolutné spojitého reprezentanta f : [a,b] — R. Uvazme takovou
linedrni funkci h : [a,b] — R, Ze h(a) = f(a), h(b) = f(b). Poté plati ||1']|, <
L1,
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Diikaz. Dle Lemmatu|3.10|mizeme absolutné spojitého reprezentanta dodefinovat
i na hranici intervalu (a, b).

Bez 1jmy na obecnosti uvazujme, ze f je ryze rostouci homeomorfismus. Pokud
by byl f ryze klesajici, pak staci uvazovat ryze rostouci homeomorfismus — f a jeho
linedrni aproximaci (ve smyslu znéni lemmatu) h,. Poté funkce —h,, je linedrni
aproximaci homeomorfismu f a plati

| (2)] = [(=ha)'(2)],
|f'(@)] = [(=f)'(2)]
pro vSechna z € (a,b). Tedy
(=R)'ll, = Bl < [1(=F)11, = 1L,

Jelikoz je funkce f absolutné spojita, tak dle Véty jeji derivace f'(x) existuje
pro s.v. z € (a,b) a plati

[ Fa)de = §(0) - fla).

Navic diky tomu, ze f je ryze rostouci, je tato derivace nezdporna vsude, kde
existuje. Ozna¢me ¢ = f(a), d = f(b). Pak plati, Ze pro vSechna z € (a,b) je

W (z) = Z:;. (4.5)

Pak z Vetya toho, #e 1 € L5771 ((a, b)), dostévéme
p=1
d—c=I[fll <[, = 17l (0=a) 7.

Umocnénim obou stran nerovnosti na p-tou a tipravou mame

d— g 1 |P
(=5) e-w<iri,
Iz

kde si staci vsimnout, ze diky 1} se leva strana nerovnosti vyse rovnd ||h/ v
Tim je tedy dikaz ukoncen. O

Duasledek 4.5. Necht [ : [a,b] — [c,d] ndleZi do W'P ((a,b)), 1 < p < o0
an € N. Potom pro funkce h,, zadefinované v plati

||h;’L||£P((a,b)) S ||f/||£17((a,b)) :
Diikaz. Na kazdém z intervalu (z;, z;41), @ € {0,...,n — 1}, plati nerovnost

||h/ ||£P ((zi,xix1)) — ||f ||£P((xl7xl+1
diky Lemmatu Potom

Il = [t Vm—z/ (@) da <
<§:/ FPdr= [ 17 @P = I71E,
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a tedy také |||, < 11/, =

Déle ukazeme, ze pro sobolevovské funkce f s funkéni hodnotou 0 na hranici
muzeme jejich p-normu odhadnout pomoci p-normy jejich derivace.

Lemma 4.6. Necht 1 < p < oo je ddno a pro f € WP ((a,b)) plati f(a) = 0.
Poté plati
1f1l, < (0 =a)[IF1l,-

Diikaz. Podle Pozndmky [4.3 uvazujeme f jako absolutné spojitého reprezentanta.
Proto dle Véty pro vSechna z € [a, b] plati

f@) = @)+ [ rwde= [ rwa.

Dle trojuhelnikové nerovnosti a Véty pro vSechna z € [a, b] plati

[rwal <|[15wia
ab P ¢

[ 1wl

< (U, 010, ) = 11 (0 — @)

kde pro p = 1 bereme ﬁ = oo a finalni nerovnost

[F @) <11l

()" =

‘ p

<

pak plati také. Tedy

b b
1A= [ 1@l de < [CIFIE @ =)@ dt = b= a? 1.
[l

Lemma 4.7. Necht n € N a je dina funkce f : [a — %,b+ %] — R. Pak pro
vsechna x € [a,b] plati nerovnosti

inf -~ f(z) < (dnx f) (@) < sup f(x).

1 1
z€la—1 b+1] z€la—2L b+1)

Dikaz. 7 (2.9) vidime, Ze ¢, > 0. Pokud tedy oznacime s = sup,¢j,_1 41, f(z),
pak plati

1/n

o @ = [ i@ — gty < [ vawisdy =

kde posledni rovnost plyne z toho, ze fi{% ¥n(y)dy = 1. Druhd nerovnost se
dokéaze analogicky. O]

Nésledujici technické tvrzeni intuitivné 1ika, ze kdyz zhlazujeme po ¢astech

linearni funkci, tak pouze na malém okoli ,zlomi“ nedostavame znovu linearni
funkci.
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Tvrzeni 4.8. Necht [ : [a,b] — [c,d] je p,q-bisobolevovsky ryze rostouci homeo-
morfismus a 1 < p,q < oo. UvaZme funkce h,, zadefinované v a pro né cisla
M,,, m,, zadefinovand v , . Pak existuje posloupnost {k, } | prirozenych
cisel splnugjici k, > 2n takovd, Ze pro mnoziny

Fo={x € (a,b) : (¢,  hn) (2) # hu(@)},
Gn={y € (c.d): (Yn, +h) " (1) # b ()},

plati
F, C LTJ (x" _ L x4 1) (4.6)
o\ kT R
" 1 1
G Uln( (o7 = v+ ), (47)
1=0 n n
1
A(Fn) < o (4.8)
ml 1
A(G,) <min{ ™ — 1.
(G)<m1n{2n Qn} (4.9)
pro vsechna n € N. Navic plati (Yy, * hy,) (a) = f(a).

Dikaz. At n € N je dano. Ozna¢me n-prvkovou mnozinu prvkia rovnomérného
déleni intervalu [a, b] jako P,. Tvrdime, Ze pro vsechna k > 2(n+1)2" a x € (a, b)
takova, ze

—_

dist(z, P,) > —,

plati

er ) @) = [ o=y = [ ooy = o). @10)

Vskutku, necht = € (a,b) je takové, ze dist(z, P,) > % Najdeme takové i €

{0,....,n — 1}, ze © € (x?,xﬁrl . Déle pro kazdé y € (—% 7) plati, Ze také
rT+y€E (:UZ”, a:?+1>. Proto dle 1) pro ¢ € (0,1/k) plati

—C

Bl =€) = ha(2) = ———— (f (#¥41) = [ (2])) = —hal@ +€) + ha(2).

n
Tit1

Déle je na tomto

n(T = y) = ha(2))

Tedy funkce y +— h,(x —y) —h,(x) je lichd na intervalu ( z, %)
intervalu funkce y wk( ) sud4, a tedy je funkce y — 5 (y) (h
lich& na intervalu ( e k) Proto plati

[ 600) Gl = ) = b)) dy =0,

?r‘\»—t

z ¢ehoz plyne (4.10)).
Z (4.10) dale plyne, ze pro tato k je mnozina F,, obsazena v mnoziné téch
prvki = € (a,b), pro néz plati

dist(z, P,) <

| =
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Tim jsme splnili (4.6). Navic plati

A ({x € (a,b) : dist(z, P,) < ;}) < Q(nlj—l) < 2171,

kde jsme v prvni nerovnosti secetli délky (n + 1) intervali o délce 2
uprostfed. Tim jsme splnili nerovnost (4.8)).

Déle uvazme

s body z;

q
n

1
k> 2(n+ 1)M,2" max {1, } .
m

)

Chceme pro kazdé x; € P, ur¢it, jakou miru ma obraz intervalu (z; — %, T; +
>

funkef hy,. Z (4.10)) totiz vime, Ze pro vSechna x € (a, b) takovd, ze dist(z, P,
plati

1
k
1
k

(k% ) " (P(2)) = (g % h) ™ (0 % B (2)) = @ = g ().
Tedy

" 1 1

i=0
tudiz jsme splnili (4.7)). Jenze pro vSechna ¢ € {0,...,n} plati diky absolutni
spojitosti linearnich funkci

| 1 , 2
) — ) = < — .
o (x + k) hy (x k) /x () dr < 2 M,

Tedy

A <Cjohn (21 — 1k, 2 + 1/k))> < (n+ 1)2Mn < min{gfa 21”}

Nakonec plati 2(n + 1)2" > 2n pro vSechna n € N, a tedy volme
1

k, > max {Z(n +1)2",2(n + 1)M,2" max {1, q}}
m

libovolné a vse z (4.6), (4.7, (4.8), (4.9) je splnéno.

Pro dtkaz posledni ¢asti si stac¢i uvedomit, ze pro kazdé n € N je funkce h,,
na intervalu (a — ¢, a 4 3-) linedrni, a tedy stejné jako v (4.10) dostavame

kn
(Vky * hn) (@) = hn(a) = [(a).
[

Necht {k,}.-, je posloupnost z Tvrzeni a pro dany p,qg-bisobolevovsky
homeomorfismus f definujme

fu(@) = (Vr, * hn) (2). (4.11)

Plati, Ze h,, jsou homeomorfismy, které nélez{ do W' ((a — 1,b + 1)) pro libo-
volné 1 < p < oo. Tedy diky Lemmatu[3.7)vime, Ze f, jsou difeomorfismy na (a, b).
Specidlné to znamend, Ze existuji inverzni funkce f,!. Ve V&t dokazeme, ze
tato f,, jsou pravé hledanymi difeomorfismy. Nejprve zacnéme preformulovanim
Véty do podoby, kterd se ndm bude hodit.
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Lemma 4.9. Necht 1 <p < oo a f € LP((a,b)). Potom pro s.v. x € (a,b) plati

i o / F(y) — f@)Pdy =0,

kde I C (a,b) je libovolny interval takovy, Ze x € 1.

Diikaz. Uvazme ta x € (a,b), kterd jsou Lebesgueovymi body funkce f. Déle
pro libovolny interval I obsahujici bod x definujme interval J = (z — |I],z +
|I]) N (a,b). Z otevienosti intervalu (a,b) plyne, Ze pro intervaly I, jejichz délka
|I| je dostatecné mald, plati J = B(x,|I|) C (a,b), tedy |J| = 2|I|. S vyuzitim
Véty dostavame

/11 /
p — pd
|1\—>0 ]I|/‘f (w)rdy = |1|—>0 1] 7] 7w) )y
< il )Pdy =
—2£ﬁfﬁo|J|/'f Py =0

kde nerovnost plati diky tomu, ze I C J, a tedy integrujeme nezapornou funkci
pres vétsi mnozinu. O

Nyni budeme chtit ukazat, ze f,(z) — f(x) pro s.v. z € (a,b), abychom
mohli vyuzit Vétu [2.4]

Lemma 4.10. Necht funkce f : [a,b] — R je spojitd a budte {x,} >, {yn}ory
posloupnosti bodi z [a,b] takovych, Ze plati |z, — yy| — 0. Poté

[f(zn) = f(yn)| 752 0.

n—oo

Diikaz. Bud € > 0 ddno. Ze stejnomérné spojitosti funkce f na [a, b] nalezneme
takové § > 0, ze pro vSechna r, s € [a, b] takova, ze |r—s| <, plati |f(r)— f(s)| <
e. Déle najdeme ng € N, Ze pro vSechna n > ng plati

|xn - yn| <9,

a tedy
(@) = fyn)] <e.
O

Lemma 4.11. Necht f, jsou funkce definované v a Tvrzeni. Poté pro

s.v. x € (a,b) plati
lim () = f'(x)

n— oo

a pro s.v. y € (¢,d) plati
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Diikaz. Pripomenme znaceni mnozin ze znéni Tvrzeni
Fy=A{z € (a,b): fulx) # ha(2)},
Gun={yele.d): ;' (v) #h,' ()}

Diky témuz Tvrzeni 4.8 vime, ze plati

AMF,) < on

1

AMG,) < o

Ze srovnavaciho kritéria konvergence fad tedy plyne

i AMF,) < 0.

Pak z Véty plyne, Ze pro s.v. z € (a,b) najdeme takové j; € N, Ze pro
vSechna n > j; plati z ¢ F,,, a tedy

Tedy pro kazdé takové n najdeme ¢ € {0,...,n}, ze z € (af,z},,). Ozna¢me
L, = (x}, 2}, ). Ziejmé plati

lim |[,| = 0.

n—oo

Nyni f je p,qg-bisobolevovsky homeomorfismus, a tedy existuje 1 < p < oo takové,
ze f' € LP((a,b)). Pak z Pozorovani [2.1] plati, Ze také f’ € L' ((a,b)). Tedy dle
Lemmatu [4.9 dostavame pro s.v. x € (a,b)

(i £ o)

1 Ty
= ﬁ/ () - @) dy’ (4.12)
Lip1 — Xy Jaf
1 Ty
S "(y) — f'(x)| d 0.
<o LW - r@ldy
Pak z Véty [1.23] (4.2)) a (4.12)) dostavame
o) = ) = L) = LD
1 Ty ,
e — d !

pro s.v. z € (a,b).
Analogicky pro funkci f~! dostaneme

> MG,) < oo,
n=1
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a tedy z Véty plati pro skoro vsechna y € (¢, d), Ze najdeme js € N takové,
ze pro vsechna n > j, plati y ¢ G, a tedy

Fal(y) = ha'(y).

Pro dané n > j, vezméme x € (a,b), ze y = hy,(x). Pak najdeme i € {0,...,n},
ze x € (xf,x},). VSimnéme si, Ze diky Lemmatu a konvergenci

Ty — T = ; — 0
plati
lim (f(af,) = f(a])) = 0. (4.13)
Proto pro s.v. y € (¢,d) plati
1 n _ pn
R0 = 0 0) = 5y = Faro) = @D
1 1@ gy —1y/
- d
flaly) — f(a]) /f(mg) (f7)(t) at oo () (),

kde jsme vyuzili absolutni spojitosti funkce f~! a zévéreéna konvergence se diky
(4.13) dokéze pomoci Lemmatu obdobné jako v (4.12]). ]

Nezbytnym predpokladem ve Véteé[2.4] je také odhad p-normy, proto zde mame
posledni technické lemma.

Lemma 4.12. Necht f, jsou funkce definované v . Poté plati
. 1\ 1\
g | ()] <))

Diikaz. Pripomenme definice

Gon={ye(c.d): ;' (y) # 1, W)}

(4.14)

q

m, = min{h, (z);x € (a,b) \ P,} > 0.
Poté z Tvrzeni mame, ze

" 1 1
Go e Un((s7 = oo+ 1))

1=0

" 1 1 m
A Uhn(<x?—,x?+ )) < . (4.15)
(m Ky, Ky, 2n

Z Lemmatu méme, ze pro vSechna z € (a,b) plati

(@) = mn.
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Déle pro vsechna y € (c¢,d) najdeme = € (a,b) takové, ze f,(z) = y, a z Véty
o derivaci inverzni funkce plyne

(5 (@) = s < —

< —
fi(x) = my,’
kde vyuzivame faktu, ze m,, > 0. Tedy pro vSechna y € (¢, d) plati
1\ 1
(£ < —. (4.16)

my

Nyni jiz mtizeme pocitat. Intuitivné se da rict, ze G,, maji tak malou miru, ze

muzeme na téchto mnozinach délat velmi hrubé odhady. Je to diky tomu, Ze mimo
~ v s v 1 _ 1-1

G, presné vime, ze f, " =h, .

[l @ a= Z / h"(f“)
_Z/ n+’“" ‘ / 5+ 7y)
+/:£:0);) (fn‘l)'@! 2> / ) \ ﬁ)’@)\q dy
Z/ i (tew (fn‘l’t) dy+/h” (H

hn(ﬁn) hn
+ / ) max
hn (zg—m) telc,d]

1\

(£ (y)‘q dy

(5 ) D dy+Z / + ) \ (h2") )| dy

g)\Cq (1 (x?_kl) h <x?+;l))u<hn(x8),hn (%ﬂjﬂ))
h

o (n, (x—,j) o)) o+ [ @)
- 2"mn+H q<21n+H<f_1), Z

kde v prvni nerovnosti jsme pouzili (4.7) a to, ze plati

(£ @)

diky spojitosti funkce (f, 1)/ na kompaktu. Ve druhé nerovnosti jsme vyuzili (4.16)
a déle jsme vyuzili dukazu Tvrzeni 1.8 abychom na kazdém z intervala

(i (= ) e (= )

tvrdili, ze (£, (y) = (h;") (y). Potom jsme ve tieti nerovnosti vyuzili (4.15)
a nakonec jsme vyuzili Dusledek [£.5] Aplikovanim elementdrni nerovnosti pro

nezaporna cisla

‘(fn_l)/(y)' < max

te[e,d]

(a+b)i <ar+bv

tedy dostavame




coz plati pro vsechna n € N; a tedy je dikaz ukoncen. O]

Nyni mame ptipraveno vse k ditkazu hlavni véty této sekce.

Véta 4.13. Necht f : [a,b] =% [c,d] je ryze rostouci p,q-bisobolevovskyj homeo-
morfismus a 1 < p,q < oo jsou takovd, Ze f € W' ((a,b)) a f~1 € W1 ((c,d)).
Uvazme pro vsechna n € N funkce f,, definované v . Pak plati, Ze {fn},—,
je posloupnost difeomorfismi, pro kterou plati

o = Fllwre(any 752 0
a {f,'}.2, je posloupnost difeomorfismi, pro kterou plati

=7 e 0

Wha((e,d)) n—oo

Diikaz. Fakt, Ze se jedna o difeomorfismy, plyne z Lemmatu Potiebujeme
dokézat nasledujici 4 konvergence:

o = fll, 7520, (4.17a)

1 = £l =2 0, (4.17D)

[t =1 = o (4.17¢)
H(f;l)/ ) =y (4.17d)

Ovsem diky Tvrzen{ 1.8 mdme (f,, — f)(a) = 0, a tedy dle Lemmatu staci
dokézat pouze (4.17b)) a (4.17d)). Skutecné, diky linearité derivace pak plati

1 fa = Fll, < 0= a)||(F — )
a tedy (4.17a)) je splnéno. Totéz s (4.17¢)).

Chceme tedy ovérit predpoklady Veéty pro pripady (4.17b) a (4.17d).

Z Lemmatu a Lemmatu ihned plyne (4.17d)). Déle Véta , Lemma
3.4 a Duisledek [4.5] dévaji pro kazdé n € N odhady

1 fally < M1l < 1171

——0,
p M—00

¢ili také
timsup [ £4]], < 1/, -
n—oo

Tim jsme ovérili podminky Véty , ¢ili jsme overili platnost (4.17h]). ]

Poznamka 4.14. Dikaz Véty[4.13 pro 1 < p,q < oo se dd provést jednoduseji
za pouZiti uniformni konvexity prostord LP ((a,b)) a L ((c,d)).
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