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Abstrakt: V této praci se zabyvame popisem odezvy tenké vrstvy v THz blizkém
poli. V prvni ¢asti metodou obrazi odvodime a ovérime vztahy pro elektrické
pole dipélu u dielektrické vrstvy konecné tloustky, které porovname se znamym
vysledkem pro dielektricky poloprostor (tzv. Point dipole model). V druhé ¢ésti
nejdrive spocteme elektricky potencial homogenné nabité kruznice uvnitt dielek-
trické vrstvy, ktery poté vyuzijeme k iterativnimu vypoctu potencidlu vyvola-
ného nelokalni odezvou vrstvy. S pomoci Drudeho modelu pro vypocet lokalni
vodivosti nakonec tento vysledek ovérime urcenim spektralni zavislosti odezvy
na polovodi¢ovych nanostrukturach s homogennim a nehomogennim rozlozenim
elektronti.
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Abstract: In this work we propose a new way to describe the response of thin
layers in terahertz SNOM (scanning near-field optical microscopy) experiments.
In the first section, using the method of images we derive and verify formulae for
the electric field of a dipole near a dielectric layer of finite thickness. We then
compare the result with the well-known Point dipole model. In the second section,
we first find the electric potential of a uniformly charged ring inside a dielectric
layer, which we then use to derive a potential induced by a non-local response
of the layer. Finally, we apply the Drude model to determine local conductivity,
which lets us verify our result on the spectral dependence of the response of
semiconductor nanostructures with homogeneous and inhomogeneous electron
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Uvod

Klasicka mikroskopie je limitovand Abbeho difrak¢nim limitem, ktery rika, ze
maximalni rozliseni mikroskopu odpovida poloviné vinové délky pouzitého zareni.
Posun v této oblasti predstavoval rozvoj oblasti rozptylovaci optické skenovaci mi-
kroskopie v blizkém poli (s-SNOM), ktera nema zadny limit souvisejici s vlnovou
délkou zateni.

Princip s-SNOMu spo¢iva v osviceni hrotu mikroskopu atomovych sil (AFM)
fokusovanym paprskem. Opticky obraz je potom tvoren z odrazeného svétla. Hrot
mikroskopu kmité se zndmou frekvenci, coz umoznuje filtraci pozadi (detailnéjsi
popis viz napriklad Keilmann a Hillenbrand, 2004).

Pomérné jednoduchy model (PDM-Point dipole model) elektrického pole
rozptyleného od hrotu mikroskopu poskytuji ve své praci Knoll a Keilmann (Knoll
a Keilmann|, |2000), kde vyuziji toho, ze vlnova délka signalu prichézejictho na hrot
je znacné vétsi nez jeho rozméry, a potom je mozné elektromagnetickou vinu apro-
ximovat homogennim elektrickym polem a hrot dielektrickou kouli. Cela tloha
poté prechézi na hledani pole dip6lu u dielektrického poloprostoru. Autortim se
v této praci pomoci tohoto modelu podaril vysvétlit napriklad prudky nartst
prufezu odrazeného svazku.

Ackoliv tento model dokéze dobre kvalitativné vysvétlit nékteré jevy
vznikajici na s-SNOMu, tak neposkytuje dobry kvantitativni popis. Jednim ta-
kovym jevem je naptiklad zavislost polarizovatelnosti hrotu mikroskopu na vysce

vvvvv

¢lanku Cvitkovic, Ocelic a Hillenbrand, (2007). Na rozdil od PDM uvazuji hrot
jako elipsoid a vysledné pole popisuji jako pole dvou monopélu (kone¢ného dipdlu)
umisténych ve stiedu kiivosti elipsoidu interagujicich s dielektrickym poloprosto-
rem, kde se interakce tcastni pouze blizsi naboj.

Jiny pristup ke zlepSeni popisu interakce hrotu se vzorkem poskytnuli Lu
a kol.| (2020), ktefi predstavili vylepSeny model bodového dip6lu (IPDM), ktery
bere v tivahu i geometrii hrotu. Autori zde navrhuji upravit polomér a vysku nad
vzorkem dielektrické koule z PDM tak, aby si jeji polarizace odpovidala s polari-
zaci hrotu interagujiciho s dielektrickym poloprostorem vypocitanou numericky
metodou koneénych prvki.

Zadny z predchozich modelf nicméné nebere v tivahu zavislost vysledného pole
na tloustce vzorku. Ta byla experimentalné mérena napt. v praci Raschkeho a Li-
neaua (Raschke a Lienau, 2003)). |Aizpurua a kol.| (2008) ve svém ¢lanku nabizeji
teoreticky popis, ktery uvazuje konecné rozméry dielektrické vrstvy. Vysledné pole
zde autori popisuji jako soucet vSech rovinnych vin odrazenych na multivrstve.
Zde se jedna ovsem o mikroskopii v infracerveném poli, kde nemiizeme prejit do
kvazistacionarniho priblizeni. Podobnou tuvahu zaloZenou na odrazech vinéni na
hranicich vrstvy pouzili Zhang a kol.| (2011]).

Nasim cilem bude nejprve popsat rozptylené THz zafeni plné
kvazistaciondarnim modelem, ktery bere v tivahu i rozmeéry vzorku, pii lokalni
i nelokalni odezvé dielektrika a tyto modely dale ovérit numerickymi vypocty.



1. Lokalni odezva

1.1 Pole dipdlu a vazebné podminky

Chceme hledat rozlozeni elektrického pole rozptyleného na hrotu mikroskopu,
ktery interaguje s dielektrickou vrstvou, v kvazistacionarnim priblizeni. Formulu-
jeme tedy n&as problém podobné jako v praci Knolla a Keilmanna
(Knoll a Keilmann, 2000)) jako hledéni elektrického pole generovaného dielek-
trickou kouli o poloméru a a permitivité ¢, ve vnéjsim homogennim elektrickém
poli Eg kolmém k plose vrstvy (smér osy z).

Koule je umisténa v prostiedi o permitivité €; (oznac¢me jako oblast I) ve
vzdalenosti 2y od povrchu vrstvy. Vrstva ma tloustku d a permitivitu g5 (oblast
IT) a je umisténa na substratu o permitivité e3 (oblast I1I). Hranici délici oblast
I a II oznac¢ime 0; a hranici mezi II a III oznacme 0,.

Budeme pracovat ve valcovych souradnicich, kde osa z povede kolmo k vrstvé
a prochazi stredem koule, osu p znacici vzdalenost od z umistime na povrch
dielektrické vrstvy (viz Obrazek . Pri takto zavedeném souradném systému
ziskava problém rotacni symetrii a vymizi nam zavislost na polarnim thlu .

Problém dielektrické koule v homogennim elektrickém poli ma znamé tesent,
kde muzeme kouli nahradit dipélem s dipélovym momentem (viz |Sedlak a Stoll,
2012, s. 125):
€k — &1
e + 2e1
kde e, je jednotkovy vektor ve sméru osy z. Nas bude nejprve zajimat elektricky
potencial pole dipélu ¢(p,z) v celém prostoru, ktery s elektrickou intenzitou pole
souvisi vztahem (viz Sedlak a Stoll, [2012, s. 35 a s. 141):

d¢ 9¢

E = —V¢ = —%ep — gez, (112)

p = 4ma’e Eo = pe,, (1.1.1)

kde e, je jednotkovy vektor v radidlnim sméru od osy z.
Vektor elektrické intenzity musi splnit spojitost tecnych slozek k vrstvé

Ey = E-e,na 0, a 0,. Pro vektor elektrické indukce D v dielektriku mame
spojitost kolmé slozky D, = D-e, na ) a 95 (viz [Sedldk a Stoll, 2012, s. 117).
Z ¢ehoz vyuzitim vztahu D = ¢E dostavame sadu ¢tyt hraniénich podminek:
I I
99 _ 99 : (1.1.3a)
9p |y, Ip |y,
a 17 a II7
il I (1.1.3b)
W |y,  Op |y,
o I o II
o 20 0 (1.1.3¢)
0z o 0z .
8 11 8 111
9P ¢ = £3 ¢ s (113(1)
0z 5 0z 5

kde ¢!, ¢! a ¢!l postupné znacime potencial v oblastech I, II, III.
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Obrézek 1.1: Schematicky nakres problému dielektrické koule v homogennim elek-
trickém poli u dielektrické vrstvy

P1i feseni vyuzijeme zndmého vztahu pro potenciél dip6lu (viz [Sedlédk a Stoll,
2012, s. 61):
¢k: _ 1 P €rd
d 47T€k (,02 + (Z — Zd)z)’
kde k = LILIII znaci oblast ptisobeni, z4 znaci polohu dipdlu na ose z a erq je

jednotkovy vektor v radialnim sméru od dipdlu.
Jeho gradient potom miiZeme zapsat jako (viz Sedlak a Stoll, 2012, s. 35):

(1.1.4)

. 1 3(13 : eRd)eRd — P
47T8k (p2 + (Z — Zd)2)3/2‘

Vi = (1.1.5)

1.2 Problém dvou dielektrik

Abychom splnili sadu ¢tyf podminek (I.1.3), pouzijeme metodu obrazi (po-
psanou napf. v knize [Sedlak a Stoll (2012, s. 102)), kterd spo¢iva v tom, Ze nékam
do prostoru umistime stejné nosice naboje (bodovy naboj, dipdl, ...), jako které
mame zadané tak, aby splnovaly danou okrajovou podminku. Fyzikalné pak tyto
obrazy reprezentuji naboj nahromadény na povrchu vodice ¢i dielektrika.

My za¢neme plnénim podminek na 0;, kde se hromadi povrchovy naboj, ktery
pusobi v oblasti I i II. Proto umistime novy dip6l do vzdalenosti z; (v oblasti II)
od vrstvy s dip6lovym momentem p’. Zaroven pridame dalsi dipél s dipdlovym
momentem p” do oblasti I ve vzdélenosti z{ od vrstvy (viz. Obrdzek [1.2)). Ne-
znamé parametry 2/, 2”7, p’ a p” uréime z okrajovych podminek.
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Obrazek 1.2: Schematicky nakres poloh realného dipdélu a zrcadlenych dipéla
s naznaCenym smérem jednotkovych vektori er, eg a e do libovolného bodu
X; v oblasti I a Xy v oblasti I1.

Oznacéme jesté jednotkovy vektor v radidlnim sméru od pivodniho dipdlu eg,
od dipélu v oblasti I e a od dipélu v oblasti II e . Celkovy potencial pak muzeme
zapsat jako (zatim neuvazujeme oblast I11):

1 p-er 1 p’ - ef
I R
_ n , 1.2.1a
¢ ey (p? 4+ (2 — 20)?)  Amey (P2 + (2 + 2()?) ( )
1 . 1 ! . /!
o = P €r P " Cr (1.2.1b)

+ .
dtey (P2 + (2 — 20)?)  dmea (P2 + (2 — 2()?)
Vyuzitim ((1.1.5)) a dosazenim do podminky (|1.1.3c) pak dostéavame:

/ /!

3p(e,-er)*—p  3p(e,-eg)*—p  3ple,-er)’—p  3p(e,-eR)’ —p

P+APE PP T P APE T (PR
3 p/ 262 p/ B 3p// 26/2 p//

(P + 2202 (P22 (P )R (0P )Y

Aby podminka byla splnéna, musi tedy platit z;, = z{ ap’ = p”.

Déle dosadime potencial (1.2.1) do podminky (1.1.3a) a opét

vyuzijeme ({1.1.5]), ¢imz citdme zavi Z na z :
eme ([L.1.5)), ¢imz dopocitame zavislost z{, a p’ na z; a

I (3(p-er)en-e,) | 30 eh)eh o)) 1 3(p-en)en-e,)
47re, (p? + 23)3/2 (p? + 2(2)3/2 Ay (p? + 28)3/2

L 3(p'-eh)(eh-c,)
ine (P

LEen)(eh o) L(Bek)(Ch o) _ (b enlen o) (5 )
S PR m (PR (7 + B)P |

€1&2

. o « I - o p
Vsechny dip6ly lezi na ose z, takze tecné slozky (ve sméru e,) vektorti eg a e}
musi byt na vrstvé stejné. Dostavame tak:

L (P’ en) —i (p'- er) _ SR"% (P-er) (81—€2>
er (P24 20)32  ex(p* 4 257)3 er €, (P2 +23)%2 \ &1



1 'z 1 pz €R - €p PZO ( )
P P e g R R o e
P'%) €R ' €p pZo (82 — 51)

(p? + 2(2)3/? er €, (P2 + 23)%? \ey + &2
7 ¢ehoz vidime, ze abychom dostali rovnost, musime polozit p’ = p” = 2-p
azy = 2 = z. Vznikd ndm tak imaginarni dipdl v bodé z = —z, ktery

pusobi do oblasti I. Jednotkovy vektor v radialnim sméru od nové vzniklého dipélu
ozna¢me erg. Dosazenim do (1.2.1)) dostdvame potencidl:

1 P-er €2 — &1 P - €ro
I
_ . , 1.2.2a
¢ Ameq ((p2 +(z—20)%) e1+e(pPP+(2+20)? ( )
ol = L 2e P °r _ (1.2.2b)

47T€2 €1+ &9 (p2 + (Z — 20)2)

Tento potencial odpovida situaci, kdy misto vrstvy mame dielektricky polo-
prostor. Nyni jsou tedy splnéné hrani¢ni podminky pro hranici 9;. VSimneme si
z predeslého postupu nékolika véci:

o Pr1i zrcadleni dipélu je jeho obraz umistén na opac¢nou stranu roviny ve
stejné vzdalenosti.

e V roviné, do které zrcadlime, vytvori dipdl potencidl

2e,

O = = g, (1.2.3)

En T EsEn

kde ¢, je permitivita prostredi, do kterého zrcadlime; ¢, je permitivita pro-
stfedi, ze kterého zrcadlime a ¢ je potencidl dipolu, ktery zrcadlime.

e Do roviny, ze které zrcadlime, ptibude ¢len

2 2

, en—6Es, Pp°+ (2 — z)
- . : 1.2.4
On €n+£s¢ P2+ (z — z,)? ( )

kde z; znacime polohu zrcadlené¢ho dipélu a z,, polohu odzrcadleného dipolu.

o Pri dosazeni z = 0 je vysledny potencidl spojity pres rovinu zrcadleni.

1.3 Problém tri dielektrik

N4&s potencial (1.2.2)) nyni nespliiuje podminky na d;. Budeme tedy opakovat
vyse uvedené ivahy o zrcadleni. Odzrcadlime dipél umistény z oblasti I (ptisobici

v oblasti II) s potencidlem ([1.2.2b) podle roviny z = —d, pak bude dle vyse
uvedenych tivah novy dip6l umistén na ose z v bodé z = — (zg + 2d), a pokud
oznacime jeho radialni jednotkovy vektor ery, tak dostaneme celkovy potencial:
1 P er €2 — €1 P - €ero
I

= + , (1.3.1a
¢ drrey ((p2 +(z—2)?%) e1+e(pPP+ (24 2)?) )

o1 — 1 2 P-er e P €Rr1

dreger +e9 \ (P2 4+ (2 — 20)%)  ea+e3(p? + (24 (20 + 2d))?)

( 3.1b)



1 2e9 2¢e3 P er

S —
dmegeq + €963+ €2 (P2 + (2 — 20)?)

; (1.3.1c)

Ptibyl nam ¢len do oblasti I, musime tedy pokracovat opétovnym splnénim pod-
minek na 0;. Nejdrive si ale pro zjednoduseni zavedeme koeficienty:

€1 — &9 ; 2e9
T = 5 = )
2 €1+ &2 12 €1+ &2
€3 — &9 2e1
ro3 = , ty = , 1.3.2
23 €9+ €3 21 €1+ &2 ( )
" . 283
2 €3+ €2 '
Novy ¢élen nyni odzrcadlime podle roviny z = 0, jeho poloha na ose bude tedy
2z = 2d+ zy. Vysledné potencialy v jednotlivych oblastech mtzeme zapsat jako:
ol = 1 P-€er _ 791(P - €Rro)
drey \(p* + (2 = 20))%)  (P* + (2 +%)?)
(1.3.3a)
tioto1723(P - €r1)
(PP +(z+ (20 +2d))?) )’
Pl = tio P-er X 723(P - €Rr1)
dres \ (P2 + (2 —20)%)  (P®+ (2 + (20 + 2d))?) (1.3.30)
n 791723(P - €R2) -
(P +(z = (20 +2d))%) )
t1at -e
gl = 2 PIOR (1.3.3¢)

dmes (p? + (2 — 20)?)’

kde jsme ers oznacili jednotkovy radialni vektor nového dipolu.
Nyni vedle naseho ptivodniho dipolu mame jesté dalsi 3 dipdly, které rtzné
ptsobi v oblastech I, IT a III (viz Obrézek [1.3).

Vidime, Ze jsme ve stejné situaci jako pred zrcadlenim potencialu , tedy ze
mame dipolovy clen ¢§l v oblasti II lokalizovany na ose z v z; > 0, ktery musime
zrcadlit pres 0y. Predchozi postup tak chceme iterovat a postupné plnit podminky
na hranicich oblasti 9, a 0. Shrneme si, co se v j-té iteraci stane:

o Dipdl odzrcadlime pres 0, do polohy na ose z:
Z; = —(z +2d). (1.3.4)
 Podle ([1.2.3) do ¢! piibude ¢len

£
¢§H = tggg—ggb;l. (1.3.5)
3

o Podle ([1.2.4) do ¢!! ptibude ¢len

¢P2 + (2 — zj)2

JpQ—f—(Z—Z;)Q.

¢§I = T23¢ (136)

o Nové vznikly dipélovy ¢len ¢f! v oblasti II odzrcadlime pres d; do polohy:

. /
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Obrazek 1.3: Rozlozeni dipéli na ose z vytvafejici potencial (1.3.3) s naznace-
nym pusobenim jednotlivych dipéla v libovolnych bodech Xp, Xy; a Xy postupneé
v oblastech I, IT a III.

« Podle (1.2.3) do ¢! ptibude ¢len

2 2
I €2 g1 €2 ap”+ (2 —2)
= to—@ = to—7 —_— 1.3.7
(b] 21 £ ¢] 21 £ 23¢] p2 I (Z _ 23)2 ( )
o Podle ([1.2.4) do ¢!! ptibude ¢len
2 2 2 2
pell P+ (z—7) Pt (2= z)
LY, — el T\ ) 1.3.8
?; 210 (2= 2) 217230 Pt (2= 2 ( )
e Pro dalsi iteraci vezmeme gb] = (}JH azj = 2.

Takto dostavame rekurzivni predpisy pro ¢leny prispivajici do jednotlivych ¢asti

celkového potencidlu. Zadanim podle ((1.3.3b|) ze

¢ = 12721723 D’ Or1
! drey (p? + (2 — (20 + 2d))?)’

vidime, ze posloupnost poloh zrcadlovych dipéli mizeme napsat jako:

a ze vztaht (1.3.5) az (1.3.8) vyjadiime postupnym dosazovanim ptedchozich
¢lent explicitni vztahy pro j-ty ¢len:

1 p(z — z;)
ot = T rigtost J ,
T g R T
11 j p(z + zj41)
S o= it
%] Amey 2! b 12 (P + (2 + zj41)%)%%
I p(z + zj41)
= Yort ,
ij e, 7”217“23 21t12 (,02 T (z+zj+1)2)3/2

8
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J dmey, B MR e

Pri¢tenim téchto vyrazu k potencidlu ([1.3.3) a preindexovanim dostaneme
vysledny potencial ve formé sum. Pro prehlednost si ale nejdiive ozna¢ime normu
vektoru v radidlnim sméru od dipélu umisténého na ose z v bodé z4:

Npz) = /o + (2 — ).

Vysledny potenciadl mé poté tvar:

¢I_ P Z— 2 . z+ 2
~ dmey \ N3(p,z,20) 21N?’(p,z, — 2p)
L) (1.3.10a)
i e (2 + 24
t1ot
o) )
Pl [« Téflrz3(2 +2) | &z — 2)
' = . , (1.3.10b)
dreg Jz::l N3(p,z, — z;) jz:;) N3(p,z,2;)
Phiatas S T2 — 25)
o't = : 1.3.10c
Aeg JZ:% N3(p,z,2;) ( )

Pokud chceme ovérit konvergenci, tak plati, Ze |ro1| < 1 a |re3] < 1, proto srov-
nanim s geometrickou radou:

S rgrh = ——— <0 (1.3.11)
=0

1 —7ro3ro

muzeme Tict, ze vSechny sumy v konverguji a potencidl pole je tedy vsude

mimo body z; a —z; na ose z konecny (viz Cerny a Pokorny, 2021, Véta 9.1.19).
Podle (1.1.2)) miizeme nyni spocitat radidlni slozku intenzity pole

E, (horni indexy opét znaci pfislusnou oblast, na které intenzita pole ptisobi):

gl o_ 3pp it N, z+ 2
r ey \ N°(p,z,20) N°(p,z, — z0)
2) (1.3.12a)
i e (2 + 25
t1ot
+12212 No(p,z, — ))>
3pptiz [ T%51723<Z +7) | r§1r§3(2 — %)
BT = ! s I 1.3.12b
p 4rrey (; N5(p,z, — zj) * jz:% No(p,z,z5) )’ ( )
3pptistas X rhirhs(z — 7))
BT = ! 1.3.12
r Ares jz:;) N5(p,z,2;) (1.3.12c)
a také slozku elektrické intenzity ve sméru osy z:
Bl — p 3(Z — Z0)2 - (p,Z,ZO) —r 3(2 + Z0)2 - NZ(p,z7 - ZU)
? dmeq N3(p,z,20) 2 N3(p,z, — z)
&1y 3(3(2 + 7)) — N2(p.z, — 2))
izl 5 ;
j=1 N (P,Z, - Zj)

(1.3.13a)



B — Ptio (i T§I1T%3(3(Z + Zj>2 - N2(0727 - Zj))

dmey \ = N*(p,z, — 2)
= J (1.3.13b)
- i ronrgs(3(2 — 2)* — N*(p.2.2)))
Jj=0 N5(p,z,zj) ’
pii _ Phists i mr5(3(2 — 2)° — N*(p,2,%)) (1.3.13c)
z dres j=0 N5(p,z.2) . -

1.4 Limitni chovani potencialu

Chtéli bychom dale ovérit, ze jsme potencial urcili spravné. Jeho spo-
jitost dostaneme jednoduse dosazenim z = 0 a z = —d. Stejné tak mizeme
ukazat, ze slozky intenzity (1.3.13)) a (1.3.12)) plnf podminky (1.1.3). Potencial by
ale navic v nékterych krajnich situacich mél nabyvat znamého tvaru. Podivame
se tedy na nékteré tyto pripady.

Muzeme zkoumat chovani (1.3.10) v limité tlusté vrstvy (tedy pro d — o0).
Zde obsahuji jmenovatelé sum vétsi mocniny d nez ¢itatelé a limitné jdou tedy
vSechny vyrazy obsahujici z; pro j > 0 k nule a my dostavame potencial (oblast
IIT nem4 smysl uvazovat):

gbI D Z— 2 ., Z+ 2
o Arey \N3(pzyz0) - N3(pyz, — 29) )

gl = Ptz z2— 2
> dmteq N3(p,2,20)

ktery si odpovida s potencidlem dipélu u poloprostoru s permitivitou ey (1.2.2)).
Zajimavéjsi pro nas bude piipad, kdy vrstvu odstranime (tedy d — 0). Zkou-

mejme nyni limitu potencidlu (1.3.10al):

I p ( 2= 20 zZ+ 2z

I - S
d1_r>r(1)¢ dre; \ N3(p,z,20) 7n21]\73(p,z,—zo)

Z+ 2 S
+ tiotorTos—————— D T T
N3(p,z, — 20) JZ_% 21723
p Z— 2 Z+ 29
— -7
Amey \N3(pzoz0) - N3(p,z, — z)

z 4+ 2z 1 )
N3(,O,Z, - ZO) 1-— T21T23

+ t12to1723

D Z— 2 z+ 2 ( £rof 1 )
= — To1 — rog—————
Arey \N3(pz,z0)  N3(poz, —20) \ o0 2B rireg ) )

kde jsme v prvni rovnosti vyuzili vztah (1.3.9) po dosazeni d = 0, ve druhé
rovnosti jsme pouzili vztah (1.3.11])).

Nyni potfebujeme urcit vyraz ve vnitini zavorce. Dosadime tedy z (1.3.2)):

€1 — &9 de1eg €3 — €9 1
To1 — T12t21723 = -

_ 2 __ E1—€E2€3—€2
1 —1r9i7ra3 e1+er  (e1+e)eztenl c1ten e3ten
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1 — &2 48182 €3 — &9 (83 + 62)(81 + 62)

€1+ &9 (51 -+ 52)2 €3+ &9 282(51 + 63)

_ 1 — &9 _ 261(83 — 62)
e1+¢e2  (e1+e2)(e1 +e3)

_ f1—¢&3 ,

n €1+ €3 -

¢imz ziskavame vysledek:

lim(bl— D Z— 2 ., Z+ 2
i>0"  Ame; \N3(p,z,20) O N3(pz, —20) )

Dale se podivame na chovani ((1.3.10bf). Zde méa vyznam uvazovat pouze z = 0,
protoze se vrstva redukuje pouze na plochu:

00 =1, 00 J .
Do 20 51 T93%0 2172320
lim ¢! = — Ly 2l B Nt 2172370
d=0 dmey NS(sz?ZO) ]z:l NS(PazaZO) ]z:l Ns(pVZ;ZO)
Do 20 20 = i = i
= — + 723 791753 — 9T
tre, ( No(p.zz) | No(p.270) ( 2 ik = 2 v

P 20 T93 — 7“237“21>

= —t10 + ¢
drreq N3(p,z,20) < o s

Nyni opét vyjadiime vyraz v zavorce:

T'23 — 23721 2e9 29 e3—ey 11— Z;Z
—tip ttpg———— = — + £1—€2 £3—¢2
1 — 712793 €1+¢ey E1+téEpeztegl — 22522

€1te2 €3+¢€2

2¢e5 (_1 L 2e9(g9 + 53)>

€1+ &9 €3 + €9 2e9(e1 + €3)
. —282
€1+ €3 ‘
Ziskavame tak: » ;
lim ¢! = — 0 )
d=0 ¢  2m(er +£3) N3(p,2,20)
Nakonec néas zajima limita (1.3.10c)):
. tiatas (2 — 20)
lim ¢! = p rdord
daogb dres N3(p,z,20) Z 2102

P (z— ) t12t23
dmes N3(p,z,20) 1 — To3791
p (22— 2) 4eges (€3 + &2)(e1 + €2)
dmes N3(p,z,20) (61 + €2)(e2 +€3)  2ea9(e1 +€3)
p  (2—2) 25
dmes N3(p,z,20) €1 + €3
ptis (2 — %)
4rres N3(p,z,20)
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kde jsme pouzili znaceni

Ziskavame tak limitni tvar [.3.10F

8 = P ( Z— Zp oy z+ 2 >

dre; \ N3(p,z,20) "N3(p,z, — )
¢H _ -Pp 20
27m(e1 +e3) N3(p,z,20)
Pl — ptiz (2 — 20)
4rres N3(p,z,20)
kde oblast I odpovida z > 0, oblast II z = 0 a oblast III z < 0. Potencial
si opét odpovida s vyrazem ((1.2.2) pro dielektricky poloprostor, ale tentokrat
s permitivitou 3. Dosazenim z = 0 do vSech ¢asti snadno vérime, zZe je odvozeny

limitni vyraz spojity.

1.5 Vizualizace vysledki

Nyni zname explicitni vzorce pro elektrickou intenzitu a potencial dipélu u die-
lektrické vrstvy na substratu a provedli jsme jejich ovéreni. Mizeme si tedy vi-
zualizovat jejich pribéh a srovnat je s vysledkem pro dielektricky poloprostor.

Budeme volit parametry podobné jako v experimentu na vrstvé SiOy nanesené
na Si substratu, ktery provedl [Zhang a kol.| (2011). Tloustku vrstvy nastavime
na d = 85 nm, hrot umistime do vysky b6 = 40 nm nad vrstvu a bude mit
polomér ¢ = 30 nm (samotny dipél bude tedy ve vysce zo = 70 nm).

Hrot se nachdzi ve vzduchu o relativn{ permitivité e/ ~ 1, vrstva SiOy ma
pro zéfen{ o frekvencich kolem w; = 1000 cm™! relativni permitivitu e/ =~ 5
a lez{ na substratu o e/~ 11,7. Pro jednoduchost neuvazujeme interakci hrotu
se vzorkem a zvolime konstantni permitivitu hrotu ¥ = 4. Ey ndm zde ptisobi
pouze jako multiplikativni konstanta, proto zvolime £y = 1 V/m.

Na Obrézcich a jsou zobrazeny pole jednotkovych vektort
E s vyznacenymi plochami konstantniho potencidlu dip6élu u poloprostoru
a u vrstvy. Mizeme si zde vSimnout, ze ve sméru proti ose z od dipélu se obé pole
lisi tvarem ekvipotencial a ze se u vrstvy méni smér vektorového pole pomaleji.
V prostoru nad vrstvou maji pak obé pole podobny charakter.

Na Obrazcich az vidime prubéh ¢, e/ E, a E, (&} znac¢ime relativni
permitivitu prislusného prostredi, kde pusobi elektrické pole) v fezu p = 350 nm
(nemtzeme volit fez rovinou p = 0 nm, nebot by zde byla slozka E, nulova,
coz by nam o jejim prubéhu nic nefeklo). Na téchto krivkach si krom odlisnosti
pribéhu v obou geometriich (hlavné uvnitt vrstvy) vsSimneme, ze jsou vsechny
spojité, jak to pozaduji vazebné podminky.

Nakonec ve stejném fezu ukazujeme na Obrazku [1.9] velikosti vektoru elek-
trické intenzity |E|. Zde si muzeme vsimnout, ze v okoli maxima intenzity nad
vrstvou (okolo bodu z = 125 nm) je pole vrstvy silnéjsi nez pole poloprostoru,
coz bude vyvolané povrchovym nabojem na 0. |E| je méfitelnd veli¢ina, pii mé-
feni na vrstvé bychom tedy méli dostat silnéjsi signdl.

12
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Obrézek 1.4: Pole jednotkovych vektort intenzity elektrického pole dipolu u die-
lektrického poloprostoru s vyznacenymi ekvipotencidlnimi plochami.
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Obrazek 1.5: Pole jednotkovych vektori intenzity elektrického pole dipélu u die-
lektrické vrstvy tloustky d umisténé na substratu s vyznacenymi ekvipotencial-
nimi plochami.
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Obréazek 1.6: Pribéh potencidlu elektrického pole ve vzdalenosti 350 nm od osy
z pro dipdl u dielektrického poloprostoru a vrstvy na substratu.
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Obréazek 1.7: Pribéh radiadlni komponenty intenzity elektrického pole ve vzdéle-
nosti 350 nm od osy z pro dipdél u poloprostoru a vrstvy na substratu.
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Obréazek 1.8: Pribéh z-tové komponenty intenzity elektrického pole vynasobené
relativni permitivitou prislusného prostredi ve vzdéalenosti 350 nm od osy z pro
dipdl u dielektrického poloprostoru a vrstvy na substratu.
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Obréazek 1.9: Pribéh velikosti vektoru intenzity elektrického pole ve vzdalenosti
350 nm od osy z pro dipdl u dielektrického poloprostoru a vrstvy na substratu.
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2. Nelokalni odezva

Dosud jsme uvazovali jen to, ze dipdl u dielektrické vrstvy vytvari povrchové
naboje, které jsme reprezentovali ve formé zrcadlenych dipolia. V klasickém pribli-
zeni je tato tivaha v poradku, nicméné pokud vezmeme v ivahu kvantovou teorii,
dipdl zacne uvnitt dielektrika generovat navic objemové naboje, které poté ovliv-
nuji ndboje povrchové, coz vede ke zméné rozlozeni naboje ve vrstveé, atd. Pri
hledani rozlozeni elektrického pole v prostoru nam tak vznika self-konzistentni
problém, kdy je hledané pole na sobé zavislé (nelokdlni odezva). My k jeho na-
lezeni pouzijeme tivahu podobnou iterativnimu feseni Harteeho rovnic (viz napft.
Danis, 2019, s. 76). Nejdiive ale potfebujeme jeden piipravny vysledek.

2.1 Potencial kruznice v dielektrické vrstvé

Zacneme Tesenim rozlozeni potencidlu kruznice umisténé uvnitt dielektrické
vrstvy, coz se nam bude hodit pozdéji, az budeme chtit znat potencial, ktery vyvo-
lava objemovy naboj ve vrstveé, ktery musi byt ze symetrie problému na kruznici
se stfedem na ose dipélu konstantni. Podrobnéjsi vysvétleni bude poskytnuto
v dalsi kapitole.

N&s problém mutzeme formulovat podobné jako problém dipélu u dielektrické
vrstvy. Méjme kruznici o poloméru R s linedarni nabojovou hustotou A umisté-
nou na ose z v bodé —zy (souradny systém umistujeme stejné jako v minulém
problému, také znovu pouzivame vélcové souradnice) pod povrchem dielektrické
vrstvy o tloustce d a permitivité e5. Vrstva lezi na substratu o permitivité e3 a nad
vrstvou je prostfedi o permitivité ;. Ozna¢me opét prostiedi I, vrstvu II a sub-
strat 11, hranici mezi I a II jako 0; a hranici mezi II a III jako 0, (schéma situace

viz Obrazek .

2.1.1 Kruznice ve vakuu

Potencidl kruznice s vySe uvedenymi parametry v bodé (z,p) ve vakuu ozna-
¢ime v9(z,p, — 20,R,\) a mizeme ho vyjadiit jako (viz Ciftja a kol., 2009):

4

R
AR K (<p+z~z>p<(+>) (2.11)

UO(Zapa - ZO7R7/\) - - )
420 \[(p+ R)? + (2 + 2)?

kde €y je permitivita vakua a funkce K (m) znaci tplny elipticky integral prvniho
druhu definovany (viz napt. Beebe, 2017, s. 624):

K(m):/oﬂﬂ — ! a0, (2.1.2)

m2 sin?(6)
pro 0 < m < 1 s vlastnosti K(0) = 7/2 a lim,,,; K(m) = oc.

Pro derivovani budeme potrebovat jesté uplny elipticky integral druhého
druhu (viz napt. Beebe, 2017, s. 627):

E(m) = /Ow/2\/1 — m?2sin?(9) do.
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Obréazek 2.1: Schématicky nakres nabité kruznice v dielektrické vrstvé ve valco-
vych soutradnicich.

2.1.2 Kruznice v dielektriku

Ulohu budeme opét Fesit zrcadlenim pies hranice &, a dy. Z predchozich vy-
poctu jiz vime, jak vypadaji obrazy dipéla pii zrcadleni do dielektrik. My bu-
deme predpokladat, Ze nabité kruznice se chova stejné (vyuzijeme tedy koeficienty
(1.3:2)) a spravnost vypocti ovéiime dosazenim do podminek (1.1.3). Jedinou
zménou bude pouziti koeficient:

Tza = —Ta3, (213>

g = —To1,

protoze zdroj elektrického pole se tentokrat nachézi uvniti vrstvy, takze bude
vyvolavat opacny povrchovy naboj, nez kdyby se nachazela v prostredi nad povr-
chem. Koeficienty ¢t ponechame stejné, nebot nerozhoduji o polarité povrchového
naboje.

Pro vétsi prehlednost si jesté v dalsich vypoctech zavedeme pomocnou funkei:

K (Gt
Ko(z,p,20,R) = ((erR) Hzz0) ) . (2.1.4)
Vot R+ (2 = 20)?

Nejdrive kruznici odzrcadlime pres obé hranice tak, ze umistime kruznice se
stejnym polomérem do bodi 211 = zpa —z91 = —(2d — 2p) (viz. Obrézek 2.2)).
Zménu linearni hustoty naboje vyjadiime prenasobenim prislusnymi koeficienty
(1.3.2) a (2.1.4). Z minulé kapitoly jesté vime, Ze nova kruznice ptsobi pouze
v oblasti, ze které zrcadlime, ptivodni kruznice pak i v té, do které zrcadlime.
Celkovy potencidl V(z,p, — z9,R,A) ma po prvnim zrcadleni tvar (horni indexy
opét znadi prislusnou oblast ptisobeni):

o1 AR
VI = 21 Ke<z7p7 - ZOaR)7
e
7 _ AR —
v N e (Ke(27p7 ZO’R> + TlZKe(Z?p’Z(]’R)
2

+r32Ke(Z7pa - (2d - ZO)7R)) )
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Obrézek 2.2: Schématicky nédkres kruznic po prvnim zrcadleni s naznacenym pt-
sobenim v libovolnych bodech X, X a Xy postupné v oblastech I, IT a III.

t23)\R

TES

yHL — K(z,p, — 20,R).

Nyni jsme v situaci, kdy kruznice v oblasti I v bodé z;; zajistila splnéni hrani¢nich
podminek na 0y, ale porusuje tyto podminky na 0, proto ji musime odzrcadlit

podle 0, do bodu —z12 = —(2d + 2p). Ze stejnych divodi musime odzrcadlit
kruznici z 297 pres 0; do bodu z9; = 2d — zy. Vysledny potencial bude mit po
druhém kole zrcadleni tvar:
ty1 AR
VI = 2711'8 (Ke('z?pu - Zo,R) + T32K€(27:07 - (2d - ZO)vR)) )
1
17 AR
| e— P (Ke(z,p, — 20,R) + 112K (2,0,20,R) + 132K (2,0, — (2d — 20),R)
2
+ 119730 K (2,0, — (2d + 20),R) + r32m12Kc(2,p,2d — 29,R)) ,
tas AR
VIII = L (Ke(zapa - ZOaR) + TlZKe(Zapaz()aR)) :
TE3

Cimz jsme se dostali do stejné situace jako po konci prvniho kola zrcadleni, tedy
ze mame dvé nové kruznice (jedna v I a druhd v III), kde obé pusobi v II a kazda
z nich plni podminky na jedné hranici, ale na druhé je porusuje. Pfedchozi postup
muzeme proto iterovat. V kazdém kole vzniknou 2 kruznice, které budou umistény

v bodech:

z1j = 2(] — ].)d+ 20, —R9j = —(Q]d— Zo), pro ] S {1,2,} (215)
nebo:

25 = 2jd— 20, —R1; = —(2(] — 1)d+ ZQ), pI'Oj S {1,2,...}, (216)
kde kruznice umisténé v oblasti I1I pfispivaji do V! a V!, kruznice z I potom do
VII a VIII'

Jesté si z potencialu po predchozim zrcadleni v§imneme, ze ndm budou v ob-

lasti I, resp. III, dvé rfady funkci K., kde jedna bude prenasobend koeficienty 13,
a 712 se stejnymi exponenty a u druhé bude exponent r3o, resp. 112, 0 jedna vetsi.
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Oblast IT pak tvori soucet tad z obou oblasti. Kdyz toto nyni vime, mizeme
zapsat celkovy potencial:

tor AR )
Vi = 2;51 (ZT127‘32K( 0, — (27d + 2),R)

=0 (2.1.7a)
+ Z 7’327"12 7p7 (de - ZO)vR)) )
)\R .
Vi = (Z 7"127‘32K (2,0, — (2§d + 20),RR)
TEY j=1
Z 7’327'12 7p7 (2]d - ZO)aR)
(2.1.7b)
+ Z 7’{27’§2Ke(27/)>2jd - ZOuR)
=0
+ Z 7’327"12 (z,p,2jd + ZoyR)) )
tos AR .
yHE — 2;63 (Z 7"127’32K (2,p,2jd — 29, R)
7= (2.1.7¢)

+ Z rhyris 'K, (2,p,2jd + Zoﬁ)) .

Tento potenciédl predstavuje celkovy potencidl V' (z,p, — z9,R,\) nabité kruznice
uvnitt dielektrické vrstvy v celém prostoru.

2.1.3 Ovéreni vazebnych podminek a konvergence

Nyni musime ovérit spravnou volbu potencialu. Musime tedy otestovat, zda
plati podminky (1.1.3) a zda je potencidl spojity. Budeme potiebovat parcidlni
derivace (2.1.4) podle souradnic, které spoc¢itame s pouzitim programu Mathe-
matica:

4R
OK. _ ~(2 = 20)E (gt tteap)
(z,p,20,R) = , (2.1.8)
0z (R=p)*+ (2= 20)2) /(R+p)* + (2 — 20)’
OKe . oy — (B = * + (2 = 20)") E (grepite—ar)
a_ \*M*0, -
dp 2p (R = p)*+ (2 = 20)%) /(R + p) + (2 — )’
(2.1.9)
K (g
_ @)
20\/(R+ p)? + (2 — 20)°
U funkef (2.1.9) a (2.1.4) si vSimneme, Ze po dosazeni z = 0 jsou sudé ve tietim

argumentu a funkce (2.1.8]) je v tomto pfipadé ve tfetim argumentu lichd, coz se
nam bude hodit v dalsich vypoctech.
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P1i ovérovani podminek na 0y budeme dosazovat do (2.1.4)), (2.1.8)) a (2.1.9)
z = —d. Ve vsech téchto funkcich se prvni a tfeti argument vyskytuji pouze
v rozdilu. Dosazenim zy; z (2.1.5) a —zy; z (2.1.6) do (2.1.4]) dostaneme identitu:

Ko(—=dp.2(j — 1)d + 2,R) = K.(0,0,(2f — 1)d + z,R), (2.1.10)
K.(—dp, — (2(j — 1)d+ 2),R) = K.(0.p,(2j —3)d + z0,R),  (2.1.11)

podobné pro parcidlni derivace (2.1.8) a (2.1.9) a posloupnosti z; a —zs;.
Zacneme ovérovanim spojitosti. Argumenty p a R nyni nehraji roli, proto je
budeme pro ted ignorovat. Dosazenim z = —d do V! (ozna¢me VZ]) dostaneme:

AR [0 . . - )
[ (Z Marip Ko(0,(2) = 1)d + 20) +3_ riprly Ke(0,(2) = 1)d = 20)

TE2 j=1 7=1

+ 3"yl Ko (0,25 + 1)d — 20) + Z rhorla K (0,(2) + 1)d + z0)>

7=0 7=0

AR .
= ((1 + 732 27"12 7”32K (0,(25 + 1)d + 2)

TEY =0

+(1+732) D rhr{a Ko (0,(25 + 1)d — z0)>

j=0
2AR

— S rILyd ;
S A 1l Ko (0,(25 + 1)d + =
7T<€2+€3) (] ~ T2 T32 ( ( J ) 0)

+ Z TZ]’;QT{QKe(O?(Qj +1)d — ZO)) )

J=0

kde jsme v prvni rovnosti vyuzili vztahu (2.1.10) a (2.1.11) a vySe vysvétlené
sudosti funkce K. V posledni rovnosti jsme pak vyuzili rozpisu koeficienti (|1.3.2])

2 @13

Dosazenim do V! (ozna¢me V1) podobnymi tipravami dostaneme:

2\R ol
v — 715135 K (0,(25 + 1)d — =
7T(€2—|—€3) (]20 12732 ( (J ) 0)

Zr327“]+1 (0,25 + 1)d + zo)) :

Z &ehoz vidime, ze V1L = VI a proto potencial je spojity na Os.

Ze tvaru podminky a toho, ze (2.1.9) je pii z = 0 ve tretim ar-
gumentu také sudd, je zrejmé, ze vypocet by vypadal podobné, pouze bychom
v potencialech (2.1.7b)) a (2.1.7¢|) vymeénili K, za prislusnou derivaci. Tecna slozka
elektrické intenzity je tedy pfi prichodu pres 0y spojita.

Zbyva nam overit , dosadime tedy do z = -d ve druhé oblasti

11

v V. . ; .y ; T v vz
(oznacme —~*). Jediny rozdil oproti piedchozimu vypoctu je ten, Ze po vyuziti
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(2.1.10) a (2.1.11)) je funkce ve tietim argumentu licha, ¢imz dostavame:

oVt )\R .
8zd = p— ((1 — 32 27”12 rhy K, (0,(27 + 1)d + )
+(1 = 732) Y 1horo K (0,(25 + 1)d — ZO))
=0
2)\383

— s Oorj+1ereo,2'+1d+z
wea(ea 1 23) (]z_(:) 12 13K (0,(27 ) 0)

+3_ hort Ke(0,(2) + 1)d — Zo>> -

J=0

. , v . . ovIL . ... ,
Pii dosazeni do ({2.1.8)) ve tieti oblasti (oznacme —~*) lichost nevyuZijeme a vy-

pocet je stejny jako u dosazeni do ptvodni funkce, tedy:

oVl

_ Il
aZ — V_d .

7 téchto vypocti po vyndsobeni prisluSnymi permitivitami dostavame splnéni
posledni podminky: . .
ezav_d _ 638V_d ‘
0z 0z
Oveéfeni na 0; bychom provedli vypoctem pro z = 0 v (2.1.7a]) a (2.1.7b)), ¢imz
by ndm podobné jako vyse vysla spojitost a splnéni podminek ((1.1.3a)) a ([1.1.3c)).
Nakonec se jesté mtzeme ptat, zda sumy v konverguji mimo singularni
body 2 = =z a z = Zzy;. Funkce K, klesd v sumach monoténné k nule
(proto je omezend) a soucin r§27’{2 tvori konvergentni geometrickou fadu, proto
podle Abelova kritéria fady ve vyrazu pro potencial kruznice v dielektrické vrstve
konverguji (viz |Cerny a Pokornyl, 2021} s. 85).

2.2 TIterativni reseni

Nyni mtzeme pristoupit k vysetieni pole vyvolaného nelokalni odezvou vrstvy.
Na konci kapitoly 1.3 jsme dostali vyraz pro potencial pole dipdlu u vrstvy ¢ v lo-
kalni odezvé. Uvazujme nyni, Ze toto pole vyvolalo ve vrstvé objemovy naboj:

0q(z,p) = —52/ / 202 P02 )Y = —esP (2 p), (22.1)

kde P je nelokdlni kvantové-mechanicky operator hustoty naboje (vypocet pro
nanokrystal ve tvaru krychle provedli napiiklad (Ostatnicky a kol. (2018))) a znak
* pro integrovani pres ¢arkované souradnice jsme zavedli pro zkraceni zapisu.

Potencial vyvolany timto nabojem miizeme zapsat jako superpozici potencialii
poli kruznic uvnitt vrstvy:

©i(z.p) = —& /HV(z,p,zo,Ro)p*d)(Zé,Ré) dvj,
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kde jsme vyuzili toho, Ze v potencialu pole kruznice (2.1.7) je linearni nabojova
hustota pouze multiplikativni konstanta a lze ji vytknout z funkce..
Celkovy potencial elektrického pole méa potom tvar

pi(z.0) = ¢(z,p) + ¢i(2,p).
Vidime, ze se tim zménilo pole vyvolavajici objemovy naboj, mizeme tedy takto

pokracovat. V n-tém kroku bude mit potencidl pole vyvolané vrstvou tvar

Qoln(zap) = —¢&2 /H V('va?Zn—l?Rn—l)P*Qon—l(Z;Lfl? 1,171> dvn—h

do kterého mtzeme rekurzivné dosazovat predchozi ¢leny, dostaneme tak odezvu
vrstvy v n-tém kroku ve tvaru sumy:

n—1

ol (z,p) = Z(—ez)k“/ f’*/ V(' p 20, Ro) P % (2, RY) dV... AV
= 11 11
k+1 integrala

Potencial vysledného pole v nelokalni odezvé dostaneme jako limitu téchto vy-
razu:

e = o+ Z(—Eg)k+1/ P*/ V(' p 20, Ro) P s ¢(2),R)) dViy... dVi. (2.2.2)
= 11 11

Na —ey v této Tadé muzeme nahlizet jako na poruchovy parametr, diky kte-
rému kazdy dalsi ¢len fady dava mensi prispévek a fada proto bude konvergovat.
V dalsi kapitole poté uvidime, ze roli poruchového parametru miize prebrat i jind
veli¢ina.

Ke klasické elektrodynamice miizeme prejit nahrazenim operatoru P lok4lnim
Laplaceovym operatorem A:

o =+ (—en)H! /H A/HV(z,p,zo,Ro)Agb(zo,RO) AVp... dVi.
k=0

Klasicky v dielektriku ale dip6l negeneruje zadny naboj, coz znamenda, ze je ve
vrstvé splnéna Laplaceova rovnice

A¢ = 0,

proto je cely soucet nulovy a pole je rovno poli dipdlu u dielektrické vrstvy.
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3. Numerické vypocty

Na zavér chceme ovérit chovani potencidlu ([2.2.2]) vypoctem. Ziskat nelokéalni
kvantové-mechanicky operator P pro nasi vrstvu je obecné slozita tiloha presahu-
jici raAmec této prace, proto k vypoctu pouzijeme Drudeho model, ktery nam dava
lokélni vodivost, ¢im% ziskdme nenulovost sumy v diky rozloZeni volnych

vvvvvv

3.1 Metodika vypocti

Nasim cilem bude nyni ziskat schéma pro numerické vypocty. Vyjdeme z Dru-
deho modelu pro vodivost o(w,z,p) v bodé vrstvy (z,p), kdyz v ni ptsobi elektro-
magnetické pole o thlové frekvenci w (viz napf. Born a Wolf (1980, s. 625)):

pen(z,p)
1 —dwr’

o(w,z,p) = (3.1.1)
kde p je mobilita elektront, 7 je stfedni volna doba, e je elementarni naboj
a n(z,p) je hustota elektrontt v daném misté. Z toho poté mizeme podle definice
urcit komplexni permitivitu vrstvy:

By = eptiv (3.1.2)
w

Vyuzitim Ohmova zakona mtzeme spocitat proudovou hustotu j z piisobiciho
pole E:
j = oK,

z ¢ehoz dosazenim do rovnice kontinuity dostavame vztah elektrického pole a vo-
divosti k hustoté naboje dq:
9(dq)
V:-(oE) = ——=
(om) = -5,
kde t znac¢ime cas.

My budeme nyni pro jednoduchost provedeme zanedbéani ¢lenu V - E; pro-
toze bychom museli provadét operaci numerického Laplaceova operatoru, ktera je
numericky nestabilni a vypocty s ni jsou naroéné. V dalsich kapitolach budeme
diskutovat, jaky vliv to mé na vysledky vypocti. Dale vyuzitim pravidel toho, ze
pred aplikaci pole byla nabojova hustota v celé vrstvé nulova, dostaneme z rovnice

kontinuity vztah:
E-V
dq(w,z,p) = —i ‘. (3.1.3)
w

Odtud hned vidime tvar lokdlntho operatoru P

Plap ) = —id(z — )3(p— o) VLY.
EoW

kde §(z — 2') a 6(p — p’) znac¢i Diracovu delta. Roli poruchového parametru zde
tedy prebird vyraz i/w.
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My si nejdiive zvolime, Ze po aplikaci pole jsou elektrony homogenné rozlozené
(jedné se o vlastnost materidlu, proto ji muzeme volit):

n(z) = NH(=2)H(z+d),

kde N je homogenni hustota elektront a H(z) a H(z + d) jsou Heavisideovy
funkce definované jako:

H(2) 1 pro z >0,
A =
0 pro z < 0.

Pokud budeme chtit spocitat gradient funkce H(—z), dostaneme:
VH(-z) = —ngi(z),

kde ng je vnitini norméla roviny z = 0 (sméfujici do vrstvy). Obdobné pro
funkci H(z + d).

Dosazenim do (3.1.3) a (3.1.1) tak dostaneme explicitni vyraz pro hustotu
elektrického naboje pro homogenni rozlozeni elektroni:

1B, peN
w(l —iwT)

Sqlw.z) = — (6(2) +6(z +d)) . (3.1.4)

Dale nas bude zajimat tvar pole, kdyz zvolime Gaussovské rozlozeni elektronii ve

vrstve: . v (_(z N d/2)2
n(z) = 7@/4)\/% exp 72((1/4)2

kde N’ je normovaci konstanta a d je tloustka vrstvy. Kdyz z toho opét dosa-
dime do (3.1.3) a (3.1.1)), dostaneme rozlozeni ndboje pro nehomogenni hustotu
elektroni ve vrstve:

, _ ME peN' o (2 H+d)2N ((+d)2) N 8(s
W)= I iy ( 2(d 1) )( GO ?3d1)>5)

V realnych experimentech Spicka mikroskopu kmité, diky ¢emuz dochazi k demo-
dulaci signalu, a nas pak zajimaji vyssi harmonické frekvence, které odpovidaji
odezvé vrstvy na pole rozptylené hrotem.

Abychom se tedy priblizili realité, bude nas zajimat velikost prumétu odrazené
elektrické intenzity do sméru kmitani hrotu (v nasem piipadé tedy z-tovou slozku)
v zévislosti na frekvenci vinéni. Ze zdrojového pole ¢ v ([2.2.2)) proto odecteme
puvodni dipélovy ¢len (pole rozptylené hrotem) a nechdme pouze zrcadlené ¢leny
(v samotné integralni sumé tento ¢len ale musime ponechat). Prakticky budeme
pocitat potencial pole nad a pod bodem, kde je umistén zdrojovy dipdl, a poté
provedeme numerickou derivaci ve sméru z.

K vypoctu sumy pouzijeme metodu konecnych prvki, kde mtizeme s vyhodou
vyuzit, ze pro predem urcenou mrizku nam staci pouze jednou vypocitat potencial
elektrického pole kruznice ve vrstvé (pro vSechny body miizky, ale zaroven i pro
vSechny poloméry a stfedy) a ze dalsi ¢len fady dostaneme pusobenim P na
predchozi a integraci, ¢cimz se vypocet kazdého dalsiho ¢lenu rady redukuje pouze
na prvkové nasobeni matic a numerické integrovani. Jako zastavovaci kritérium

) H(—2)H(z +d),
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sumy pouzijeme parametr &, ktery predstavuje pocet platnych mist, na kolik se
lis1 posledni dva prispévky. Také budeme chtit, aby se secetlo alespon 5 prvnich
¢lentt a maximalné 30 ¢lent (abychom zamezili nekoneénym cyklim). VSechny
simulace jsme pak kvili jejich pocetni a casové narocnosti spoustéli s vyuzitim
kapacit MetaCentra.

Vypocet budeme chtit vztahnout k aktualnim experimenttim THz spektrosko-
pie  na  polovodicovych  nanostrukturdch, proto  parametry  pro
(3.1.1) pripodobnime k tém, které pouzili v praci Ostatnicky a kol| (2018) na
nanostrukture GaAs.

Berme tedy mobilitu elektrontt g = 10* em?V~!s7!, stfedni volny das
7 = 270 fs, homogenn{ hustotu elektrondt N = 10! cm™3 a N’ = 10" cm—2
(pouzivame o Tad vyssi hustotu nez ve zminované praci, aby byla ve vypocétech
dobfe vidét spektralni zavislost pocitaného elektrického pole), polomér hrotu

a = 40 nm a jeho relativni permitivitu e = 4, relativni permitivitu prostfedi
el = 1, vrstvy ell = 13,7 a substratu e//f = 11,7. Velikost pfichdzejictho
pole nastavime na Fy = 1 V/m. Dipdl pak umistime do vysky z, = 50 nm.

Tloustku vrstvy d budeme ménit

3.2 Homogenni rozlozeni elektront

Nejdrive provedeme vypocet elektrického pole za predpokladu, ze jsou elek-
trony ve vrstvé homogenné rozmistény. Zde vyuzijeme toho, ze se k vysledku
muzeme dostat dvéma pristupy, ¢imz ovérime spravnost naseho modelu.

Numerickym vysledkem zde nazveme intenzitu elektrického pole, kterou ur-
¢ime numerickym sectenim ([2.2.2), kde hustotu ndboje budeme u kazdého ¢lenu
urcovat pomoci (B8.1.4)). Analytickym vysledkem pak nazveme intenzitu elektric-
kého pole, kterou ziskame sec¢tenim bez zdrojového dipdlu, kde za €5 dosa-
dime komplexni permitivitu vypoctenou z (3.1.1)) a (3.1.2]). Vysledky vypocitané
témito dvéma zpusoby by se potom mély shodovat.

Pro zacatek jsme urcili primét do sméru z intenzity elektrického pole v misté
dipélu (zna¢ime Re(E,) redlnou a Im(E,) imagindrni ¢ast) pro vrstvu tlustou
d = 30 nm na mfizce se 125 body ve sméru p a 30 body ve sméru z (viz Obrazek
pro frekvence v od 0,4 do 3 THz. Na Obrazku potom ukazujeme velikost
tohoto priumétu (znac¢ime |F,|) pro zminované parametry vypoctu.

Déle jsme urcili velikost prumétu intenzity elektrického pole do osy z pro
vrstvu s d = 50 nm na hrubsi miiZce se 125 body ve sméru p a 30 body ve sméru
z a jemnéjsi mrizee se 135 body ve sméru p a 50 body ve sméru z (viz Obrazek
pro frekvence v od 0,4 do 1,7 THz. Pro nazornost jsme jesté pro tuto tloustku
vynesli na Obrazku [3.4] velikost rozdilu analytického |E,| a numerického vysledku
|E| na obou miizkach.

Diskutujme nejdrive porovnani numerickych a analytickych vysledki. VSechny
vypoctené spektralni zavislosti maji spolecné to, ze s rostouci frekvenci dochéazi
k lepsim shodam. Abychom toto vysvétlili, musime si uvédomit, ze kdyz prova-
dime vypocet pro vyssi frekvence, tak klesa poruchovy parametr, proto dalsi ¢leny
rady maji na vysledek mensi vliv (a fada navic rychleji konverguje). To se pro-
jevi v presnosti vypoctu, nebof v kazdém kroku provadime numericky nestabilni
operaci derivace, kterd nam do procesu vnasi numerické chyby.
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Tento efekt je dobfe vidét na Obrazcich a 3.4 kde pro jemnéjsi miizku
dochézi k lepsi shodé, nebot vice bodii mrizky znamena lepsi presnost derivaci. Na
Obrazku [3.1]je navic vidét, ze u imagindrni éasti pro frekvence nizsi nez asi 1 THz
dochazi k velkym rozdilim. Zde zfejmé navic bude hrat roli fakt, ze imagindrni
slozka je o Tad mensi nez realnd, proto zde probiha odecitani a déleni malych ¢isel
a miuze dochézet k tzv. cancelaci.

Rozdily v presnostech zévislosti na obou vrstvach na Obrazcich [3.2]a[3.3]si pak
muzeme vysvetlit tim, ze ackoliv se tloustka vrstvy zvétsila skoro dvojnasobné,
tak pocet bodi mrizky je prakticky stejny.

Podivejme se jesté na vliv zanedbaného ¢lenu oV - E v 3.1.3] Na Obrazku
vynasime pomér uvazovaného a pouzitého clenu z rovnice v bodé
z = 0nmap = 0,01 nm vypocitané z analytického feSeni pro obé tloustky vrs-
tev. Vidime zde, Ze zanedbany ¢len je asi o fad nizsi a ve sledovaném spektralnim
oboru je podil maximalni asi pro v = 0,4 THz.

Pro obé vrstvy se pak pomér méni pouze v radu nékolik setin. Jelikoz se ale
numerické a analytické vysledky shoduji ve vyssich frekvencich dobre, mtizeme
tak fict, ze rostouci nepresnost s klesajici frekvenci je zptsobena zanedbanim
¢lenu minimalné a chybu tak mtzeme prisoudit spise uvazovanym numerickym
efekttim a diskretizaci problému.

Obrafme se nyni na samotny prubéh ktivek. Staci se nam divat pouze na pri-
béh analytickych vysledkt, kde z Obrazku [3.2)a[3.3] vidime, Ze se obé kiivky shora
pfiblizuji k hodnoté, ktera odpovidd intenzité pii redlné permitivité e/ = 13,7.
Zéaroven je ziejmé, ze intenzita pocitaného pole slabsi vrstvy je trochu silnéjsi.

Dosazenim pro homogenni rozlozeni naboje do [3.1.2] mtizeme explicitné
napsat redlnou a imaginarni ¢ast permitivity vrstvy:

s (5 ,ueTN>+, peN
= — i )
2 2 w22 w(l + w?7?)

Zde vidime, zZe silnéjsi spektralni zavislost bude vykazovat imaginarni ¢ast kom-
plexni permitivity (rychleji roste s klesajici frekvenci), coz vyvolava vétsi kontrast
permitivit mezi vrstvou a prostredim, resp. substratem. V dusledku cehoz, jak jiz
vime z predeslych kapitol, vyvoldva vrstva silnéjsi pole (ze vzorce . Vysvét-
leni vyssi intenzity pole slabsi vrstvy pak mizeme vidét na Obrazku[1.9] kde jsme
v kapitole 1.5 popsali, jak nad vrstvou vzniké silnéjsi pole nez nad poloprosto-
rem (tedy i nez nad silngjsi vrstvou) diky nahromadénym vazanym povrchovym
nabojum na hranici se substratem.
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Obrézek 3.1: Porovnani imaginarni a realné ¢asti analytického a numerického vy-
sledku primétu do osy z intenzity elektrického pole v misté dipélu prod = 30 nm
a mrizku se 125 body ve sméru p a 30 body ve sméru z.
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Obrazek 3.2: Porovnani velikosti analytického a numerického vysledku primétu
do osy z intenzity elektrického pole v misté dipolu pro d = 30 nm a mrtizku se
125 body ve sméru p a 30 body ve sméru z.
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Obrézek 3.3: Porovnani analytického a numerického vysledku velikosti priamétu
do osy z intenzity elektrického pole v misté dipélu pro d = 50 nm pro jemnéjsi
mrizku se 125 body ve sméru p a 50 body ve sméru z a hrubsi miizku se 125

body ve sméru p a 30 body ve sméru z.
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Obréazek 3.4: Rozdil analytického vysledku |E,| a numerického vysledku |E,,| pru-

métu do osy z intenzity elektrického pole v misté dipdlu pro d =

50 nm pro

jemnéjsi miizku se 125 body ve sméru p a 50 body ve sméru z a hrubsi mrizku
se 125 body ve sméru p a 30 body ve sméru z.
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Obrazek 3.5: Spektralni zévislost poméru pozitého ¢lenu z (3.1.3) E - Vo a za-
nedbaného c¢lenu oV - E vypocitany z analytického feseni v bodé z = 0 nm
ap = 0,0l nmprod = 30nmad = 50 nm.
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3.3 Nehomogenni rozlozeni elektront

N&s numericky pristup, kde vyuzivame vzorce , nam nyni umozni pro-
vést vypocet pri nehomogennim rozlozeni elektronti ve vrstvé. My si zvolime
Gaussovské rozlozeni, kde jsme si odvodili z Drudeho modelu, ze hustota naboje
bude mit tvar (3.1.5)).

Pro 4 tloustky vrstev tedy spocitdme spektralni pribéh E, pro frekvence
v od 0,2 do 3 THz. Na Obrézku [3.6 uvadime redlnou ¢ast vysledku, na Obrazku
imaginarni c¢ast vysledku a na Obréazku [3.8| ukazujeme vyslednou absolutni
hodnotu |F,|. Nakonec jesté na Obrazku vykreslujeme spektralni pribeh pa-
rametru £ v semilogaritmické stupnici.

Podivejme se nejdiive kratce na presnost vypocti. Zde je jiz nemtzeme porov-
nat s jinymi a ovéfit tak jejich platnost. Nicméné z Obrazku [3.9]je jasné, Ze stéle
plati, Ze se numericka presnost zlepsuje s rostouci v a také s tloustkou vrstvy. My
jsme opét na vypocty pouzili mrizku se 125 body ve sméru p a 30 body ve sméru
z, coz nam ve vyneseném spektralnim rozsahu dalo pomérné rozumné vysledky:.
Pro nizsi frekvence uz byly znatelné chyby, proto tyto hodnoty intenzity pole
neuvadime.

I zde se mtzeme ptat na vliv zanedbani oV - E v rovnici . V minulé pod-
kapitole jsme ukazali, Ze na pribéh zavislosti s homogennim rozlozenim elektronti
ma veétsi vliv rozmér pouzité mrizky, nez zanedbany ¢len. Zde se situace kompli-
kuje, protoze jsou pritomny i objemové naboje. V prvnim ¢lenu rady ma
ale ¢len V - E vyznam vazanych objemovych naboju ve vrstvé pokud zde ptsobi
pole dipdlu, ty se tam ovsem nevyskytuji, a tak do prvniho ¢lenu sumy V - E ne-
prispiva. Na tvar kiivky tak bude mit minimalni vliv, protoze prvni ¢len sumy je
dominantni a dalsi jdou rychle k nule kvili rychlému poklesu poruchového para-
metru. Pro nase tcely, kdy nés zajima hlavné modulace kiivek, je tak aproximace
stale vhodna.

Co se tyka samotnych prubéhi, tak na rozdil od pripadu s homogennim roz-
lozenim elektronii ve vrstvé neni nyni spektralni zavislost monoténné klesajici,
ale intenzita pole klesa az do urcité frekvence, odkud zacne opét rust (u redlné
¢ast je to naopak) a priblizovat se k hodnoté, kterou bychom dostali pfi redlné
permitivité vrstvy €,. Tento efekt je vice znatelny u realné ¢asti nez u imaginarni.
Navic u silngjsich vrstev dochédzi k prohloubeni vzniklého minima (u redlné ¢sti
se zvySuje maximum) a jeho posunu k nizsim frekvencim.

VySe popsany jev se miizeme pokusit vysvétlit analyzou konvergence a sumy
. Nejdrive si uvédomime, ze konvergence zavislosti ke spektralné nezavislé
hodnoté je dusledek klesajiciho poruchového parametru i /w, takze prispévek sumy
v [2.2.2] je maly oproti poli dipélu u vrstvy.

Klesajici ¢ast krivek miizeme vysvétlit stejné jako klesani v predchozi kapitole.
Také jsme uvedli, ze pokud zvétsime tloustku vrstvy, tak mizeme cekat pokles
odrazeného signalu, coz objasnuje, proc s rostoucim d vznikaji hlubsi minima.

Jelikoz zde ale nyni zapocitavame i objemovy naboj, tak se projevi i dalsi
efekt, ktery je vidét na Obrazku [I.§ a [I.9] Uvnitf vrstvy je pole tlumené vlivem
vyssi permitivity nez ma okoli, jak ale klesa kontrast permitivit, tak zaroven klesa
i tlumeni, coz zplisobuje vyssi hustotu elektront (3.1.5).

Mame tedy dva pusobici efekty, které souvisi s tim, ze s rostouci frekvenci
klesa kontrast permitivit mezi vrstvou a prostfedim, resp. substratem., kde jeden
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zpusobuje zeslabeni signalu nad vrstvou a druhy zesileni pole ve vrstveé, coz zpiso-
buje silnéjsi odezvu volnych naboji. V jistém bodé pak tato odezva dokaze vyrov-
nat ztratu zptisobenou poklesem hustoty vazanych povrchovych naboji. V tomto
misté vznikd minimum.

Odtud uz odezva elektronti roste rychleji nez klesa odezva vazanych nabojt,
tudiz dochazi k zesileni, ale jelikoz jde imaginarni ¢ast komplexni permitivity
k nule, tak intenzita elektrického pole zdola konverguje k frekvencéné nezavislé
hodnoté.

Tyto tvahy ovSem znamenaji, ze nemonoténni prubéh kiivek neni zpiisobeny
tvarem rozlozeni elektroni [3.1.5] nybrz vlastnostmi budiciho pole pole u vrstvy
1.3.13] a tim, Ze uvazované rozlozeni je nehomogenni, v disledku éehoz vzniké
objemovy naboj. Zopakovali jsme tedy vypocet pro tloustku vrstvy d = 30 nm
s kvadratickym rozlozenim naboje

!/
n(z) = 6C]l:\3[22H(—z)H(z—l—d),

které se kvalitativné znacné 1isi od pouzitého Gaussovského prubéhu. Vysledky
porovnavame na Obrazku [3.10] Zde vidime, Ze v uvazovanych frekvencich maji
obé krivky podobnych charakter a minima vii¢i sobé nejsou znatelné posunuta.
Ktivka kvadratického pribéhu konverguje k limitni hodnoté pomaleji a mé hlubsi
minimum, nicméné to jsme mohli cekat, nebot je ve vypoctu pritomno vice po-
vrchovych nabojt, které maji za nasledek vétsi pokles intenzity pole s rostouci
frekvenci pusobiciho pole.

Zmeénili jsme tak razantné charakter rozlozeni naboje, ale kvalitativni pribéh
zavislosti se zménil v rdmci ocekavani, coz potvrzuje, ze nase tivahy o tom, ze mo-
dulace krivek je zptusobend klesajicim kontrastem permitivit by mohly odpovidat
realité.
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Obréazek 3.6: Redlna ¢ast primétu do osy z intenzity elektrického pole v misté
dipélu pro ¢tyti tloustky vrstvy pii Gaussovském rozlozeni volnych elektront.
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Obrazek 3.7: Imaginarni cast prumétu do osy z intenzity elektrického pole v misté
dipolu pro ¢tyti tloustky vrstvy pri Gaussovském rozlozeni volnych elektront.
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Obrézek 3.8: Velikost primeétu do osy z intenzity elektrického pole v misté dipé6lu
pro ¢tyti tloustky vrstvy pii Gaussovském rozlozeni volnych elektronti.
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Obrazek 3.9: Spektralni zavislost parametru vypoctu & (relativniho rozdilu dvou

poslednich ¢lentt sumy) v semilogaritmické skale pii Gaussovském rozlozeni vol-
nych elektroni.
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Obrazek 3.10: Porovnani spektralnich zavislosti velikosti primétu do osy z in-

tenzity elektrického pole v misté dipolu kvadratického a Gaussovského prabéhu

hustoty volnych elektront ve vrstvé pti d = 30 nm.
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Z.aver

Na zékladé modelu dipoélu u dielektrického poloprostoru, ktery ve své praci
prezentuji Knoll a Keilmann! (2000)), jsme odvodili vztah pro elektricky potenciél
a elektrickou intenzitu dipélu u dielektrické vrstvy na substratu, ktery miizeme
pouzit pro matematické modelovani v SNOM experimentech s THz zarenim.

Déle jsme ukazali, jak odvozené vztahy v rtznych limitach prechazeji v pt-
vodni vzorce. Pro pristup s vrstvou i poloprostorem jsme poté provedli vypocet
s parametry redlného experimentu s tenkou vrstvou SiOs nanesenou na substratu
Si a srovnali jsme kvalitativni pribéhy jejich poli. Jeden dilezity zavér, ktery jsme
z toho vypoctu dostali je ten, ze ackoliv nas model predpovida slabsi elektrické
pole uvnitt vrstvy, tak vlivem nahromadénych povrchovych naboji na hranici
substratu a vrstvy je potom signal nad vrstvou zesileny.

Nésledné jsme se zamérili na hledani elektrického pole vyvolaného nelokélni
odezvou vrstvy. Celd tloha byla symetricka viici otoceni kolem osy z, proto jsme
zapocali vypoctem potencialu elektrického pole homogenné nabité kruznice uvnitr
dielektrické vrstvy, kterd je zakladnim rotac¢né symetrickym nosi¢em nabojem.
Zde jsme vyuzili poznatki z predchozich vypoc¢tl. Poté jsme pouze ovérili splnéni
okrajovych podminek.

Déle jsme iterativné odvodili vztah pro potencial elektrického pole dipdlu
vrstvy pri zapocitané nelokdlni odezvé ve formé integrélni fady s poruchovym
parametrem. Stézejnim bodem tohoto vysledku je kvantové-mechanicky operator
hustoty naboje P. Jeho urcenf je vSak nad rdmec této prace. Kdyz jsme tedy
chtéli provést vypocty na zékladé tohoto vzorce, museli jsme zvolit alternativni
postup.

Vyuzili jsme Drudeho modelu a stacionarni rovnice kontinuity. Tak jsme do-
stali tvar lokalniho operatoru P, ¢imz jsme zatim provedli pouze vypocty lokalni
odezvy v pritomnosti volného naboje.

Jako parametry samotného vypoctu jsme zvolili takové, které sedi na polo-
vodi¢ GaAs, ktery se aktualné v experimentech vyuziva. Zkoumali jsme nejdrive
odezvu pri nehomogennim rozlozeni volného nédboje, kde jsme méli moznost srov-
nat vypoc¢ty z naseho modelu s vypocty analytickymi. Ukazali jsme také, Ze ne-
shody v téchto dvou pristupech jsou zptusobeny numerickymi nepresnostmi a nas
model tak v tomto sméru dava dobré vysledky.

Daéle jsme presli k situaci, kdy jsou elektrony ve vrstvé Gaussovsky rozlozené.
Zde jsme provedli vypocty pro vrstvy o tloustkach 30 az 90 nm. Z vysledki
jsme vycetli dva pusobici efekty: s rostouci frekvenci klesd kontrast permitivit,
v disledku ¢ehoz roste intenzita pole ve vrstvé a zaroven klesd intenzita pole nad
vrstvou vyvolana hromadénim povrchového vazaného naboje. Toto ma pak za
nasledek vznik minima a nemonoténnost.

Pro realné pouziti naseho modelu je v budoucnu potieba urcit tvar operatoru
P pri nelokalni odezvé. Také musime zminit, ze je cely nas model zalozeny na
PDM, ktery trpi na urcité znamé nedostatky. Nicméné pri numerickych vypoctech
potom neni problém vyuzit IPDM, ktery metodou koneénych prvkil dokaze vzit
v uvahu i tvar hrotu mikroskopu. Popripadé muzeme uvazit, ze tvar poruchové
rady neni zavisly na tvaru zdrojového pole vytvoreného hrotem, proto dipdlovy
model muze nahradit naptiklad i model elipsoidu (kone¢ného dipé6lu) pro vrstvu.
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