
Univerzita Karlova v Prahe

Matematicko-fyzikálna fakulta
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tické analýzy
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Diferencovatel’nost’ lipschitzovských funkcíı

Motivácia prečo skúmat’ Γ-nulové množiny vychádza z problematiky fréchetov-
skej diferencovatel’nosti lipschitzovských funkcíı na nekonečne dimenzionálnych
Banachových priestoroch. Preto o nej v krátkosti pohovoŕıme v tejto úvodnej
kapitole.

Už od roku 1919 je známe nasledujúce tvrdenie [1, str. 103-106].

Veta 1 (Rademacher). Nech f : Rn → R je lokálne lipschitzovská funkcia, potom
f je diferencovatel’ná v každom bode, až na množinu nulovej lebesgueovej miery.

Vzhl’adom na to, že lebesgueovsky nulové množiny tvoria netriviálny σ-ideál,
tak vieme nájst’ spoločný bod diferencovatel’nosti pre spočetne vel’a lipschitzov-
ských funkcíı. Prirodzená otázka je, či je možné podobné tvrdenie formulovat’

aj v obecneǰsom kontexte Hilbertových, popŕıpade Banachových priestorov.
Najprv si muśıme ujasnit’, čo presne v tomto kontexte mysĺıme diferencova-

tel’nost’ou.

Defińıcia 2 (Fréchetova derivácia). Nech (V, ||·||V ) a (W, ||·||W ) sú normované
vektorové priestory a U ⊂ V je otvorenou podmnožinou priestoru V . Funkciu
f : U → W nazveme fréchetovsky diferencovatel’nou v bode x ∈ U , pokial’ existuje
obmedzený lineárny operátor A : V → W taký, že

lim
h→0

||f(x+ h)− f(x)− A(h)||W
||h||V

= 0.

Tento lineárny operátor je určený jednoznačne, budeme ho značit’ f ′[x] a nazý-
vat’ Fréchetova derivácia funakcie f v bode x.

Poznámka. Rovno si môžeme všimnút’, že pre n,m ∈ N, ked’ V = Rn a W = Rm,
tak ide presne o defińıciu totálneho diferenciálu v bode x. Ten budeme značit’

Df [x].

Pre Hilbertove priestory sa Davidovi Preissovi a Joramovi Lindenstraussovi
podarilo dokázat’ nasledujúcu vetu [2, str. 263].

Veta 3. Nech G je neprázdna otvorená podmnožina Hilbertovho priestoru, potom
každá dvojica f, g reálnych lipschitzovských funkcíı má spoločný bod fréchetovskej
diferencovatel’nosti.
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Pre obecneǰsie, no technickeǰsie tvrdenie pozri [2, str. 263]. Vystala prirodzená
otázka, či je možné nájst’ spoločný bod diferencovatel’nosti pre l’ubovol’ný konečný,
popŕıpade spočetný počet reálnych lipschitzovských funkcíı. Pokial’ by sa, po-
dobne ako v Rademacherovej vete, podarilo nájst’ taký netriviálny σ-ideál, že
každá lipschitzovská funkcia je diferencovatel’ná v každom bode, až na body to-
hoto σ-ideálu, tak by sme dosiahli daný výsledok. Γ-nulové množiny sa ukázali,
aspoň pre niektoré priestory, ako vhodný σ-ideál [2, str. 114].

Veta 4. Nech (B, ||·||) je Banachov priestor so separabilným duálnym priesto-
rom. Potom každá reálna lipschitzovská funkcia f z otvorenej množiny G ⊂ B je
fréchetovsky diferencovatel’ná v každom bode G, až na Γ-nulovú množinu, práve
vtedy, ked’ je každá σ-pórovitá množina Γ-nulová (pre defińıciu σ-pórovitosti poz.
[2, str. 10]).

Napŕıklad priestor c0 a jeho podpriestory, či priestor C(K), kde K je spočetný
kompakt, túto vlastnost’ majú [2, str. 114].

V tejto bakalárskej práci sa budeme venovat’ vlastnostiam Γ-nulových množ́ın
a vlastnostiam štruktúr, ktoré sú relevantné pri ich konštrukcii. Bakalárska práca
sa primárne opiera o článok od Jorama Lindenstraussa a Davida Preissa On
Fréchet differentiability of Lipschitz maps between Banach spaces [3].

V zvyšku úvodu sa budeme venovat’ pripomenutiu niektorých klasických vý-
sledkov a značenia, ktoré budeme v texte použ́ıvat’.

V druhej kapitole, podl’a článku [3], zavedieme Γ-nulové množiny. Pri ich de-
fińıcii zohráva dôležitú rolu istý priestor funkcíı, na ktorého vlastnosti sa tiež
v tejto kapitole bližšie pozrieme. Špeciálne si ukážeme, že tento priestor je úplne
metrizovatel’ný, čo priamo nepreberáme z literatúry.

V tretej kapitole si ukážeme, že Γ-nulové množiny tvoria netriviálny σ-ideál
a dobudujeme sa ku tvrdeniu o vzt’ahu Γ-nulových a lebesgueovsky nulových
množ́ın v Rn.

1.2 Štandardné defińıcie a vety

Defińıcia 5. Nech A je množina, potom P(A) budeme značit’ množinu všetkých
podmnož́ın množiny A a nazývat’ potenčnou množinou.

Defińıcia 6. Otvorenú gul’u o strede x a polomere r v Rn budeme značit’ Un(x,r)
a Sn−1(x,r) bude značit’ sféru. Pokial’ (X, ρ) je metrický priestor, tak UX(x, r)
bude značit’ otvorenú gul’u vzhl’adom k pŕıslušnej metrike a s pŕıslušným stredom
a polomerom, podobne SX(x, r) bude značit’ sféru. V pŕıpade, že neuvedieme stred
a polomer, tak predpokladáme, že stred je bod 0 a polomer je 1.

Defińıcia 7. Nech {(Xi,Si)}∞i=1 je postupnost’ priestorov opatrených σ-algebrami
Si. Potom pre n ∈ N definujeme×n

i=1
Si ako najmenšiu σ-algebru obsahujúcu

množiny
{A1 × · · · × An; ∀i ∈ {1, . . . ,n} : Ai ∈ Si}.

Takto vytvorenú σ-algebru budeme nazývat’ súčinom σ-algebier Si, i ∈ {1, . . . ,n}.
Pre n = ∞ definujeme×∞

i=1
Si ako najmenšiu σ-algebru obsahujúcu množiny
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n k×
i=1

Ai ×
∞×

i=k+1

Xi; k ∈ N,∀i ∈ {1, . . . , k} : Ai ∈ Si

o
.

Podobne túto σ-algebru budeme nazývat’ súčinom σ-algebier Si, i ∈ N.

Pre n ∈ N budeme λn značit’ n-rozmernú Lebesgueovu mieru. Pre konečný
súčin mier poz. [4, str. 144]. Ďalej budeme potrebovat’ aj jej nekonečne rozmernú
obdobu. Na jej existenciu potrebujeme nasledujúcu vetu [4, str. 157].

Veta 8 (O existencii súčinovej miery). Nech {(Xi,Si, µi)}∞i=1 je postupnost’ pries-
torov s mierou splňujúcich µi(Xi) = 1. Potom existuje práve jedna miera µ, defi-
novaná na σ-algebre S =×∞

i=1
Si taká, že ak A ∈×n

i=1
Si, pre n ∈ N l’ubovol’né,

tak

µ(A×
∞×

i=n+1

Xi) = (µ1 × · · · × µn)(A).

Miera µ sa nazýva súčinovou mierou mier µi, i ∈ N. Budeme ju d’alej značit’

µ =
N∞

i=1 µi. Priestor s mierou

∞×
i=1

Xi,
∞×
i=1

Si,
∞O
i=1

µi

je súčinom daných priestorov s mierou.

V texte budeme použ́ıvat’ väčšie množstvo rozličných noriem. Štandardneǰsie
z nich zavádza nasledujúca defińıcia.

Defińıcia 9.

• Zobrazenie ||·||∞ : Rn×n → R, definované ako ||A||∞ = max
i,j∈{1,...,n}

|ai,j|, bu-

deme nazývat’maximovou normou. Podobne budememaximovú normu uva-
žovat’ na priestore Rn a budeme ju značit’ rovnako.

• Nech L(X,Y ) predstavuje priestor spojitých lineárnych zobrazeńı z pries-
toru X do priestoru Y . Normou ||·||L(X,Y ) : L(X,Y ) → R mysĺıme normu

||f ||L(X,Y ) = supx∈UX
||f(x)||Y . Pokial’ X nie je jednobodovým priestorom,

tak dané zobrazenie je zhodné so zobrazeńım supx∈SX
||f(x)||Y .

• Pre n ∈ N, normou ||·||e mysĺıme euklidovskú normu na priestore Rn.

Defińıcia 10. Nech ||·||1 a ||·||2 sú normy na vektorovom priestore X. Pokial’

existujú č́ısla a, b > 0 také, že pre každé x ∈ X plat́ı

a · ||x||1 ≤ ||x||2 ≤ b · ||x||1 ,

tak o pŕıslušných normách povieme, že sú ekvivalentné.

Veta 11 (O ekvivalencii noriem). Ak X je konečne dimenzionálny vektorový
priestor, tak sú na ňom každé 2 normy ekvivalentné.

Pre dôkaz pozri [5, str. 75].
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Defińıcia 12. Nech X je množina a A ⊂ X. Potom funkcia 1A(·) : X → R
je definovaná ako

1A(x) =

(
1 ak x ∈ A,

0 inak.

Danú funkciu nazývame charakteristickou funkciou množiny A.

Defińıcia 13. Nech (X, ρ) a (Y, σ) sú metrické priestory a nech M ⊂ {f : X →
Y }, d’alej nech a ∈ X. Potom povieme, že funkcie množiny M sú rovnako spojité
v bode a, pokial’ plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ M ∀x ∈ X : ρ(x,a) < δ =⇒ σ(f(x), f(a)) < ε.

Ďalej povieme, že sú rovnako spojité, pokial’ sú rovnako spojité v každom bode
a ∈ X.

Defińıcia 14. Nech X je množina, (Y, σ) je metrický priestor a pre všetky n ∈ N
je fn : X → Y zobrazenie. Potom o postupnosti {fn}∞n=1 povieme, že je rovno-
merne cauchyovská, pokial’ plat́ı

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n,m ∈ N ∀x ∈ X : n,m > n0 =⇒ σ(fn(x), fm(x)) < ε.

Lema 15. Nech φ : Un → Rn je spojité zobrazenie spĺňajúce, že pre každé x ∈
Sn−1 je ⟨φ(x), x⟩ ≥ 0. Pričom ⟨·, ·⟩ : Rn × Rn → R je skalárny súčin na Rn.
Potom existuje y ∈ U také, že φ(y) = 0.

Pre dôkaz pozri [6, str. 53]. My budeme použ́ıvat’ jednoduchý dôsledok.

Dôsledok 16. Nech φ : Un → Rn je spojité zobrazenie spĺňajúce, že pre každé
x ∈ Sn−1 je ⟨φ(x), x⟩ > 0. Potom existuje y ∈ U také, že φ(y) = 0.

Dôkaz. Všimnime si, že sme zosilnili predpoklady, takže záver Lemy 15 plat́ı. Exis-
tuje teda y ∈ U také, že φ(y) = 0. Pre spor predpokladajme, že y ∈ ∂U = Sn−1,
potom ⟨φ(y), y⟩ = ⟨0, y⟩ = 0. To nám dáva spor, vd’aka tomu existuje y ∈ U tak,
že φ(y) = 0.

k
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Kapitola 2

Defińıcia Γ-nulovej množiny

2.1 Defińıcia Γ-nulovej množiny

V tejto sekcii zavedieme Γ-nulové množiny a pojmy k tomu potrebné. De-
fińıcia priamo vychádza z článku [3]. V sekcii sa jej oproti zdroju budeme venovat’

o niečo podrobneǰsie. Napŕıklad oveŕıme, že pseudometriky generujúce topológiu
priestoru funkcíı Γ(X) sú naozaj pseudometriky.

Defińıcia 17. Ako nosnú množinu si vol’me T = [0,1]N a postupne na nej za-
ved’me:

• Mieru. Uvažujme postupnost’ {([0,1],B([0,1]), λ1↾[0,1])}∞i=1. Potom, podl’a
Vety 8 (O existencii súčinovej miery), je na priestore T = [0,1]N jedno-
značne definovaná súčinová miera. Tú budeme značit’ λ a nazývat’ Lebesgu-
eovou mierou na priestore T .

• Topológiu. Priestor T je kartézskym súčinom kompaktných topologických
priestorov [0,1], budeme na ňom teda uvažovat’ súčinovú topológiu.

• Algebrické operácie. Priestor T je podmnožinou vektorového priestoru RN.
Operácie súčtu a súčinu na prvkoch priestoru T budeme uvažovat’, tam kde
sú dobre definované, ako operácie zdedené z priestoru RN.

Poznámka. Ako topologický priestor ide o Hilbertovu kocku [7, str. 83]. Podl’a
Tychonovovej vety [7, str. 138] je priestor T , ako súčin kompaktných topolo-
gických priestorov, topologický kompakt. Ďalej, ako spočetný súčin úplne metri-
zovatel’ných topologických priestorov, je úplne metrizovatel’ný [7, str. 270]. Preto
naň vieme nahliadat’ aj ako na metrický kompakt. Budeme na ňom uvažovat’

kompatibilnú metriku ρ(a,b) =
P∞

n=1
|an−bn|

2n
, a,b ∈ T .

Defińıcia 18. Nech T = [0,1]N a Y je Banachov priestor. Ďalej, nech f : T → Y
je zobrazenie a pre i prirodzené, ei = (0, . . . , 0,1,0, . . . ), kde sa jednotka nchádza
na i-tej poźıcii. Potom definujeme parciálnu deriváciu v bode x ∈ T , vzhl’adom
k T , ako nasledujúcu limitu, pokial’ existuje

lim
t→0

x+t·ei∈T

f(x+ t · ei)− f(x)

t
.

Budeme ju značit’ ∂T
i f(x).
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Poznámka. Pre zjednodušenie vyjadrovania, pokial’nebude hrozit’ nedorozumenie,
budeme práve zadefinovanú limitu nazývat’ i-tou parciálnou deriváciou (podobne
ako v [3]).

Ďalej si všimnime, že pre i ∈ N také, že xi ∈ (0,1), plat́ı

lim
t→0

x+t·ei∈T

f(x+ t · ei)− f(x)

t
= lim

t→0

f(x+ t · ei)− f(x)

t
,

akonáhle je t dost’ bĺızko 0, tak už x + t · ei ∈ T , to nám dáva rovnost’. Druhá
limita je štandardnou parciálnou deriváciou a budeme ju značit’ ∂if(x).

Pre i ∈ N, splňujúce xi = 0, dostávame:

lim
t→0

x+t·ei∈T

f(x+ t · ei)− f(x)

t
= lim

t→0+

f(x+ t · ei)− f(x)

t
,

čo je parciálna derivácia sprava. Nakoniec pre xi = 1 dostaneme parciálnu de-
riváciu zl’ava.

Defińıcia 19. Nech (X, ||·||) je Banachov priestor. Potom Γ(X) budeme značit’

priestor všetkých spojitých zobrazeńı γ : T → X takých, že majú všetky parciálne
derivácie ∂T

i γ spojité, kde i ∈ N.

Poznámka. Rovno môžeme spravit’ pozorovanie, že ako spojité funkcie na kom-
pakte sú rovnomerne spojité. Ďalej si všimnime, že Γ(X) je lineárny vektorový
priestor. Násobenie skalárom a sč́ıtavanie funkcíı nám nepokaźı spojitost’, ani spo-
jitost’ parciálnych derivácíı.

Lema 20. Nech (X,||·||) je Banachov priestor. Uvažujme pre k ∈ N funkcie

||·||0, ||·||k, ||·||≤k : Γ(X) → R,

definované nasledovne:
||γ||0 =sup

t∈T
||γ(t)||,

||γ||k =sup
t∈T

||∂T
k γ(t)||,

||γ||≤k = max
0≤j≤k

||γ||j.

(2.1)

Potom funkcie ||·||0 a ||·||≤k sú normami na Γ(X) a funkcie ||·||k sú seminormami
na Γ(X).

Dôkaz. Najprv ukážme, že ||·||k je seminorma. Vol’me k ∈ N l’ubovol’né. Nezápor-
nost’ ||·||k máme z toho, že rob́ıme suprémum cez nezáporné hodnoty. Pozit́ıvnu
homogenitu dostávame postupne z linearity parciálnych derivácíı (v pŕıslušných
bodoch jednostranných), pozit́ıvnej homogenity normy v X a vyńımania nezápor-
ného skaláru pred suprémum. Nakoniec, nech α, β ∈ Γ(X), potom trojuholńıkovú
nerovnost’ dostávame z nasledovného rozpisu:

||α + β||k = sup
t∈T

||∂T
k (α + β)(t)|| = sup

t∈T
||∂T

k α(t) + ∂T
k β(t)|| ≤

≤ sup
t∈T

||∂T
k α(t)||+ ||∂T

k β(t)|| ≤ sup
t∈T

||∂T
k α(t)||+ sup

t∈T
||∂T

k β(t)|| = ||α||k + ||β||k.
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To, že ||·||0 je seminorma sa ukáže analogicky. Všimnime si však, že ide dokonca
o normu. Ak supt∈T ||γ(t)|| = 0 tak pre každé t ∈ T plat́ı, že ||γ(t)|| = 0. To je
však norma na X, takže aj γ(t) = 0, čiže naozaj ||·||0 je normou. Funkcia ||·||≤k

je tiež zjavne pozit́ıvne homogénna a nezáporná. Nech α, β ∈ Γ(X), potom troj-
uholńıkovú nerovnost’ dostaneme nasledovne:

||α + β||≤k = max
0≤j≤k

||α + β||j ≤ max
0≤j≤k

(||α||j + ||β||j) ≤

≤ max
0≤j≤k

||α||j + max
0≤j≤k

||β||j = ||α||≤k + ||β||≤k.

Nakoniec si všimnime, že pre každé k prirodzené, pokial’ ||γ||≤k = 0, tak aj ||γ||0 =
0 a teda ||·||≤k je tiež normou.

k

Defińıcia 21. Na priestore Γ(X) môžeme uvažovat’ topológiu indukovanú nor-
mami ||·||≤k (tzn. ide o topológiu, ktorej báza jeB = {U||·||≤k

(α, r) : α ∈ Γ(X), r >
0, k ∈ N}).

Defińıcia 22. Nech (X, ||·||) je Banachov priestor. Množinu A ⊂ X budeme
nazývat’ Γ-nulovou, pokial’ existuje B ⊂ X borelovská taká, že A ⊂ B a λ({t ∈
T : γ(t) ∈ B}) = 0 pre reziduálne vel’a γ ∈ Γ(X). Systém všetkých Γ-nulových
množ́ın na X budeme značit’ Γ0(X).

2.2 Základné vlastnosti priestoru Γ(X)

V tejto sekcii sa pozrieme na vlastnosti priestoru Γ(X). Väčšinou ide o podrob-
neǰsie dokázané výsledky z článku [3], ktoré budeme potrebovat’ pri dôkaze vety
o vzt’ahu Γ-nulových a Lebesgueovsky nulových množ́ın. Výnimkou je tvrdenie
o úplnej metrizovatel’nosti priestoru Γ(X), ktoré sa priamo neopiera o zdrojový
text.

Defińıcia 23. Nech (X, ||·||) je Banachov priestor. Ďalej nech a,b ∈ N, γ ∈
Γ(X) a s ∈ T , potom definujeme zobrazenie γa,b,s : [0,1]

b → X, ako

γa,b,s(t1, . . . , tb) = γ(s1, . . . , sa, t1, . . . , tb, sa+1, sa+2, . . . ).

Tiež zaved’me zobrazenia γT
a,b,s : T → X, ako

γT
a,b,s(t) = γ(s1, . . . , sa, t1, . . . , tb, sa+1, sa+2, . . . ).

Pokial’ a = 0, tak ho budeme pri značeńı vynechávat’.

Lema 24. Nech (X, ||·||) je Banachov priestor. Potom pre každé γ ∈ Γ(X),m ∈ N
a ε > 0 existuje k ∈ N také, že pre každé s ∈ T plat́ı

γT
k,s − γ ≤m

< ε.

Dôkaz. Pre účely dôkazu ∂T
0 f = f . Ďalej nech γ ∈ Γ(X),m ∈ N, ε > 0 dané,

z rovnomernej spojitosti γ nájdime δ0 > 0 také, že

∀x, y ∈ T : ρ(x,y) < δ0 =⇒ ||γ(x)− γ(y)|| < ε/2.
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Podobne z rovnomernej spojitosti ∂T
1 γ, . . . , ∂

T
mγ nájdime δ1, . . . , δm > 0 sṕlňa-

júce

∀i ∈ {1, . . . ,m} ∀x, y ∈ T : ρ(x,y) < δi =⇒ ∂T
i γ(x)− ∂T

i γ(y) < ε/2.

Pripomeňme, že ρ(x,y) =
P∞

n=1
|xn−yn|

2n
. Nájdime k ∈ N tak, že

P∞
n=k+1 2

−n <
min{δ0, . . . , δm}. Potom pre toto k plat́ı:

γT
k,s − γ ≤m

= max
0≤i≤m

sup
t∈T

∂T
i γ(t1, . . . , tk, s1, . . . )− ∂T

i γ(t)
(∗)
≤ ε/2 < ε.

Kde (∗) je iba rovnomernou spojitost’ou pŕıslušných funkcíı a jednoduchým po-
zorovańım, že pre každé t,s ∈ T plat́ı:

ρ (t1, . . . , tk, s1, . . . ), t =
∞X

n=k+1

|sn−k − tn|
2n

≤
∞X

n=k+1

2−n < min{δ0, . . . , δm}.

k

Dôsledok 25. Pokial’ Γk(X) znač́ı množinu tých γ ∈ Γ(X), ktoré sú závislé
na prvých k súradniciach, tak množina

S∞
k=1 Γk(X) je hustá v Γ(X).

Nasledujúca lema je vel’mi dôležitá, lebo apriórne nie je jasné ako by mohli
vyzerat’ netriviálne reziduálne množiny v priestore Γ(X) a ako by sme teda mohli
Γ-nulovost’ testovat’.

Lema 26. Nech (X, ||·||) je Banachov priestor, n ∈ N a ε > 0. Ďalej nech pre
každé j ∈ {1, . . . , n} je uj ∈ X. Potom je množina

Mε = γ ∈ Γ(X);∃k ∈ N ∃c > 0: max
1≤j≤n

sup
t∈T

c · ∂T
k+jγ(t)− uj < ε

hustá a otvorená v Γ(X).

Dôkaz. Fixujme n ∈ N, ε > 0 a uj ∈ X pre j ∈ {1, . . . , n}. Najprv ukážeme
otvorenost’ množiny Mε. Nech γ ∈ Mε (neprázdnost’ Mε sa ukáže pri dôkaze
hustoty), potom existuje cγ > 0, kγ ∈ N a δ > 0 tak, že plat́ı nerovnost’

max
1≤j≤n

sup
t∈T

cγ · ∂T
kγ+jγ(t)− uj < ε− δ.

Pre U||·||≤kγ+n
(γ, δ/cγ) otvorené okolie γ (poz. Defińıcia 21) vol’me l’ubovol’né

γ1 ∈ U||·||≤kγ+n
(γ, δ/cγ). Z nasledujúceho výpočtu dostávame, že γ1 ∈ Mε:

max
1≤j≤n

sup
t∈T

cγ · ∂T
kγ+jγ1(t)− uj

= max
1≤j≤n

sup
t∈T

cγ · ∂T
kγ+jγ1(t)− cγ · ∂T

kγ+jγ(t) + cγ · ∂T
kγ+jγ(t)− uj

≤ max
1≤j≤n

sup
t∈T

 
cγ · ∂T

kγ+jγ1(t)− cγ · ∂T
kγ+jγ(t) + cγ · ∂T

kγ+jγ(t)− uj

!
≤ max

1≤j≤n
sup
t∈T

cγ · ∂T
kγ+jγ1(t)− cγ · ∂T

kγ+jγ(t) + max
1≤j≤n

sup
t∈T

cγ · ∂T
kγ+jγ(t)− uj

≤ |cγ| · ||γ1 − γ||≤kγ+n + ε− δ < cγ ·
δ

cγ
+ ε− δ = ε.
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Množina Mε je teda otvorená. Ďalej ukážme, že je hustá v Γ(X). Na to nám
podl’a Dôsledku 25 stač́ı, že uzáver Mε obsahuje množinu

S
k∈N Γk(X).

Nech k ∈ N l’ubovol’né a γ0 ∈ Γk(X). Potom nájdeme postupnost’ v Mε, ktorá
k nemu konverguje. Pre každé m ∈ N definujme

γm(t) = γ0(t) +
1

m

nX
j=1

tk+juj.

Potom postupne dostávame:
Pre l = 0

||γm − γ0||l = ||γm − γ0||0 = sup
t∈T

1

m

nX
j=1

tk+juj ≤
n · max

1≤j≤n
{||uj||}

m
.

Pre 0 < l ≤ k a pre l > k + n

||γm − γ0||l = sup
t∈T

∂T
l γ0(t) + ∂T

l

1

m

nX
j=1

tk+juj − ∂T
l γ0(t) = 0.

Pre l ∈ {k + 1, . . . , k + n}

||γm − γ0||l = sup
t∈T

∂T
l γ0(t) + ∂T

l

1

m

nX
j=1

tk+juj − ∂T
l γ0(t) =

||ul−k||
m

.

Ukážeme, že γm naozaj konvergujú ku γ0. Pre každé otvorené okolie γ0 vieme
nájst’ bázovú množinu U||·||≤z

(γ, r), ktorá v ňom bude obsiahnutá. Avšak pre každé
z ∈ N a r > 0, z práve vypoč́ıtaného, existuje m0 ∈ N, že pre každé m > m0, γm ∈
U||·||≤z

(γ, r), čo sme chceli. Nakoniec pre m ∈ N l’ubovol’né a c = m dostávame:

max
1≤j≤n

sup
t∈T

m · ∂T
k+jγm(t)− uj

= max
1≤j≤n

sup
t∈T

m · ∂T
k+jγ0(t) +m · ∂T

k+j

1

m

nX
i=1

tk+iui − uj

= max
1≤j≤n

sup
t∈T

||0 + uj − uj|| < ε.

Takže γm ∈ Mε, čo mimo iného dokazuje aj neprázdnost’ množiny Mε.
k

Veta 27 (Moore-Osgood). Nech (X, ρ) je metrický priestor a (Y, σ) je úplný met-
rický priestor. Nech E ⊂ X a h je hromadný bod množiny E. Ďalej nech {fn}∞n=1

je postupnost’ funkcíı takých, že rovnomerne konvergujú ku funkcii f : X → Y
na E. Ďalej predpokladajme, že pre n ∈ N

lim
t→h
t∈E

fn(t) = An.

Potom postupnost’ {An}∞n=1 konverguje a plat́ı

lim
t→h
t∈E

f(t) = lim
n→∞

An.
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Pre dôkaz pozri [8, str. 149].

Lema 28. Nech X, Y sú Banachove priestory a U ⊂ X je konvexná, otvorená
množina. Ďalej nech F : U → Y je fréchetovsky diferencovatel’ná v každom bode
U spĺňajúca

sup{||F ′[x]||L(X,Y ) : x ∈ U} = M < ∞.

Potom
∀x, y ∈ U : ||F (x)− F (y)||Y ≤ M · ||x− y||X .

Pre dôkaz pozri [9, str. 22-23].

Dôsledok 29. Pokial’ k predpokladom predchádzajúcej lemy pridáme predpoklad
spojitosti funkcie F na U , tak dokonca dostávame:

∀x, y ∈ U : ||F (x)− F (y)||Y ≤ M · ||x− y||X .

Dôkaz. Nech ε > 0 l’ubovol’né. Pre x, y ∈ U uvažujme a, b ∈ U tak, aby

max{||x− a||X , ||y − b||X , ||F (x)− F (a)||Y , ||F (y)− F (b)||Y } < ε/2.

To vieme vd’aka spojitosti F . Potom dostávame:

||F (x)− F (y)||Y ≤ ||F (x)− F (a)||Y + ||F (a)− F (b)||Y + ||F (b)− F (y)||Y
≤ ε+M · ||a− b||X ≤ ε+M · (||a− x||X + ||x− y||X
+ ||y − b||X) ≤ ε · (1 +M) +M · ||x− y||X .

Ked’že M je nezávislé na ε pevné a ε bolo l’ubovol’né, tak dostávame požadované
tvrdenie.

k

Lema 30. Nech X je množina a (Y, ρ) je metrický priestor. Ďalej nech {fn}∞n=1

je rovnomerne cauchyovská postupnost’ zobrazeńı z X do Y . Pokial’ bodovo kon-
verguje k zobrazeniu f : X → Y , tak už ide o rovnomernú konvergenciu.

Dôkaz. Pre ε > 0, z rovnomernej cauchyovskosti postupnosti {fn}∞n=1, nájdime
n0 ∈ N, že pre všetky prirodzené n,m > n0 a x ∈ X je ρ(fn(x), fm(x)) < ε/2.
Ďalej pre x ∈ X l’ubovol’né z konvergentnosti postupnosti nájdime n1 ∈ N, že n1 >
n0 a ρ(fn1(x),f(x)) < ε/2. Potom pre n > n0 máme:

ρ(f(x),fn(x)) ≤ ρ(f(x),fn1(x)) + ρ(fn1(x),fn(x)) < ε.

Pričom vol’ba n0 bola na x nezávislá.
k

Veta 31. Nech (X, ||·||) je Banachov priestor, potom Γ(X) je úplne metrizova-
tel’ný topologický priestor.
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Dôkaz. Najprv ukážeme, že je metrizovatel’ný. Uvážme zobrazenie ρ : Γ(X) ×
Γ(X) → R definované ako

ρ(γ1, γ2) =
∞X
i=1

min{||γ1 − γ2||≤i , 2
−i}.

Ide o metriku. Konvergentnost’ sumy, nezápornost’, symetria a to, že dostávame
0 práve vtedy ked’ γ1 = γ2 je zrejmé. Trojuholńıkovú nerovnost’ dostávame jed-
noducho priamym rozpisom.

Teraz potrebujeme ukázat’, že generuje rovnakú topológiu ako normy ||·||≤j.
Najprv si uvedomme, že rovnakú topológiu ako normy ||·||≤j generujú normy

||·||1≤j = min{||·||≤j , 1} a budeme to ukazovat’ pre tieto modifikované normy.

Vol’me pre m ∈ N a r > 0 l’ubovol’nú bázovú množinu U||·||1≤m
(γ0, r) topológie

Γ(X) a γ1 ∈ U||·||1≤m
(γ0, r). Potom ||γ0 − γ1||1≤m < r − δ, pre dáke δ > 0. Ďalej

chceme, žen
γ ∈ Γ(X) : ρ(γ, γ1) <

δ

2m

o
= Uρ γ1,

δ

2m
⊂ U||·||1≤m

(γ0, r).

Tak vol’me γ2 ∈ Uρ(γ1,
δ
2m

) a poč́ıtajme:

||γ0 − γ2||1≤m ≤ ||γ0 − γ1||1≤m +
2m

2m
||γ1 − γ2||1≤m

(∗)
≤ ||γ0 − γ1||1≤m + 2m ·

∞X
i=1

min{||γ1 − γ2||≤i , 2
−i} < r − δ + 2m · δ

2m
= r.

Presne v bode (∗) využ́ıvame, že ||γ1 − γ2||1≤m ≤ 1. Takže topológia generovaná
metrikou ρ je jemneǰsia. Na druhú stranu, nech pre γ0 ∈ Γ(X) a ε > 0 l’ubovol’né

γ1 ∈ Uρ(γ0, ε). Potom ρ(γ0, γ1) < ε − δ, pre vhodné δ > 0. Nech k ∈ N také,

že
P∞

m=k+1 2
−m < δ/2. Potom pre každé γ2 ∈ U||·||1≤k

(γ1,
δ
2·k ) máme:

ρ(γ0, γ2) ≤ ρ(γ0, γ1) + ρ(γ1, γ2) < ε− δ +
∞X

m=1

min{||γ1 − γ2||≤m , 2−m}

< ε− δ +
kX

m=1

min{||γ1 − γ2||≤m , 2−m}+ δ/2

(∗)
≤ ε− δ + k · ||γ1 − γ2||1≤k + δ/2 ≤ ε.

Pre nerovnost’ (∗) si stač́ı všimnút’, že ak a ≤ b, potom ||γ||≤a ≤ ||γ||≤b, ide
iba o maximum cez väčšiu množinu. Pŕıslušná metrika teda generuje rovnakú
topológiu ako normy z Defińıcie 21.

Už iba ostáva ukázat’, že priestor Γ(X) je vzhl’adom k tejto metrike úplný.
Tak nech je cauchyovská postupnost’ {γn}∞n=1 daná. Všimnime si, že pre každé
t ∈ T a pre každé i ∈ N sú aj postupnosti {γn(t)}∞n=1 a {∂T

i γn(t)}∞n=1 cauchyovské
v priestore X. Skutočne, nech i ∈ N, 0 < ε < 2−i a t ∈ T dané. Nájdime n0 ∈ N,
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že pre všetky prirodzené n,m > n0 je ρ(γn, γm) < ε. Pre n,m > n0 dostávame:

2−i > ε > ρ(γn, γm) =
∞X
j=1

min{||γn − γm||≤j , 2
−j}

≥ min{||γn − γm||≤i , 2
−i} = ||γn − γm||≤i

≥ sup
s∈T

∂T
i γn(s)− ∂T

i γm(s) ≥ ∂T
i γn(t)− ∂T

i γm(t) .

(2.2)

Rovnako pre postupnost’ {γn(t)}∞n=1. Nahliadnime, že vol’ba n0 bola závislá iba
na ε a je vhodná pre všetky t ∈ T , takže ide dokonca o rovnomernú cauchyovskost’.
Špeciálne ide o cauchyovské postupnosti v úplnom priestore, takže majú limitu.
Nasledujúce funkcie vieme definovat’ ako bodové limity týchto postupnost́ı

γ(x) = lim
n→∞

γn(x),

γi(x) = lim
n→∞

∂T
i γn(x).

Podl’a Lemy 30 postupnost’ {γn}∞n=1 a postupnosti {∂T
i γn}∞n=1, i ∈ N, konvergujú

rovnomerne, ked’že sú rovnomerne cauchyovské a bodovo konvergentné. Potom γ
je rovnomernou limitou spojitých funkcíı, takže spojitá [8, str. 150]. Stač́ı ukázat’,
že má všetky parciálne derivácie a tie sú spojité, potom už je γ ∈ Γ(X), čo do-
kazuje úplnost’. Už vieme, že funkcie γi sú tiež, ako rovnomerné limity spojitých
funkcíı, spojité. Sú teda dobrým kandidátom na parciálne derivácie funkcie γ. To,
že γi sú parciálne derivácie zobrazenia γ, dostávame z nasledujúceho výpočtu:

γi(x) = lim
n→∞

∂T
i γn(x) = lim

n→∞
lim
t→0

x+t·ei∈T

γn(x+ t · ei)− γn(x)

t

(∗)
= lim

t→0
x+t·ei∈T

lim
n→∞

γn(x+ t · ei)− γn(x)

t

= lim
t→0

x+t·ei∈T

γ(x+ t · ei)− γ(x)

t
= ∂T

i γ(x).

(2.3)

Kde (∗) je použit́ım Vety 27. Všimnime si, že sṕlňame predpoklady. Najprv 0 je
hromadný bod množiny E = int({t ∈ (−1,1) : x+t·ei ∈ T})\{0} a ciel’ový priestor
X je úplný. Ďalej potrebujeme, že fn(t) =

γn(x+t·ei)−γn(x)
t

kovergujú k dákemu An

ako t → 0. To už máme, ked’že pre všetky γn, n ∈ N, všetky parciálne derivácie
existujú

lim
t→0

x+t·ei∈T

fn(t) = lim
t→0

x+t·ei∈T

γn(x+ t · ei)− γn(x)

t
= ∂T

i γn(x) = An.

Nakoniec postupnost’ {fn(t)}∞n=1 konverguje rovnomerne ku f(t) = γ(x+t·ei)−γ(x)
t

na E. Je zjavné, že na E postupnost’ konverguje bodovo ku f . Podl’a Lemy 30
nám stač́ı overit’ rovnomernú cauchyovskost’ postupnosti {fn(t)}∞n=1.

Pre ε > 0, z rovnomernej cauchyvskosti postupnosti {∂T
i γn}∞n=1, nájdime n0 ∈

N také, že pre každé m,n > n0 a pre každé z ∈ T plat́ı

∂T
i γn(z)− ∂T

i γm(z) < ε.
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Potom pre t ∈ E a n,m > n0 l’ubovol’né dostávame:

||fn(t)− fm(t)|| =
||(γn − γm)(x+ t · ei)− (γn − γm)(x)||

|t|

(∗)
≤

 
sup

a∈int(E∪{0})
(γn − γm)(x+ (·) · ei)

′
[a]

L(R,X)

!
· ||t · ei||

|t|

= sup
a∈int(E∪{0})

(
sup

y∈{−1,1}
(γn − γm)(x+ (·) · ei)

′
[a](y)

)

= sup
a∈int(E∪{0})

(γn − γm)(x+ (·) · ei)
′
[a]

(∗∗)
= sup

a∈int(E∪{0})
∂T
i (γn − γm)(x+ a · ei)

= sup
a∈int(E∪{0})

∂T
i γn(x+ a · ei)− ∂T

i γm(x+ a · ei) ≤ ε.

(2.4)

Kde (∗) je použitie Dôsledku 29 na čitatel’, pre M = E ∪ {0} ⊂ R, čo je
interval, čiže konvexná množina. Zobrazenie F (t) = (γn − γm)(x+ t · ei) a krajné
body t, 0 ∈ M . Zobrazenie F je rozdiel dvoch spojitých zobrazeńı na M , čiže je
na M spojité. Fréchetovskú diferencovatel’nost’ pre t ∈ int(M) dostávame, lebo
v tomto pŕıpade sa zhoduje s nami zavedenými parciálnymi deriváciami, takže
fréchetove derivácie existujú. Zároveň nám to objasňuje rovnost’ (∗∗). Skutočne:

lim
h→0

F (t+ h)− F (t)− ∂T
i (γn − γm)(x+ t · ei) · h
|h|

= lim
h→0

(γn − γm)((x+ t · ei) + h · ei)− (γn − γm)(x+ t · ei)
h

− ∂T
i (γn − γm)(x+ t · ei) = 0.

Parciálne derivácie sú spojité na celom kompakte T , takže suprémum ich no-
riem na množine {x + t · ei, t ∈ E ∪ {0}} ⊂ T je konečné. Čiže sṕlňame predpo-
klady Dôsledku 29. Vd’aka čomu dostávame rovnomernú cauchyovskost’ postup-
nosti {fn}∞n=1, z ktorej za pomoci Lemy 30 a konvergentnosti tejto postupnosti
plynie rovnomerná konvergencia. To bol posledný chýbajúci predpoklad, aby sme
mohli použit’ Vetu 27 (Moore-Osgood) v rovnosti (2.3). Tým je dôkaz úplnosti
zakončený.

k

Dôsledok 32. Podl’a Baireovej vety [10, str. 41-42] je priestor Γ(X), ako úplne
metrizovatel’ný priestor, priestorom druhej kategórie.
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Kapitola 3

Vlastnosti Γ-nulových množ́ın

3.1 Γ-nulové množiny ako σ-ideál

Táto sekcia tiež nie je priamo prebratá z literatúry, avšak ide iba o jedno-
duché overenie defińıcie. Najzauj́ımaveǰśım výsledkom je netrivialita priestoru
Γ-nulových množ́ın, lebo na ňu potrebujeme Dôsledok 32.

Defińıcia 33. Nech X je l’ubovol’ná množina, potom N ⊂ P(X) nazveme σ-
ideálom, pokial’ plat́ı nasledovné:

1. ∅ ∈ N ,

2. ak A ⊂ B a B ∈ N , potom A ∈ N ,

3. ak A1, A2, · · · ∈ N , potom
S∞

i=1Ai ∈ N .

Veta 34. Nech (X, ||·||) je Banachov priestor, potom Γ0(X) v ňom tvoŕı ne-
triviálny σ-ideál. Netrivialitou mysĺıme, že Γ0(X) ̸= P(X).

Dôkaz.
1. Najprv ukážeme, že ∅ ∈ Γ0(X). Vol’me γ ∈ Γ(X) l’ubovol’né, potom

λ({t ∈ T : γ(t) ∈ ∅}) = λ(∅) = 0.

Pre všetky, špeciálne pre reziduálne vel’a γ ∈ Γ(X), nám miera vychádza nulová.
Prázdna množina je preto Γ-nulová.

2. Ďalej uvažujme A ⊂ X a B ∈ Γ0(X) také, že A ⊂ B. Potom z defińıcie Γ-
nulovej množiny existuje C ⊂ X borelovská, taká, že B ⊂ C a λ({t ∈ T : γ(t) ∈
C}) = 0 pre reziduálne vel’a γ ∈ Γ(X). Avšak A ⊂ B ⊂ C a teda C je
hl’adaná množina aj pre množinu A. Vd’aka tomu je systém Γ0(X) uzavretý
na podmnožiny.

3. Nech A1, A2, · · · ∈ Γ0(X), potom nech B1, B2, · · · ⊂ X sú pŕıslušné bore-
lovské množiny, podl’a defińıcie Γ-nulovosti. Ďalej definujme ΓBi

(X) = {γ ∈
Γ(X) : λ({t ∈ T : γ(t) ∈ Bi}) = 0}. Pre každé i ∈ N ide o reziduálnu množinu.
Preto aj

T∞
i=1 ΓBi

(X) = Γ(X) \
S∞

i=1(Γ(X) \ ΓBi
(X)) je reziduálna množina,
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pretože ide o doplnok ku spočetnému zjednoteniu množ́ın prvej kategórie. Potom
pre γ ∈

T∞
i=1 ΓBi

(X), máme

λ

 
{t ∈ T : γ(t) ∈

∞[
i=1

Bi}

!
= λ

 
∞[
i=1

{t ∈ T : γ(t) ∈ Bi}

!

≤
∞X
i=1

λ({t ∈ T : γ(t) ∈ Bi}) =
∞X
i=1

0 = 0.

Ked’že
S∞

i=1Ai ⊂
S∞

i=1Bi a pre reziduálne vel’a funkcíı γ ∈ Γ(X) je λ({t ∈
T : γ(t) ∈

S∞
i=1Bi}) = 0. Takže

S∞
i=1Bi je, ako spočetné zjednotenie bore-

lovských množ́ın, borelovská množina. Takže je množinou, ktorá svedč́ı o tom,
že
S∞

i=1Ai ∈ Γ0(X). Dostávame, že Γ0(X) skutočne tvoŕı σ-ideál.

4. Nakoniec ukážeme netrivialitu. Sporom ukážeme, že X ̸∈ Γ0(X). Množina X
je očividne borelovská. V takomto pŕıpade

∀γ ∈ Γ(X) : λ({t ∈ T : γ(t) ∈ X}) = 1,

takže jediná možnost’ aby X bola Γ-nulová je, že ∅ je reziduálna v Γ(X). Inak
povedané, Γ(X) by bola prvej kategórie. Podl’a Dôsledku 32 je však druhej ka-
tegórie, čo je spor.

k

3.2 Γ-nulové množiny v Rn

V tejto sekcii ukážeme už spomı́naný vzt’ah medzi Γ-nulovými a lebesgueovsky
nulovými množinami. Tvrdenie aj dôkaz pochádzajú z článku [3]. Pŕınos tejto
sekcie je doplnenie daného dôkazu o vynechané kroky.

Lema 35. Zobrazenie det : Rn×n 7→ R je spojité vzhl’adom k l’ubovol’nej norme na
Rn×n.

Dôkaz. Vieme, že pre každé o,p ∈ {1, . . . , n} je projekcia πo,p : (ai,j)
n
i,j=1 → ao,p

lipschitzovská funkcia vzhl’adom k maximovej norme, skutočne:

|πo,p((ai,j)
n
i,j=1)− πo,p((bi,j)

n
i,j=1)| = |ao,p − bo,p|

≤ max
i,j∈{1,...,n}

|ai,j − bi,j| = ||A−B||∞ .

Ďalej pri funkcii determinant iba prič́ıtame, popŕıpade odč́ıtame konečne vel’a
súčinov týchto projekćı, čiže to je spojitá funkcia vzhl’adom k maximovaj norme.
Použit́ım Vety 11 dostávame spojitost’ determinantu vzhl’adom k l’ubovol’nej norme
na Rn×n.

k

Lema 36. Nech A,B ⊂ Rn sú otvorené, d’alej nech f : A → B je difeomorfizmus
týchto množ́ın. Nech C ⊂ B borelovská, potom plat́ı nasledovné:
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• λn(C) > 0 práve vtedy, ked’ λn(f−1(C)) > 0,

• λn(C) = 0 práve vtedy, ked’ λn(f−1(C)) = 0.

Dôkaz. Najprv ukážeme, že ak λn(C) > 0, potom λn(f−1(C)) > 0. Najprv f−1(C)
ako spojitý vzor borelovskej množiny je borelovská, čiže meratel’ná množina. Ne-
rovnost’ vychádza z nasledujúceho výpočtu:

λn(f−1(C)) =

Z
f−1(C)

1dλn(x)
(∗)
=

Z
C

det(Df−1[x]) dλn(x)

(∗∗)
=

Z
C

1

|det(Df [f−1(x)])|
dλn(x)

(∗∗∗)
> 0,

(3.1)

Rovnost’ označená (∗) je klasickou vetou o substitúcíı [11, str. 153-155]. Druhú
označenú rovnost’ objasňuje nasledujúci výpočet. Ked’že f je difeomorfizmom
a vedie z A ⊂ Rn do B ⊂ Rn, tak pre x ∈ A môžeme použit’ retiazkové pravidlo
[8, str. 214].

1 = |det(D Id[x])| = det D(f ◦ f−1)[x] = det Df [f−1(x)] ◦ Df−1[x]

= det Df [f−1(x)] · det Df−1[x] = det Df [f−1(x)] · det Df−1[x] .

Nerovnost’ označenú ako (∗∗∗) dostávame vd’aka tomu, že integrujeme cez
množinu nenulovej miery kladnú funkciu. Podarilo sa nám dokázat’, že vzor mno-
žiny s kladnou mierou pri difeomorfizme má kladnú mieru. Ked’že ide o difeomor-
fizmus, aj inverz je difeomorfizmom. Preto aj obraz množiny s kladnou mierou
má kladnú mieru, čo dokazuje prvú odrážku v zneńı. Druhá odrážka je iba ob-
meneným výrokom a nezápornost’ou miery.

k

Veta 37. Uvážme na Rn l’ubovol’nú normu ||·||. Ďalej nech A ⊂ Rn je borelovská
množina. Potom λn(A) = 0 práve vtedy, ked’ A ∈ Γ0(Rn).

Dôkaz. ⇐= Budeme postupovat’ obmenou, nech λn(A) > 0. Ďalej nech e1, . . . , en
sú kanonické vektory v Rn a e = (1, · · · , 1)T ∈ Rn. Definujme γ̂0 : T → Rn

nasledovne

γ̂0(t) =
nX

i=1

tiei.

Nech U1/2 = Un(1/2·e, 1/2)×T , potom existuje vektor v ∈ Rn taký, že λn(A∩
(γ̂0(U1/2) + v)) > 0. Jeho existenciu dokážeme nasledovne. Najprv si uvedomme,
že γ̂0(U1/2) = Un(1/2·e, 1/2). Ďalej uvážmeQn, ide o spočetnú množinu, pri ktorej

navyše plat́ı
S

v∈Qn

(v + γ̂0(U1/2)) = Rn. Potom ak pre každé v ∈ Qn plat́ı λn(A ∩

(γ̂0(U1/2) + v)) = 0, tak dostávame
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λn(A) = λn A ∩
[

v∈Qn

(v + γ̂0(U1/2))

≤
X
v∈Qn

λn(A ∩ (v + γ̂0(U1/2))) =
X
v∈Qn

0 = 0.
(3.2)

To je spor s predpokladom, že λn(A) > 0. Takže existuje vektor v ∈ Rn taký, že
λn(A ∩ (γ̂0(U1/2) + v)) > 0.Pre toto v definujme

γ0(t) =
nX

i=1

tiei + v.

Podl’a Vety 11 nájdime reálnu konštantu C > 0, aby

∀x ∈ Rn : ||x|| ≥ C · ||x||∞. (3.3)

Fixujme s = (s1, s2, . . . ) ∈ T a γ ∈ Γ(Rn) l’ubovol’né a podl’a Defińıcie
23 uvažujme γn,s. Ďalej vieme, že ∂T

i γ je pre každé i prirodzené spojité na T .
Špeciálne teda plat́ı, že všetky parciálne derivácie zobrazenia γ sú spojité v bode
(t1, . . . , tn, s1, s2, . . . ) ∈ T a preto γn,s má v bode (t1, . . . , tn) ∈ (0,1)n totálny
diferenciál. Pokial’ bude regulárny, tak budeme môct’ použit’ vetu o lokálnom di-
feomorfizme [12, str. 79].

Ukážeme, že det(Dγn,s[t]) > 0 pre γ z dákeho okolia zobrazenia γ0 a každé
t ∈ (0,1)n. Najprv tvrd́ıme, že pre l’ubovol’né s = (s1, s2, . . . ) ∈ T je množina
zobrazeńı

M = {φa : Γ(Rn) → Rn×n; a ∈ (0,1)n : φa(β) = Dβn,s[a]}

rovnako spojitá v bode γ0.
Nech teda ε > 0, vol’me δ = C · ε. Ďalej nech a ∈ (0,1)n dané, potom pre γ ∈

Γ(Rn) také, že δ ≥ ||γ − γ0||≤n, dostávame:

C · ε ≥ ||γ − γ0||≤n = max
0≤j≤n

||γ − γ0||j ≥ max
1≤j≤n

sup
t∈T

||∂T
j (γ − γ0)(t)||

= max
1≤j≤n

sup
t∈T

||∂T
j γ(t)− ej|| ≥ max

1≤j≤n
sup

t∈[0,1]n×{s}
||∂T

j γ(t)− ej||

≥ max
1≤j≤n

sup
t∈(0,1)n

||∂jγn,s(t)− ej|| ≥ max
1≤j≤n

||∂jγn,s(a)− ej||

≥ max
1≤j≤n

C · ||∂jγn,s(a)− ej||∞ = C · ||Dγn,s[a]− Id||∞
= C · ||φa(γ)− φa(γ0)||∞ .

(3.4)

Zobrazenia z množiny M sú vd’aka tomu rovnako spojité v bode γ0. Ak ich
zlož́ıme so spojitým zobrazeńım det, tak aj zobrazenia γ 7→ det(Dγn,s[a]) sú rov-
nako spojité v bode γ0. Navyše pre a ∈ T je det(Dγ0[a]) = 1. Preto, na dákom
okoĺı γ0, sú pre každé a ∈ (0,1)n determinanty totálneho diferenciálu zobrazenia
γn,s nenulové. Podl’a vety o lokálnom difeomorfizme [12, str. 79] existujú pre každé
t ∈ (0,1)n otvorené okolia Ut ∋ t a Uγn,s(t) ∋ γn,s(t), že γn,s je difeomorfizmom
týchto množ́ın.
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Na to aby sme z lokálneho difeomorfizmu dostali difeomorfizmus, nám stač́ı
prostota zobrazenia. Podl’a Vety 11 uvažujme C1 > 0 tak, aby pre každé A ∈
L(Rn,Rn) platilo C1·||A||∞ ≥ ||A||L(Rn,Rn). Nech γ ∈ Γ(Rn) je také, že ||γ − γ0||≤n

< C/(2 · C1). Potom podl’a (3.4) pre každé x ∈ (0,1)n plat́ı 1/C1 > 1/(2 ·
C1) ≥ ||Dγn,s[x]− Id||∞. Ostrá nerovnost’ ostáva zachovaná aj pre suprémum
cez množinu (0,1)n, čo využijeme v bode označenom (∗∗). Navyše rovno dostávame,
že suprémum je konečné. Nech a,b ∈ (0,1)n, že a ̸= b a s ∈ T l’ubovol’né, potom
ṕı̌sme:

||γn,s(a)− γn,s(b)|| = ||γn,s(a)− γn,s(b)− Id(a− b) + a− b||
≥ ||a− b|| − ||(γn,s − Id)(a)− (γn,s − Id)(b)||
(∗)
≥ ||a− b|| − ||a− b|| · sup

x∈(0,1)n
||D(γn,s − Id)[x]||L(Rn,Rn)

≥ ||a− b|| · (1− C1 · sup
x∈(0,1)n

||Dγn,s[x]− Id||∞)
(∗∗)
> 0.

(3.5)

Pričom rovnost’ (∗) je použit́ım Lemy 28. Konvexita a otvorenost’ množiny
(0,1)n je zjavná. Existenciu fréchetovej derivácie máme z poznámky o vzt’ahu
totálneho diferenciálu a fréchetovej derivácie za Defińıciou 2 (v konečne rozmer-
nom pŕıpade sa zhodujú) a obmedzenost’ supréma sme overili pred výpočtom.
Sṕlňame teda predpoklady. Môžeme konštatovat’, že zobrazenie je prosté a teda
naozaj ide o difeomorfizmus.

Ďalej chceme ukázat’, že aj γn,s((0,1)
n)∩A má nenulovú mieru. Nájdime teda

ε > 0, že

λn A ∩ γ0(U
n(1/2 · e, 1/2− ε)× T ) > λn A ∩ γ0(U1/2) /2 > 0.

Existencia takého 1/2 > ε > 0 sa dá ukázat’ sporom, podobne ako sme ukázali,
že λn(A ∩ γ0(U1/2)) > 0 (poz. (3.2)). Pre skrátenie zápisu si označme Un

1/2 =

Un(1/2 · e, 1/2). Potom pre vhodné γ ∈ Γ(Rn), ktoré upresńıme neskôr, ṕı̌sme:

0 < λn(A ∩ γ0(U1/2))/2 < λn A ∩ γ0(U
n(1/2 · e, 1/2− ε)× T )

= λn A ∩ (Un(1/2 · e, 1/2− ε) + v)

(∗)
= λn (A− v) ∩ Un(1/2 · e, 1/2− ε)

(∗∗)
≤ λn (A− v) ∩ (γn,s(U

n
1/2)− v)

(∗∗∗)
= λn A ∩ γn,s(U

n
1/2)

≤ λn A ∩ γn,s((0,1)
n) .

(3.6)

Prvá a tretia séria hviezdičiek je len invariantnost’ Lebesgueovej mieri vzhl’adom
na transláciu. Druhú sériu hviezdičiek pre vhodné γ ∈ Γ(Rn) dostávame z toho,
že meriame nadmnožinu. To si ukážeme v nasledovnej pasáži:

Chceme teda ukázat’, že Un(1/2 · e, 1/2 − ε) ⊂ γn,s(U
n
1/2) − v. Z Vety 11

(O ekvivalencii noriem) nájdime C2 > 0 také, že pre všetky a ∈ Rn : plat́ı,
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že ||a||e < C2 · ||a||. Potom vol’me δ < ε
C2
. Ďalej nech je γ ∈ Γ(Rn) l’ubovol’né

také, že ||γ − γ0||≤n < δ, toto sú tie γ, ktorých upresnenie sme avizovali. Nakoniec
vyberme z ∈ Un(1/2 · e, 1/2 − ε) a s ∈ T l’ubovol’ne. Zobrazenie φz : U

n → Rn

definujme ako φz(t) = γn,s(1/2 · t+1/2 · e)− v− z. Toto zobrazenie sṕlňa predpo-
klady Dôsledku 16. Zjavne je dobre definované a spojité. Požadovanú podmienku
na skalárne súčiny, pre x ∈ Sn−1, overuje nasledujúci výpočet. Vo výpočte budeme
značit’ pre a ∈ Rn γ(a,s) = γ(a1, . . . , an, s1, . . . ). Poč́ıtajme:

⟨γn,s(1/2 · (x+ e))− v − z, x⟩

= ⟨γn,s(1/2 · (x+ e))− γ0(1/2 · (x+ e), s), x⟩

+ ⟨γ0(1/2 · (x+ e), s)− v − z, x⟩
(∗)
≥ − ||x||e · ||γn,s(1/2 · (x+ e))− γ0(1/2 · (x+ e), s)||e

+ ⟨1/2 · (x+ e)− z, x⟩

≥ −C2 · ||γ(1/2 · (x+ e),s)− γ0(1/2 · (x+ e), s)||+ 1/2 · ||x||2e

+

||z − 1/2 · e||e ·
D
− z−1/2·e

||z−1/2·e||e
, x
E

ak z ̸= 1/2 · e,

0 ak z = 1/2 · e,
(∗∗)
≥ −C2 · δ + 1/2− (1/2− ε) ≥ ε− C2 · δ > 0.

(3.7)

V nerovnosti označenej (∗) použ́ıvame Schwartzovu nerovnost’ [5, str. 137].
V druhej označenej nerovnosti použ́ıvame, že skalárny súčin dvoch jednotkových
vektorov je najmenej −1, čo je d’aľśı dôsledok Schwartzovej nerovnosti. Takže
z Dôsledku 16 dostávame

∀γ ∈ Γ(Rn) ∀z ∈ Un(1/2 · e, 1/2− ε) ∀s ∈ T ∃x ∈ Un :

||γ − γ0||≤n < δ =⇒ γn,s(1/2 · (x+ e))− v − z = 0.

Takže pre 1/2·(x+e) = y ∈ Un
1/2, máme γn,s(y)−v = z, čo dokazuje avizovanú

inklúziu.
Zrekapitulujme si, čo máme. Našli sme dáke ε > 0 a okolie zobrazenia γ0,

že na ňom sú zobrazenia γn,s difeomorfizmami množiny (0,1)n do Rn a iné okolie

zobrazenia γ0, že λn A ∩ γn,s((0,1)
n) > 0. Uvedomme si, že vol’ba týchto okoĺı

bola nezávislá na s ∈ T .

Potom však podl’a Lemy 36 použitého pre A = (0,1)n, B = γn,s((0,1)
n),

C = A ∩ γn,s((0,1)
n) a f = γn,s dostávame, že λn(γ−1

n,s(A)) > 0.
To nás privádza k finálnemu výpočtu. Nech ||γ − γ0||≤n je tak malá, aby

λn(γ−1
n,s(A)) > 0, ∀s ∈ T . Potom dostávame:
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λ(γ−1(A))
(∗)
= λ

[
s∈T

(γ−1
n,s(A)× {s}) = (λn ⊗ λ)

[
s∈T

(γ−1
n,s(A)× {s})

=

Z
S

s∈T (γ−1
n,s(A)×{s})

1d(λn ⊗ λ)(x,y)

=

Z
[0,1]n×T

1S
s∈T (γ−1

n,s(A)×{s})(x,y) d(λ
n ⊗ λ)(x,y)

(∗∗)
=

Z
T

Z
[0,1]n

1S
s∈T (γ−1

n,s(A)×{s})(x,y) dλ
n(x)dλ(y)

=

Z
T

Z
[0,1]n

1γ−1
n,y(A)(x) dλ

n(x)dλ(y) =

Z
T

λn(γ−1
n,y(A))dλ(y)

(∗∗∗)
> 0.

(3.8)

Tak si pod’me postupne jednotlivé vzt’ahy objasnit’. Prvá (∗) je množinovou
rovnost’ou. Nech (x,y) je v

S
s∈T (γ

−1
n,s(A)×{s}) tak, že y ∈ T a x ∈ γ−1

n,y(A). Potom
γ(x,y) = γn,y(x), avšak x ∈ γ−1

n,y(A). Preto γ(x,y) ∈ A, čo dáva prvú inklúziu.
Pre opačnú, nech z ∈ γ−1(A) l’ubovol’ný vektor. Potom vol’me x ∈ Rn a y ∈ T ,

aby (x,y) = z. Potom γn,y(x) = γ(x,y) = γ(z), pričom γ(z) ∈ A, takže plat́ı
(x,y) ∈ γ−1

n,y(A)× {y}.

Ďalej (∗∗) je Fubiniova veta [1, str. 30-34]. Uvedomme si, že sṕlňame pred-
poklady. Ide o súčin dvoch pravdepodobnostných mier, čiže sú σ-konečné, a teda
každá funkcia na danom priestore je σ-konečná, ako v [1, str. 30]. Zároveň meriame
indikátorovú funkciu množiny, a tá je meratel’ná, pokial’ je množina meratel’ná.
Množina však je meratel’ná, ked’že je to vzor borelovskej množiny A pri spoji-
tom zobrazeńı γ. Nakoniec (∗∗∗), meriame kladnú funkciu na množine nenulovej
miery.

Ukázali sme, že existuje otvorené okolie zobrazenia γ0 také, že pre každú γ
z tohto okolia je miera vzoru množiny A nenulová. Avšak priestor Γ(X) je úplne
metrizovatel’ný takže jeho otvorená podmnožina je už nutne druhej kategórie [13,
str. 297] a teda nemôže pre reziduálne vel’a γ ∈ Γ(X) platit’, že by pri nich miera
vzoru množiny A bola nulová. Vd’aka tomu A ̸∈ Γ0(Rn). Tým je prvá implikácia
dokázaná.

=⇒ Nech λn(A) = 0, d’alej nech C,C1 sú ako vo vzt’ahoch (3.5) a (3.4).
Nech C/C1 > ε > 0 sṕlňa, že pre každú maticuA ∈ Rn×n plat́ı, že ak ||A− Id||∞ <
ε/C, potom už je A ostro diagonálne dominantná, takže regulárna [14, str. 352].
Také ε volit’ vieme, ked’že diagonálne prvky matice A nám konvergujú k 1 a os-
tatné k 0, pričom je ich iba konečne vel’a.

Pre toto ε a postupnost’ {ei}ni=1 vieme nájst’ podl’a Lemy 26 hustú, otvorenú
množinu Mε. Pre túto množinu plat́ı, že ak γ ∈ Mε, potom existuje kγ ∈ N
a cγ > 0, že

max
1≤j≤n

sup
t∈T

cγ · ∂T
kγ+jγ(t)− ej < ε.
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Chceme ukázat’, že pre s ∈ T l’ubovol’né sú zobrazenia γkγ ,n,s : (0,1)
n → Rn

difeomorfizmami (0, 1)n do Rn. Postup je podobný prvej časti dôkazu. Ṕı̌sme:

C/C1 > ε > max
1≤j≤n

sup
t∈T

cγ · ∂T
kγ+jγ(t)− ej

≥ max
1≤j≤n

sup
t∈{s1,...,skγ }×(0,1)n×{skγ+1,... }

||cγ · ∂T
kγ+jγ(t)− ej||

= max
1≤j≤n

sup
t∈(0,1)n

||cγ · ∂jγkγ ,n,s(t)− ej||

(∗)
≥ C · cγ ·Dγkγ ,n,s[a]− Id ∞ .

(3.9)

V nerovnosti označenej (∗) rob́ıme viacero krokov, ale sú analogické ako v (3.4).
Z vol’by ε máme, že pre každé a ∈ (0,1)n je totálny diferenciál zobrazenia cγ ·γkγ ,n,s
v bode a ostro diagonálne dominantná matica, čiže je regulárny. Použit́ım vety
[12, str. 79] dostávame, že cγ · γkγ ,n,s je lokálnym difeomorfizmom (0,1)n do Rn.

Na to aby sme z lokálneho difeomorfizmu dostali difeomorfizmus nám stač́ı
ukázat’ prostotu. Postup je takmer totožný výpočtu (3.5), opät’ použ́ıvame Lemu 28
a sṕlňame jeho predpoklady. Pre a, b ∈ (0,1)n, že a ̸= b máme:

||cγ · γkγ ,n,s(a)− cγ · γkγ ,n,s(b)||

= cγ · γkγ ,n,s(a)− cγ · γkγ ,n,s(b)− Id(a− b) + a− b

≥ ||a− b|| − (cγ · γkγ ,n,s − Id)(a)− (cγ · γkγ ,n,s − Id)(b)

≥ ||a− b|| − ||a− b|| · sup
x∈(0,1)n

D(cγ · γkγ ,n,s − Id)[x] L(Rn,Rn)

≥ ||a− b|| · (1− C1 · sup
x∈(0,1)n

cγ ·Dγkγ ,n,s[x]− Id ∞)
(∗)
> 0.

Pre (∗) stač́ı aplikovat’ vzt’ah (3.9) a všimnút’ si, že prechod k suprému nepokaźı
ostrú nerovnost’ 1/C1 > ε/C ≥ supx∈(0,1)n cγ ·Dγkγ ,n,s[x]− Id ∞. Takže cγ ·
γkγ ,n,s je dokonca difeomorfizmom (0,1)n do Rn. Ked’že cγ je nenulová konštanta,
aj zobrazenie γkγ ,n,s je difeomorfizmom.

Pre γ ∈ Mε potom podl’a Lemy 36 o zachovávańı nulovosti lebesguovej
miery pri difeomorfizmoch plat́ı, že λn(γ−1

kγ ,n,s
(A)) = 0. Nakoniec vel’mi podobne

ako vo vzt’ahu (3.8) dostávame:

λ(γ−1(A)) = λ
[
s∈T

{(s1, . . . , skγ )} × γ−1
kγ ,n,s

(A)× {(skγ+1, . . . )}

=

Z
[0,1]kγ

Z
T

Z
[0,1]n

1(
S

s∈T ({(s1,...,skγ )}×γ−1
kγ,n,s(A)×{(skγ+1,... )}))(z,x,y) dλ

n(x) dλ(y) dλkγ (z)

=

Z
[0,1]kγ

Z
T

Z
[0,1]n

1γ−1
kγ,n,(z,y)

(A)(x) dλ
n(x) dλ(y) dλkγ (z)

=

Z
[0,1]kγ

Z
T

λn(γ−1
kγ ,n,(z,y)

(A)) dλ(y) dλkγ (z) = 0.
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Tým sme dokázali, že pre každé γ ∈ Mε je λ(γ
−1(A)) = 0. Avšak podl’a Lemy 26

ide o otvorenú hustú množinu a teda residuálnu. Skutočne, jej doplnok je dokonca
riedka množina:

Γ(X) \ Γ(X) \Mε
(∗)
= Γ(X) \ (Γ(X) \Mε) = Mε

(∗∗)
= Γ(X).

Prvá hviezdička je iba uzavrenost’ doplnku k otvorenej množine a druhá označená
rovnost’ je hustotou Mε v Γ(X). Dostávame A ∈ Γ0(Rn).

k
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