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Kapitola 1
Uvod

1.1 Diferencovatelnost lipschitzovskych funkcii

Motivécia preco skiimat I'-nulové mnoziny vychddza z problematiky fréchetov-
skej diferencovatelnosti lipschitzovskych funkcii na nekoneéne dimenziondlnych
Banachovych priestoroch. Preto o nej v kratkosti pohovorime v tejto uvodnej
kapitole.

Uz od roku 1919 je zndme nasledujiice tvrdenie [I, str. 103-106].

Veta 1 (Rademacher). Nech f: R" — R je lokdlne lipschitzovskd funkcia, potom
f je diferencovatelnd v kazdom bode, aZ na mnoZinu nulovej lebesqueovej miery.

Vzhladom na to, Ze lebesgueovsky nulové mnoziny tvoria netrividlny o-idedl,
tak vieme néjst spoloény bod diferencovatelnosti pre spocetne vela lipschitzov-
skych funkcii. Prirodzend otdzka je, ¢i je mozné podobné tvrdenie formulovat
aj v obecnejsom kontexte Hilbertovych, popripade Banachovych priestorov.

Najprv si musime ujasnit, ¢o presne v tomto kontexte myslime diferencova-
telnostou.

Definicia 2 (Fréchetova derivacia). Nech (V,||-]|;;) a (W,||-||;;;) st normované
vektorové priestory a U C V je otvorenou podmnozinou priestoru V. Funkciu
f: U — W nazveme fréchetovsky diferencovatelnou v bode x € U, pokial existuje
obmedzeny linearny operator A: V. — W taky, ze

i @ ) = f@) = Al _

h—0 Al

Tento linedrny operdtor je uréeny jednoznacne, budeme ho znacit f'[z] a nazy-
vat Fréchetova derivdcia funakcie f v bode x.

Pozndmka. Rovno si mozeme vsimnut, ze pre n,m € N, ked V =R a W = R™,
tak ide presne o definiciu totdlneho diferencidlu v bode z. Ten budeme znacit

Pre Hilbertove priestory sa Davidovi Preissovi a Joramovi Lindenstraussovi
podarilo dokdzat nasledujicu vetu [2} str. 263].

Veta 3. Nech G je neprdzdna otvorend podmnozina Hilbertovho priestoru, potom
kazdd dvojica f, g redlnych lipschitzovskiych funkcii md spoloény bod fréchetovskej
diferencovatelnosti.



Pre obecnejsie, no technickejsie tvrdenie pozri [2], str. 263]. Vystala prirodzena
otdzka, ¢i je mozné najst spoloény bod diferencovatelnosti pre lubovolny koneény,
popripade spoéetny pocet realnych lipschitzovskych funkcii. Pokial by sa, po-
dobne ako v Rademacherovej vete, podarilo ndjst taky netrividlny o-idedl, Ze
kazd4 lipschitzovska funkcia je diferencovatelnd v kazdom bode, az na body to-
hoto o-idealu, tak by sme dosiahli dany vysledok. I'-nulové mnoziny sa ukazali,
aspon pre niektoré priestory, ako vhodny o-ideal |2 str. 114].

Veta 4. Nech (B, ||-||) je Banachov priestor so separabilnym dudlnym priesto-
rom. Potom kaZdd redlna lipschitzovskd funkcia f z otvorenej mnoziny G C B je
fréchetovsky diferencovatelnd v kazdom bode G, aZ na I'-nulovii mnoZinu, prdve
vtedy, ked je kazdd o-pdrovitd mnoZina T'-nulovd (pre definiciu o-pdrovitosti poz.
[2, str. 10]).

Napriklad priestor ¢y a jeho podpriestory, ¢i priestor C(K), kde K je spocetny
kompakt, tito vlastnost maja [2) str. 114].

V tejto bakalarskej praci sa budeme venovat vlastnostiam I'-nulovych mnozin
a vlastnostiam Struktir, ktoré su relevantné pri ich konstrukcii. Bakalarska praca
sa primarne opiera o clanok od Jorama Lindenstraussa a Davida Preissa On
Fréchet differentiability of Lipschitz maps between Banach spaces [3].

V zvysku tvodu sa budeme venovat pripomenutiu niektorych klasickych vy-
sledkov a znacenia, ktoré budeme v texte pouzivat.

V druhej kapitole, podla ¢lanku [3], zavedieme I'-nulové mnozZiny. Pri ich de-
finicii zohrava dolezitu rolu isty priestor funkcii, na ktorého vlastnosti sa tiez
v tejto kapitole blizsie pozrieme. Specidlne si ukdzeme, Ze tento priestor je tplne
metrizovatelny, ¢o priamo nepreberdme z literattry.

V tretej kapitole si ukazeme, ze I'-nulové mnoziny tvoria netrividlny o-ideal
a dobudujeme sa ku tvrdeniu o vztahu I'-nulovych a lebesgueovsky nulovych
mnozin v R"™.

1.2 Standardné definicie a vety

Definicia 5. Nech A je mnozina, potom P(A) budeme znacit mnozinu vetkych
podmnozin mnoziny A a nazyvat potencnou mnoZinou.

Definicia 6. Otvoreni gulu o strede x a polomere r v R™ budeme znacit U"(z,r)
a S"1(x,r) bude znacit sféru. Pokial (X, p) je metricky priestor, tak Ux(xz,7)
bude znaéit otvorend gulu vzhladom k prislusnej metrike a s prislusnym stredom
a polomerom, podobne Sx (z, r) bude znagcit sféru. V pripade, Ze neuvedieme stred
a polomer, tak predpokladédme, Ze stred je bod 0 a polomer je 1.

Definicia 7. Nech {(X;,S;)}3°, je postupnost priestorov opatrenych o-algebrami
S;. Potom pre n € N definujeme X?:l S; ako najmensiu o-algebru obsahujicu
mnoziny

{A; x - xA;Vie{l,....n}: A, € S;}.

Takto vytvoreni o-algebru budeme nazyvat sicinom o-algebier S;, 7 € {1, ... n}.
Pre n = oo definujeme le S; ako najmensiu o-algebru obsahujicu mnoziny



k [e%)
{><A,->< X Xi;k:eN,Vz'e{l,...,k}:Aiesl}.

i=1 i=k+1

Podobne t1ito o-algebru budeme nazyvat sicinom o-algebier S;, i € N,

Pre n € N budeme A" znacit n-rozmerni Lebesgueovu mieru. Pre koneény
sti¢in mier poz. [4 str. 144]. Dalej budeme potrebovat aj jej nekoneéne rozmerni
obdobu. Na jej existenciu potrebujeme nasledujicu vetu [4, str. 157].

Veta 8 (O existencii sucinovej miery). Nech {(X;, S;, 115)}52, je postupnost pries-
torov s mierou spliugicich pu;(X;) = 1. Potom existuje prdve jedna miera p, defi-
novand na o-algebre S = le S; takd, zZe ak A € X?:l S;, pre n € N [ubovolné,
tak

AR X X) = (i X % ) (A).
i=n—+1

. P PR . . . . 3] . ]
Miera p sa nazyva siucinovou mierou mier p;, © € N. Budeme ju dalej znacit
[o'e) . .
p=@Q,=, i Priestor s mierou

o] o] 0
(XXX 8 Q)
i=1 =1 =1
je sucinom dangch priestorov s mierou.

V texte budeme pouZivat viicsie mnozstvo rozlicnych noriem. Standardnejsie
z nich zavadza nasledujica definicia.

Definicia 9.
e Zobrazenie ||-||  : R™™ — R, definované ako ||A]| ., = max }]am-\, bu-

S geeey

deme nazyvat mazimovou normou. Podobne budeme mazimovi normu uva-
zovat na priestore R” a budeme ju znacit rovnako.

e Nech L£(X,Y) predstavuje priestor spojitych linedrnych zobrazeni z pries-
toru X do priestoru Y. Normou [||[(xy) : £(X,Y) — R myslime normu
£l zx vy = suPsevy |1 (@)]]y- Pokial X nie je jednobodovym priestorom,
tak dané zobrazenie je zhodné so zobrazenim sup,cg. ||f(z)||y-

e Pre n € N, normou ||-||, myslime euklidovski normu na priestore R™.

Definicia 10. Nech [|-||, a ||-||, sd normy na vektorovom priestore X. Pokial
existuju ¢isla a, b > 0 také, ze pre kazdé x € X plati

a-|lzll; < lzlly <b-l2l];
tak o prislusnych normach povieme, ze su ekvivalentné.

Veta 11 (O ekvivalencii noriem). Ak X je koneéne dimenziondlny vektorovy
priestor, tak siu na nom kaZdé 2 normy ekvivalentné.

Pre dokaz pozri [5, str. 75].



Definicia 12. Nech X je mnozina a A C X. Potom funkcia 14(-): X — R

je definovana ako
14(x) = 1 akz e A,
A= 0 inak.

Dant funkciu nazyvame charakteristickou funkciou mnoziny A.

Definicia 13. Nech (X, p) a (Y, 0) st metrické priestory a nech M C {f: X —
Y}, dalej nech a € X. Potom povieme, Ze funkcie mnoziny M st rovnako spojité
v bode a, pokial plati

Ve>030>0VfeMVre X:p(xr,a) <d = o(f(x), f(a)) <e.

Dalej povieme, ze st rovnako spojité, pokial si rovnako spojité v kazdom bode
ac X.

Definicia 14. Nech X je mnozina, (Y, o) je metricky priestor a pre vsetky n € N
je fn: X — Y zobrazenie. Potom o postupnosti {f,}52, povieme, ze je rovno-
merne cauchyovskd, pokial plati

Ve >03ng e NVnom e NVz € X:nym >ng = o(fu(x), fu(z)) <e.

Lema 15. Nech ¢: U™ — R" je spojité zobrazenie spl/ﬁajzice, Ze pre kazZdé x €
S"1 je (@(x),z) > 0. Pricom (-,-): R" x R* — R je skaldrny sicin na R
Potom ezistuje y € U také, ze p(y) = 0.

Pre dokaz pozri [0, str. 53]. My budeme pouzivat jednoduchy dosledok.

Dosledok 16. Nech p: U™ — R™ je spojité zobrazenie spl}iajdce, Ze pre kaZdé
x € S" je (p(x),x) > 0. Potom existuje y € U také, Ze o(y) = 0.

Doékaz. Vsimnime si, ze sme zosilnili predpoklady, takze zéver Lemy [I5] plati. Exis-
tuje teda y € U také, Ze p(y) = 0. Pre spor predpokladajme, ze y € U = S,
potom (p(y),y) = (0,y) = 0. To ndm ddva spor, vdaka tomu existuje y € U tak,

ze p(y) = 0.
d



Kapitola 2

Definicia I'-nulovej mnoziny

2.1 Definicia ['-nulovej mnoziny

V tejto sekcii zavedieme I['-nulové mnoziny a pojmy k tomu potrebné. De-
finicia priamo vychddza z ¢ldnku [3]. V sekcii sa jej oproti zdroju budeme venovat
o nieco podrobnejsie. Napriklad overime, ze pseudometriky generujice topolégiu
priestoru funkcii I'(X') st naozaj pseudometriky.

Definicia 17. Ako nosni mnozinu si volme 7' = [0,1]Y a postupne na nej za-
ved'me:

e Mieru. Uvazujme postupnost {([0,1], B([0,1]), A [j0,1)}:2;. Potom, podla
Vety |8 (O existencii sticinovej miery), je na priestore T = [0,1]N jedno-
znacne definované sic¢inova miera. T budeme znacit A a nazyvat Lebesqgu-
eovou, mierou na priestore T

e Topoldgiu. Priestor T' je kartézskym suc¢inom kompaktnych topologickych
priestorov [0,1], budeme na fiom teda uvazovat sucinovi topoldgiu.

e Algebrické opericie. Priestor T' je podmnozinou vektorového priestoru RY.
Operécie stictu a stéinu na prvkoch priestoru 7' budeme uvazovat, tam kde
st dobre definované, ako operacie zdedené z priestoru RY.

Pozndmka. Ako topologicky priestor ide o Hilbertovu kocku [7), str. 83]. Podla
Tychonovovej vety [, str. 138] je priestor T, ako suc¢in kompaktnych topolo-
gickych priestorov, topologicky kompakt. Dalej, ako spocetny stéin tplne metri-
zovatelnych topologickych priestorov, je tiplne metrizovatelny [7), str. 270]. Preto
nait vieme nahliadat aj ako na metricky kompakt. Budeme na nom uvazovat
kompatibilnti metriku p(a,b) = > °° lan—bnl b€ T.

n=1 2n

Definicia 18. Nech 7' = [0,1]N a Y je Banachov priestor. Dalej, nech f: T — Y
je zobrazenie a pre ¢ prirodzené, e; = (0,...,0,1,0,...), kde sa jednotka nchadza
na i-tej pozicii. Potom definujeme parcidlnu derivdciu v bode x € T, vzhladom
k T, ako nasledujiicu limitu, pokial existuje

lim flx+t-e)— f(x)

t—0 t
z+t-e; €T

Budeme ju znacit 9] f(z).



Pozndmka. Pre zjednodusenie vyjadrovania, pokial nebude hrozit nedorozumenie,
budeme prave zadefinovant limitu nazyvat i-tou parcidlnou derivaciou (podobne
ako v [3]).

Dalej si viimnime, ze pre i € N také, ze z; € (0,1), plati

flx+t-e) = f(z) flzt+t-e) = fz)

lim = lim ,
t—0 t t—0 t
z+t-e; €T

akonahle je t dost blizko 0, tak uz x +t - e; € T, to ndm déva rovnost. Druh4
limita je standardnou parcidlnou derivdciou a budeme ju znacit 9; f(z).
Pre ¢ € N, spliujice x; = 0, dostavame:

flo+t-e)— f(x) flr+t-e)— f(x)

lim = lim ,
t—0 t t—0+ t
r+t-e; €T

¢o je parcidlna derivacia sprava. Nakoniec pre x; = 1 dostaneme parcialnu de-

rivaciu zlava.

Definicia 19. Nech (X, ||-||) je Banachov priestor. Potom I'(X) budeme znacit

priestor vsetkych spojitych zobrazeni v: T" — X takych, ze maju vSetky parcidlne

derivacie 9]~ spojité, kde i € N.

Pozndmka. Rovno mozeme spravit pozorovanie, Ze ako spojité funkcie na kom-

pakte si rovnomerne spojité. Dalej si vSimnime, ze ['(X) je linedrny vektorovy

priestor. Ndsobenie skaldrom a séitavanie funkcif ndm nepokaz{ spojitost, ani spo-

jitost parcialnych derivacii.

Lema 20. Nech (X,||-||) je Banachov priestor. UvaZujme pre k € N funkcie
[-os [-His [l <k s T(X) = R,

definované nasledovne:
1710 = sup|[v(¥)]];
teT

[171[x = supl[dF v(2)]], (2.1)
teT

Il = s 115

Potom funkcie ||-||o a ||-]|<k st normaminaT'(X) a funkcie ||-||x si seminormami

na ['(X).

Dékaz. Najprv ukazme, ze ||-||r je seminorma. Volme k € N Tubovolné. Nezépor-
nost ||-||, mdme z toho, ze robime suprémum cez nezdporné hodnoty. Pozitivnu
homogenitu dostavame postupne z linearity parcidlnych derivacii (v prislusnych
bodoch jednostrannych), pozitivnej homogenity normy v X a vynimania nezapor-
ného skalaru pred suprémum. Nakoniec, nech «, 5 € T'(X), potom trojuholnikovi
nerovnost dostdvame z nasledovného rozpisu:

llev + Bllx = supl|dg (o + B)(&)]| = sup||0; a(t) + I B(t)]| <
teT teT
< sup (|[0x a(®)| + 115z B(t)I]) < supl|g a(t)]| + supllog B = llallx + [18]]x.
teT teT teT

7



To, ze ||-]|o je seminorma sa ukaze analogicky. Vsimnime si vSak, ze ide dokonca
o normu. Ak sup,cp||7(t)|| = 0 tak pre kazdé ¢t € T plati, ze ||y(t)|| = 0. To je
v8ak norma na X, takze aj y(t) = 0, ¢ize naozaj ||||o je normou. Funkcia ||-||<g
je tiez zjavne pozitivne homogénna a nezapornd. Nech a, 8 € I'(X), potom troj-
uholnikovii nerovnost dostaneme nasledovne:

o=+ Bl = guax |+ 811; < gmax (lall; +[181l;) <

< amase |+ mave 1811 = llall<i + 1181 <

Nakoniec si v§imnime, Ze pre kazdé k prirodzené, pokial ||||<x = 0, tak aj ||7||o =
0 a teda ||-||<x je tiez normou.
4

Definicia 21. Na priestore I'(X) mozeme uvazovat topoldgiu indukovani nor-
mami ||-|[< (tzn. ide o topolégiu, ktorej baza je B = {U)_, (o, 7): a € T'(X), 7 >
0,k € N}).

Definicia 22. Nech (X, ||-||) je Banachov priestor. Mnozinu A C X budeme
nazyvat ['-nulovou, pokial existuje B C X borelovskd taka, ze A C B a A\({t €
T: ~v(t) € B}) = 0 pre rezidudlne vela v € T'(X). Systém vsetkych T-nulovych
mnozin na X budeme znacit T'o(X).

2.2 Zakladné vlastnosti priestoru I'(X)

V tejto sekcii sa pozrieme na vlastnosti priestoru I'(X'). Va¢sinou ide o podrob-
nejsie dokézané vysledky z cldnku [3], ktoré budeme potrebovat pri dokaze vety
o vztahu I'-nulovych a Lebesgueovsky nulovych mnozin. Vynimkou je tvrdenie
o 1plnej metrizovatelnosti priestoru I'(X), ktoré sa priamo neopiera o zdrojovy
text.

Definicia 23. Nech (X, ||-||) je Banachov priestor. Dalej nech a,b € N,y €
['(X) a s € T, potom definujeme zobrazenie v,,.: [0,1]> = X, ako

Yabs(t1s - ts) =Y(S1,- - Sar 1,y thy Sat1, Sat2s - - - )-
Tiez zaved me zobrazenia v, ;: T — X, ako
T
’7a,b,s(t) = 7(817 o Sartiy oo by Sat, Sa2s - - )
Pokial @ = 0, tak ho budeme pri znaceni vynechdvat.

Lema 24. Nech (X, ||-||) je Banachov priestor. Potom pre kazdé~y € T'(X),m € N
a e >0 emistuje k € N také, Ze pre kazdé s € T plati

s =], <

Dékaz  Pre tcely dokazu 0 f = f. Dalej nech v € I'(X),m € N,e > 0 dané,
z rovnomernej spojitosti v ndjdime oy > 0 také, ze

Ve,y € T: p(ay) < 0o = ||v(z) —~(v)|] < e/2.
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Podobne z rovnomernej spojitosti 97, ... , 9L~ najdime &y, ... ,8,, >0 Spiﬁa—
juce

Vie{l,...m}Ve,y e T: p(xy) < § = H&T (z) — OF~( H<€/2.

Pripomenme, ze p(z,y) = > oo |m" ol Ngjdime k € N tak, ze Yomepg1 27 <

n=1

min{dy, ..., 0y, }. Potom pre toto k platl

H’ylz:s_’YHSmZma‘X(SUpHa tla"‘7tk7817”- H><5/2<€

0<i<m

Kde (*) je iba rovnomernou spojitostou prislusnych funkcii a jednoduchym po-
zorovanim, ze pre kazdé t,s € T plati:

n—tk — bn
p((tl,...,tk,sl,...),t): Z le;—l Z 27" <min{dg,...,0m}

n=k+1 n=k+1

4

Désledok 25. Pokial Ty (X) znaci mnoZinu tijch v € T'(X), ktoré si zdvislé
na proych k siradniciach, tak mnozina | J;—, Tr(X) je hustd v T'(X).

Nasledujica lema je velmi dolezitd, lebo apriérne nie je jasné ako by mohli
vyzerat netrividlne rezidudlne mnoziny v priestore I'(X) a ako by sme teda mohli
[-nulovost testovat.

Lema 26. Nech (X,||-||) je Banachov priestor, n € N a ¢ > 0. Dalej nech pre
kazdé j € {1,...,n} je u; € X. Potom je mnozina

M. ={y€e(X);3k € N3c > 0: lrg;%iui}ra}’c Oy (t) —uy|| < e}

hustd a otvorend v T'(X).

Dokaz. Fixujme n € Nje > 0 au; € X pre j € {1,...,n}. Najprv ukdzeme
otvorenost mnoziny M,. Nech v € M, (neprdzdnost M. sa ukdze pri dokaze
hustoty), potom existuje ¢, > 0, k, € N a § > 0 tak, ze plati nerovnost

<e—0.

max sup

T
Cy -0 () —u
1<5<n pep 117 kﬁgV()

Pre Uy, .. (7,6/cy) otvorené okolie v (poz. Definicia ' volme lubovolné
SRyTn
7 € Uy, . (1,0/¢y). Z nasledujiceho vypoctu dostavame, ze 71 € M.:
SRyTn

T JE— .

TDax Sup ||y O+ (1) —
= max sup ||c, - Of ,.ni(t) —cy - OF L y(t) + ey - OF L (1) — u;

1<j<n yer Y ~+J Y ~+J Y ~+J J

T

< max g}(‘ O () =y Ot H"“Cv Op (1) — )
< .oF . — .oF . H .oF . —
S [Hax sup ||y Ok e (t) = €3 - Oy y57(8)|| + max Sup ||, Oy, +57(t) — u;

)
S|Cv|‘||’71—7||gkv+n+5_5<cv'C_+5_5:5'
.
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Mnozina M. je teda otvorend. Dalej ukdzme, ze je hustd v T'(X). Na to ndm
podla Dosledku [25] staci, ze uzaver M. obsahuje mnozinu |J, . I'x(X).

Nech k € N Tubovolné a vy € T'x(X). Potom ndjdeme postupnost v M., ktord
k nemu konverguje. Pre kazdé m € N definujme

1 n
Ym(t) = 70(t) + — > ey,
j=1

Potom postupne dostavame:

Prel =0
I ;= 1l o= ! En t - 112a<><{|\%\|}
'm = 'm = Su _ U 5
Y Yoll; 7 Yollo te%) mj:1 k+jUj m

PreO0<I<kaprel>k+n

I =l = sup |6 306 + 3 (- §jtkﬂu])—aﬁo<t> =0,
S
Prele{k+1,....k+n}
=
' — = sup ||OF +3< Et u)—@T t :H—.
[~y Yol ; teg ) Yo(t 1 k+5U;j ; Yo(t) m

Ukéazeme, zZe 7,, naozaj konverguji ku ~y. Pre kazdé otvorené okolie 7, vieme
néjst bazovi mnozinu Uy __(7,7), ktord v niom bude obsiahnuta. Avsak pre kazdé
z € Nar > 0,z prave vypocitaného, existuje mg € N, ze pre kazdé m > mg, v, €
Ul (7,7), €o sme cheeli. Nakoniec pre m € N Iubovolné a ¢ = m dostavame:

max su Hm 0 uH
28X tep k+ﬂm( ) —

= max sup
1<5<n e

1 n
m - 0,€T+J70(t) +m - 8,€T+j <E Z tk—i—zuz) — Uj
i=1

= 1121Ja<>;sup|\0+uj —ujl| <e.

Takze v,, € M., ¢o mimo iného dokazuje aj neprazdnost mnoziny M..

3

Veta 27 (Moore-Osgood). Nech (X, p) je metricky priestor a (Y, o) je iplny met-
ricky priestor. Nech E C X a h je hromadny bod mnoziny E. Dalej nech { f,}°2,
je postupnost funkcii takijch, Ze rovnomerne konverquji ku funkcii f: X — Y
na E. Dalej predpokladajme, Ze pre n € N

limf, (t) = A,.

t—h
teE

Potom postupnost {A,}°°, konverguje a plati
limf(t) = lim A,.

t—h n—00
teE

10



Pre dokaz pozri [8, str. 149].

Lema 28. Nech X,Y su Banachove priestory a U C X je konvexnd, otvorend
mnozina. Dalej nech F': U — Y je fréchetovsky diferencovatelnd v kazdom bode
U splnajica

sup{[[F'[z]lz(xy) 1 ¥ € U} = M < o0.

Potom
Voe,y e U: [|[F(z) = F(y)lly <M - |lz —ylx -

Pre dokaz pozri [9, str. 22-23].

Désledok 29. Pokial k predpokladom predchddzajicej lemy priddme predpoklad
spojitosti funkcie F' na U, tak dokonca dostdvame:

Yo,y €U: [|F(z) = Fy)lly < M-l —yllx -

Dékaz. Nech € > 0 Iubovolné. Pre z, y € U uvazujme a, b € U tak, aby

max{[|z —al|x, [ly = bl[x, [[F'(z) = Fla)lly  [[F(y) = FO)[ly } < /2.

To vieme vdaka spojitosti F'. Potom dostdvame:

|F(z) = F@)lly <[IF(z) = Fla)lly +[|F(a) = FO)[ly +[[F(0) = F(y)lly
<et M-fla—blly <e+M-(|la—z|x+lr—yllx
+lly=blly) <e- I+ M)+ M-|lx—yllx.

Kedze M je nezdvislé na e pevné a e bolo lubovolné, tak dostdvame pozadované

tvrdenie.
J

Lema 30. Nech X je mnozina a (Y, p) je metricky priestor. Dalej nech {f, )
je rovnomerne cauchyovskd postupnost zobrazeni z X do Y. Pokial bodovo kon-
verguje k zobrazeniu f: X —'Y, tak uZ ide o rovnomerni konvergenciu.

Dékaz. Pre € > 0, z rovnomernej cauchyovskosti postupnosti {f,}22,, ndjdime
no € N, ze pre vsetky prirodzené n,m > ng a x € X je p(fn(x), fm(x)) < €/2.
Dalej pre € X Tubovolné z konvergentnosti postupnosti najdime ny € N, ze nq >
no a p(fu, (x),f(z)) < /2. Potom pre n > ng mame:

p(f (), fn(2)) < p(f (), fnr (2)) + (s (2), [ () <&

Pricom volba ng bola na z nezavisla.

3

Veta 31. Nech (X, ||-||) je Banachov priestor, potom I'(X) je dplne metrizova-
telny topologicky priestor.
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Dékaz. Najprv ukézeme, Ze je metrizovatelny. Uvazme zobrazenie p: T'(X) x
['(X) — R definované ako

p(y1:72) = Y min{|lyn — %ll;, 27}
=1

Ide o metriku. Konvergentnost sumy, nezdpornost, symetria a to, Ze dostdvame
0 prave vtedy ked v, = 75 je zrejmé. Trojuholnikovi nerovnost dostdvame jed-
noducho priamym rozpisom.

Teraz potrebujeme ukdzat, Ze generuje rovnaku topolégiu ako normy ||| <5
Najprv si uvedomme, Ze rovnaki topolégiu ako normy ||-||; generuji normy
||||1<J = min{||-[|;,1} a budeme to ukazovat pre tieto modifikované normy.
Volme pre m € N a r > 0 lubovolnd bézovii mnozinu U (70,7) topoldgie

I'(X) ay € Uy (70,7). Potom |70 —71H1§m < 7 — 0, pre déke § > 0. Dalej
chceme, Ze -

{’Y e I'(X): p(v,m) < 2%} = Up(’Yla 2%) - U||.\|1§m(7077")-

Tak volme 75 € U,(71, 52) a pocitajme:

2m
1 1 1
170 = Yll<m < 10 = ll<m + 5 111 = 2l <

(+) = . L m 0
< o = mlls,, + 27> min{|lyr — el 27} <=6 +2 om =T
< 2 <

Presne v bode (%) vyuzivame, ze ||y, — 72H1§m < 1. Takze topolégia generovand
metrikou p je jemnejsia. Na druhu stranu, nech pre vy € I'(X) a ¢ > 0 Tubovolné

7 € Uy(70,€). Potom p(y9,71) < € — 0, pre vhodné 6 > 0. Nech k € N také,
ze Y o 127" < /2. Potom pre kazdé v, € UII'H1<;€<%’ %) mame:

p(70,72) < p(Y0, ) + p(11,792) <€ =+ > min{||n — 7, 27"}

m=1
k

<=5+ minfln —yelle, 27} +6/2

m=1
(*)
<e—0+k-|n—ellg+d/2<e

Pre nerovnost (x) si sta¢{ vSimnit, ze ak a < b, potom ||v||., < [|7ll<,, ide
iba 0 maximum cez vi¢siu mnozinu. Prislusnd metrika teda generuje rovnaki
topoldgiu ako normy z Definicie [21]

U7 iba ostéva ukazat, Ze priestor I'(X) je vzhladom k tejto metrike tplny.
Tak nech je cauchyovskd postupnost {7,}52, dand. Vsimnime si, ze pre kazdé
t € T apre kazdé i € N st aj postupnosti {7, (£)}°2, a {07, (t)}>>, cauchyovské
v priestore X. Skutocne, nech i € N,0 < ¢ < 27% at € T dané. Ndjdime ny € N,
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ze pre vsetky prirodzené n,m > ng je p(Yn, Ym) < €. Pre n,m > ny dostavame:

27" > &> p(n, Ym) Zmln{ll% Ymll<; 277}

. 2.2
s i~ 2 = Il 22
2 sup |0/ (5) = 0y ()] | 2 (|07 (8) = O]

Rovnako pre postupnost {v,(t)}°°,. Nahliadnime, Ze volba ng bola zavisla iba
na ¢ a je vhodnd pre vietky ¢t € T, takze ide dokonca o rovnomernt cauchyovskost.
Specialne ide o cauchyovské postupnosti v tiplnom priestore, takze maju limitu.
Nasledujiice funkcie vieme definovat ako bodové limity tychto postupnosti

Y(@) = lim 3,(z),

n—oo
) S B T
7'(2) = lim 07 ().

Podla Lemy 30| postupnost {7,}5°; a postupnosti {9]7,}°°,,7 € N, konverguji
rovnomerne, ked'Ze st rovhomerne cauchyovské a bodovo konvergentné. Potom
je rovnomernou limitou spojitych funkcii, takze spojité [8, str. 150]. Staci ukdzat,
ze mé vsetky parcidlne derivicie a tie si spojité, potom uz je v € I'(X), ¢o do-
kazuje tiplnost. Uz vieme, Ze funkcie 4¢ s tiez, ako rovnhomerné limity spojitych
funkcii, spojité. St teda dobrym kandidatom na parcidlne derivacie funkcie ~y. To,
7e +' si parcidlne derivdcie zobrazenia v, dostdvame z nasledujiceho vypoctu:

Yol +1-€;) = ()

7{(x) = lim 9] 7,(r) = lim lim

n— 00 n—oo  t—0 t
x+t-e; €T

® . (@4t e) — ()
- Iy t 29

z+t-e; €T

t-e;) —
= lim Ve tt-e) =) = 0'y(x).
t—0 t
z+t-e; €T

Kde (x) je pouzitim Vety Vsimnime si, ze spiﬁame predpoklady. Najprv 0 je
hromadny bod mnoziny E = int({t € (—1,1): z+t-¢; € T})\{0} a cielovy priestor
X je tplny. Dalej potrebujeme, ze f,(t) = w koverguju k ddkemu A,,
ako t — 0. To uz mame, kedZe pre vietky v,, n € N, vsetky parcidlne derivicie
existuju

Yol +1-€;) = ()

. - . _ T _
lim () = lim ; = 0; m(z) = Ay
x+t-e; €T x+t-e; €T

Nakoniec postupnost {f,(t)}°2, konverguje rovnomerne ku f(t) = —7(’”” ei) (@)

na E. Je zjavné, Ze na E postupnost konverguje bodovo ku f. Podla Lemy .
nam staci overit rovnomernt cauchyovskost postupnosti { f,,(¢)}°2;.

Pre ¢ > 0, z rovnomernej cauchyvskosti postupnosti {977, }°,, ndjdime ng €
N také, ze pre kazdé m,n > ng a pre kazdé z € T plati

|07 1 (2) = O (2) || < e
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Potom pre t € E a n,m > ny lubovolné dostdvame:

t]
) |t - e
L(R,X)
t]

( s (650 e+ -0
\(w —vm><x+<'>'e¢>)'[a1<y>H} (2.4)

[ fn(t) =

a€int(EU{0})

= sup sup
a€int(EU{0}) | ye{-1,1}

- H D+ 0)-e))ld

acint(EU{0})

(2) sup |‘af(7n_7m)(x+a'€i)’|
acint(EU{0})

= sup |0z ta-e) =0 ym(z+a-e)|| <e
a€int(EU{0})

Kde (x) je pouzitie Dosledku [29 na citatel, pre M = EU{0} C R, ¢o je
interval, ¢ize konvexnd mnozina. Zobrazenie F'(t) = (v, — vm)(x +1 - ¢;) a krajné
body t, 0 € M. Zobrazenie F je rozdiel dvoch spojitych zobrazeni na M, cize je
na M spojité. Fréchetovski diferencovatelnost pre ¢ € int(M) dostdvame, lebo
v tomto pripade sa zhoduje s nami zavedenymi parcidlnymi derivaciami, takze
fréchetove derivdcie existuji. Zaroven ndm to objasiiuje rovnost (#x). Skutocne:

limHF<t+h)_F(t>_az‘T('Vn—’Ym)(ﬂf—l—t-ei)-hH
h—0 |h|
‘ i O =) (@t te) thee) = (= )@+t e)

h—0 h
—0?(7n—fym)(x+t'ei) ‘ = 0.

Parcidlne derivacie su spojité na celom kompakte 7', takze suprémum ich no-
riem na mnozine {z + ¢ - e;,t € EU{0}} C T je konecné. Cize spliame predpo-
klady Dosledku . Vdaka ¢omu dostdvame rovnomernt cauchyovskost postup-
nosti {f,}>°,, z ktorej za pomoci Lemy a konvergentnosti tejto postupnosti
plynie rovnomerna konvergencia. To bol posledny chybajuci predpoklad, aby sme
mohli pouzit Vetu (Moore-Osgood) v rovnosti . Tym je dokaz uplnosti
zakonceny.

d

Désledok 32. Podla Baireovej vety [10, str. 41-42] je priestor T'(X), ako iplne
metrizovatelny priestor, priestorom druhej kategorie.
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Kapitola 3

Vlastnosti I'-nulovych mnozin

3.1 TI'-nulové mnoziny ako o-ideal

Tato sekcia tiez nie je priamo prebrata z literatury, avsak ide iba o jedno-
duché overenie definicie. Najzaujimavejsim vysledkom je netrivialita priestoru
[-nulovych mnozin, lebo na nu potrebujeme Dosledok [32]

Definicia 33. Nech X je Iubovolnd mnozina, potom N C P(X) nazveme o-
idedlom, pokial plati nasledovné:

1. 0 e N,
2. ak AC BaBeN, potom AeN,
3. ak Ay, As,--- € N, potom | J;2; A; € N.

Veta 34. Nech (X, ||:||) je Banachov priestor, potom TI'o(X) v riom tvori ne-
trividlny o-idedl. Netrivialitou myslime, Ze T'g(X) # P(X).

Dokaz.
1. Najprv ukdzeme, ze () € T'o(X). Volme v € T'(X) Tubovolné, potom

A{teT:~(t)ed}) =A0)=0.

Pre vSetky, §pecidlne pre rezidudlne vela v € T'(X), ndm miera vychddza nulové.
Prazdna mnozina je preto I'-nulova.

2. Dalej uvazujme A C X a B € I'o(X) také, ze A C B. Potom z definicie I'-
nulovej mnoziny existuje C' C X borelovskd, taka, ze B C C a A({t € T: y(t) €
C}) = 0 pre rezidudlne vela v € T'(X). Avak A € B C C a teda C je
hladand mnozina aj pre mnozinu A. Vdaka tomu je systém T'o(X) uzavrety
na podmnoziny.

3. Nech Ay, Ay,--- € T'y(X), potom nech By, By,--- C X su prislusné bore-
lovské mnoziny, podla definicie T-nulovosti. Dalej definujme I'p (X) = {y €
I(X): A{t € T: ~(t) € B;}) = 0}. Pre kazdé ¢ € N ide o rezidudlnu mnozinu.
Preto aj N2, s (X) = I'(X) \ U, (T(X) \ I'p,(X)) je rezidudlna mnozina,
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pretoze ide o doplnok ku spocetnému zjednoteniu mnozin prvej kategérie. Potom
pre v € ()2, I'p,(X), mame

)\({teT UB}) _/\<U{teT eB})
i AM{teT:~ )eBi}):io:OZO.

i=1
Kedze U2, Ai € Uj, Bi a pre rezidudlne vela funkcii v € I'(X) je A{t €
T:~(t) € U2, Bi}) = 0. Takze |J;2, B; je, ako spocetné zjednotenie bore-

lovskych mnozin, borelovskd mnozina. Takze je mnozinou, ktora svedéi o tom,
ze U2, Ai € To(X). Dostavame, ze I'g(X) skutocne tvori o-idedl.

4. Nakoniec ukézeme netrivialitu. Sporom ukazeme, ze X ¢ I'q(X). Mnozina X
je ocividne borelovska. V takomto pripade

Vyel(X): A\{teT: () e X}) =1,

takze jedindg moznost aby X bola T-nulovd je, Ze 0 je rezidudlna v T'(X). Inak
povedané, I'(X) by bola prvej kategérie. Podla Désledku [32] je vSak druhej ka-
tegorie, Co je spor.

d

3.2 TI'-nulové mnoziny v R”

V tejto sekcii ukdZeme uz spominany vztah medzi I-nulovymi a lebesgueovsky
nulovymi mnozinami. Tvrdenie aj dokaz pochddzaji z ¢lanku [3]. Prinos tejto
sekcie je doplnenie daného dokazu o vynechané kroky.

Lema 35. Zobrazenie det: R™ "™ — R je spojité vzhladom k lubovolnej norme na
R?’an‘

Dékaz. Vieme, ze pre kazdé o,p € {1,...,n} je projekcia m,, : (ai;)7 =1 — Gop
lipschitzovskd funkcia vzhladom k maximovej norme, skutocne:

1m0 ((@i3)ij=1) = Top((bi)7j=1)] = |0 = Dol
< i —bi|=||A-B

Dalej pri funkeii determinant iba pri¢itame, popripade odéitame koneéne vela
stcinov tychto projekci, ¢ize to je spojité funkcia vzhladom k maximovaj norme.
Pouzitim Vety[11]dostdvame spojitost determinantu vzhladom k Tubovolnej norme
na R™*™,

4

Lema 36. Nech A, B C R™ su otvorené, dalej nech f: A — B je difeomorfizmus
tychto mnozin. Nech C C B borelovskd, potom plati nasledovné:
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e \'(C) > 0 prdve vtedy, ked \"(f~*(C)) > 0,
e \"(C) =0 prdve vtedy, ked \"(f~*(C)) = 0.
Dékaz. Najprv ukizeme, ze ak "(C) > 0, potom X"(f(C)) > 0. Najprv f~1(C)

ako spojity vzor borelovskej mnoziny je borelovské, ¢iZze meratelnd mnozina. Ne-
rovnost vychddza z nasledujiceho vypoctu:

A"(f—l((J)):/ 1d\"(z /{det D f~x])|d\"(z)

(42 o Gr)
/ ey o

Rovnost oznacend (*) je klasickou vetou o substiticif [T} str. 153-155]. Druhui
oznac¢ent rovnost objasiiuje nasledujici vypocet. KedZe f je difeomorfizmom
a vedie z A C R" do B C R, tak pre z € A mdzeme pouzit retiazkové pravidlo
B, str. 214].

(3.1)

1 = |det(D1d[z])| = |det (D(f o f")[x])| = |det (Df[f ' (z)] o Df '[z])]
= |det (Df[f~"(2)]) - det (Df'[z])| = |det (Df[f " (2)])| - |det (Df"[x])].

Nerovnost oznacent ako (**x) dostdvame vdaka tomu, zZe integrujeme cez
mnozinu nenulovej miery kladnt funkciu. Podarilo sa ndm dokézat, Ze vzor mno-
ziny s kladnou mierou pri difeomorfizme m4 kladnt mieru. KedZe ide o difeomor-
fizmus, aj inverz je difeomorfizmom. Preto aj obraz mnoziny s kladnou mierou
mé kladnu mieru, ¢o dokazuje prvi odrazku v zneni. Druhd odrazka je iba ob-
menenym vyrokom a nezépornostou miery. .

Veta 37. Uvdzme na R™ lubovolni normu ||-||. Dalej nech A C R™ je borelovskd
mnozina. Potom \"(A) = 0 prdve vtedy, ked A € To(R").

Dékaz <= Budeme postupovat obmenou, nech \*(A) > 0. Dalej nech ey, ..., e,
st kanonické vektory v R® a e = (1, ---,1)T € R"™. Definujme 49: T — R"
nasledovne

n
i=1

Nech Uy = U™(1/2-¢,1/2) x T, potom existuje vektor v € R" taky, ze A" (AN
(90(Ury2) +v)) > 0. Jeho existenciu dokdzeme nasledovne. Najprv si uvedomme,
ze Yo(Ur2) = U™(1/2-€,1/2). Dalej uvdzme Q, ide o spocetni mnozinu, pri ktorej
navyse plati |J (v +90(Ui2)) = R™. Potom ak pre kazdé v € Q" plati \*(A N

veQn
(%(U1/2) +v)) = 0, tak dostavame
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A'(A) = )\n<Am U (v +’?0(U1/2)))

veQn

<ZA"AH(U+70U1/2 ZO—O

veQ™ veQn

(3.2)

To je spor s predpokladom, ze \"(A) > 0. Takze existuje vektor v € R"™ taky, ze
N (AN (Y(Urj2) +v)) > 0.Pre toto v definujme

n
— Ztiei + .
=1

Podla Vety [11| ndjdime redlnu konstantu C' > 0, aby
Ve e R": ||z]| > C - ||7]]so- (3.3)

Fixujme s = (s1,82,...) € T'a v € ['(R") Tubovolné a podla Definicie
uvazujme vy, s. Dalej vieme, Ze 0%~ je pre kazdé i prirodzené spojité na T.
Specidlne teda plati, Ze vietky parcidlne derivacie zobrazenia v st spojité v bode
(t1,. .. tn, S1,82,...) € T a preto v,s ma v bode (t1,...,t,) € (0,1)" totdlny
diferencial. Pokial bude reguldrny, tak budeme moct pouzit vetu o lokdlnom di-
feomorfizme [12] str. 79].

Ukézeme, ze det(D7,s[t]) > 0 pre v z ddkeho okolia zobrazenia 7, a kazdé

€ (0,1)". Najprv tvrdime, ze pre lubovolné s = (s, sq,...) € T je mnozina
zobrazeni

M ={g.: T(R") = R a € (0,1)": pa(B) = DBy slal}

rovnako spojita v bode ~y.
Nech teda & > 0, volme § = C - €. Dalej nech a € (0,1)" dané, potom pre v €
['(R™) také, ze 0 > ||v — Yo||<n, dostavame:

C-e 2>y = ll<n = max ||y = ll; 2 maxsupl\f?T(’V )@l

0<5<n
= max sup (9 e;|| > max sup OTy(t) — e,
joaxsupl|0; () — el 2 max s X{S}H ;1) — el
> Al > ; —e; 3.4
2 max, sup 11057n(0) — eill 2 max10ms(@) - &l (34)

> max C - [|0jyn,s(a) = €jlloc = C - [[Dyn,sla] = 1d]|

1<j<n

=C - lpa(7) = @a(10)ll

Zobrazenia z mnoziny M st vdaka tomu rovnako spojité v bode 7y. Ak ich
zlozime so spojitym zobrazenim det, tak aj zobrazenia 7 +— det(D, s[a]) si rov-
nako spojité v bode 7y. Navyse pre a € T je det(D~gla]) = 1. Preto, na ddkom
okoli 7y, st pre kazdé a € (0,1)” determinanty totdlneho diferencidlu zobrazenia
Yn.s nenulové. Podla vety o lokdlnom difeomorfizme [12] str. 79] existuju pre kazdé
t € (0,1)" otvorené okolia U; > t a U, S Yns(t), e Y5 je difeomorfizmom
tychto mnozin.

n,s (1)
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Na to aby sme z lokalneho difeomorfizmu dostali difeomorfizmus, nam staci
prostota zobrazenia. Podla Vety uvazujme C7; > 0 tak, aby pre kazdé A €
L(R",R") platilo C1-[[All. > ||Allggn goy- Nech 7 € T(R™) je také, ze ||y — ll.,,
< C/(2 - Cy). Potom podla pre kazdé =z € (0,1)” plati 1/Cy > 1/(2 -
Cy) > ||DAnslz] —Id|| . Ostra nerovnost ostdva zachovand aj pre suprémum
cez mnozinu (0,1)", ¢o vyuzijeme v bode ozna¢enom (xx). NavySe rovno dostédvame,
ze suprémum je koneéné. Nech a,b € (0,1)", ze a # b a s € T Tubovolné, potom
pisme:

||’7n,s(a) - 7n7s(b)|| = ||’7n,s(a) - Vn,s(b) - Id(a - b) +a— b||
> |la = bl = |(Va,s — Id)(a) = (s — 1) (D)]]

()
> |la = bl = [la —b]| sup 1D (s = 1d)[2]|| £ gn ey (3-5)
ze(0,1)™

(+)
>la—=0bl|-(1=Ci- sup |[|Dynslz] —1d[| ) > 0.

z€(0,1)"

Pricom rovnost (*) je pouzitim Lemy Konvexita a otvorenost mnoziny
(0,1)™ je zjavnd. Existenciu fréchetovej derivicie mame z poznamky o vztahu
totalneho diferencidlu a fréchetovej derivécie za Definiciou [2| (v kone¢ne rozmer-
nom pripade sa zhoduji) a obmedzenost supréma sme overili pred vypoctom.
Spiﬁame teda predpoklady. Mozeme konstatovat, Ze zobrazenie je prosté a teda
naozaj ide o difeomorfizmus.

Dalej chceme ukézaft, Ze aj v,.((0,1)") N A ma nenulovii mieru. Néjdime teda
e >0, ze

A (A Nvo(U™(1/2-,1/2 — &) x T)) > A"(AN30(U))/2 > 0.

Existencia takého 1/2 > € > 0 sa d4 ukdzat sporom, podobne ako sme ukézali,
ze N"(A N o(Ui2)) > 0 (poz. (3.2)). Pre skrétenie zdpisu si oznacme Uy, =
U™(1/2-e,1/2). Potom pre vhodné v € I'(R"), ktoré upresnime neskor, pisme:

0 < X'(AN 30(Ua))/2 < X' (AN (U (1/2-€,1/2 =) X T))
=x(An U2 e1/22) +v))
Dy ((A-0)nury2-e1/2 <) (3.6)
(2) A"((A —u)N (%,S(U{%) — v)) (x2%) A" (A N %,S(Uln/z)>

<X (AN 3a((00).

Prvé a tretia séria hviezdiciek je len invariantnost Lebesgueovej mieri vzhladom
na translaciu. Druhi sériu hviezdiciek pre vhodné v € I'(R") dostdvame z toho,
ze meriame nadmnozinu. To si ukdzeme v nasledovnej pasazi:

Cheeme teda ukazat, ze U"(1/2 - e,1/2 =€) C 7,5(Uf)y) — v. Z Vety
(O ekvivalencii noriem) najdime Cy > 0 také, ze pre vSetky a € R": plati,
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ze |lal|, < Cy - |a]|. Potom volme § < £. Dalej nech je v € I'(R™) lubovolné
také, ze ||y — vl|<, < 9, toto su tie v, ktorych upresnenie sme avizovali. Nakoniec
vyberme z € U"(1/2-e,1/2 —¢) a s € T lubovolne. Zobrazenie ¢,: U" — R®
definujme ako . (t) = 7,.4(1/2-t+1/2-¢) — v — z. Toto zobrazenie spina predpo-
klady Dosledku [16] Zjavne je dobre definované a spojité. Pozadovani podmienku
na skaldrne sic¢iny, pre x € S"~1, overuje nasledujici vypocet. Vo vypocte budeme

znacit pre a € R" v(a,s) = y(a, ..., an, 51, ... ). Potitajme:

<7n,s(1/2 ' (I =+ 6)) -V =% ‘T>
= (ms(1/2- (x+€)) =0(1/2- (x +e),s), 7)

+(0(1/2- (x +e),s) —v -z )

2 ltll - 1iel1/2 - (55 ) = 30(1/2 (2 + €), ),
+(1/2-(x+e) -z ) (3.7)
> - (12 (@ +€),5) = 20(1/2- (¢ +€), 9)|| +1/2- ||z

2= 1/2-ell, - { - ZHE.e) akzA£1/2-¢

=172l
0 ak z=1/2 ¢,

(e

> —Cy-0+1/2—(1/2—¢)>e—Cy- > 0.

V nerovnosti oznacenej (x) pouzivame Schwartzovu nerovnost [5], str. 137].
V druhej oznacenej nerovnosti pouzivame, ze skalarny su¢in dvoch jednotkovych
vektorov je najmenej —1, ¢o je d'alsi dosledok Schwartzovej nerovnosti. Takze
z Dosledku [16] dostavame

VyeT(R")VzeU"(1/2-e,1/2—¢)Vs €T Jx € U™:
||7_70H§n <0 = 7n,s(1/2' (ZB‘I—G)) —v—2z=0.

Takze pre 1/2-(z+e) = y € U}y, mame 7,5(y) —v = 2, co dokazuje avizovant
inklaziu.

Zrekapitulujme si, co mame. Nasli sme dake € > 0 a okolie zobrazenia ~,
ze na nom si zobrazenia 7, s difeomorfizmami mnoziny (0,1)" do R™ a iné okolie
zobrazenia 7o, ze A" <A N ’yms((O,l)")) > (. Uvedomme si, ze volba tychto okoli

bola nezavisla na s € T'.

Potom vsak podla Lemy pouzitého pre A = (0,1)", B = 7,4((0,1)"),
C = AN74((0,1)") a f = yn,s dostdvame, ze A" (7, 1(A)) > 0.

To nds privadza k findlnemu vypoctu. Nech ||y — ||, je tak mald, aby
A" (1p5(A)) > 0, Vs € T. Potom dostévame: -
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A1) DA Gn@) x {sh) = @ ) (U 0nk(4) x {sh)

seT seT

_ / LA © A)(z.y)

User (vas(A)x{s})

) ) (3.8)
= Joupur L, crtibayctsp (@9) X" ® A)(@.y)

(%) n
= / / Ly, cp (i k() sy (259) dA™ (2)dA(y)
T J0,1)"

(skxx)

//01 D) (@) AN (@ )dA(y)z/A"(%ym))dA( ) > 0.

Tak si podme postupne jednotlivé vztahy objasnit. Prva () je mnoZinovou
rovnostou. Nech (z,y) je v U,er(1,4(A) x {s}) tak, ze y € T ax € v, (A). Potom
Y(x,y) = Tny(z), aviak = € 4, (A). Preto v(x,y) € A, ¢o dava prvi inkliziu.

Pre opa¢nt, nech z € y71(A) Tubovolny vektor. Potom volme z € R* ay € T,
aby (z,y) = z. Potom 7, ,(x) = v(z,y) = v(z), pricom v(z) € A, takze plati

(2,9) € Y (A) x {y}.

Dalej (**) je Fubiniova veta [I], str. 30-34]. Uvedomme si, Ze splitame pred-
poklady. Ide o sti¢in dvoch pravdepodobnostnych mier, ¢ize su o-konecné, a teda
kazda funkcia na danom priestore je o-konecéné, ako v [I, str. 30]. Zaroven meriame
indikatorovi funkciu mnoziny, a t4 je meratelnd, pokial je mnozina meratelna.
MnozZina vSak je meratelnd, kedze je to vzor borelovskej mnoziny A pri spoji-
tom zobrazeni . Nakoniec (s#x), meriame kladni funkciu na mnozine nenulovej
miery.

Ukéazali sme, Ze existuje otvorené okolie zobrazenia 7, také, ze pre kazdu -y
z tohto okolia je miera vzoru mnoziny A nenulova. Avsak priestor I'(X) je uplne
metrizovatelny takze jeho otvorend podmnozina je uz nutne druhej kategérie [13]
str. 297] a teda nemoze pre rezidudlne vela v € T'(X) platit, Ze by pri nich miera
vzoru mnoziny A bola nulové. Vdaka tomu A & T'g(R"). Tym je prvd implikdcia
dokazana.

= Nech \"(A4) = 0, dalej nech C,C} st ako vo vztahoch B-5) a .
Nech C/C, > ¢ > 0 splita, ze pre kazdd maticu A € R™" plati, ze ak || A — Id||,
e/C, potom uz je A ostro diagonédlne dominantnd, takze reguldrna [14] str. 352]
Také € volit vieme, kedZe diagondlne prvky matice A ndm konverguji k 1 a os-
tatné k 0, pricom je ich iba konecne vela.

Pre toto € a postupnost {e;}", vieme ndjst podla Lemy . 26| husti, otvorent
mnozinu M,. Pre tito mnozinu plati, ze ak v € M., potom existuje k, € N
acy>0,ze

Cy - akﬁfy() gl <¢€-

max sup ‘
1<]<TL teT
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Chceme ukézat, Ze pre s € T Tubovolné st zobrazenia Vey,mys - (0,1)" — R
difeomorfizmami (0, 1)™ do R™. Postup je podobny prvej casti dokazu. Pisme:

C/Cy > & > max sup
1<j<n et

¢y O 4 7(t) — ¢
> max sup lley - O 17(t) — ¢
TSTST b {s1,mmys10 1% (0,1)7 X {150 } T TRt ’

(3.9)

= max tES(ng)nHCw 0y (1) = €|

2 Cfley+ Dol ~ 1]

V nerovnosti oznacenej (x) robime viacero krokov, ale st analogické ako v (3.4)).
7 volby £ méme, ze pre kazdé a € (0,1)" je totalny diferencidl zobrazenia ¢, i, s
v bode a ostro diagondlne dominantnd matica, ¢ize je reguldrny. Pouzitim vety
[12, str. 79] dostdvame, Ze ¢y - Vi, n,s je lokdlnym difeomorfizmom (0,1)" do R™.

Na to aby sme z lokalneho difeomorfizmu dostali difeomorfizmus nam staci
ukézat prostotu. Postup je takmer totozny vypoctu (3.5)), opit pouzivame Lemu
a spiiiame jeho predpoklady. Pre a, b € (0,1)", ze a # b mame:

Hc’y : ’ka,n,sm) —Cy - ka,n,S(b)H

= HC’Y “Viynys (@) = €y - Vi m,s(b) —Id(a —b) +a — bH
= ||CL o b|| o H(CV “Vhyn,s Id)(a) - (C“f *Veyms T Id)(b)H

> [la = bl = lla = of] - sup || D(cy s — 1d) [

el ] | ‘L(R”,R”)

>lla—bll- (1= Cr sup ||e,- Dy male] —1d|| ) £ 0
z€(0,1)™

Pre (*) staci aplikovat vztah (3 . a véimnut si, Ze prechod k suprému nepokazi
ostrii nerovnost 1/Cy > €/C' > sup,c iy e, - ka%ns ]—IdHOO. Takze ¢ -
V8 je dokonca difeomorfizmom (0,1)" do R™. Kedze ¢, je nenulovd konstanta,
aj zobrazenie Y, s je difeomorfizmom.

Pre v € M. potom podla Lemy [36 m o zachovavani nulovosti lebesguove;j
miery pri difeomorfizmoch plati, ze )\”(vk%nys(A)) = 0. Nakoniec velmi podobne

ako vo vztahu (3.8)) dostédvame:

AGHA) = AU (s i)} % 9k o(A) X {551,

seT
n kv

/ //]_(UseT({(sl,...,sk,y)}x«/k—;’nys(A)X{(skv_,_l,...)}))(Zy.%:y) d\"(z) dA(y) dA™(2)

[0,1]F T [0,1]™
n k;,y

= [ [ @ @ axw) i
[0,1]% T [0,1]™

/ //\” 7,% nan(A) dA(y) d\*(2) = 0.
[0,1]Fr T
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Tym sme dokdzali, Ze pre kazdé v € M. je A(y"1(A)) = 0. Avsak podla Lemy
ide o otvorent husti mnozinu a teda residudlnu. Skutocne, jej doplnok je dokonca
riedka mnozina:

LX) \T(X)\ M. 2 T(X)\ (X)) \ M.) = M. Erx),

Prvé hviezdicka je iba uzavrenost doplnku k otvorenej mnozine a druhd oznaéens
rovnost je hustotou M, v T'(X). Dostavame A € T'o(R™).
J
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