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Uvod

Rozptylova tloha je jednou ze zdkladnich tloh (nejen) kvantové mechaniky.
Tato prace se zabyva rozptylovou ulohou pro ¢astici v modelovém potencialu
s tricetnou osou symetrie, z pohledu teorie grup se jedna o potencidl, jehoz
symetrie odpovidaji grupé C3,. To znamenad, ze studovany potencial neni sféricky
symetricky. To ma za nésledek naprikld skutecnost, ze nelze oc¢ekavat, ze S-matice
bude diagonalni v bazi vlastnich stavii momentu hybnosti. Tato skutecnost ma za
nasledek, Ze neni realistické doufat v to, zZe by tlohu bylo mozné vytesit analyticky.
Uloha je formulovéna a feSena ve 2 prostorovych dimenzich, coz v piirodé mize
odpovidat naptiklad rozptylu na povrsich néjakych pevnych latek, pripadné se
muze jednat o rozptylu na néjaké velmi dlouhé linedrni molekule, jako jsou tieba
polymerové fetizky. Rozptyl ve dvou dimenzich si zaslouzi pozornost také proto,
ze se jedna o mnohem méné prozkoumany problém nez rozptyl ve tfech dimenzich.

Cilem této préace je rozptylovou tlohu pro zkoumany modelovy potencial
numericky vytesit a zkoumat nékteré vybrané vlastnosti ziskaného numerického
feseni. Co se tyka numerického tesSeni, tak byly pouzity dvé rizné numerické
metody a to zaprvé rozvoj feseni do Fourierovy baze v tthlové proménné spojeny
s Tesenim radialni rovnice numericky na gridu. Druhou pouzitou numerickou
metodou byla metoda R-matice, ktera je zalozena na tom, Ze se problém uzavie
do koule (ve 2D do kruhu) a predepiSe se okrajova podminka na hranici koule
odpovidajici tomu, ze mimo kouli se ¢astice chova jako volna c¢astice. Nasledné se
zdiagonalizuje prislusny Hamiltonian ve vhodné zvolené bazi, ¢imz se ziska odhad
vlastnich stavii systému a poté se vhodné feseni se nalezne pomoci napojovani na
reseni volné castice na hranici R-maticové koule.

Co se tyce analyzy fyzikalnich vlastnosti ziskaného feseni, tak jednou z kli-
covych veli¢in u rozptylovych tloh je Gc¢inny prirez a to jak diferencialni uc¢inny
prutez v zavislosti na thlu odchyleni ¢astice (respektive predané hybnosti) tak
i totalni (integralni) ¢inny prurez. Dalsi vyznamnou veli¢inou jsou v pripadé
pristupu pomoci metody parcialnich vin fazova posunuti. Zde je vhodné pripome-
nout, ze zkoumany potencial neni sféricky symetricky, coz ma za nasledek to, ze
nelze jednoznacné priradit jednotliva fazova posunuti k jednotlivym parcidlnim
vilnam. Ukazuje se dokonce, Ze lepsi vyznam nez jednotliva fazova posunuti ma v
pripadé potencialu, ktery neni sféricky symetricky, soucet vsech fazovych posunuti
zvany fazova suma (anglicky eigenphase sum). S fazovymi posunutimi pak tzce
souvisi Casova zpozdéni, jenze opét v dusledku toho, ze potencial neni sféricky
symetricky, je zavedeni ¢asovych zpozdéni o néco obtiznéjsi. Existuji dva pristupy
jak zavést casova zpozdéni pro potencidl bez sférické symetrie a to sice takzvané
partial time delays a proper time delays. Podrobné zavedeni obou pristupt, k
¢asovym zpozdénim a diskuze rozdilti mezi nimi lze nalézt (v 1D pripadé) v praci
Saalmanna a Rosta [1].

Dalsim fenoménem, ktery hraje v teorii rozptylu vyznamnou roli je mozny
vyskyt rezonanci, které souviseji s pripadnym vyskytem metastabilnich kvazivaza-
nych stavi v potencidlu. Existuje mnoho metod hledani rezonanci jako naptiklad
lze uvést vyuziti toho, ze rezonance odpovidaji peakiim v totalnim Guc¢inném pru-
fezu, nebo skutecnost, ze na energii odpovidajici rezonance dochéazi ke skoku o 7 u
fazového posunuti. Jednim z cilii této prace je pravé hledani rezonanci pro pripad



zkoumaného modelového potencidlu a stanoveni jejich fyzikalnich parametri jako
je energeticka sirka rezonanci.

Vzhledem k tomu, Ze zvoleny potenciél se navic vyznacoval chaotickou klasickou
dynamikou, tak by mohlo byt zajimavé rovnéz i studovat klasickou rozptylovou
tlohu. Pro ni lze ocekavat pritomnost deterministického chaosu a tim padem
by se jednalo o chaoticky klasicky rozptyl. To je téma, které neni prilis hluboce
prozkoumano, vénuje se mu pak napiiklad publikace [2]. Dale by pak mohlo byt
zajimavé diskutovat kvantové klasickou korespondenci, ¢i zdali se klasicky chaos
odrazi v pritomnosti kvantového chaosu. Timto projevem chaosu by mozné mohlo
byt néco jako kvantové jizvy v pripadé rezonanci spojenych s metastabilnimi stavy.

Potencial

Zcela klicovou roli v rozptylové tloze hraje potencidl na némz probiha rozptyl.
Cilem této prace je studovat chovani v potencidlu s tricetnou osou symetrie
(grupa C3,). Typickym prikladem potencidlu se symetrii danou pravé grupou Cl,
je Henon-Heilestiv potencial, ktery byl ptuvodné objeven v astrofyzice. Henon-
Heilestv potencial vypada takto

V(z,y) = ;@2 + %)+ A (x2y — y;) + K, (1)

kde X\ a K jsou néjaké redlné konstanty, pricemz je dobré poznamenat, ze konstanta
K nema realny fyzikalni vyznam a odpovida jen integracni konstanté. Potencial
zavisi na dvou prostorovych proménnych x a y, tudiz se celd prace bude zabyvat
dvourozmérnym problémem. Henon-Heilestv potencial je schematicky zobrazen
na obrézku [I] Henon-Heilestv potenciél jde slovné popsat nasledovné: na trech
primkéach, které tvori rovnostranny trojihelnik je hodnota potencialu konstantni,
uvniti trojihelniku je idoli (nizs$i hodnota potencidlu nez na trojihelniku). Vné
trojuhelnika si lze potencial pomoci téchto primek rozdélit na 6 oblasti, pricemz v
oblastech hranic¢icich s trojihelnikem skrze celou stranu jsou kopce a ve zbylych
tfech oblastech hranicicich s trojuihelnikem jen ve vrcholu jsou udoli. Henon-
Heilestiv potencial je obecné znamy tim, ze klasicka dynamika v ném vykazuje
vysokou miru chaotického chovani. Chaoticka dynamika Hennon-Heilesova poten-
cialu byla studovana v mnoha publikacich, jako priklad je mozné uvést ucebnici
[3]. Pritomnost deterministického chaosu u klasickych trajektorii je rovnéz jednim
z divodi, pro¢ by mohlo byt zajimavé studovat rozptyl v tomto potencialu.

Takto zvoleny potencidl ma ale nékolik vad. Prvni avsak spise estetickou vadou
je to, ze se v ném vyskytuje vice méné zbytecné aditivni konstanta K. Protoze
potencial konstantni, dava smysl provést volbu konstanty K tak aby hodnota
potencidlu na trojuihelniku byla 0, neboli volit

K=o 2)

Zadruhé vhodny potencial pro rozptylovou tilohu musi byt takovy, ze v asympto-
tice pro vzdélenost od stfedu (respektive rozptylového centra) jdouci k nekonecnu
potencial vymizi nebo presnéji feceno jde asymptoticky k nule. Tato vlastnost
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Obrazek 1 Schématické zobrazeni ekvipotencial Henon-Heilesova potencialu

odpovida tomu, ze rozptylovy potencial je v jistém smyslu kratkodosahovy, neboli
rozptylové centrum prestéava ovliviiovat (jeho vliv se stava zanedbatelnym) chovani
castice je-li ¢astice od néj dosti daleko. Henon-Heilestiv potencial bohuzel tuto
vlastnost nesplnuje, a proto musel byt pro potieby studia rozptylové tlohy vhod-
nym zpusobem upraven. Tato uprava by méla splnovat nasledujici dvé vlastnosti:
zaprvé zaridi vhodnou asymptotiku V' jde k nule pro vzdalenost od stfedu (bodu
r =y = 0) jdouci k nekoneénu a zadruhé co nejméné ovlivni tvar potencialu na
okoli sttedu. Jako vhodné zhlazeni potencialu bylo zvoleno prendsobeni potencialu
dvourozmérnou Gaussovou funkei

f=e (3)
kde o je parametr udavajici rychlost zhlazeni.

Vysledny potencidl mé tim padem tvar

1 y3 7z2+y2
V(z,y) = (2(x2+y2)+)\<x2y—3> —i—K)e 2. (4)
Toto je modelovy potencial, kterym se prace dale zabyva. Je vhodné poznamenat,
ze zhlazeni nikterak neposkodilo symetrie potencidlu a modelovy potencial ma
i nadéle symetrie odpovidajici grupé C3,. Rovnéz je dobré si uvédomit, ze v
disledku zhlazeni prenasobenim funkci f prestava byt konstanta K pouhou
aditivni konstantou a ziskava realny fyzikalni vyznam. Tim padem jiz volba
konstanty K neni lhostejnd a vysledky jiz zaviseji na konkrétni hodnoté K. V
celé dalsi praci je implicitné predpokladano, ze konstanta K je volena tak aby na
trojuhelniku byla hodnota potencidlu nulova, neboli plati

K——t (5)




1 Klasické chovani

Nejprve byl studovan klasicky pripad - rozptyl klasické ¢astice v modelovém
potencidlu. Diivodem proc¢ je zajimavé se zabyvat klasickym ptipadem je to, ze
se potencial v okoli stfedu chova dost podobné jako Henon-Heilestiv potencial,
ktery je znamy svym chaotickym chovanim. Tato skute¢nost naznacuje, Ze lze
doufat v to, Ze i pro rozptylovou tlohu zde bude chovéani, které jde oznacit jako
deterministicky chaos. Dalsim divodem, pro¢ studovat klasicky pripad, je to, Ze
klasicky svét je limitou kvantového svéta pro ptipad A — 0, coz odpovida limité
M — oo. Diky tomuto mtze byt prinosné diskutovat souvislost mezi klasickym a
kvantovym pripadem, je-li hmotnost ¢astice M dost vysokd, aby to davalo smysl.

1.1 Klasické trajektorie a numericka metoda je-
jich pocitani
Pro klasickou ¢astici ma smysl hovorit o klasickych trajektoriich pohybu. Tyto

trajekorie jde nejlépe nalézt v hamiltonovském formalismu feSenim Hamiltonovych
kanonickych rovnic

= 1.1
= —— 1.2

kde 7 miuze byt budto z nebo y. Hamiltonian klasické ¢astice o hmotnosti M v
modelovém potencialu vypada takto

2 2 2 2 3
ps+p ps+Dp 1 y 22442
H=2 "1 — Tz “ (22 492 2y — K a2 . (1.
s TV = "o —|—<2(93 +y7) + A 2%y 3| TE e (1.3)

Dosazenim tohoto Hamiltonianu do Hamiltonovych kanonickych rovnic vyjdou
nasledujici rovnice

dz  p.

=z 14
dt M (14)
dy _ py

-7 Dy 1.5
at M (1.5)
dp, _z24y? 1,5, 5 s Y 2

z - P <x+2>\xy—<2(a: +y)+)\<xy—3 + K 3 (1.6)

dpy =252 2 2 Lo 2 2 Y’ 2y
Fra (y—i—)\x Ay @ty )+ Ay -5 |+ K| .
(1.7)

Tyto rovnice je pak zapotiebi numericky vyresit.

Jesté pred reSenim rovnic je dobré si uvédomit, ze Hamiltonian nezavisi na
¢ase a proto je hodnota Hamiltonidnu integralem pohybu (zachovava se energie).
Jelikoz je Hamiltonian integralem pohybu je obzvlasté vhodné zvolit si pro reseni
takovou numerickou metodu, kterd tuto skutec¢nost reflektuje. To znamena, ze

9



vhodnou numerickou metodou je pouziti sypmlektického integratoru, ktery je
specialné adaptovany na feseni Hamiltonovych rovnic. Pro feseni byl pak vybran
symplekticky integrator tfetiho radu. Ten odpovida nasledujicimu tiikrokovému
postupu s ¢asovym krokem h

w(t+5) w0 rage O (1)
w(t+5) =m-agron (19
(o 2) a2 (B
P; <t+2?fl> = p; <t+§> —dQ?)Z <t+g>h (1.11)
i (t+h) _qj< ) gj(wrz;)h (1.12)
pen) = (14%) -l (043 (1.13)

kam se za Hamiltnidn dosadi hamiltonian zkoumaného systému z rovnice \4
téchto rovnicich se vyskytuje 6 konstantnich koeficientii ¢y, ¢o, c3, dy, do, ds3, které
musi byt vhodné zvoleny, aby se skutecné jednalo o symplekticky integrator. Jako
prvni se symplektickym integratoremtietiho fadu zabyval Ruth ve své praci [4],
v niz zverejnil tento tiikrokovy postup. V této praci rovnéz objevil pravidla, jak
volit prislusné koeficienty ¢ a d aby se skutecné jednalo o symplekticky integrator
tretiho radu. Jednu z moznych voleb koeficientii ¢ a d uvadi primo Ruth ve své jiz
zminéné préaci [4] a jednd se o pripad

012202:—203:1 d1:274d2:id3:—214. (1.14)
Tato volba koeficientti ¢ a d byla pouzita i v této praci.

Posledni otazkou pro numerické feseni zustava volba pocatecni podminky,
ktera byla provedena tak, aby to odpovidalo rozptylové tloze. To znamena, ze
jako pocateéni podminka byla volena ¢astice, jejiz poloha byla dosti daleko od
sttedu potencialu, tak aby potencial v misté pocatecni polohy castice jiz byl zcela
zanedbatelny. Je vhodné volit poc¢atecni polohu castice tak, aby castice prilétala
smérem k rozptylovému centru pres "tdoli'a nikoliv pres "kopec", nebof v opacném
pripadé by se ¢astice pouze odrazila od kopce a uz by se nedostala k rozptylovému
centru a dovniti trojuhelniku, kde lze ocekavat zajimavé a moznéd dokonce i
chaotické chovani. Z tohoto divodu byla vzhledem k tvaru potencidlu zvolena
moznost, ze ¢astice priléta seshora (z poloh s vysokou kladnou hodnotou souradnice
y) a na pocatku mé zapornou y-ovou komponentu hybnosti. Pro zjednoduseni
byly uvazovany jen pripady, kdy je poc¢atec¢ni x-ovd komponenta hybnosti nulova.
Pocatecni hodnota souradnice x byla volena okolo hodnoty 0, kterd navic spliiuje
podminku, ze rozptylovana castice projde do oblasti trojuhelniku.
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Tabulka 1.1 Pouzité hodnoty parametri pro simulace klasickych trajektorii. Potencial
odpovidajici témto parametrim je na obrazku
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Obrazek 1.1 Potencial odpovidajici parametrim v tabulce

1.2 Numerické experimenty a vlastnosti klasic-
kych rozptylovych trajektorii

Pomoci této metody byla provedena série numerickych experimentt. Parametry
modelu byly zvoleny tak jak je uvedeno v tabulce Casovy krok se kterym
pracoval numericky fesi¢ byl zvolen jako h = 0.001. Jako alespon priblizna
kontrola bylo ovéreno, ze se v pribéhu vypoctu zachovava energie. Samotny
vypocet probihal v 8bytové presnosti, nicméné pro zjednoduseni a tsporu paméti
byly vypoctené hodnoty souradnic a hybnosti v prubéhu simulace ukladany do
souboru se 4bytovou presnosti. Energie byla kontrolné pocitana z téchto ulozenych
hodnot a v ramci této 4bytové presnosti nebyla pozorovana zadna odchylka.
Jakozto koncova podminka simulace byla zvolena situace, kdy je poprvé splnéna
nasledujici podminka

2%+ y* > 507 (1.15)

odpovidajici tomu, zZe ¢astice je jiz velmi vzdalena od rozptylového centra, takze
potencidl je uz zcela zanedbatelny. Zbyvajici dva parametry (0) a p,(0) byly v
pribéhu numerickych experimentt ménény a byla zkoumana zavislost vysledného
chovani na konkrétni volbé téchto dvou parametri. Typické trajektorie jsou pak k
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Obrazek 1.2 Zobrazeni klasické trajektorie v okoli rozptylového centra. Pocatecni
parametry simulovanych trajektorii byly z(0) = 0.23 u zluté, x(0) = —0.37 u zelené
a z(0) = 0.173 u fialové a pro vSechny platlo, Ze p,(0) = —4. Céstice pfilétd shora a
odlété doprava dolu. Jedné se pouze o detail trajektorie v okoli rozptylového centra.
Mimo tento detail trajektorie se trajektorie pohybuje prislusnymi "tdolimi"potencialu,
aniz by vykazovala néjaké divocejsi chovani.

vidéni na obrazku [1.2] Presnéji feceno je na obrazku vidét jen detail trajektorie v
okoli rozpylového centra, pricemz dale od rozptylového centra se trajektorie uz
nechova prilis divoce, tj. moc se nelisi od primky, coz uz neni tak zajimavé.

Klicovou roli v teorii rozptylu ale nehraji konkrétni trajektorie v blizkosti
bude castice vylétavat po interakci s potencidlem v okoli rozptylového centra. V
pripadé modelového potencialu mize klasicka castice vylétavat pouze jednim ze tii
"idoli" (nem4 dostatecnou energii aby vylétéavala pres "kopec"). Dava proto smysl
ptat se na otazku kterym tdolym bude ¢éastice vylétavat pro zvolené pocatecni
hodnoty z(0) a p,(0). Pro tcely analyzy byla jednotlivd "idoli"oéislovana dle
nasledujiciho klice: ¢islo 1 odpovida ddoli nahore (vysoké kladné hodnoty y, =
okolo nuly), ¢islo 2 odpovida tdoli vlevo dole (z a y zdpornd) a koneéné ¢islo 3
odpovidé udoli vpravo dole (x kladnd, y zdpornd). Napriklad ¢éstice pohybujici se
po trajektorii na obrézku [I.2] nalétava k rozptylovému centru idolim 1 a odlétéva
pry¢ udolim 3.

Pro rtzné pocatecni hodnoty z(0) a p,(0) byly pomoci symplektického in-
tergaroru tretiho radu, popsaném v predchozi podkapitole, simulovany klasické
trajektorie a u kazdé trajektorie bylo vyhodnoceno jakym "tdolim'céastice vylétava.
Z vysledku této analyzy byla sestavena mapa, popisujici z jakych oblasti v prostoru
pocatecnich podminek, klasicka ¢astice vylétava kterym "tdolim". Tuto mapu si
1ze prohlédnout na obrazku [1.3]

Na této mapé si Ize vSimnout dvou zajimavych véci. Zaprvé na mistech kde
se stykaji dvé oblasti odpovidajici dvéma riznym tdolim jimiz castice vylétava
se tvori komplikované¢jsi struktura vyznacujici se tim, Ze se zde tvori mensi
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Obrazek 1.3 Mapa popisujici jakym "ddolim"klasicka Castice vylétava po interakci s
potencidlem v okoli rozptylového centra v zéavislosti na poc¢ateénich hodnotach z(0) a
py(0). Cislo 1 odopvid4 tdolf nahofe (ndvrat zpét), éslo 2 tdoli vlevo dole (odchylenf
o thel priblizné 300° (alias —60°) v kladném sméru otéceni od ptivodniho sméru letu
¢éstice), ¢islo 3 odpovida udoli vpravo dole (odchyleni o ihel priblizné 60° v kladném
sméru ota¢eni od puvodniho sméru).

oblasti odpovidajici jinym tdolim. Takovéto chovani napadité pripomina chovani
nékterych fraktalnich objekti jako je Newtonuv fraktal, coz je urcité dosti zajimavé
chovani na to, aby bylo hloubéji studovano. Hlubsimu studiu oblasti dotyku dvou
oblasti se vénuje pristi podkapitola, ktera se zabyva otazkou, zdali se skutecné
jedna o fraktalni chovani. Zadruhé pro jisté rozsahy pocate¢nich hybnosti napt.
okolo hodnoty p,(0) = —8 ¢astice vzdy vylétava tdolim 1 neboli se vraci zpét
stejnym tdolim jako nalétavala. Tvori se zde jisté zakazané hybnostni pasy pro
néz plati, ze je-li p,(0) v tomto pasu tak se ¢éstice vzdy vraci zpét nezavisle na
volbé z(0). Mimo tyto péasy plati, ze pro hodnoty z(0) dostateéné se lisici od nuly
se ¢astice odchyluje a vylétava budto tidolim 2 nebo tudolim 3. Je zajimavé si
vSimnout, ze vzdycky pii pfechodu p,(0) pfes zakazany pas se prohodi oblasti
odpovidajici idolim 2 a 3. Napiiklad pro dost velkd kladna z(0) plati, Ze pro
velkd p,(0) ¢astice vylétava adolim 2. Po prechodu prvntho zakdzaného pasu okolo
py(0) = —8 ¢astice s kladnym z(0) vylétava tdolim 3 (doslo ke zméné z 2 na 3).
Po prechodu druhého zakézaného pasu okolo p,(0) = —2 ¢astice s kladnym x(0)
vylétava tdolim 2 (doslo zas ke zméné tentokrat z 3 na 2).

Vysvétleni vzniku zakazanych pasi je néasledujici. Trajektorie ¢astice zacina
v bodé s velmi velkou kladnou hodnotou soutadnice y a s malou avsak obecné
nenulovou hodnotou soufadnice z. Céstice pak po relativné dlouhy ¢as putuje
skrze udoli ¢islo 1 modelového potencialu nez dorazi do stfedu k rozptylovému
centru. Potencidl je symetricky viici osové soumérnosti dle osy y a pro kladnd y se
(tam kde je udoli 1) nachazi minimum potencialu na krivce konstantniho y pravé
na ose y, tj. pro x = 0. To znamena, Ze lze provést nasledujici rozvoj potencialu



kolem roviny z = 0

x

1 y3 24y2
V(z,y) = <($2 +97) + A <x2y — 3) + K> S a—

2
1 3 42 2
= (2(372 + %) + A (:1:23/ - y3> + K) e o2 <1 - 2:22> + O(z*) =
3

Lo Y’ L 1y Y 1 — o 4
— (ALt K)e (- L oyl — K ) e ma? + 0@Y).
<2y 3" )e +<2 107 PTG~ Kgs e e+ 0l
(1.16)

Z tohoto rozvoje vyplyva, ze se potencidl v okoli osy x = 0 chova v proménné x
jako harmonicky oscilator, jehoz vlastni frekvence vsak zavisi na konkrétni hodnoté
soutradnice y. Jelikoz je to harmonicky oscilator v kazdém bodé, tak s presnosti
odpovidajici presnosti LHO aproximace frekvence nezavisi na velikosti vychylky.
Z toho jde odhadnout, ze chovani béhem nalétavani ¢astice k rozptylovému centru
udolim ¢islo 1 je nasledujici. Dominantni roli hraje pohyb ve sméru osy y, s
nimz je spojena velkd zdporna hybnost p,. Krom tohoto pohybu zde budou jesté
oscilace kolem osy y, pri némz hodnoty soufadnice x osciluji kolem nuly. Takovéto
trajektorie nalétavani odpovidajici presné predstavé pohybu po primce porusené
drobnymi oscilacemi okolo osy z = 0 byly skutecné v simulacich pozorovany.
Je dobré poznamenat, ze pro ne prilis velké vychylky by diky LHO priblizeni v
potencidlu charakter oscilaci nemél zaviset na poc¢atecni hodnoté x(0) jinak nez
prenasobenim polohy castice x v kazdém bodé vhodnou konstantou. Takovéto
chovani bylo u simulovanych trajektorii rovnéz pozorovano.

Ty oscilace pak hraji klicovou roli pii vzniku zakazanych pasit. Zde plati
nésledujici ivaha, ¢im vétsi je pocatecni y-ova komponenta hybnosti (v absolutni
hodnoté) tim rychleji castice proleti béhem nalétavani idolim 1 a tim méné
casu budou trvat oscilace, takze poloha souradnice x do niz se posune castice
béhem nalétavani vyrazné zavisi na pocatecni hybnosti p,(0). To znamena, ze zde
budou pocatecni hybnosti p,(0) pro néz se poloha z Castice pii vstupu do oblasti
trojihelniku dostane diky oscilacim béhem nalétavani velmi blizko hodnoté z = 0,
tj. dojde k oscilaci o ¢tvrt periody, t¥i ¢tvrté periody atd. Ze simulaci pak vychazelo,
ze témto pripadim odpovidaji zakdzané pasy. Da se to kvalitativné nahlédnout
takto: pokud c¢éstice nalétava témér po ose x = 0 do oblasti trojuhelnika, pak
vyrazi témér primo proti protéjsimu kopci. Vzhledem k tomu, Ze proti nému vyrazi
témer kolmo, tak se od néj odrazi témeér presné zpét a tim padem se vraci zpét
opét idolim 1 a tim padem dochézi k navratu zpét stejnym tdolim. Zakazané
pasy tim padem odpovidaji takovym pocatecnim hybnostem pro néz se poloha
x Castice po pruchodu tdolim 1 béhem nalétavani dostane diky oscilacim blizko
nule.

Tyto oscilace umi kvalitativné vysvétlit i prohozeni oblasti odpovidajicich
udolim 2 a 3 pri prechodu pres zakazany pas. Vysvétleni je prosté, pii prichodu
pres zakdzany pas se zméni souradnice x ¢astice pti vstupu do oblasti trojtihelnika
ze zaporné na kladnou nebo naopak. Odpovida to tomu, ze probéhne priblizné
o piil periody oscilaci vice. Castice diky tomu nalétava do oblasti trojihelniku s
vychylkou od osy x = 0 mirici opacnym smérem coz zpusobi, ze se ve vysledku
odchyli druhym z odchylenych stupnti, tj. dojde k odchyleni o thel cca 120° v
opacném sméru. Toto kvalitativni vysvétleni skuteéné odpovida chovani které bylo
realné pozorovano u simulovanych trajektorii.
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Obrazek 1.4 Detail mapy popisujici jakym "ddolim"klasicka castice vylétava po
interakci s potencidlem v okoli rozptylového centra v zdvislosti na poc¢atecnich hodnotéch
2(0) a py(0). Detail je v oblasti rozhrani oblasti odpovidajicich tdolim ¢islo 1 a 3.
Cislovani oblasti je stejné jako u obrazku

1.2.1 Analyza chaotického chovani na hranici oblasti

Na obréazku si 1ze vSimnout zajimavého chovani na hranici jednotlivych
oblasti odpovydajicim rozptylu do rozdilnych prislusnych oblasti. Lze si vSimnout,
ze zde vznika tzka pasova oblast odpovidajici tretimu tdoli. Mozna lépe je to vidét
na detailu z té velké mapy, ktery je zachycen na obrazku [I.4 Na tomto detailu
je vidét, ze puvodné uzky pas odpovidajici oblasti 2 je v disledku priblizeni jiz
vyrazné sirsi. Zaroven se na jeho rozhrani s oblasti 1 se nachézi pas odpovidajici
oblasti 3 a na rozhrani s oblasti 3 pas oblasti 1. Zde lze tusit zarodek vzniku
fraktalni struktury past ne zcela nepodobné Newtonovu fraktalu.

Slozita az fraktalni struktura pasi by nebyla az tak prekvapiva, nebot modelovy
potencial je ve stfedu velmi podobny Henon-Heilesovu potencidlu, ktery je obecné
znamy jako systém v némz se vyskytuje deterministicky chaos. Lze zformulovat
nasledujici hypotézu: slozitost pasové struktury je ddna tim, ze pro velmi presné
zvolené pocatecni podminky bude trajektorie pohybu c¢astice velmi blizka nékteré
z periodickych orbit v Henon-Heilesové potencialu a ¢astice bude tim padem velmi
dlouho obihat v oblasti trojihelniku a jeho bezprostiedniho okoli, nez néjakym
udolim tuto oblast opusti a bude zaevidovana jako rozptylena castice. Touto
myslenka se objevuje jiz v ¢lanku [2]. Tento ¢lanek rovnéz poslouzil jako inspirace
k dalsimu studiu chaosu a fraktalni struktury mapy oblasti prislusejicich rozptylu
do jednotlivych udolii.

V jiz zminéném c¢lanku [2] je jakozto vhodna veli¢ina pro test hypotézy tykajic
se dlouhého obthani v okoli stfedu potencialu voleno ¢asové zpozdéni. V této praci
byla namisto ¢asového zpozdéni volena veli¢ina nazvand absolutni integrovany
thel. Absolutni integrovany thel je definovan nasledujicim zptisobem. V prostoru
popsaném kartézskymy souradnicemi x, y jsou zavedeny polarni soutrdnice r, 9. S
uhlovou soutadnici lze asociovat tithlova rycholst

dv

=5 (1.17)
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Obrazek 1.5 Zavislost absolutniho integrovaného tihlu na pocéatecéni souradnici z(0).
Pocatecni hybnost fixovana jako p,(0) = —4. V obrézku je rovnéz barevné poznaceno
do kterého udoli se castice rozptyluje, pricemz Cisla tidoli a jim odpovidajici barvy jsou
stejné jako u obrazku @

a absolutni integrovany thel ¢ je definovan takto

tkonec simulace tkonec simulace
o= | wldt = ¢ = |

Takto definovany integrovany absolutni tihel dava dobry odhad toho jak dlouho se
castice pohybovala v okoli stredu potencialu.

Pro zafixovanou hodnotu pocatecéni y-ové komponenty hybnosti p,(0) = —4
byla nasledné zkoumana zavislost absolutniho integrovaného tthlu na pocatecni
soutadnici x(0). Vysledky této analyzy jsou k vidéni na obrazku . Na tomto
obrazku si lze vSimnout, ze pasy na rozhrani dvou oblasti odpovidaji lokdlnim
maximtm absolutniho integrovatelného thlu. Opét je zajimavé se podivat na detail
téch pasu, které vznikaji na rozhrani dvou oblasti. Tento detail a nasledné detail
nové objeveného pasu na hranici ptivodniho pasu a jedné z oblasti a jesté dva
hlubsi detaily jsou k vidéni na obrazku Na tomto obrazku si lze vSimnout, ze
maximum integrovaného absoulutniho ihlu vzdy koresponduje s jinak zbarvenymi
body a tim padem to odpovida tomu, Ze se na rozhrani objevuje novy pas. To,
ze pasy odpovidaji velmi ostrym maximtim absolutniho integrovaného thlu je v
souladu s hypotézou, ze ty pasy odpovidaji oblastem kdy se ¢astice v potencialu déle
pohybuje kolem stiedu. Podobné byly analyzovany i vyssi irovné priblizeni a to az
do 9. irovné priblizeni a ve vSech studovanych trovnich priblizeni bylo pozorovano,
ze pasy na rozhrani dvou oblasti koresponduji s maximy absolutniho integrovaného
thlu. Rovnéz byla ve vSech studovanych trovnich ptiblizeni pozorovana témér
stejna sobépodobna struktura jako lze vidét u prvnich ¢tyt priblizeni na obrazku
[1.6] To je pddnym argumentem pro do domnivat se, Ze se jednd o sobépodobny
fraktalni obrazec.

Jesté je zajimavé podivat se jak vypadd v okoli stfedu potencialu trajektorie
z pasu, ktery se stane béznou oblasti pti 9 trovni priblizeni, tj. objevi pfi 8.
trovni priblizeni. Takovato trajektorie je zachycena na obrézku [1.7 Je vhodné

do
—| dt. 1.1
dt (1.18)
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Obrazek 1.6 Detaily past na rozhrani dvou oblasti rozptylu do dvou riznych adoli.
Zobrazeny prvni ¢tyTi arovné priblizeni. Vzdy zobrazena zavislost absolutniho integrova-
ného thlu na pocateéni hodnoté x(0). Barvy a ¢isla oblasti odpovidaji obrazku Lze
si v§imnout toho, ze zavislost vypadd ve vSech trovnich zvétseni témér stejna - dava
proto smysl hovorit o sobépodobnosti.
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Obrazek 1.7 Trajektorie castice z pasu, ktery se stane béznou oblasti pfi 9. irovni
priblizeni.

tuto trajektorii srovnat s béznou trajektorii lezici v bézné oblasti a nikoliv v pasu
na rozhrani, kterou lze nalézt na obrézku [I.2] Lze si vSimnout, Ze trajektorie z
péasu 9. trovné priblizeni se mnohem déle pohybuje v okoli stfedu potencialu.

Deterministickym chaosem v rozptylové tloze pro klasickou ¢astici se hloubéji
zabyva prehledovy ¢lanek [2]. Nase prace zkoumé pouze zakladni charakter chao-
tického chovani v modelovém potencialu a cilem této podkapitoly bylo pouze ovérit
zda se skutec¢né jedna o pripad vyskytu deterministického chaosu v rozptylové
uloze. To se podarilo naplnit, nebot vse nasvédcuje tomu, ze mapa popisujici do
kterého tdoli se ¢astice rozptyluje v zavislosti na poc¢ate¢nich podminkach z(0) a
py(0) ma fraktalni strukturu.



2 Metoda Fourierovy rady a
numerického reseni radialni
rovnice

Kvantové mechanicky pristup fk rozptylové tloze je ponékud odlisny od kla-
sického pristupu. Prvnim krokem v kvantové mechanickém pristupu k rozpylu je
prevedeni dynamické rozptylové tilohy na feSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice

= Ev. (2.1)

Asymptotika této vlnové funkce v pro vzdalenost od rozptylového centra r jdouci
k nekoneénu mé tvar souctu rovinné a sférické(ve 2D piipadé kruhové) viny, jak
je uvedeno (pfimo ve 2D piipadé) v knize Haralda Friedricha [5]
P(r, ) 2 e 4 f(ﬁ)im (2.2)
) ik .

kde r a v jsou polarni souradnice a k je vlnové cislo souvisejici s energii dle
nasledujijiho vztahu

h2k?

2M
Symbol f(1) znaci libovolnou nezndmou funkei hlu 9. Rovnéz byla provedena
volba, Ze ¢astice nalétava seshora jako u klasického pripadu, coz se odrazi v tom, ze
rovinna vlna mé tvar e **¥ Zminéné pievedeni rozptylové tilohy na feseni bez¢asové
Schrodingerovy rovnice s touto danou asymptotikou je standartnim postupem v
teorii rozptylu a je diskutovano napft. v [6].

Cilem je tim padem numericky vytesit bezc¢asovou Schrodingerovu rovnici s
okrajovou podminkou odpovidajici tomu, zZe feSeni ptijde pro dost velké r napojit
na asymptoticky tvar. Jako vyhodné se ukazuje pouzit nésledujici ansatz pro
vlnovou funkci

B =

(2.3)

¢imz se problém prevede na problém nalezeni v, které ma mit asymptotiku
eikr

Yse(r,9) == f(9) (2.5)

7

Po dosazenim tohoto ansatzu do bezcasové Schrodingerovy rovnice vyjde

(—2?\24 A +V(r, 19)) (e—iky b, 19)) _E (e—iky +aha(r, 19)) . (2.6)

pricemz ¢len odpovidajici operatoru kinetické energie ptisobicimu na rovinnou vinu
je stejny jako E krat rovinna vlna. Po odecteni téchto dvou ¢lenti se predchozi
rovnice zjednodussi na tvar

( h? < 2 19 1 0?

A - - _ — _ —iky
2M \ Or? * ror * 72 5192> +Vind) E) Vel ) V(r,0)e ™, (2.7)
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kam bylo rovnéz za Laplacetiv operator dosazeno jeho vyjadieni v polarnich
soutadnicich.

Tuto parcidlni diferencialni rovnici je pak nutné vytesit. Jednou z moznosti
jak dale postupovat je rozvinout funkci v¢s. do Fourierovy fady v proménné .
Prislusna Fourierova rada vypada takto

Doe(r, D) Z D (r)e™, (2.8)

kde funkce 1, (r) hraji roli Fourierovych koeficientti, které ale obecné zéaviseji na
radialni soutadnici r. Dosazenim 5. ve tvaru Fourierovy rady rovnice prejde
do tvaru

> ( n ( 2 10 m?

5 (o (e 1o = 5 ) #V00) = E) ) = —Virope s
(2.9)

Clen s m? vznikl provedenim druhé derivace podle 9. Dalsim krokem je aplikovani
projekce rovnice na bazovou funkei €™?. Po jejim provedeni vyjde

> h2 62 10 m2 1 2 /
-2 e i(m—m’)Y
2 < (87"2 * ror 12 ) ) Ym(r )27T/ ¢ dv+

e o (2.10)
= T i(m—m')Y - = T —iky —im/Y
+27T/0 V(r,9)e A9y (r) 27T/O V(r, 9)e Memm0qy.
To lze zjednodusit pomoci nasledujici identity
1 2r ,
7/ Qim=mYqg — 5 (2.11)
21 Jo

a prevodu kartézské souradnice y do polarnich souradnic na tvar

h2 2 10 m?
( (w o ) ) E> o

27 X . .y
+ Z / T 19 i(m— m,)ﬁdﬁ’(ﬂm( ): _27/ V(T, ﬁ)e—lk’rsmﬂe—lm ﬁd,&)
m=—o0 T Jo
(2.12)

To je soustava nekoneéné mnoha obycejnych diferencialnich rovnic pro nekonecné
mnoho neznamych funkci v,,, které jsou spolu navzajem provazané skrze clen s
potencialem na levé strané.

Jako dalsi krok dava smysl dosadit konkrétni tvar modelového potencialu a
vypocist jak vypada ten ¢len s potencialem na levé strané. Modelovy potenciél
vypada takto

L o5 5 2 y® _z4y?
Viz,y) = {5@"+y) + A ety = 5 |+ K et (2.13)

Po ptrevodu do polarnich souradnic bude mit tvar

3 2
V(r,9) = <1r2 NP L sin(39) + K) e o =

Qw‘ 3

2 ’ (2.14)
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Maticovy element ve clenu s potenciadlem na levé strané rovnice bude pak
vypadat nasledovné

oo 1 o . ,
i(m—m/)Y _
> gy /0 V(r,9)e dg

_ i 1/27r 17“2—1—)\70—3 (63119_673119) LK e—%ei(mfm’)ﬁdﬁ: (2.15)
= 2m Jo 2 61

2

_ (1r2+K) O 56 A e (5 S s)
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Dosazenim tohoto vyjadireni maticového elementu do rovnice vyjde soustava

2 2 m2 1 2
<_£\4 (8673 + r&ar - 7"2> — E) U (1) + (27“2 + K) e 2Py (r)+
(2.16)
r3 2 1 2m A s
AL (U s(r) = Ymesa(r)) = 5= [ Vo)t ey
61 21 Jo
Toto je soustava nekone¢né mnoha linearnich obycejnych diferencialnich rovnic
s pravou stranou pro nekonecné mnoho neznamych funkci 1,,,. Rovnice jsou
navzajem provazané skrze ¢len s 1,,,13 a ¢len s ¥,,_3. Lze si nicméné vsimnout,
ze se soustava rozpadd na t¥i podsoustavy a to sice na podsoustavu kde ma m’
zbytek po déleni 3 roven 0, na podsoustavu se zbytkem po déleni tfemi 1 a na
podsoustavu se zbytkem 2. Tyto tfi podsoustavy uz spolu nejsou nijak navzajem
provazané, nebot veskeré vazby mezi rovnicemi zaviseji jen na ¢lenech s ¢, 13 a
Ym—3 a tudiz vazdy zustdavaji jen uvnitt dané podsoustavy. Tato skutecnost, ze se
soustava rozpada na tii podsoustavy podle zbytku po déleni m’ tfemi, ma svou
pri¢inu v tom, Ze potencial ma symetrie odpovidajici grupé Cs,.

Jesté je nutné dodat prislusné okrajové podminky pro funkce v,,,. Jako prvni
budou popsany okrajové podminky pro r = 0. Ze spojitosti vilnové funkce plyne,
ze pro vSechna m’ kromé specidlniho pripadu m’ = 0 musi platit Dirichletova
podminka

U (0) = 0. (2.17)

Pro speciélni ptripad m’' = 0 pak diky spojitosti parcidlnich derivaci vinové funkce
musi platit Neumannova podminka

Yy = 0. (2.18)

Ponékud narocnéjsi je pripad r — oo. Nejjednodussi variantou by bylo pouze
predepsat, ze musi platit asymptotika

eikr
sc 779 it 19 = 219
Yse(r,9) — f(0) NG (2.19)
coz po rozvoji do Fourierovy rady a prislusném zprojektovani dava
oo eikr
Vo (1) —— fomr (2.20)

7
kde f,, jsou Fourierovy koeficienty rozvoje neznamé funkce f do Fourierovy
fady. Lepsi moznosti je uvédomit si, ze zkoumany modelovy potencial jde diky



Gaussovskému zhlazovacimu ¢lenu povazovat za dostatecné kratkodosahovy. To
znamena, ze staci nalézt vzdalenost r,,., v niz bude potencial mozno povazovat za
zcela zanedbatelny a v této vzdalenosti pozadovat napojeni na feSeni volné castice.
ReSenim volné ¢astice ve 2D jsou Besselovy a Neumannovy funkce, piipadné
Hankelovy funkce. Vhodnym feSenim volné ¢astice, které se v asymptotice chova
prave jako % je Hankelova funkce H()| jak uvadi napt. [5]. Okrajova podminka
pak vyzaduje moznost navazani vlnové funkce na teseni volné castice, tj. je tfeba
splnit dvé podminky: podminku pro hodnotu a podminku pro 1. derivaci

a
¢1/n’ (Tmax) H—OO> fm’H|1m’|<,kTmaac)/- (2'22)

Vydélenim druhé podminky prvni podminkou vznikne podminka, kterd uz nezavisi
na neznamém koeficientu f

77ZJ7In/(7ﬂmaac) . H|(711)’| /<krm¢l$)

77Z}7n’(r'rnaaf)) B H|(711)/|(krmax) .

(2.23)

Pravou stranu okrajové podminky jde jesté zjednodusit na tvar v némz se jiz
nebude vyskytovat derivace Hankelovy funkce pomoci nasedujici identity

HV (2) = —HY, (2) + ZHO (2). (2.24)
X

Tato identita byla prevzata z knihy [7] a konkrétné se jednd o identitu 10.6.2 z
této knihy. Po pouziti této identity okrajova podminka prejde do podoby

(1)
w;n/ (Tma:c> _ ‘m,‘ . k/,H‘mlH_l (krmal’)
wm’ (Tma:(;) Tmax H|(1) (krmax) ’

m/|

(2.25)

coz je vhodna okrajova podminka.

2.1 Diskretizace a numerické reseni

Soustava rovnic je bohuzel prilis slozita na to aby bylo mozné doufat v
to, ze se ji podafi vytesit analyticky. Cestou jak postupovat déle je tim padem
numerické feseni této soustavy. Numerické feseni zminéné soustavy rovnic lze nalézt
vicero metodami, v této praci byl konkrétné pouzit postup zalozeny na diskretizaci
radidlni proménné r pomoci ekvidistantni sité. Funkce ,,/(r) byly nahrazeny
posloupnostmi komplexnich ¢isel ¥, , kde n je index ¢islujici pozici bodu na siti.
Index n pak mutze nabyvat hodnot od 0 do N. Zvolena sif byla ekvidistantni se
vzdalenosti bodu h. To znamena, ze plati nasledujici korespondence

Y (1) = Yot (2.26)

odpovidajici podmince r = nh.
Dale je zapotiebi zdiskretizovat vSechny derivace vyskytujici se v soustaveé
rovnic [2.16] V této soustaveé se vyskytuji prvni a druhé derivace podle r. Je



pak dobré jednotlivé derivace zdiskretizovat tak aby vsechny diskretizace mély
stejny odhad chyby a konkrétné byla provedena volba, ze vSechny derivace budou
zdiskretizovdny s chybou fddu O(h?). Diskretizace druhé derivace s chybou O(h?)
vypada takto

d21/}m’ (T) N ¢m’ n—1 — 2¢m’ n + 1/}m’ n+1

2.27
dr? h? (227)
a diskretizace prvni derivace s chybou O(h?) vypad4 takto
dep — Ut )
wm (T) N ¢m n—1 + q/}m n+1 ' (228)

dr 2h

Dosazenim téchto diskretizaci do rovnice vznikne nasledujici soustava alge-
braickych rovnic

. hz wm’ n—1 — 2¢m’ n + wm’ n+1 + }_@Dm’ n—1 + Q/Jm’ n+1 . miaﬁb .
2M h? r 2h 2

1 r2 7”3 r2
_Ewm/ n+ (2702 + K) e_ﬁwm’ n T )\&e_ﬁ <wm/73 n wm’+3 n) =

1 2 . . .,
— _7/ V(’I", ﬁ)e—lkrsmﬁe—lm 19d'l9,
27 Jo
(2.29)

pricemz vztah mezi n a r je takovyto r = nh. Toto je soustava nekoneéné mnoha
linearnich rovnic o nekone¢né mnoho neznamych, pricemz divodem pro¢ je rovnic
nekonecné mnoho je to, ze proménnd m’ muze nabyvat libovolné celoc¢iselné
hodnoty. Tento problém se da resit oseknutim Fourierovy baze na konecny pocet
prvki. To znamend, ze se uvazuji pouze ty Cleny Fourierovy rady pro néz plati,
ze |m| <= Myq. a prispévek od zbylych ¢lent Fourierovy fady se zanedba. Diky
tomu muze m’ nabyvat pouze hodnot od —my,q; do Myyq., COZ zpusobi, Ze soustava
rovnic [2.29| se stane soustavou konecného poctu linearnich rovnic.

Jesté zbyva zodpovédet na otazku o kolik rovnic se jedna a kolik je neznamych.
Proménna m’ muze nabyvat celkem 2m,,q, + 1 hodnot a proménné n muze nabyvat
celkem N + 1 hodnot. Celkem je tim padem (2my0, + 1)(N + 1) neznamych.
V rovnicich muze proménnd m’ nabyvat vSech hodnot od —mqe Ao Mynaes
(specidlné pokud by nastal pripad m' + 3 > my,., tak se uvazuje konvence
PStma3n = 0, nebot prispévek od ¢lenu Fourierovy fady s m + 3 je nulovy diky
oseknuti tthlové béaze, analogicky pro m’ — 3 < —Muuaz), COZ je 2Mpa: + 1 hodnot.
Proménna n mize v rovnicich [2.29 nabyvat hodnot od 1 do N — 1, protoze pro
n = 0 nelze tict co je ¥, n—1 @ pro n = N nelze Tict co je 1, p+1. Dohromady to
déla (2mynee + 1)(IN — 1) rovnic.

Aby bylo stejné rovnic jako neznamych je jesté tfeba pridat dalsich 2(2mye. +
1) rovnic. Tyto rovnice budou odpovidat okrajovym podminkdam. Okrajovou
podminkou pro r = 7,4, je podminka kterd po zdiskretizovani vypada takto

/ 1)
Y N2+ PN M| kH|m’|+1<krmam)

7~/)7n/ N-1 T'max H‘("i)/‘(krmax) .

(2.30)

Okrajova podminka odpovidajici navazani na volnou ¢astici byla aplikovana na
N — 1 bodé sité aby slo dobte pouzit vyse uvedeny vzorec pro diskretizaci prvni



derivace. Plati tim pddem podminka 7,,,, = (N — 1)h Toto je dalsich 2m,q, + 1
rovnic. Okrajova podminka v r = 0 odpovidajici nulovosti vinové funkce v pocatku
pro m’ ruzné od 0 dava nésledujici rovnice

Yy 0 = 0. (2.31)

To je dalsich 2m,;,4, rovnic. A pro m’ = 0 je okrajovou podminkou nulova derivace
vlnové funkce v pocatku. Tuto derivaci je zapotiebi zdiskretizovat s chybou o(h?)
a to nesymetricky tak aby se v diskretizaci vyskytovaly pouze hodnoty g, kde n
je nezaporné. Vhodna diskretizace vypada takto

=300+ 401 — o2
2h

=0, (2.32)

coz je posledni rovnice.

Dohromady tvori rovnice [2.29] [2.30} [2.31| a [2.32] soustavu (2myeq + 1)(NV + 1)
linedrnich rovnic o (2Mmyee + 1)(IV + 1) neznamych. Vyreseni této soustavy je uz
ulohou z linearni algebry. Tato soustava pak byla numericky vyrtesena prislusnymi
metodami z knihovny LAPACK. Prti feseni bylo vyuzito toho, ze diky symetrii
potencialu dané grupou Cj, se soustava rozpada na tri nezavislé podsoustavy a
kazda podsoustava byla fesena zvlast. Zminéna soustava respektive podsoustavy
se daji usporadat tak, ze maji pasovou strukturu, diky ¢emuz byl pro urychleni
vypoctu v nékterych pripadech pouzivan pasovy resi¢. Integraly vyskytujici se na
pravé strané rovnic byly poéitany numericky obdélnikovym pravidlem.

Pro konkrétni vypocet byly pouzity hodnoty parametri uvedené v tabulce
Korektnost volby my,q. = 40 jde zdivodnit na zakladé rozvoje do parcialnich
vin, kdy tato podminka odpovida zanedbani parcidlnich vin s m > my,4,. Prvni
zanedbané parcialni viné odpovidd radialni funkce Jy;(k7r), kterd mé asymptotiku
jako ﬁ (%)41 pro malad r. Konkrétné pro nejvyssi uvazovanou energii £ = 2.5
plati, Ze 41 Besselova funkce je na zkoumané oblasti mensi nez priblizné 0.0108.
To je na samé hrané pripustnosti zanedbani této parcidlni vlny, nicméné typické
energie rozptylované castice byly mensi nebo priblizné rovny hodnoté £ = 1.
Pro tuto hodnotu pak je 41 Besselova funkce na zkoumané oblasti mensi nez
1.5- 1078, tudiZ pro tuto energii je zanedbéani parcidlnich vin s m > my,q. zcela
korektni aproximaci. Velikost chyby vzniklé v dusledku diskretizace (souvisejici
s volbou h) byla odhadnuta nasledujici metodou. Vypocet byl proveden pro
vice moznych hodnot h, pricemz byl drzen konstantni souc¢in Nh a energie byla
E = 1. Pro kazdou pouzitou hodnotu h byl spoc¢ten integralni Gc¢inny prifrez podle
postupu uvedeného ve ¢tvrté kapitole. Zavislost integralniho ti¢inného prirezu na
parametru h byla nasledné prolozena funkci

o =azx® +b, (2.33)

pricemz parametry a a b byly nalezeny metodou nejmensich étverci. Kvadraticka
funkce je volena protoze uzitd numerickd metoda je druhého rfadu presnosti v
parametru h. Parametr b ma vyznam nejlepstho mozného odhadu presné hodnoty
uc¢inného prutrezu. Nasledné byla pro kazdou hodnotu uc¢inného prifezu stanovena
chyba jako rozdil vypoctené hodnoty a parametru b. Zavislost chyby tc¢inného
prurezu byla nasledné vynesena do grafu v logaritmickém méritku, kde byla

fitovana funkci
In(o — b) = 2In(h) + p, (2.34)



parametr hodnota
h 1
M 1
A 0.25
o 4
Minaz 40
N 100
h 0.16
Tmaz = (N —1)h | 15.84

Tabulka 2.1 Pouzité hodnoty parametri pro numerické reseni. Potencial odpovidajici
témto parametrim je zobrazen na obrazku

pricemz parametr p byl nalezen regresi. Koeficient 2 je v zavislosti, protoze byla
pouzita numericka metoda druhého radu v h. Graf na némz je vidét tato regrese
si lze prohlédnout na obrazku na némz se jde presvédcit, ze fitovana primka
odopvidé napocitanym hodnotam, coz ovéruje, ze pouzitd metoda byla skutecné
druhého tadu v h. Konkrétné pro hodnotu h = 0.16, ktera byla uzivana pro dalsi
vypocty vysla chyba téinného prirezu priblizné 0.2. To je dobré srovnat s tim, ze
vypoctend hodnota Gc¢inného prirezu byla zhruba o = 86. To znamena Ze relativni
chyba uc¢inného prurezu je menci nez ¢tvrt procenta, coz je odhad chyby vzniklé v
dusledku diskretizece radialni rovnice.

Jak vypada vyslednd vlnova funkce v (r,9) (rovinnd vina + 1)) lze alespn
néjak nahlédnout na obrazku Vzhledem k tomu, Ze vlnova funkce je komplexni
funkce, tak je velmi obtizné ji néjak graficky znézornit. Nicméné néjakou predstavu
lze ziskat alespon znazornénim hustoty pravdépodobnosti vyskytu castice, ktera
je definovana jako

p(r,0) = [ (r,0)[". (2.35)

To co je zobrazeno na obrazku je ve skutecnosti hustota pravdépodobnosti.
Jesté je vhodné poznamenat, Ze se jednd o stav spojitého spektra a hustotu
pravdépodobnosti proto nelze dobie normalizovat ve smyslu normalizace v L?,
takze to co je zobrazeno na obrazku neni nikterak normalizovdno. Lze si
vSimnout, ze tmavé modré oblasti na obrazku [2.3] odpovidajici velmi nizké hustoté
pravdépodobnosti odpovidaji mistiim kde nabyva modelovy potencidl V' vysokych
hodnot. Rovnéz si lze vSimnout, Ze pro vyssi energii pronikne vétsi ¢ast hustoty
pravdépodobnosti dovniti trojihelnika.

2.2 Formulace pomoci parcialnich vin

Pro studium nékterych fyzikalnich vlastnosti ziskaného feseni jako jsou naprt.
fazova posunuti je obzvlasté vyhodné provést rozvoj vlinové funkce do parcialnich
vin. Myslenka rozvoje do parcidlnich vin je zaloZzend na tom, zZe rovinnou vinu
odpovidajici nalétavajici ¢astici 1ze rozvinout do sférickych harmonickych funkei,
coz jsou ve 2D piipadé jen funkce typu e™’. Vzorec, odpovidajici tomuto rozvoji,
uvadi ve své knize [5] Harald Friedrich a ten vzorec vypadé takto

k= 3" il (kr)e™. (2.36)

m=—0oQ
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Obrazek 2.1 Potencial odpovidajici parametrim v tabulce Potencial je zobrazen
jen na zkoumané oblasti, na niz je tloha numericky fesena. Mimo zkoumanou oblast (pro
T > rmaz), kde je FeSeni povazovano za feseni volné Castice, je potencial zanedbatelny.
Miru zanedbatelnosti jde kvantifikovat tak, Zze mimo zkoumanou oblast plati nasledujici
odhad na velikost potencidlu [V| < 2-107%.

1r vypoctene hodnoty — +

prolozeni funkci: In(chyba uc. prurezu) = 2*In(h) + p

chyba integralniho ucineho prurezu
o
-
T

0.01

Obrazek 2.2 Zavislost chyby integralniho ic¢inného priifezu na parametru h. Na obou
osach je pouzito logaritmické méritko. Napoc¢tené hodnoty jsou prolozeny piimkou se
smérnici 2.
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(a) energie E = 0.25 (b) energie £ =1

Obrazek 2.3 Vyslednd hustota pravdépodobnosti. Hodnoty ostatnich parametri jsou
takové jak je uvedeno v tabulce Céstice nalétava seshora, tj. rovinna vina je e 1k,

Nyni se vyplati na chvili predpokladat, ze ¢astice nalétava ve sméru osy x.
Prava strana rovnic pak bude vypadat takto
21 . ., 1 21 oo . .,
/ V(r,0)e*e ™y = —2—/ V(r,9) Z i‘m‘J|m|(kr)e‘mﬂe_lm Y49,
0 m Jo e
(2.37)
kde byl dosazen rozvoj nalétavajici funkce do parcidlnich vin. Besselovu funkci a
faktory i™! lze vytknout pfed integral, ¢imz zbyde pfesné stejny integral, ktery
byl fesen ve vztahu [2.15] Po vyTeseni integrace ptrejde predchozi vyraz na tvar

1
2T

2
2

’ 1 _r2 7"3 e e/
—l‘m ‘J‘m/‘(kr) <2’T‘2 + K> e o2 —}—)\Ee o <1\m +3|J‘m/+3|(]€7") - l‘m Slj‘m/73|(k”l")) .
(2.38)
Dosazenim tohoto tvaru do rovnice vyjde

o n? ¢m’ n—1 " 21/Jm’ n 1 ¢m’ n+1 + E_Q/Jm’ n—1+t ¢m’ ntl l@w ) _
2M h? r 2h r2 T

1 a2 rd .2
_E¢m’ nt+ (272 + K) € ”2¢m’ n T )\ae o? (d)m’—Sn - ¢m’+3 n) -

/ 1 r
= —ilm |J|m/|(k37“) <27‘2 + K) e o2+

2 o
+)\ae o2 (1' +3‘J‘m/+3‘(k‘r) _ 1| 3‘J‘m/,3|(l{7“)) ‘
(2.39)

Tyto rovnice pak spolu s rovnicemi odpovidajicimi okrajovym podminkam, které
zustanou nezmeénény, tvori soustanu linearnich rovnic, kterou lze vytesit. Obzvlasté
vyhodné je vyresit soustavu zvlast pro kazdou parcidlni vinu. To znamend, ze na
pravé strané bude vzdy pouze prispévek od jedné jediné parcidlni viny a misto
prispévku od ostatnich parcidlnich vin tam bude nula. Celkové teseni se pak ziska
diky linearité soustavy jako soucet feseni od jednotlivych parcidlnich vin.
Vyhoda pristupu pomoci parcidlnich vin je v tom, zZe po vyfeSeni rozptylové
ulohy pomoci parcidlnich vin jde velmi snadno vytesit rozptyl pro ¢astici naléta-
vajici z libovolného sméru bez nutnosti znovu fesit soustavu rovnic. Trik, ktery



to umoznuje je nasledujici: kazdou parcidlni vinu je zapotiebi otocit o thel ¢
odpovidajici ihlu popisujicimu smér nalétavani. To znamena, ze tthel ¥ se nahradi
thlem 9 — . Prava strana fesené soustavy rovnice se bude u m té parcidlni viny
lisit pouze prendsobenim faktorem e~™’. Vzhledem k linearité soustavy se pak
reseni pro nalétavajici vinu ze sméru daného thlem ¢ da ziskat jako soucet feSeni
pro nalétavajici vinu ve sméru osy x od jednotlivych parcialnich vin, pricemz
kazdé jednotlivé feSeni je nutné jesté prendsobit faktorem e~V

Dalsi vyhodou pristupu pomoci parcialnich vin je moznost zavést rizné fyzikalni
veli¢iny popisujici vlastnosti rozptylu jako tieba fazova posunuti. Vzhledem k tomu
byla numericka feseni obvykle hledana pravé pomoci parcidlnich vin. Numericka
feSeni byla dale analyzovana a byly zkoumény riazné jejich fyzikdlni vlastnosti.
Tomu se vénuje ¢tvrta kapitola této prace.



3 Metoda R-matice

Tato kapitola se vénuje alternativnimu pristupu ke zkoumané iloze, kterym je
R-maticova formulace. Metoda R-matice je jednou z bézné pouzivanych metod
pro studium rozptylu. Je zaloZena na tom, ze se problém uzavie do koule, nasledné
se diagonalizaci Hamiltonianu uvniti R-maticové koule najdou jeho vlastni stavy
a vlastni energie. Hamiltonian mé navic na hranici R-maticové koule jednodussi
(nezévislou na energii) okrajovou podminku nez puvodni rozptylova tloha. Z
nalezenych vlastnich energii a vlastnich stavli se nasledné sestavi R-matice, ktera
obsahuje informace o chovani rozptylované ¢astice v oblasti R-maticové koule.
Vysledna vinova funkce nebo prislusna S-matice se nakonec ziska napojovanim na
reseni volné c¢astice na hranici R-maticové koule.
postupu, kterymi jsou konstrukce Hamiltonianu a jeho nasledna diagonalizace,
jsou nezavislé na energii rozptylované ¢astice a tim padem je stac¢i provést pouze
jednou. Zbylé kroky nutné k vyteSeni tlohy, které jiz zaviseji na energii, se sice uz
musi provadét pro kazdou energii zvlast, ale nastésti vypocetni narocnost téchto
zbylych kroki je vyrazné nizsi nez narocnost kroki nezavisejicich na energii.

Cilem této kapitoly je aplikace R-maticového piistupu na feseni rozptylu v
modelovém potencialu. V pristi kapitole je pak R-maticové feseni porovnano s
metodou Fourierovy fady, které se vénovala predchozi kapitola.

3.1 Teoreticky zaklad R-maticové metody

Zakladni myslenka R-maticového pristupu je, ze se cely problém uzavie do
koule (ve 2D do kruhu) o poloméru R nazyvané R-maticova koule. Tato R-maticova
koule by méla byt tak velkd, aby potencial mimo ni byl zanedbatelny a reseni
vné R-maticové koule bylo mozné prohlésit za Teseni volné ¢astice. Zaroven by
vsak R-maticova koule neméla byt prilis velkd, nebot vypocetni slozitost roste s
velikosti R-maticové koule.

Dalsim krokem postupu je feseni staciondarni Schrodingerovy rovnice uvnitt
R-maticové koule s cilem nalézt vlastni stavy a vlastni energie Hamiltonianu.
Hamiltonian ¢astice je dobré vyjadrit v néjaké bazi, proto dava smysl zavést zatim
zcela obecnou bazi |y ), které v soufadnicové reprezentaci odpovidaji bazové
funkce x;. V této bazi Hamiltonian vypada takto

. h2 .
Hjy = {x;lH[x;) = —m/ng A xdQ, (3.1)
kde €2 je oblast vnittku R-maticové koule. Jenze tento Hamiltonian neni hermi-

tovsky. Proto je nutné k tomuto Hamiltonianu pridat jesté takzvany Blochiv
¢len

LH_h?/ s (3.2)
ji = i 90 deVXJ/ ) .

kde d% je norméalova derivace. Vznikne tak novy Hamiltonidn
h2
Hrjy =Hjj+Liy = 51 L(ij)VXj/dQ, (3.3)
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ktery uz je hermitovsky. Tento novy Hamiltonian se musi zdiagonalizovat, coz
odpovida teseni vlastniho problému

Vlastni vektory |px) lze zapsat v bazi |y;) nasledovné

x) = Z;Ck:j'|Xj'>a (3.5)

diky ¢emuz vlastni problém po zprojektovani na bazovy bra vektor (x| prejde do
tvaru

Z<Xj’]'jR|Xj’>ij’ =L Z(Xj|Xj'>ij/. (3.6)

J J

Zde se na levé strané objevuje maticovy element Hamiltonianu Hg a na pravé
strané maticovy element Grammovy matice G prislusejici bazi |x;). To znamena,
ze predchozi rovnici lze prepsat do tvaru

Z HR jj'Chyj = Z Eijj/ij/. (37)

7 J

Vytesenim této zobecnéné vlastni rovnice se ziskaji vlasni energie Ej a koeficienty
rozvoje vlastnich stavii ¢, Hamiltonidnu Hpy. Je dobré poznamenat, zZe cely
postup je az doposud nezavisly na energii rozptylované castice.

Nasledné je zapotiebi ze ziskanych vlastnich energii a vlastnich stavii sestavit
samotnou R-matici. R-matici lze sestavit podle vzorce

|ox) 90k|
R- gy et 39
Respektive v souradnicové reprezentaci

R(F,7) = 273\4 > wZéz’)_smgF) . (3.9)

Vlnovou funkci lze pomoci R-matice dopocitat dle vzorce

- - . d
r :/ R(r',7)—(7)dS, 3.10
o) = [ ROV u() (3.10)
kde uz vystupuje jen R-matice a normdlova derivace vinové funkce na hranici R-
maticové koule. Tyto tii vztahy se daji odvodit pomoci inverze operatoru Hgp — E
a toto odvozeni lze nalézt v knize P. Burkea [8] z niz byly tyto vztahy prevzaty.
Jesté je dobré si uvédomit, ze R-matici lze pomoci stavii baze |y;) zapsat rovnéz
takto

h? ¢t i 1) (G
R = 7= A AT 3.11
I3 2M,wzj, E,—FE (3.11)

V souradnicové reprezentaci predchozi vztah vypadé takto

; B2 chacr i (F)xG ()
R(r',7) = > : (3.12)
2M S, E,—E




Poslednim krokem postupu je napojovani na feseni volné castice na okraji
R-maticové koule. Pro tcely analyzy a srovnani s predchozi metodou bude nej-
vyhodnéjsi nalézt vzorec umoznujici spocitat S-matici. S-matice se standartné
hledd v bazi sférickych harmonickych funkei, coz jsou ve 2D pripadé pouze funkce
—_e™? Proto se vyplati prevést si R-matici rovnéz do béze sférickych harmo-

21
nickych funkei dle vztahu

VR 1 .
—imd 7= im/9 !
R(r',7)—=e""dSdS". 3.13
( )\/ 2T R ( )

Reseni vné R-maticové koule odpovida reseni volné Castice a lze jej rozvinout do
parcialnich vin dle vzorce

R —/ / 71 e
mm a0 Joy \/2TR

w = Z <_fm + ng’sm’m> A, (314)

kde f,, a g, jsou jednotlivé prichézejici respektive odchazejici parcialni viny a
oy, jsou koeficienty rozvoje. Z ptredchoziho vztahu a vztahu jde vyjadrit

nasledujici vztah
g\, df
S=(R1'g— =2 R1f——= 3.15

kde jsou vSechny prislusné norméalové derivace vyhodnocovany na hranici R-
maticové koule. Funkci f v predchozim vztahu je nutné interpretovat jako dia-
gonalni matici, majici na diagonale maticové elementy odpovidajici prislusnym
parcialnim vlnam : f,,,, = f., analogicky pro g. Uvedeny vztah pro S-matici je
diskutovan (s jinou znaménkovou konvenci) v Burkeové knize [8] z niz byl pfevzat.

Tento oddil vénujici se teoretickému zakladu R-maticové metody slouzi pri-
marneé jako prehled zakladnich vzorcti, na néz se bude odkazovat dalsi oddil vénujici
se konkrétni aplikaci R-maticové metody na rozptyl v modeovém potencidlu. Cely
tento oddil pak byl vypracovan podle zdroje [8] v némz je teorie stojici za R-matici
vyloZzena mnohem podrobnéji.

3.2 Aplikace R-maticového postupu na rozptyl
v modelovém potencialu

Po shrnuti zékladni teorie ohledné R-matice v predchozim oddilu, nastava cas
zamérit se na konkrétni aplikaci R-matice na zkoumany rozptyl v modelovém
potencidlu. Velka ¢ast rovnic v oddilu vénovaném teorii je formulovana v blize
nespecifikované (libovolné zvolené) bazi |y;). Proto je vhodné si nejprve ze vSeho
zvolit vhodnou bézi |x;), v niz bude podstatna ¢ast vypoct provadéna. Jednim z
krokt postupu je prevod R-matice do baze sférickych harmonickych funkei, a proto
je chytré volit takovou bazi, v niz tento prevod piijde provést dosti jednoduse.
Takovou bazi je napiiklad baze 2D izotropniho linearniho harmonického oscilatoru,
ktera byla konkrétné pouzita. Tuto béazi jde charakterizovat 2 kvantovymi ¢isly n
a m, pricemz n muze nabyvat libovolné nezdporné celociselné hodnoty a m muze
nabyvat libovolné celo¢iselné hodnoty. Bazovému stavu |n, m) pak prislusi energie

Eym=hw2n+|m|+1), (3.16)



kde w je charakteristicka frekvence oscilatoru. Vlnové funkce odpovidajici bazovym
staviim v soutfadnicové reprezentaci vypadaji v polarnich souradnicich takto

r Im| 2 il 7,2 1 -
wm = (Fln,m) = Nyt | — e 22| — | ——=e"™", 3.17
(0 < | > |m| <p> <p2> \/% ( )

kde LI™ je pfidruzeny Laguerriv polynom a p = \/% je charakteristicky rozmér
oscilatoru. Normovaci konstanta ma tvar

2n!

Nnm = o/ 1 _1\1°
N 2 (0 |ml)!

(3.18)

Podrobné odvozeni energetického spektra a tvaru bazovych funkei izotropniho
linedrniho harmonického oscilédtoru lze nalézt v prehledovém clanku [9], z néhoz
byly jak spektrum tak tvar bazovych funkci prevzaty. Pro numerické reseni pak
byla baze oseknuta na energii F,,., = 41hw, jinymi slovy byly uvazovany jen ty
bazové funkce, jimz prislusi energie mensi nebo rovna E,,... Tato hodnota byla
zvolena, protoze m pak miize nabyvat hodnot od -40 do 40, coz odpovida stejnému
poctu parcialnich vin, jaky byl pouzit u metody Fourierovy rady.

Prvnim krokem postupu je uzavieni problému do R-maticové koule. Touto kouli
zde bude kruh o poloméru R. Déle je zapotiebi uvnitt tohoto kruhu zdiagonalizovat
Hamiltonidn s Blochovym ¢lenem, coz odpovidd feseni rovnice 3.7, V této rovnici
se vyskytuji maticové elementy Grammovy matice a Hamiltonianu Hg, tudiz se
nejprve vyplati si je pfedpocitat.

Maticové elementy Grammovy matice se spoctou snadno z definice

R rom AL r? 1 .
Grmnlm = <n,m‘n/,m/> _ / / anml _ e 202 LI:LI I P L
0 Jo p p?) 21

'l

Im 2 , 2 1 -,
Ny | (r) e_ﬁLll,” (2) —— ™ ddr =
P P ) 2
R [2m| 5 2 2
:/ Nn‘m‘Nn/ |m| <T> 8_972[/‘7:”‘ (7“2> LITTI (Z) 5mm/7‘dr
0 P P P
(3.19)
a zbyvajici integral pres radidlni proménnou byl dopoc¢ten numericky obdélnikovym
pravidlem pro jednotlivé hodnoty kvantovych cisel.

Maticové elementy Hamiltonianu Hpg se vyplati poc¢itat ve dvou krocich. Nej-
prve se zpracuji maticové elementy kinetického plus Blochova ¢lenu

~ N h2 R 27w
(mmﬁ+ﬂﬁmﬂziwélé(VQMVM%er (3.20)



Ten gradient co tam vystupuje vypada takto

|m| 2 2
Lfr -L r 1
Vipm = Nyjmi|m|— | — e 22 IIml [ il g
v jml | (p) <p2> —
jm| ) )
r r r T 1 .
Nn|m| () *26 2p2 L|T:n| <2> elmﬁ 7_
OO Ve (3.21)
lml o i1 2 .
Nn m e 202 Lﬁ . el 6_;«—|—
! <P> P ' <p2> V2m
Im| 2 2
o r 1 1
+Nn m e 202 L‘m‘ ime”’“gf —»,
| ( > ( 2 ) V2r r Y
kde Laguerrtiv polynom byl derivovdn dle relace
d o a+1
L) = L% (@), (3.22)

coz je vztah 18.9.23 z knihy [7]. Nyni jiz jde spocist samotny maticovy element
kinetického plus Blochova ¢lenu, ktery vyjde takto
FI,Q R B 1 2|m|+1
(n, m|T+L]n m') = QMN”‘m‘N"/|m/|/O o ;
2 2 2
(e (5) 5 3) s )
) p p p p
ml "ol (17 mir+1 (7 (3:29)
mem Spmr (D) ol (D)) 4
(‘ | <p2> p <p2) p <02>>
2lm|—1
+1 (7") e Pg L|m| ( ) L|m|/ ( 2) m2(5mm/dr
p\p p? p

a tento integral byl opét dopocten pro konkrétni kvantova c¢isla numericky obdél-
nikovym pravidlem. Potencialovy ¢len da nasledujici maticové elementy

R /2w Im| -2 2 .
| /A / / Ny | r e 27 LI ) 1 o im?
o Jo p p? ) V2r

|m/| 2 2
[ — / 1 P
V (7, 0) Ny <T> e 22 L (7") — "™ rdidr.
P

‘ﬁ
AN

3

(3.24)

p? ) \/2r

Zde je dobré si vzpomenout, ze integrace pres uhel vystupujici v tomto vztahu uz
byla pocitana v predchozi kapitole. Jedna se o vztah [2.15| Po uziti tohoto vztahu
vyjde

R r [ml+m’| » 2
Vnmn’m/ = / Nn|m|Nn’ Im/| | — e o lel L 72
O g # P (3.25)

1 r2 7‘3 r?
((27“2 + K) e o2 0pm + )\Ee_? (Om—m'3 — Om—m 3)> rdr.
i

Tento integral byl rovnéz dopocten pro potiebna kvantova cisla numericky ob-
délnikovym pravidlem. Maticové elementy Hamiltonianu Hg jsou pak souctem



maticovych elementt kinetického + Blochova ¢lenu s maticovymi elementy poten-
cidlového ¢lenu.

Nyni, kdyz jiz jsou predpocteny maticové elementy Hamiltonianu Hgr a Gra-
mmovy matice G, jde pristoupit k samotnému feSeni zobecnéného vlastniho
problému

Z Hann’m’ckn’m’ - Z Eanmn’m’ckn’m" (326)
n’m/ n'm/
Tato zobecnénd diagonalizace byla provedena numericky pomoci prislusné metody
knihovny LAPACK. Pouzita numericka metoda pro zobecnénou diagonalizaci byla
zalozena na Choleského dekompozici Grammovy matice a prevedeni tlohy na
standartni tlohu vlastnich ¢isel.

Poté, co byly numerickou diagonalizaci nalezeny koeficienty ¢, byla zkonstruo-
vana R-matice. Vzhledem k tomu, Ze pro konstrukci S-matice je zapotiebi R-matice
(na okraji R-maticové koule) vyjadiena v bézi sférickych harmonickych funkei,
tak byla R-matice rovnou konstruovana v bazi stérickych harmonickych funkei.
Kombinaci vztaht a vyjde (0R2 je obvod kruhu a dS je Rd¥ a analogicky
pro ¢arkované)

o pom 1 B2 iy (P (7)1
B = [ | e XA &' R249dS =
o Jo +27R 2M ,g;/ E,—FE V2R

/ 2

Chamehnn (8)"™" e L () £ ()
E,— F ’
(3.27)
coz je vztah, pomoci néhoz byly prislusné maticové elementy R-matice na sféte v
bazi sférickych harmonickych funkei pocitany. Z téchto maticovych elementi byla
nésledné dopoctena S-matice podle vztahu [3.15] V tomto vztahu se vyskytuji
matice f a g odpovidajici jednotlivym parcialnim vindm. Resenim volné ¢éstice je

h2
= 57 2= NV tmi N

oby¢ejna rovinna vlna e** a ta jde rozvinout do parcialnich vin dle vzorce z knihy
[5] jako
. e . 1 & .
= T P u(kr)e™ = o 30 1 (HY (k) + B (kr)) o (3.28)

Z tohoto rozvoje vyplyva, ze funkce f,, a g, jde volit takto (polovina a mociny i
jsou zahrnuty v koeficientech «)

fu=—H(kr) g =HY (kr). (3.29)

Matice f je pak diagonalni matici majici na diagonale funkce f,, vyhodnocené v
bodé r = R a analogicky pro g.

Pro konkrétni vypocet byly pouzity stejné hodnoty h, M a parametri potenci-
alu jaku v pripadé metody Fourierovy rady. Tyto parametry lze nalézt v tabulce
Polomér R-maticové koule byl R = 16 a z celé nekoneéné baze 2D izotropniho
LHO byly uvazovany jen ty bazové funkce, kterym prislusi energie mensi nebo
rovna FE,,., = 41hw. Charakteristicky rozmér oscilatoru byl volen jako p = 2,
pti¢emz bylo zkouseno i nékolik dalsich hodnot p (1, 3, 4, 8) a nebyly pozorovany
zadné vyrazné zmény vysledku (kiivky zavislosti fazové sumy na energii nejsou v
grafu odlisitelné pouhym okem) pri zméné p. Konkrétni vysledky jsou pak uvedeny
v nasledujici kapitole, kde jsou srovnany s vysledky ziskanymi metodou Fourierovy
rady.



4 Fyzikalni vlastnosti ziskanych
reseni a srovnani metod

Tato kapitola se zabyva studiem fyzikalnich vlastnosti feseni rozptylové tlohy v
modelovém potencialu, které byly nalezeny pomoci numerickych metod popsanych
v predchozich dvou kapitolach. Zasadni veli¢inou v teorii rozptylu je i¢inny pritrez
a to jak diferencialni tak i integrélni. Vzhledem k tomu, Ze v pribéhu feseni
byl pouzit pristup pomoci parcialnich vin, tak lze jiz snadno urcit S-matici a
provadét fazovou analyzu. Fazovou analyzou je mysleno studium fazovych posunuti
respektive fazovych sum. S fazovymi posunutimi pak bezprostiredné souvisi casova
zpozdéni.

Dalsim zajimavym jevem jsou rezonance vyskytujici se v daném modelu.
Rezonance jde hledat hned nékolika metodami. Jedni z cili této prace je studium
téchto rezonanci. K jejich hledani a nasledné analyze jejich parametra byly pouzity
dvé metody, a to sice fitovani zavislosti integralniho ti¢inného prirezu na energi
Fanovou formuli a hledani skokii o 7 v zavislosti fazové sumy na energii.

Jednim z cili této prace je rovnéz srovnani numerickych metod Fourierovy
fady a R-matice. Tomuto srovnani se vénuje posledni oddil této kapitoty, kde jsou
srovnavany zavislosti fazové sumy na energii poc¢itané jednotlivymi metodami.

Parametry rozptylované c¢astice a modelového potencidlu odpovidaji hodnotam
v tabulce [2.1] VSechny vysledky jsou neni-li vyslovné uvedeno jinak pocitany
metodou Fourierovy rady.

4.1 Uc¢inny prufez

Uéinny prifez je jednou z nejvyznamnéjsich velidin v teorii rozptylu, kters
udava cetnost rozptylu v daném rozptylovém kanalu. V kvantové teorii se di-
ferencidlni ucinny prufez pro uhel ¥ standardné (uvedeno napi. v [5]) definuje
jako

do

—(9) = |f(V)|, 4.1

) =110 (11)
kde f je amplituda rozptylu ze vzorce pro asymptotické chovani vlnové funkce
eikr

7

Tento pristup umoznuje stanovit diferencialni u¢inny prifez z asymptotiky vlnové
funkce.

P1i Teseni rozptylové tlohy metodou Fourierovy rady byla jako okrajova pod-
minka vyuZita asymptotika dana rovnici[2.21] Okrajova podminka byla realizovana
tak, ze Teseni bylo v . N — 1 bodé sité napojeno na asymptotické feseni. Zde je
dobré pripomenutout, Ze 7,4 = (N — 1)h. To znamend, ze koeficient rozvoje f,
funkce f jde spocist jako

PY(r,9) == e 4 £(9) (4.2)

wm’ N-—1
fw = —F/7—. 4.3
Hr(,i,)(k;rmm) (4.3)
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Obrazek 4.1 Diferencidlni G¢inny prutrez v zavislosti na thlu odchyleni od sméru,
kterym ¢éstice nalétava. Castice nalétavaji proti sméru osy y tj. seshora. Parametry
modelu odpovidaji parametriim uvedenym v tabulce 2.1}

Pri pouziti metody Fourierovy rady byl rovnéz proveden rozvoj funkce f do
Fourierovy rady

F@0) =3 fme™, (4.4)
z ¢ehoz vyplyva, ze diferencialni G¢inny prurez jde pocitat dle vzorce
do UnN1 |
— () = — e . 4.5
) D -

Toto je vhodny vzorec pro vypocet diferencialniho té¢inného pritezu, jelikoz v ném
vystupuji jiz jen hodnoty v, y_1, které jiz byly vypocteny pii vypoctu vlnové
funkce. Podle tohoto vzorce byl diferencialni i¢inny prirez konkrétné pocitan.

Typické diferencialni t¢inné prifezy jsou zachyceny na obrézku [£.1} Zde je na
misté pripomenout, zZe rozptylovand ¢astice prilétala shora, tj. nalétavajici funkce
byla e~ **¥. Diferencialni G¢inny priifez je udavan v zavislosti na thlu odchyleni od
smeéru, némz castice prilétala. Na obrazcich si Ize vsimnout, ze diferencialni
ucinny prifez je dost utlumeny pro malé tihly odchyleni. To je pravdépodobné
zpusobeno tim, ze pro rozptyl o takto maly tihel by ¢astice musela tunelovat pres
kopec nachéazejici se okolo osy x = 0 pod trojihelnikem. Pro zbylé uhly je na
obrazcich vidét interferencéni obrazec vyznacujici se stridanim peak a minim.
Tento interferencni obrazec neni lehké néjak jednoduse interpretovat, jelikoz zde
do hry vstupuje odraz od kopce vlevo nahote, odraz od kopce vpravo nahoie a
prispévek od ¢asti nalétavajici viny proslé dovniti trojihelniku. Lze si rovnéz
vsimnout, ze diferencidlni i¢inny priifez se nezméni pti zméné znaménka thlu
odchyleni - je to sudd funkce thlu odchyleni. Tato vlastnost je déana tim, Ze
modelovy potencial je symetricky vzhledem k zrcadleni spojeném s osou, podél
niz ¢astice nalétava (zaporné vzata osa y).

Ze znalosti diferencidlniho t¢inného prutezu jde spocist integrovany (totalni)
ucinny prurez prostou integraci pres vSsechny mozné tihly odchyleni. Takto byl inte-
gralni G¢inny prurez skutecné spocten, pricemz potrebnd integrace byla provedena
numericky obdélnikovym pravidlem (alternativou by bylo integrovat analyticky,
¢imz by se integralni u¢inny prufez prevedl na soucet prispévkil od jednotlivych
¢lent Fourierovy fady). Vysledny integralni Gc¢inny prifez si lze prohlédnout
na obrazku [4.2] Na obrazku [4.2] je konkrétné zndzornéna zavislost integralniho
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Obrazek 4.2 Zavislost integralniho u¢inného prufezu na energii rozptylované ¢éstice.
Parametry modelu odpovidaji parametrim uvedenym v tabulce

uc¢inného prirezu na hodnoté energie rozptylované c¢astice. Lze si vSimnout, Ze
integralni G¢inny prifez roste s energii rozptylované castice. Zajimavého chovani
si lze vsimnout v pripadé nizkych energii kde jsou vidét dva peaky. Tyto peaky si
1ze detailnéji prohlédnout na obrazku [4.3] na némz je zachycen detail predchoziho
obrazku v okoli téchto peakt. Tyto dva peaky odpovidaji rezonancim vyskytujicim
se ve zkoumaném modelu. Podrobnéjsimu studiu rezonanci se pak vénuje jeden z
nasledujicich oddila.

4.2 Fazova posunuti

Jinym pristupem k teorii rozptylu je pristup pomoci parcialnich vin. Klicovym
objektem v teorii parcialnich vin je S-matice, coz je unitarni matice, kterd umoznuje
z nalétavajici vinové funkce spocist rozptylenou vinovou funkci. V pristupu pomoci
parcialnich vin se vyplati volit, ze ¢astice nalétava ve sméru osy x, tj. nalétavajici
vlna je e**. Tuto nalétavajici vinu jde (jak uvddi napt. Harald Friedrich [5])
rozvinout do parcialnich vin jako

. s . 1 & i
K= N A (kr)e™ = o ST A (HD (k) + HP (k) €™ (4.6)

m=—00 m=—00

[\]

S-matice je konkrétné definovana tak, ze rozvoj vlnové funkce ziskané resenim
rozptylové tlohy do parcidlnich vin vypada v asymptotice » — oo takto

2 m=-—00 m/=—o00

w=1 i i" (H,g)(kr)Jr i Smm,H,Si,)(kr)) em?, (4.7)
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Obrazek 4.3 Detail obrazku v okoli rezonanc¢nich peaki

ViInova funkce jde v asymptotice napsat jako soucet rovinné a sférické viny
Y = e* 4 1), kde 1) je vlnova funkce odpovidajici v asymptotice radialné
odchazejici viné, ktera byla ziskana resenim rozptylové tlohy metodou Fourierovy
fady. Odectenim predchozich dvou rozvoji vznikne rozvoj 1., ktery vypada takto

2/130 = ; i im ( i (Smm’ - 5mm’) HS’) (k?”)) eimﬂ' (48)

m=—oQ — 00

Vlnova funkce 15, byla v pribéhu feseni rozvinuta jako

Yae(r,9) =D me™, (4.9)
Srovnanim koeficient obou rozvoji vyjde
1 [o¢]
" 2 (S = Gr) Hy (k) = (4.10)

Pti formulaci tlohy pomoci metody parcidlnich vin u metody Fourierovy rady se
ukazalo byt obzvlast vyhodné vyresit ilohu pro kazdou parcialni vinu zvlast a
tato reseni scitat. To znamend, Ze koeficienty rozvoje vinové funkce 1, budou
vyjadreny jako soucet prispévku od jednotlivych parcidlnich vin

Um =Y U, (4.11)

kde symbol ), v zna¢i prispévek o m’té parcialni viny k mtému koeficientu
rozvoje 1. do Fourierovy fady. Srovnanim obou rozvoju v proménné m’ vyjde

277Z)m m/

_Simm 4.12
im HY) (kr) (4.12)
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Obrazek 4.4 Zobrazeni fazovych posunt pro modulo 0. Hodnoty parametri modelu
odpovidajf tabulce 2.1]

Toto je vztah pro maticové elementy S-matice a pomoci tohoto vztahu byla
S-matice spoctena. Za 1, byla dosazovana hodnota v N — 1 bodé sité, na niz
byla diskretizovana radialni rovnice. Hankelova funkce byla vyhodnocena pro r
odpovidajici tomuto bodu sité.

Vysledna S-matice obsahuje veskeré informace o asymptotice zkoumaného
rozptylu (jde z ni spoéist amplituda rozptylu) a jsou od ni odvozeny dalsi veli¢iny
jako fazova posunuti a ¢asova zpozdéni. V pripadé sféricky symetrického potencialu
by S-matice byla diagonalni v bazi parcidlnich vln, v niz byla zkonstruovana. V
tomto piipadé by pro fazové posuny platil vztah S,,,, = €%, kde ¢, je fdzovy
posun m té parcialni viny. V pripadé modelového potencialu, ktery neni sféricky
symetricky, je zapotfebi pouzit obecnéjsi definici

s; = &2 (4.13)

kde s; je j té vlastni ¢islo S-matice. Tato obecnéjsi definice bohuzel neumoziiuje
asociovat jednotliva fazova posunuti s konkrétnimi parcialnimi vlnami. Pomoci
tohoto vztahu byly vypocteny konkrétni fazové posuny. Diky tomu, ze modelovy
potencial ma symetrie dané grupou Cj,, tak se S-matice rozpadne na tii bloky
odpovidajici zbytku po déleni tremi 0, 1 a 2. M4 tim padem smysl analyzovat
fazové posuny prislusejici jednotlivym zbytkim po déleni tremi zvlast. Dokonce
diky té symetrii plati, Zze fazova posunuti u zbytku 1 jsou stejna jako fazova
posunuti u zbytku 2, a tim paddem ma smysl analyzovat jen ptipad, kdy je zbytek
0 a pripad kdy je zbytek 1.

Nejprve byly vypocteny fazové posuny odpovidajici zbytku po déleni tfemi
0. Vysledné fazové posuny jsou v zavislosti na energii zobrazeny na obrézku [4.4]
Na tomto obrazku je vidét zobrazeni fazovych posunii, nicméné neni to dokonalé
zobrazeni, nebot zde jsou vSechny fazové posuny v intervalu (—m; 7). Lze tudiz
odhadovat, kdy dochazi k preteceni pres krajni hodnotu intervalu. Dale by bylo
vhodné jednotlivé fazové posuny "tridit'- dat k sobé ty které budou tvorit spojitou
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Obrazek 4.5 Typicky pripad situace, kdy dochazi k situaci vypadajici témér jako
kiizeni. Takovéto chovani znemoznuje efektivni tiizeni fazovych posunt.

krivku. Jisty pokus o toto tfizeni byl sice proveden, tato snaha ale bohuzel narazela
na problém, jak Tesit pripady vypadajici témér jako kiizeni. Typicky pripad tohoto
témér kifZeni je zobrazen na obrazku [L.5] Vyskyt takovychto utvaru je patrné
specialni pripad jevu, ktery je obecné znam pod jmény jako no crossing theorem
pripadné von Neumann-Wigneruv jev, tento jev pak zminovali naptiklad jiz von
Neumann s Wignerem v publikaci [10]. Tento jev a skutecnost, Ze stejné nema
smysl jednotlivé fazové posuny asociovat s jednotlivymi parcialnimi vlnami, vedly
k rozhodnuti zkoumat namisto jednotlivych fazovych posunt takzvanou fazovou
sumu definovanou jako soucet vSech fazovych posunu s danym zbytkem po déleni
tfemi. Zavislost této fazové sumy na energii je zachycena v grafu na obrazku [4.6]
V tomto grafu si Ize vSimnout, Ze fazova suma klesd s energii a to vsude az na
2 oblasti, kde dochéazi k rychlému naristu fazové sumy o n. Tyto oblasti budou
odpovidat rezonancim a parametry téchto rezonanci budou hloubéji zkoumany v
oddilu vénovaném rezonancim. Jesté je dobré poznamenat, ze fazova suma, tak
jak je zobrazena na obrazku nespliuje standartni normalizaci zalozenou na
Levinsonové teorému, nicméné pro studium rezonanci to nevadi, nebof se jedna
pouze o pric¢teni aditivni konstanty.

S fazovymi posunutimi pak souviseji ¢asova zpozdéni. Pro potencial bez sférické
symetrie existuji dva pristupy, jak zavést casova zpozdéni. Jedna se o takzvané
partial time delays a proper time delays. Podrobnému zavedeni obou téchto
pristupt a diskuzi jejich rozdilu se (v 1D pripadé) vénuje ¢lanek [1]. V tomto
¢lanku jsou partial time delays definovany jako

N d

a proper time delays jsou v ¢lanku [1] definovany jako vlastni ¢isla Smithovy
matice dob zivota @), ktera je tamtéz definovana takto

d
Q= —is' 5. (4.15)
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Obrazek 4.6 Zavislost fizové sumy na energii. Parametry modelu odpovidaji tabulce
@ Fazova suma neni normalizovana na zikladé Levinsonova teorému.

Partial time delays pro modelovy potencidl neptijdou prilis dobie urcit, jelikoz
v dusledku no crossing teorému nejdou dobre tridit jednotlivé fazové posuny.
Prirozenou cestou jak zavést casova zpozdéni se tim padem ukazuje byt spise
pristup proper time delays.

4.3 Rezonance

Ve zkoumaném rozptylu se na zédkladé analyz téinného prirezu a fazové sumy
vyskytuji pro hodnoty parametr odpovidajici tabulce dvé rezonance. Jedna z
rezonanci je na energii priblizné 0.2 a druhé ptiblizné na energii 0.35. Klicovymi
parametry rezonanci jsou obecné stfedni energie £, na niz se rezonance vyskytuje
a energenickd Sitka rezonance I

Cilem je tim padem pokusit se parametry rezonanci F, a I' najit. Prvni zptsob
jak hledat parametry rezonanci je fitovani zavislosti i¢inného prifezu na energii
(obrazek ktivkou odpovidajici néjaké jednoduché funkei popisujici pozadi plus
Fanovou formuli popisujici rezonanci (odvozenim se zabyva Fantv clanek [11]).
Fanova formule vypada takto

(qg +E— Er)2

or(q, B, ') = 5 :
(q ) (1B py

(4.16)

Parametr ¢ je znam jako Faniiv faktor a jedna se o ¢asto velmi vyznac¢nou korekci
na vliv poadi. Vysledné hodnoty parametri rezonanci ziskané fitovanim Fanovy
formule jsou uvedeny v tabulce [4.1], pricemz k fitovani byla pouzita nasledujici
funkce s pozadim popsanym afinni funkci

oc=akF + b + ClUF(ql,Erl,Pl) + O'F(QQ, E,,2,F2). (417)



parametr ‘ 1. rezonance ‘ 2. rezonance ‘

E, 0.18138 £9-107° | 0.3336 £2-10~*
r 0.0059 £ 0.0002 | 0.0146 £ 0.0003

Tabulka 4.1 Parametry rezonanci ziskané fitovanim Fanovych formuli. Chybami jsou
mysleny nejistoty regrese.

parametr ‘ 1. rezonance 2. rezonance
E, 0.18692 +5-107° | 0.33709 £5-10~°
r 0.0070 £ 0.0001 | 0.01645 £ 0.0001

Tabulka 4.2 Parametry rezonanci ziskané fitovanim zavislosti fazové sumy na energii.
Chybami jsou mysleny nejistoty regrese.

Nejistoty uvedené v tabulce maji vyznam nejistot regrese, které mohou byt
zpusobeny tim, ze afinni funkce neni zcela dokonalym popisem pozadi, ale jen jeho
dobrou aproximaci. Fitovani bylo provedeno na intervalu [0.151;0.4] a fitovano
bylo celkem 250 bod.

Jinou metodou studia rezonanci je hledani skokt o 7 v zavislosti fazové sumy
na energii (jedna se o zavislosti na obrazku . Zde je dobré poznamenat, ze
jedna rezonance se vyskytuje v kandlech se zbytkem po déleni tfemi 0 zatimco ta
druha v kandlech se zbytkem po déleni tfemi 1. Parametry rezonanci byly hledani
fitovanim zavislosti funkei

r
> j=aFE + b+ arctan ( 2 ) : (4.18)
r E. —-F

Ziskané hodnoty parametru jsou pak uvedeny v tabulce [£.2] Nejistotami jsou opét
mysleny chyby regrese. Prvni rezonance byla fitovana na intervalu [0.12;0.25], kde
bylo fitovano celkem 131 bodt. U druhé rezonance byl interval [0.29;0.41] a bylo
na ném 121 bodi.

Parametry rezonanci byly nalezeny celkem dvéma riznymi metodami. Zaji-
mavé je srovnani obou téchto metod. Z dat uvedenych v tabulkach [4.1] a [£.2]1ze
nahlédnout, Ze parametry rezonanci jsou v priblizné shodé. Bohuzel ale rozdily
mezi hodnotami v obou tabulkéch jsou vétsi nez chyby regresi. To znamena, ze
zde musi byt jesté néjaka dalsi chyba, ktera vstupuje do hry. Touto chybou miize
byt napriklad to, ze jak Fanova formule tak i vztah pro fazovou sumu jsou pouze
aproximativni a muze se jednat o chyby této aproximaxe. Jinym kandidatem mize
byt to, ze v obou pripadech bylo pozadi odhadovano afinni funkci a tento odhad
muze v obou pripadech zptisobit jinou chybu.

Jesté muze byt zajimavé podivat se, jak vypadaji vinové funkce (respektive
hustoty pravdépodobnosti) pro takové energie, pfi nichz nastavaji rezonance. Tyto
hustoty pravdepodobnosti si lze prohlédnout na obrazku (nalétavajici funkei
je rovinna vlna ptichdzejici shora e=*¥). Je dobré tyto hustoty pravdépodobnosti
srovnat s obvyklym pripadem, kdy energie neodpovida rezonanci. Hustotu prav-
depodobnosti pro nerezonancni energie si lze prohlédnout na obrézku [2.3] Pti
srovnani obrazku si lze vSimnout toho, ze pro obycejné (nerezonanéni) energie
je hustota pravdépodobnosti z velké casti rozprostfena nahote v oblasti pred
vstupem do trojuhelniku. Naproti tomu u rezonancnich energii jde pozorovat velmi
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(a) prvni rezonance ' = 0.181 (b) druhé rezonance E = 0.334

Obrazek 4.7 Hustoty pravdépodobnosti odpovidajici vlnovym funkcim pri energiich
odpovidajicich rezonanénim energiim. Rozptylovana ¢astice nalétava seshora. Parametry
modelu odpovidaji parametrim uvedenym v tabulce

ostrd maxima uvniti trojihelniku, pficemz tato maxima nabyvaji vyrazné vyssich
hodnot nez maximum u obycejné energie. U rezonancni energie je rovnéz mimo
oblast trojuhelniku hustota pravdépodobnosti zanedbatelnd oproti maximtm.

Dalsi zajimavou otazkou ohledné rezonanci je pro¢ byly v modelu pozorovany
pouze dvé rezonance. Mohou v ramci zkoumaného modelu existovat i dalsi re-
zonance? Odpovéd zni, ze urc¢ité mohou existovat i dalsi rezonance a to takové
rezonance, které se nachazeji na vyssich energiich a jsou natolik Siroké, Ze se je
nepodarilo zachytit.

4.4 Srovnani numerickych metod

Posledni otazkou je otédzka, zdali vysledky pocitané metodou R matice odpovi-
daji vysledkiim pocitanym metodou Fourierovy rady. Nejdulezitéjsim grafem je
pravdépodobné graf zavislosti fazové sumy na energii [4.6] Proto byla tato zavislost
vypoctena rovnéz metodou R-matice. Pomoci R-maticového postupu byla nejprve
spoctena S-matice presné podle postupu uvedeného v kapitole vénované R-matici.
Numerickou diagonalizaci S-matice byla nasledné nalezena fazova posunuti a jejich
seCtenim byly nalezeny fazové sumy odpovidajici ptispévkiim od parcidlnich vin
se zbytkem po déleni tremi 0 a se zbytkem 1.

Fazové sumy pocitané obéma metodami jsou zobrazeny vedle sebe na obrazku
4.8 Na tomto obrazku lze vidét, Ze kiivky vypadaji podobné u obou pouzitych
metod. Vypichnout jde skutecnost, ze obé metody nachézeji rezonance na témér
stejnych energiich. Co je nicméné zarazejici, je skutecnost, ze konkrétni hodnoty
fazové sumy se pro obé metody mirné lisi, coz jde nahlédnout napiiklad na
skutecnosti, ze ktivka pro modulo 1 koné¢i u metody Foourierovy rady tésné
nad hodnotou -25 zatimco u metody R-matice tésné pod touto hodnotou. Tato
nesrovnalost miize byt dana tim, ze u metody Fourierovy fady byla S-matice
vyhodnocovana na uz predposlednim budé diskretizacni sité, coz odpovida r =
15.84, zatimco u metody R-matice byla S-matice vyhodnocovana na hranici R-
maticové koule, coz odpovida r = 16. Jinym moznym vysvétlenim miize byt to,
ze v obou pripadech se vyskytuji numerické chyby. U metody Fourierovy rady
jsou dany priméarné diskretizaci radidlni rovnice a velikosti diskretizacniho kroku
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Obrazek 4.8 Zavislost fazové sumy na energii. Fazova suma je délend na prispévky
pochézejici od parcidlnich vin s kvantovym ¢islem m se zbytkem po déleni tfemi 0 a
zbytkem 1. Parametry modelu odpovidaji parametrim uvedenym v tabulce

h. U metody R-matice se jedna hlavné o ofiznuti baze v niz je diagonalizovan
Hamiltonian s Blochovym clenem na energii F,,,,. Navic diky tomu, ze fazova
suma je vlastné souc¢tem 27 fazovych posunuti, tak zde bude tato chyba priblizné
27 krat vétsi nez u jednoho fazového posunuti.

Celkem jde nicméné na zakladé obrazku {4.8|tvrdit, ze vysledky spoétené obéma
metodami jsou v dobré shodé. Toto tvrzeni je zalozeno na tom, ze jak tvar krivky
tak i poloha rezonanci jsou v obou pripadech témér stejné.



Z.aver

Tato prace se vénovala problému rozptylu v modelovém potencialu se syme-
trii danou grupou Cj,. Tento modelovy potencidl odpovidal Henon-Heilesovu
potencialu prenasobenému Gaussovou funkei.

Nejprve byl studovan klasicky ptipad, kde byly pomoci symplektického integra-
toru tretiho radu pocitany trajektorie rozptylované c¢astice. Pro tyto trajektorie
bylo zkouméno, kterym tudolim vyleti z oblasti trojuhelnika v zavislosti na poca-
tecni vzdalenosti ¢astice od osy a na pocatecni hybnosti ¢astice. V této zavislosti se
vyskytly pasy zakazanych hybnosti, pro néz vzdy dochazelo k navratu castice zpét.
Vznik téchto pasu byl uspokojivé vysvétlen. Déle bylo pozorovano a alespon trochu
zkoumano chaotické chovani, které v modelu muze nastavat pro vhodné zvolené
pocatecni podminky. Toto chaotické chovani se odrazi v tom, ze mapa zavislosti
toho kterym udolim castice vylétava v zavislosti na pocate¢nich podminkach ma
fraktalni strukturu.

Hlavnim cilem této prace bylo nicméné feseni kvantového pripadu. Pro feseni
kvantového pripadu byly pouzity dvé numerické metody. Prvni numerickd metoda
byla zalozena na rozvoji vinové funkce do Fourierovy rady v tihlové proménné
a nasledné diskretizaci a numerickém fteseni zbyvajicich radialnich rovnic. Dru-
hou pouzitou numerickou metodou byla metoda R-matice zalozena na uzavieni
problému do koule, diagonalizaci Hamiltonidanu uvniti této koule a nasledném
napojovani na reseni volné ¢astice na hranici té zvolené koule. Obéma metodami
se podarilo tlohu vytesit, ¢imz byl cil feseni kvantového pripadu naplnén.

Nasledné byly jesté zkoumany nékteré fyzikalni vlastnosti ziskaného teseni.
Jedna se konkrétné o diferencialni i integralni u¢inny priitez v zavislosti na energii
a fazova posunuti respektive fazové sumy (angl. eigenphase sum) rovnéz v zavislosti
na energii. V modelu byly rovnéz pozorovany dvé rezonance a tyto rezonance byly
hloubéji zkoumény. Tim je mysleno to, ze byly dvéma riznymi metodami nalezeny
jejich parametry, picemz obé metody daly srovnatelné vysledky.

Na zavér byly srovnany zavislosti fazové sumy na energii vypoctené obéma
numerickymi metodami a obé zavislosti byly v dobré shodé, zejména jde vypichnout
fakt, ze energie na nichz se vyskytuji rezonance vychazely v obou ptipadech
srovnatelné. to znamend, ze tlohu se podarilo vyTesit dvéma raznymi numerickymi
metodami a jednotliva feseni davaji vysledky, které jsou spolu v dobré shodé.
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