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Abstrakt: Odrazivost biologickych tkani, ve kterych se s riiznou mirou uspota-
danosti stridajici prostiedi o rtiznych indexech lomu, vyustuje v selekci urcitych
vlnovych délek. Vzniklé strukturalni barvy je v zdjmu umeét predpovidat. Prace
reaguje na napad aplikovat Fourierovu transformaci na rozlozeni indexu lomu
v biologické tkani. Pomoci analytického, grafického i numerického porovnani s
dalsimi metodami (zejména s metodou matice prenosu) ukazujeme, jak se proje-
vuje chybovost této metody na jednoduchych, jednodimenzionalnich systémech.
Omezujeme se pritom na kolmy dopad paprski. Navrhujeme pouziti Fourierovy
transformace derivace zminéného rozlozeni a variantu této metody rozsiritelnou
na dvoudimenzionalni pripady. Vysetrujeme souvislost metod vyuzivajici Fourie-
orovu transformaci s Bornovou aproximaci odrazu prvniho radu.
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Abstract: The reflectivity of biological tissues, in which environments of different
refractive indices alternate with varying degrees of order, results in the selection of
certain wavelengths. It is of interest to be able to predict the resulting structural
colours. This work responds to the idea of applying the Fourier transform to the
refractive index distribution in biological tissue. Using analytical, graphical and
numerical comparisons with other methods (e.g. the transfer matrix method), we
show how the error rate of this method manifests itself on simple, one-dimensional
systems. In doing so, we restrict ourselves to the perpendicular incidence of rays.
We propose the application of the Fourier transform to the derivative of the afore-
mentioned distribution and a variant of this method extensible to two-dimensional
cases. We investigate the relation of methods using the Fourier transform to the
first-order Born approximation of reflection.
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Uvod

Motivaci této prace je problematika modeli zabarveni exotickych jestéri a ne-
dostupnost dostatecné presnych numerickych nastroji, které nevyzaduji pouziti
superpocitacii k analyze strukturalnich barev biologické tkané.

V prirodeé se vyskytuje hned nékolik zptisobli vzniku barev. Pigmentové zbar-
veni, tedy pripad, kdy tkané a bunky obsahuji konkrétni molekuly, které selek-
tivné absorbuji zareni, a tim tkané zabarvuji, je vibec nejbéznéjsi. Nejsou ale
uplné vzacné ani strukturalni barvy zptisobené interferenci na usporadanych nebo
castecné usporadanych vrstvach, které maji za nasledek jasné, pigmentovym za-
barvenim nedosazitelné, zbarveni, nejcastéji modré ¢i zelené. Tim doplnuji paletu
prirody o znac¢nou ¢ast, nebot pravé barvam ve spektru modré prislusi jen velmi
malo pigmentit nebo viibec zadné. Kromé toho miize interference na vrstvach
zjasnit jiz pritomné pigmentové zbarveni (Saenko a kol., 2013).

O strukturalni barvach mluvime v pripadé zbarveni mnohych motylich kridel,
dale pak cizokrajniho, ¢asto tropického ptactva, jestérek subtropického péasu a
z oblasti stfedozemniho mofe (Saenko a kol., 2013), ale také nékterych bobuli
(Vignolini a kol.| 2012), perel (Ozaki a kol., [2021)), zooplanktonu (Kimura a kol.,
2020), hmyzu (Prum a kol., 2004) nebo dokonce modré zabarveni kiuze savct
(Prum a Torres, 2004). Za posledni t¥i desetileti se vyzkum téchto strukturdl-
nich barev pro konkrétni druhy Zivocichi stal pomérné popularnim, a to zejména
diky dostupnosti elektronovych mikroskopti umoznujici zkoumat strukturu tkani
s vybornou rozlisitelnosti, a dale diky rozvoji numerickych metod a moznosti se-
stavovat tak teoretické modely chovani svétla v tkanich. Neékteré teorie pracuji
s Braggovym zakonem a konstrukci Ewaldovy koule zalozené na Bornové aproxi-
maci rozpytlu prvniho fadu (Maiwald a kol., [2018), ¢asto pocitaji propagaci své-
telné viny primo z Maxwellovych rovnic metodou FDTD (,the finite-difference
time-domain method“) (napf. Kimura a kol. (2020)), oblibena je také metoda
prenosové matice (Saenko a kol., |2013)), |Ozaki a kol.| (2021) ¢ aproximativnéjsi
metoda BPM (beam propagation method) vyuzivajici zjednodusené Helmholt-
zovy rovnice (Sato a kol., [2016)), pripadné se uziva algoritmus rychlé Fourierovy
transformace.

Uloha odrazivosti elektromagnetickych vin od redlné skladby biologické tkdné
sestava ze spousta rozhrani a okrajovych podminek, je proto pro primé, ,tvrdé“
numerické pocitani znacné narocna. Tato prace se zabyva moznostmi méné na-
rocnych pristupt a jejich vylepsenim, konkrétné pak zkouma metodu Fourierovy
transformace.

Fourierovu transformaci zacal na biologické struktury pouzivat na prelomu
tisicileti Richard O. Prum. Vychazi ze snimki transmisniho elektronového mik-
roskopu, na které aplikuje 2D diskrétni Fourierovu transfmormaci (DFT) pouzi-
tim MATLABové funkce fft2 (2D rychla Fourierova transformace) (Prum a kol.
(1998)); Prum a kol.| (1999a)); Prum a kol. (1999b)); Prum a Torres| (2003)). Pozdé&ji
byl néstroj dokonce rozsiten na 3D struktury (Shawkey a kol., [2009). Spektrum
druhé mocniny Fourierovych koeficienti pak nazyva Fourierovo vykonnostni spek-
trum, které je srovnavano se spektrometricky namérenym spektrem, predevsim
se zabarvenim exotického ptactva.

V obecném popisu Fourierovy metody Prum zduraziuje rozdil mezi koherent-



nim a nekoherentnim rozptylem zareni. Zatimco v pripadé Rayleighova rozptylu,
pouzivaného napf. pro popis modrého zbarveni oblohy, vznikd nekoherentni za-
feni, v pripadé struktur, které vykazuji miru pravidelnosti ve st¥idani vrstev, je
nutné zvazit vznik koherentniho zareni a vliv interference.

Matematické odtavodnéni uziti Fourierovy transformace cerpa R. O. Prum
z prace vénované prihlednosti oka (G.B.Benedek, |1971) a shrnuje ho, ovsem bez
vétsich matematickych odvozeni, v jednom ze svych klicovych clanka (Prum a
Torres, 2003). Tento matematicky podklad povazujeme za nedostatecny a pri-
slusné fyzikalni a matematické strance problému se v této praci zabyvame.

S pouziti Fourierovy transformace se ale potkavame i pii modelovani odrazi-
vosti pouzitim Ewaldovy sféry a v souvislosti s Bornovou aproximaci (Maiwald
a kol., 2018)). V kvantové teorii rozptylu tato aproximace popisuje rozptyl prv-
niho fadu a je mozné se s nim setkat jako aproximace prvniho fadu poruchové
funkce prostorové permitivity (Lang a kol., 2018). Jak Bornova aproximace, tak
konstrukce Ewaldovy sféry se pouziva pri zkouméni difrakce rontgenova zareni
na krystalech. Je znamo, ze skutec¢ny prostor a reciproky prostor jsou v ptripadé
difrakce vzajemné spjaty Fourierovou transformaci, coz podporuje uziti Fourie-
rovy transformace pro modelovani odrazivosti systému vrstev a myslenku, ze
Bornova aproximace prvniho radu bude této transformaci odpovidat (Maiwald
a kol., [2018)).



1. Analytické srovnani I:
Jednoducha vrstva

Uloha odrazeného spektra od vrstev usporadanych nebo c¢astecné usporada-
nych vrstev krystalkil v zivoc¢isné tkani je znacné slozita a lze ji feSit pouze nu-
mericky. Matematické modely vyuzivané k numerickym vypoctiim ale musi byt
aplikovatelné i pro jednoduché systémy, které je mozné tesit riznymi zpisoby
analyticky. Otvird se tak prostor na jasnych, jednoduchych pripadech vyzkou-
Set, do jaké miry a za jakych podminek odpovidaji tomuto feseni aproximativni
modely a primo také otestovat vyuzivanou Fourierovu transformaci.

V této a nésledujici kapitole analyticky resime dva jednoduché systémy, jejichz
reseni jsou dobre znama: interference kolmo dopadajiciho svétla na jednoduché,
tenké vrstvé, tedy pripad dvou rozhrani mezi materidly o indexech lomu ng a nq,
a dale dvojvrstvu, tedy skladani paprsku (opét kolmo dopadajicich) odrazenych
od dvou prilehlych vrstev o indexech lomu ny, ne vlozenych do prostredi o indexu
lomu ng.

1.1 Pouzité metody

Ulohy vypoétu spektra odrazivosti jsou FeSené &tyimi zékladnimi zpisoby:
s pouZitim analogie Bornovy aproximace (zkr. Born), druhou mocninou Fourie-
rovy transformace indexu lomu (zkr. FTn), druhou mocninou Fourierovy trans-
formace derivace indexu lomu (zkr. FTdn) a pfimymi metodami podle vzorce pro
Fabry - Pérotuv interferometr (zkr. Fabry) a pomoci matice prenosu (zkr. Matp).

Pojem Bornova aproximace pochdazi z kvantové teorie rozptylu a zde je jim
oznacen pripad, kdy se do vypoctu odrazivosti na vrstvé zahrnuje pouze jeden
vnitini odraz. Svétlo interaguje s dielektrickou latkou rozptylem na jednotlivych
atomech a skladani jednotlivych rozptyli mizeme charakterizovat paprskem od-
povidajici sméru pohybu vysledné viny. Vysledkem slozité interference prispévka
od jednotlivych rozptyla jsou tii rovinné viny - vlna dopadajici na rozhrani, vina
od ného odrazena a vlna prochazejici skrz. Viny vzniklé odrazem od libovolného
vnittniho rozhrani se sklddaji a interferuji s paprsky odrazenymi jiz na prvnim
rozhrani.

Pokud bychom v pripadé prichodu paprsku materidlem v analogii s kvantovou
Bornovou aproximaci pripustili pouze jediny poruchovy jev, a to odraz na jed-
nom z rozhrani, jednalo by se o nefyzikalni model nezahrnujici jednak aspekt
zmény optické drahy v prostredi o jiném indexu lomu, jednak transmisni ztraty
pri prichodu nékterym z rozhrani. Metoda Born sice zachovava zanedbani od-
razi vyssich radi, nezahrnuti optické drahy by vsak znamenalo zanedbani efektu
znacné vyznamnéjsiho, nez je zanedbani vyssich tadt v kvantové teorii slabého
rozptylu.

Ma-li vSsak Fourierova transformace indexu lomu odpovidat aproximaci pouze
jediné poruchy, miizeme ocekévat, ze jeji ¢ista, neupravend podoba bude spise
odpovidat Bornové aproximaci bez transmisnich koeficientti a s uvazovani ge-
ometrické, nikoli optické drahy. Nefyzikalnost Fourierovy transformace indexu
lomu vyplyvajici z této tvahy, je dalsim argumentem proti jejimu pouziti v ¢isté,
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Obréazek 1.1: Odrazy paprski od rozhrani jednoduché vrstvy

neupravené podobé. Pokud ale Bornova aproximace dava relevantni odhad odra-
zivosti vrstev, poukazuje na dilezitost nikoli samotného pribéhu indexu lomu,
ktery je vstupem do Fourierovy transformace, ale spise polohy a existence jed-
notlivych rozhrani.

Tento pristup vede k myslence zkusit misto Fourierovy transformace pribéhu
indexu lomu aplikovat Fourierovu transformaci na jeho derivaci, nebot uvazujeme-
li pritbéh indexu lomu ve tvaru obdélnikové funkce, derivaci tohoto pribéhu budou
odpovidat delta distribuce v bodech rozhrani. Takovy pripad zaroven rozlisi pre-
chod do opticky hustsitho prostredi (kladnd delta funkce) od prechodu do opticky
ridsiho prostfedi (zdporna delta funkce). V Bornové aproximaci je toto rozliseni
podstatné, protoze oba pripady se lisi hodnotou koeficienti odrazu, a tudiz i
intenzitou odrazené viny.

Ve skutecnosti ve vrstvé dochézi ne k jednomu, ale k vicendsobnym odrazim,
kterd jdou seCist za pouziti geometrické fady do Airyho funkce (Hecht, 2017).
Vysledek se pak uziva k popisu Fabry-Pérotova etalonu.

Spolecnym rysem postupu metody Born a postupu vedouci k Airyho funkci je
popis zeslabovani intenzity rovinné viny pomoci koeficientii odrazu a transmise.
Jiny postup vedouci taktéz ke spravnému odhadu odrazivosti nabizi maticovy
formalismus a metoda matice prenosu.

1.1.1 Metody Born, BornG a BornT

Mame-li systém nékolika rozhrani, pres které se svétlo ve formé rovinné viny
pohybuje, na kazdém rozhrani dojde k castecnému prichodu viny a zaroven
ke vzniku odrazené vlny, ktera se vraci a znovu interaguje s jiz proslymi rozhra-
nimi. Metodou Born oznac¢ime aproximaci, ve které se omezime pouze na jeden
vnitini odraz vlny v systému vrstev (viz Dodatek A.3). Odrazivost od jednoduché
vrstvy mizeme urcit sledovanim a skladanim jednotlivych paprski, které vybihaji
z pocatku z = 0 v kladném sméru osy = a dopadaji kolmo na vrstvu v intervalu
(x1,25). V Bornové aproximaci se odrézi bud na prvnim, anebo druhém rozhrani,
vraci se stejnou drdhou zpét a setkévaji se opét v poc¢atku soustavy (viz obrazek.
).

Sectenim téchto prispévki a zapocitanim vsSech koeficienth dostaneme pro ¢as

t =0 a fazovy rozdil § = 0 dle (A.27)) nésledujici podobu elektrické intenzity TE



viny (vektor jeji elektrické intenzity kmitd kolmo k roviné dopadu):

1—n o m dn n—1 , =
E. = E 21f k(z)dz 2 k(z)dx ] 1.1
- 0[1+n6 ’ LT (L)

Elektricka intenzita TM viny (vektor jeji elektrické intenzity kmité v roviné do-
padu) £ je rovha opacné hodnoté.
Diky rovnosti odrazivosti TE a TM vIny pro kolmy dopad (A.4)), miuzeme psat

n—1\2 16 n? n—1\2
R=(1) o o)
n+1 (n+1)" \n+1

4n <n—1

(n+1)* \n+ 1) 2 cos [2k (22 —21)]. (1.2)

Rozdil souradnic rozhrani je roven tloustce vrstvy xo—x1 = d, ktera je vynasobena
vlnovym c¢islem. Kromé funkce kosinu, ktera vznikla souc¢tem dvou komplexné
sdruzenych exponencial a ktera zminény soucin nese v exponentu, se ostatni ex-
ponencidly ve vypoctu vyrusi. Diky tomu je prechod mezi metodou Born (se
zapoCitanou optickou drahou) a metodou BornG (se zapocitanou geometrickou
drdhou) jednoduchy, nebot vrstvé d je prifazen pravé jeden vinovy vektor k = kon
dany indexem lomu vrstvy n. Metody Born a BornG vyjadiené pomoci koeficientii
C; se pak skutecné lisi pouze indexem lomu v argumentu kosinu

Rporn = C? 4+ C3 +2C,Cy cos(2kond), (1.3)
RBornG’ = 012 + 022 + 2 0102 COS(QkOd). (14)

Pro potieby diskuze doplime, Ze bez zapocitani transmisnich koeficient by
vykonovy koeficient odrazivosti metody Born mél podobu nasledujici

1—n\2 1—n\?2
=2 -2 2 . 1.
RBornT <1 T n) (1 I n) COS( k’ond) ( 5)

Tuto variantu oznac¢me za metodu BornT.

1.1.2 Metoda Fabry

Na rozdil od Bornovy aproximace omezené pouze na jeden vnitini odraz, me-
toda Fabry, pojmenovana podle Fabry-Pérotova ethanolu, pocita s vicenasobnymi
odrazy paprski a jejich opétovnym prochazenim systémem vrstev. Sec¢tenim pfi-
spévki ze vSech odrazii pomoci geometrické fady ziskavame exaktni vzorec pro
vypocet odrazivosti ve tvaru (Hecht, 2017)

2r2(1 — cos d)
(1+7%) —2r2cosd’
kde r oznacuje koeficient odrazivosti (A.16)) a 0 fazovy rozdil paprsku odrazeného
od prvniho rozhrani a paprsku odrazeného od druhého rozhrani. Dosazeni za
koeficient odrazivosti (pro TM a TE vInu jsou koeficienty opa¢né, ale ve vysledku

se vyskytuji pouze v druhé mocniné, pro obé varianty bude tedy vysledek shodny)
dava tvar:

Ry = (1.6)



. 2(n —1)? —2(n — 1)%*cos(d) ‘ (L.7)

(n = 1)2 4 224 — 2(n — 1)2 cos(0)

Argument kosinu dany fazovym rozdilem ¢ je roven § = 2kgnd kvili rozdilu
optickych drah paprsku, ktery se odrazi od prvniho rozhrani, a paprsku, ktery se
odrazi od druhého.

1.1.3 Metoda Matp

Vypocet spektra metodou prenosové matice (viz Dodatek A.2), zde nazyvanou
zkracené Matp, je stejné jako Fabry primou metodou. Ackoli k problematice pri-
stupuje odlisné a misto feseni prostupujicich a odrazenych vin pocita se spojitosti
dvou dvojic vin pred a za rozhranim, vysledek odrazeného spektra by méla od-
hadovat shodné s metodou Fabry. Protoze v pripadé vicevrstevnatého systému je
o mnoho vyhodnéjsi pouzit metodu Matp nez scitat prispévky intenzity od jed-
notlivych odraz v fadu, poskytne metoda Fabry, kterd je jasnym zpresnénim
metody Born, premosténi mezi metodou Matp a Bornovou aproximaci.

1.1.4 Metody FTn a FTdn

Pro ucely Fourierovy transformace budeme pribéh indexu lomu uvazovat
ve tvaru obdélnikové funkce:

n, € (r1,x2)
n(x) =
() { 1, x¢ (x1,22).
Zkonkretizovanim vysledku (A.40) pro tuto nasi funkci n(z) a specidlné v
pripadé nenulovosti proménné vysledného prostoru £ # 0, kdy nemusime delta
distribuci uvazovat, dostavame

F () () = g (e = o7 (19

Vodorovné posunuti schodu nema na vysledek reflektivity vliv, mtizeme tedy po-
loZit z; = —g, Ty = g, kde d je sitka vrstvy d = (x5 — x1). Pak

F (n(x)) (&) =2d(n — 1)sinc (7€ d) (1.9)
a podle vzorce plati

F (87;?)) (&) = (n — 1)2isin (7&d) . (1.10)

Za metody FTn a FTdn odhadujici odrazivost jednoduché vrstvy oznacime

druhé mocniny vzorcu (1.9) a (1.10).

1.2 Porovnani metod pro jednoduchou vrstvu

Srovnani vyse uvedenych metod je mozné udélat jak graficky, tak analyticky
srovnanim vzorcl jednotlivych metod.
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Obrézek 1.2: Srovnani metod pro jednoduchou vrstvu s parametry d = 300 nm,
n = 1,3 pro okno spektra o vlnovych délkach 200 — 1000 nm. Funkce metody
Matp zcela prekryva funkci metody Fabry.

V analytickém pripadé nam k tomu pomtiize tivaha z ivodu o pouzitych me-
todach (viz 1.1 Pouzité metody), o souvislosti Bornovy aproximace a Fourierovy
transformace a také napadny spolecny rys vzorcu. Je jim vyskyt bud funkce ko-
sinu, nebo funkce sinus v druhé mocniné (srov. druhd mocnina vzorct a
(1.10)). Aplikace goniometrického vzorce sin?z = % — % srovnani dale vy-
jasni, zjednodusi, a metody FTdn a F'Tn ziskaji podobu triclenného souctu zavis-
1ého na kosinu, jak je tomu stejné u metody Born. Srovnani argumentu kosinu v
téchto trech funkei nas privadi k zasadnimu vysledku, jimz je hodnota proménné

¢ ve Fourierové transformaci

- 2nf  2n
e N
Po dosazeni této hodnoty do vztahu ((1.9) a (1.10) a po jejich umocnéni na

druhou, jak vyzaduji metody FTn a FTdn, prejdou vztahy (1.2)), (1.9)), (1.10]) a
(1.6]), vyjadrené navic v zavislosti na vlnové délce dopadajiciho svétla \, poporadé

na funkce:

n—1\2 16n%> /n—1\2 8n n—1\2 Amnd
Rorn=< >+ ( > — ( ) 1.12
b nr 1) Tor s ) Tmrg\agr) o\l ) 412

8

(1.11)




pro metodu Born,

,  (n—1)? _(n— 1) (47md>
|F (n(z)) " = 5 5~ COS (1.13)
() sz

pro metodu FTn,

on(z) 2_ ) ) 4mnd
e

pro metodu FTdn a

2(%)2 _ 2(%)2 CoS (47rnd)

Ra= (1.15)
1+ (=)t = 2(21)% cos (4“/\"‘1)

pro metodu Fabry.

Nazornéjsi, grafické srovnani kivek funkei jednotlivych metod bylo provedeno
pro jednoduchou vrstvu o indexu lomu n a tloustce 300 nm (obrazek [1.2)). Ve
vybraném prikladu jednoduché vrstvy jsou v oblasti 200 — 1000 nm, zahrnujici
viditelnou cast spektra a jeho nejblizsi okoli, zretelné tii interferenéni maxima
a CtyTi minima u vSech metod kromé metody BornG, kterd jich vykazuje méné.
Podle predpokladi (viz 1.1 Pouzité metody) jeji shoda se spravnymi vysledky
nebyla ani ocekavana.

1.3 Diskuze vysledkii ilohy jednoduché vrstvy

Divodem porovnavani skaly metod pro jednoduchou vrstvu bylo predevsim
vysetieni chovani Fourierovy transformace indexu lomu a ozkouseni nové navr-
hované metody Fourierovy transformace derivace indexu lomu na jednoduché a
snadno interpretovatelné tloze. Dalsim cilem bylo ozkouset, zda a kdy aproximace
odrazu prvniho fadu (metoda Born) metodam vyuzivajici Fourierovu transfor-
maci odpovida.

Kvili funkei sinc ve vysledku metody FTn, ktera typicky osciluje mezi lo-
kalnimi minimy a maximy rostoucimi ve sméru jdoucim k pocatku, neodpovida
intenzita maxim ve spektru metody FTn adekvatnim vysledkim. V praxi se tato
neshoda projevi vysledkem znacné preferujicim modré zbarveni a posunuti celkové
intenzity barev do modré oblasti.

Navrhovana metoda FTdn nezadouci funkci sinc redukuje na jednoduchy ko-
sinus a vysledek je, co se tyce poméru intenzit maxim, ve shodé s metodou Born.
Ukazuje se ale, ze FTdn zcela, az na skalovaci konstantu, odpovida metodé bez
zapocitani transmisnich koeficienttt BornT . FTdn proto nese chybu nezapo-
¢itani téchto koeficienti, coz se projevi pravdépodobné pro velky kontrast indext
lomu. V pripadé velkého kontrastu indext lomu zaroven ztraci platnost apro-
ximace odrazu prvniho rfadu nebot vétsi kontrast indexu lomu vede k zesileni
intenzity odrazené viny, a tudiz k vyznaméjsi roli jejich dalsich interakci v sys-
tému vrstev. Metoda FTdn (a FTn) pak diky analytické podobnosti s metodou
Born sdileji jeji chybovost.

Hodnota proménné & = 2n/\ ve Fourierové transformaci, kterd je vysledkem
porovnani metod Born, FTn, FTdn a Fabry, sedi pro jednoduchou vrstvu, protoze



pro popis indexu lomu systému staci kromé indexu okoli jediny parametr n. Uz
u dvojné vrstvy by ale bylo potifeba lokalnich vztahiti pro proménnou & pro kaz-
dou vrstvu zvlast. Pokud by se podarilo osSetfit tento problém, princip vypoctu
perspektivni metody F'Tdn by pak ale mél byt rozsifitelny na jakoukoli jednodi-
menzionalni strukturu usporadanych, ¢asteéné usporadanych ¢i neusporadanych
vrstev.

1.4 Zavér kapitoly

Ulohu jednoduché vrstvy jsme fesili metodami Born, BornG, BornT, Fabry,
Matp, FTn a FTdn. Metoda BornG byla vyhodnocena jako nefyzikalni, proto
vznikla jeji varianta, metoda Born, kterd zapocitava optickou, ne pouze geome-
trické drahu. V pripadé vrstvy o indexu n = 1,3 obklopené vzduchem odpovida
metoda Born velmi dobfe pifimym metodam Fabry a Matp. Ackoli obé pfimé
metody se pristupem vypoctu lisi, davaji shodny vysledek. Srovnanim metody
Born s obecné vzatymi druhymi mocninami Fourierovy transformace indexu lomu
(metoda F'Tn) a jeho derivace (metoda FTdn) jsme stanovili hodnotu proménné
Fourierovy transformace pro jednoduchou vrstvu na £ = 2n/A a tim doplnili
chybéjici informaci pro metody FTn a FTdn.

Metoda F'Tn odhaduje pozice maxim s malou, ale okem znatelnou nepresnosti.
Jejich hodnotu ale silné podhodnocuje v kratsich vinovych délkéch a silné nad-
hodnocuje v delsich vlnovych délkach. V navrhované metodé FTdn, Fourierové
transformaci aplikované na derivaci indexu lomu, jsou oba problémy eliminovany.
Je to také pravé metoda F'Tdn, ktera se nejlépe shoduje s analogii Bornovy apro-
ximace, konkrétné s jeji variantou bez transmisnich koeficient, metodou BornT,
od které se lisi pouhym ndsobkem 1/(n + 1)2.

Metody FTn a FTdn nedavaji odhad absolutni hodnoty odrazivosti spravneé,
je mozné je ale prendasobit skalovaci konstantu tak, aby dochazelo k co nejlepsi
shodé s dalsimi metodami.
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2. Analytické srovnani II:
Dvojvrstva

V této kapitole testujeme zavéry tulohy jednoduché vrstvy na o néco slozi-
téjsim, stédle ale analyticky TesSitelnym systému dvojvrstvy. Hlavnim predmétem
kapitoly je navrh lokdlniho skalovani v metodach vyuzivajici Fourierovu trans-
formaci. Provedeme také grafické znazornéni odchyleni vysledk aproximativnich
metod od metody matice prenosu v zavislosti na indexech lomu vrstev ve dvoj-
vrstvé a navrhneme nové metody — Fourierovu transformaci pribéhu indexu
lomu globalné preskalovaného stfedni hodnotou indexu lomu (FTnN) a Fourie-

rovu transformaci derivace pribéhu indexu lomu globalné preskalovaného stredni
hodnotou indexu lomu (FTdnN).

2.1 Formulace dlohy

V pripadé dvojné vrstvy, ¢i dale i v pripadé multivrstvy, vychazime z aplikace
metod u jednoduché vrstvy. Dillezitym zavérem jednoduché vrstvy, ktery je vy-
znamny pro dalsi vypocty, je podoba argumentu kosinu v metodach Fabry, Born,
FTn i FTdn a s nim spojend hodnota proménné £ Fourierovy transformace (viz jeji
definice (A.28))). Z davodu vyskytu indexu lomu n(x) v této proménné, ¢i jinak
receno z divodu zavéru, ze je nutné brat optickou, ne pouze geometrickou drahu
paprski, nemizeme Fourierovu transformaci aplikovat pifimo na funkci pribéhu
indexu lomu. Lze ale pracovat s transformaci funkce prubéhu indexu lomu, ve
které za tloustku vrstev bereme nidy, nads,... n;d;. V pripadé jednoduché vrstvy
staci cely systém globalné preskalovat indexem lomu vrstvy. V pripadé vicero
vrstev je vSak toto skalovani tfeba provést pouze lokalné.

Pribéhy indexu lomu skrz jednotlivé vrstvy, ze kterych se dvojvrstva, a dale
i multivrstva sklada, budeme opét uvazovat za obdélnikové funkcu. Jejich poloha
je dana soutradnicemi xq,xo pro prvni vrstvu, xo,x3 pro druhou vrstvu, tedy
pro k-tou vrstvu xj, xp1. Sitka vrstvy pak odpovida rozdilu téchto soufadnic
dy = zp11 — T Vrstvy na sebe bezprostfedné navazuji, a tak je mozné nékteré
z nich uvazovat za vzduchové mezery s indexem lomu ny = 1 (viz multivrstva).

Jako prfimou, referenc¢ni metodu v ptipadé vice nez jedné vrstvy, tedy i v pii-
padé dvojvrstvy, pouzijeme metodu prechodovych matic (zkr. Matp). Stejné jako
Fabry zapocitava vicendsobné odrazy, je ale také snadno pouzitelnd na vicevrs-
tevné systémy.

2.2 Vypocty a porovnani zakladnich metod

2.2.1 Metoda Born

Pro tcely metody Born opét uvazime Fresnelovy koeficienty (A.18) — (A.21))
pro kolmy dopad, tentokrat vztazené i k druhému rozhrani mezi indexy lomu
prviniho a druhého prostredi nq, no a také ke tretimu rozhrani mezi ny a vzdu-

chem. Aplikovanim postupu popsanymi vztahy (A.26), (A.27) a se zapoctenim
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optické, ne jen geometrické drahy dostaneme po prevedeni exponencial na kosiny
nasledujici vyraz pro odrazivost

R=(C1)? + (Co)? + (Cy)? + 2C1Ch cos (le\rnldl)

4 4
+ 2CC5 cos [;\T(nldl + ngdg):l + 2C5C5 cos <;n2d2> (2.1)

s hodnotami koeficientu

1-— ny
O = , 2.2
S T (2.2)
2 ny — No in

Cy = : 2.3
2 1+n1n1—|—n2n1+1 ( )

2 2 -1 2 2
C3 ny N9 Ty T (24)

S l4ngnitnons+lng+ning+1°

2.2.2 Metody FTn a FTdn s lokalnim preskalovanim

Pred provedenim Fourierovy transformace v metodach FTn a FTdn nejprve
provedeme korekci priibéhu indexu lomu na zménu z geometrické na optickou
drahu. Zavedeme funkci pribéhu indexu lomu jako funkci proménné ¢

!

t= /Ox n(z)dz, (2.5)

plati tedy t; = x1, t3 = x1 + (x2 — x1) n1 + (3 — x2) N2 apod. a funkce n(t) je pak
definovana nésledovneé:

ny, t e (tl,tg)
n(t) = No, t e (tg,tg)
17 t ¢ (t17t2> A (t27t3)'

Nyni staci provést Fourierovu transformaci jednotlivych schodu, secist (viz ((A.36))),
vysledek umocnit a pak ma metoda FTn tvar

|F (n(t))]? = 472€2(2(1 — n1)? + 2(1 — ny)? — 2(1 — my) (1 — ny)
+2[(1 = ny)(1 —ngy) — (1 — ny)? cos(2réding)
+2[(1 = ny)(1 — ng) — (1 — ny)?] cos(2mEdyny)
—2(1 — n9)(1 — ng) cos[2m&(diny + dang)]).

(2.6)

Pouzitim vztahu (A.32) pak ziskdme vysledek metody FTdn odpovidajici Fou-
rierové transformaci derivace indexu lomu:

on(t
S (9t
ot
Srovnanim s metodou Born 1) vychazi & = % Vysledek argumentu kosinu
pritom odpovida tvaru u jednoduché vrstvy.

2 1 )
= e [ (n(8)]"- (2.7)
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2.2.3 Metoda Matp

Vynasobenim vSech matic prenosu (viz Dodatek A.2) prislusejici rozhranim
vyskytujicich se v systému o N vrstvach ziskavame celkovou matici pfenosu
M = My M,...My a kdyz neuvazujeme, ze by na vrstvu dopadlo zafeni i z druhé
strany (Ey_ = 0), ziskdme jednoduchy vztah pro koeficient odrazivosti sestavajici
z prvkl inverzni vysledné matice

Ey_ Mt
= =0T — ( _1)21, (2.8)
Eop (MY
Odrazivost je pak rovna kvadratu tohoto koeficientu
R=r]%. (2.9)

Doposud byla uvazovana pouze matice prenosu pro TE vinu. Pro nepolarizo-
vané, kolmo dopadajici svétlo, ale tato matice pro vypocty postaci (viz komentar

u vzorce (A.3).

2.3 Vysledky a kvantifikace chyby

Na obréazcich 2.1, : a jsou zobrazeny piiklady porovnéni vsech
¢tyt metod pouzitych na ¢tyfi razné dvojvrstvy o riznych tloustkach a indexech
lomu. Metody FTn a FTdn jsou preskdlované konstantou (viz legendy jednotli-
vych grafi). Podle o¢ekavani a vysledku jednoduché vrstvy déva metoda FTn
znacny a zasadni nesoulad, co se tyce rozlozeni intenzity. Zatimco polohu maxim
odhaduje pomérné dobfe s mirnym posunutim smérem k del$im vlnovym délkam,
jejich velikost ma v zobrazené c¢éasti spektra 200 — 1000 nm rostouci charakter a
vétsi vinové délky jsou nadhodnoceny, mensi naopak podhodnoceny.

Nepresnost jednotlivych metod ale jde v prikladech grafii pozorovat také
i u zbylych dvou metod, FTdn a Born, a to zejména v oblastech interferenc¢nich
minim.

Odchylky metod od referenéni metody (Matp) lze prehledné znazornit jako
funkci dvou proménnych — v zavislosti na indexech lomu ny, ny nebo pripadné
v zavislosti na tloustkach vrstev dy, do. Dfive zminéné grafy jsou pro prehlednost
znazornény jako funkce vinové délky. V pripadé kvantifikace chyby ale potiebu-
jeme ekvidistantni tseky, coz splnuje vzorkovani ve frekvenénim spektru, nikoli
ale v krocich vlnové délky.

Uvazime-li obecnou, zdiskretizovanou funkci urcité metody F;, navzorkovanou
rovnomérné N body ve frekvenénim spektru a znormovanou na jednotkovy objem

=

i=0 i

pak odchylku od taktéz znormované funkce referen¢ni metody M/, metody pre-
nosovych matic Matp, mizeme definovat podobné jako prvni statisticky moment

(2.10)

N
Serr = Y _(F = M))*. (2.11)
i=0
Tyto chybové funkce jsou vizualizovany (viz obrazek pro metody FTn,
FTdn, Born a pro ucelenéjsi obrazek situace i pro metodu BornG, ve které se
zapocitava jen geometricka dréha.

13



0.45 : : . : . . .
Born
04k FTn/20000
FTdn/10
0.35 Matp 1
0.3 .
0.25 .
o
02l [\ .
0.15 A
0.1} /
0.05 \ /-
| V) v . \
oLV Y ' vV .V Y, . .~

200 300 400 500 600 700 800 900 1000
vinova délka (nm)

Obrazek 2.1: Odrazivost systému dvou vrstev o tloustkach d;=200 nm, dy=300
nm a indexech lomu n,;=1,9 a ny=1,7 vypoctena ¢tyrmi metodami. Je zfetelné, ze
metoda Born na zakladé srovnani s referenéni Matp hodnotu minim nadhodnocuje
a hodnotu maxim podhodnocuje.
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Obrazek 2.2: Odrazivost dvojné vrstvy vypoctena ¢tyimi riznymi metodami o pa-
rametrech d;=100 nm, d,=100 nm, n1=3, ny=2. V grafu je zretelny nesoulad
vsech metod.
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Obréazek 2.3: Graf odrazivost dvojné vrstvy o parametrech dy=70 nm, dy=200
nm, n;=1,3 a ny=1,4. Metoda FTn oproti ostatnim metodam ptili§ zdiraznuje
cervenou cast spektra, modrou naopak podhodnocuje.
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Obréazek 2.4: Graf odrazivost dvojné vrstvy o parametrech d;=100 nm, dy=300
nm, n;=1,5 a no=2,5. Jedna se o pripad odchyleni F'Tn i FTdn metody od metod
Born a Matp mezi hodnotami 500 — 800 nm vlnové délky.
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Obréazek 2.5: Grafické zobrazeni odchylek metod FTn, FTdn, Born a BornG od
referencni metody Matp v zavislosti na hodnotach indexti lomu dvojvrstvy pro
rizné kombinace tlousték vrstev.
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2.4 Metody se stredni hodnotou indexu lomu

Fourierova transformace zavedena na jednodimenzionalni ptripady je zakladni
a nutny predstupen uvazovani jeji aplikace na 2D (popr. 3D) snimky struktur
biologickych tkani. Vysledkem dosavadniho postupu je zavér o nutnosti lokalniho
skalovani funkce pribéhu indexu lomu predtim, nez je na ni Fourierova transfor-
mace aplikovana. Stejné lokalni preskalovani u 2D varianty neni mozné. Vysle-
dek by kvili riznému ,natahovani“ dil¢ich sloupct a radka zdiskretizované 2D
funkce indexu lomu nezachovaval celkovy tvar diskretiza¢ni mrizky. Nabizi se ale
jako skalovaci faktor misto dosavadni hodnoty lokalniho indexu lomu vyzkouset
globalni hodnotu, a to stfedni hodnotu indexu lomu celé struktury. Protoze arit-
meticky prumér by adekvatni vysledek daval pouze pri vyvazeném slozeni obou
prostiedi v systému vrstev (cytoplasmy a krystal), vhodné je pouziti vazeného
pruméru indexu lomu, pro dvojvrstvu ve tvaru

. d1n1 + d2n2
di+dy
Varianty metody FTn a FTdn s globalnim preskalovani vazenym primérem

N nazveme FTnN a FTdnN. Od FTn a FTdn se v postupu lisi funkei vstupujici
do Fourierovy transformace, kterou je varianta funkce n(x) (A.33):

(2.12)

ni, x € (Nzy,Nxy)
n(s) =n(Nz) = ¢ no, zr € (Nxg,Nxs) (2.13)
1, x¢ (Nzy,Nxg) A (Nzg,Nxs).

Metody FTnN a FTdnN nemaji v Bornové aproximaci odpovidajici analogii.
Ani jedna z metod FTnN, FTdnN totiz neodpovida pripadu pouziti stfedniho
indexu lomu v optické drdze Born metody (ozn. BornGN), kde se jedna o nahra-
zeni role indext lomu jednotlivych vrstev jednotnou hodnotou indexu lomu N a
zanika tak kontrast indext lomu v rozhrani.

V obrazku [2.6| jsou vyobrazeny chybové funkce metod nové zavedenych metod
FTnN, FTdnN a varianty BornG metody, BornGN.

2.5 Diskuze

Dosud bylo zvazeno pét zakladnich modeli: Born, BornG, FTn FTdn a pfima
metoda, Matp (Fabry v jednoduché vrstvé). Byly ale také jako varianty zakladnich
aproximativnich metod zavedeny metody FTnN, FTdnN a BornGN, které uzivaji
prumérného indexu lomu vazeného tloustkou vrstev.

Metoda FTn dle ocekavani nesedi a charakteristicka preference cervené a pod-
cenovani modré casti spektra se projevuje zcela zasadné i v dvojvrstvé. Neni pre-
kvapujici ani to, ze nesedi metoda BornG — zahrnuti optické drahy bylo ptirozenou
soucasti postupu (viz 1.1 Pouzité metody). Aproximativni metody Born a FTdn
maji ale hodnotu chybové funkce do 3 - 1074, tedy vic nez o ¥4d méné nez FTn a
BornG. Hodnota chybové funkce pro FTdn (a Born) X, = 3-10~* odpovida 1,7
% vychozi hodnoty, coz je stale dobry vysledek oproti chybé az 8 %, kterou vyka-
zuje metoda FTn. Metody FTdn a Born se dokonce vétsinou pohybuji v nizsich
hodnotéch chybové funkce odpovidajici chybé 0,1 %, kterd vypovida o vyborné
presnosti obou metod. Hodnota Y., = 1 - 1073 charakteristickd pro podstatnou
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BornGN

Obrézek 2.6: Chybova funkce variant metod FTnN, FTdnN a BornGN pro
tloustky vrstev dy = 200 nm, dy = 300 nm.

¢ast BornGN, FTdnN a BornG odpovida odchylee 3,2 %, coz je hodnota stéle
pomérné prijatelna.

Metody Fourierovy transformace nesou chybu v nezapoc¢itani transmisnich
koeficientti zahrnutych v metodé Born. V pripadé jednoduché vrstvy se neza-
pocitédni transmisnich koeficientti projevilo zvysenim vsech hodnot maxim (viz
metoda BornT v grafu na obrazku . U metod FTn a FTdn obecné nebereme
absolutni velikost maxim, naopak poc¢itdme s tim, Ze je tfeba celé spektrum pre-
nasobit konstantou (viz legendy na obrazcich — . V pripadé dvojvrstvy
vsak toto preskdlovani nepokryje absenci transmisnich koeficientti. Nejzretelnéji
je tato odchylka FTn a FTdn od metody Born (a Matp) patrné v grafu na obréazku
2.4] kde hraje roli dokonce v pozicich lokdlnich maxim.

Duvodem uvazovani dodateénych metod, FTnN (Fourierovy transformace pru-
béhu indexu lomu globélné preskalovaného stfedni hodnotou indexu lomu) a
FTdnN (Fourierovy transformace derivace pribéhu indexu lomu globélné preska-
lovaného stfedni hodnotou indexu lomu), je jejich potencidlné mozné rozsireni
na 2D strukturu. Nabizeji totiz skalovani na jednotnou hodnotu indexu lomu N,
jsou tudiz jednodussi a aplikovatelné i do dvou smért.

Metoda BornGN by se zdéla byt adeptem metody odpovidajici FTdnN, stejné
jako metoda Born odpovidd (az na transmisni koeficienty) metodé FTdn v jed-
noduché vrstvé. Metody FTn a FTdn ale zachovavaji charakter jednotlivych roz-
hrani a nijak neméni indexy lomu vrstev. Metoda BornGN naopak vrstvam pfi-
radi jednotnou hodnotu indexu lomu N. Diky zapocitani primérné optické drahy
odpovida metoda BornGN pro oblast malych kontrastt indext lomu lépe (viz ob-
last nizké chyby na diagonale chybové funkce metody BonrGN nez metoda
BornG, kteréd optickou drdhu neuvazuje vibec.
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2.6 Zavér kapitoly

Na feseni tlohy dvojvrstvy bylo potvrzeno nezddouci chovani metody FTn a
dobry odhad spektra davany metoda FTdn. Bylo vsak potieba obé metody lépe
rozpracovat s pouzitim lokalniho pfeskalovani pribéhu indexu lomu jeho lokalni
hodnotou. Proménna Fourierovy transformace této nové, preskalované funkce pri-
béhu indexu lomu pak nabyva podoby & = 2/A. Byly taky zavedeny metody FTnN
a FTdnN rozsititelné na 2D multivrstevné struktury, z nichz metoda FTdnN je
perspektivni, ackoli neni tak presné jako metoda FTdn pro 1D strukturu.
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3. Jednorozmeérna multivrstva

Strukturdlni charakter Zivoc¢isnych ¢i rostlinnych tkani, na kterych vznikaji
strukturalni barvy, odpovida nékolika vrstvam usporadanych nebo ¢astecné uspo-
radanych krystalkt napf. guaninu (Saenko a kol [2013) v prostredi cytoplasmy
o jiném indexu lomu. Ze snimki elektronového mikroskopu 1ze zjistit rozdéleni a
stfedni hodnotu rozméru vrstev krystalku i jejich stfedni vzajemnou vzdélenost.
V jednorozmérném pripadé bude tloha redukovana na stiidani dvou typt vrs-
tev: vrstev krystalkii a vrstev o indexu lomu okoli, pricemz tloustkam vrstev je
pritazeno urcité statistické rozdéleni.

Takto definovanou tlohu nazveme jednorozmérnou multivrstvou a vétsinou
se k ni budeme vztahovat zkracené jako k multivrstvé. Aby se statisticky cha-
rakter tlousték vrstev projevil, poc¢itame s poctem dvaceti vrstev rovnobézné
nasklddanych za sebe. Jinak Tec¢eno se jedna o deset vrstev krystalki prolozenymi
a obklopenymi okolim, v nasem pripadé vzduchem.

Co se tyce nutnosti interpretace vysledki, takto variabilni systém je v nékte-
rych aspektech necitelny. Problematiku lze priblizit na prikladu difrakce na krys-
talické mrizce, kterd obsahuje poruchové jevy. Zkoumany difrakéni obrazec takové
miizky nutné nese informace o makroskopické i mikroskopické strukture, a zaro-
ven je kvuli porucham rozostren. Vsechny tti prispévky do celkového obrazce se
ale muzou prekryvat a spravné prirazeni ¢asti obrazce konkrétnim jeviim nemusi
byt ziejmé.

Aby byly jednotlivé prispévky snadnéji rozlisitelné, tloustky prokladanych vrs-
tev vzduchu polozime fadové mensim hodnotam nez tloustky vrstev krystalk.
Rozlisime pak dva pripady neusporadanosti vrstev: neusporadanost danou naho-
dilosti tenkych mezer vzduchu (fadové v desetinnych mikrometru) a neusporada-
nost danou nahodilosti mikrometrovych tlousték vrstev krystalk.

Ulohu multivrstvy v této kapitole FeSime numericky. Pfechod mezi analytic-
zprostiedkovava postup u dvojvrstvy, ve kterém byla oSetiena aplikace Fourierovy
transformace na vicevrstevnaté systémy a s tim spojena hodnota £. Pro nume-
ricky vypocet této transformace pouzijeme znamy a casto pouzivany algoritmus
rychlé Fourierovy transformace (FFT). Analytické feseni dvojvrstvy zaroven také
pracuje s fesenim metod Born a Matp ve formé, kterd je snadno rozsititelné pro
numerické feseni multivrstvu.

3.1 Algoritmy numerickych metod

3.1.1 Born, BornG a Matp

7 obecného postupu pro skladani intenzit odrazeného svétla v metodé Born
(A.26) — (A.27) dostavdme pro obecny systém N rovnobéznych vrstev, na které
kolmo dopada svétlo, vztah pro vyslednou intenzitu odrazeného svétla

i [T(N+1)
En=E 1+E s+ .. +E Ny =FEy_+ Cy1Eoe Jo e (3.1)

kde x(n41) je pozice posledniho rozhrani, Ey_; vysledna elektrickd intenzita sys-
tému (N — 1) vrstev, C; konstanta zahrnujici prislusné transmisni koeficienty a
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koeficienty odrazu a FEjy amplituda pivodni viny dopadajici na systém. Celko-
vou odrazivost metody Born pocitame opét jako druhou mocninu souctu intenzit
odrazenych vln:

R =|Ey]*. (3.2)

Vztah pro BornG vypad4 analogicky, ale vypustime n(x) v integralu v exponentu
— zbyde integral pouze pres drahu paprsku, coz odpovida souradnici rozhrani, ke
kterému se exponent vztahuje.

V metodé Matp se odrazivost i nadéle pocita dle vzorcu (2.8)) a (2.9).

3.1.2 Fourierova transformace

Analogii k feSeni odrazivosti dvojvrstvy pomoci Fourierovy transformace by
v pripadé multivrstvy bylaFourierova transformaceaplikovand na pritbéh indexu
lomu lokalné preskélovaného tak, aby odpovidal optické dréze (viz zavedeni pro-
ménné ¢ vzorcem (2.9))).

P1i tivaze nad rozsitenim metody na 2D strukturu uz ale s timto lokalnim
preskalovanim nastava problém, jelikoz nezachovava navaznost vrstev na sebe
a celkovy charakter struktury. Nabizi se namisto lokalniho preskalovani prislus-
nym indexem lomu 7n; moznost globalniho preskalovani stfedni hodnotou indexu
lomu N (metody FTnN a FTdnN, viz oddil[2.4). Pfi striddn{ dvou vrstev o stied-
nich hodnotach tlousték cil, dy a indexech lomu ny, ny pouzijeme pro jeho hodnotu

vzorec ~ ~
Tlldl + n2d2

N = (3.3)
di + dy
Rekurentni vztah drahy ¢ priubéhu indexu lomu n(t) pak ma tvar
t/ = Gj - ijl + dJN (34)
namisto ptivodniho
t= Oj = Ojfl + djnj. (35)

DFT a FFT

Algoritmus rychlé Fourierovy transformace (FFT) pro numericky vypocet dis-
krétni Fourierovy transformace (DFT), ktery vyuziva i MATLABova funkee fft,
se vyznacuje, jak uz napovida samotny nazev, velkou vyhodou v rychlosti pro-
vedeni. Na rozdil od primého Teseni matice DF'T, ktera ma casovou naroc¢nost
O(n?), FFT ji radikalné snizuje na pouhé O(n In(n)). DFT a FFT ale skytaji
neékolik omezeni, pred kterymi je tfeba se mit na pozoru.

Mame-li vytvorenou funkci f, na kterou chceme FFT aplikovat, nasledujici
krok spociva v jeji diskretizaci, tj. v urceni vzorkovaciho kroku. Kdykoliv je vsak
ve Fourierové analyze provedena diskretizace v casovém spektru, dusledkem je
periodizace ve frekvencnim spektru. Kromé urceni vzorkovaciho kroku je proto
zasadni také vybér intervalu funkce, na kterou FFT aplikujeme. Pti nutnosti vzit
vétsi interval, nez jaka je délka pribéhu indexu lomu, je mozné funkci doplnit o
drahu paprskt pred vstupem a po vystupu do systému vrstev.

V pripadé schodovitého charakteru funkci, se kterymi pracujeme v nasem pri-
padé, je tieba zvolit velikost vzorkovaciho kroku tak, aby byly zachyceny vsechny
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vrstvy a nemohlo dojit k pripadu, Ze by nékterou z vrstev krok ,preskocil“, pro-
toze jeji tloustka by byla mensi nez velikost kroku.

Dvojice téchto parametrii, vzorkovaci krok a interval funkce, je zasadni pro vy-
hnuti se efektu alias a pro dosahnuti prijatelné sirky funkce ve frekvencéni ob-
lasti. Zaroven je tfeba vzit v ivahu, ze frekvencéni oblast pro nas znamena zobra-
zeni v proménné . Hledané spektrum lezi ale v reciproké proménné ke &, nebot
E=1/\

Mize byt prekvapivé, ze po diskretizaci a urceni intervalu funkce je tfeba jesté
jednoho kroku. Je jim posunuti spektra tak, aby prvni index nesl hodnotu funkce
v poc¢atku. V MATLABu tuto operaci zprostredkovava funkce ifftshift.

Déle je treba vzit v potaz, ze Fourierova transformace indexu lomu obecné
ve vztahu analytického Teseni obsahuje delta distribuci. Vysledkem FFT
je pak velmi velkd hodnota maxima, kterou lze snizit posunutim funkce o jeji
primérnou hodnotu.

Provedeni FFT v MATLABu po zahrnuti vyse uvedenych faktort vypada
nasledné, predpis pro vzorkovani byl prevzat z |[Voelz (2011)):

>> 1=4.9797e+05; % 8ifka intervalu
>> dx=b; % velikost kroku
>> x=-L/2:dx:L/2-dx; % diskretizace v Casové oblasti

>> f=f-sum(f)/length(f);
>> fx=-1/(2%dx) :1/L:1/(2*%dx)-(1/L); % diskretizace ve frekv. spektru

>> FO=fft(f); % FFT

>> F=ifftshift (F0); % vycentrovani F

>> fxLb=2*fx.\"(-1); % dosazeni hodnoty \xi

>> plot(£fxLb,F) % graf spektra ve vlnové délce

3.2 Numerické reseni

Vzhledem k nahodilosti sitky vrstev krystalkl a charakteru biologickych struk-
tur, které obsahuji mnoho vicevrstevnatych systému, potfebujeme statisticky sou-
bor mnoha feseni multivrstvy. Vysledkem ulohy multivrstvy pak povazujeme
sttedni hodnoty odrazivosti prislusejici danym vinovym délkam. Pocet iteraci
se pro pravidelné a nepravidelné varianty multivrstvy lisil, pohyboval se od 100
po 10000 podle miry hladkosti kiivek vyslednych grafii a ¢asové narocnosti pro-
gramu.

3.2.1 Neusporadanost makrostruktury

Prvni model souboru vrstev sestaval z deseti dvojic vrstev o indexu lomu
Nok_1 = n1 = 1,3 a ng = ngy = 1 vsazenych do prostoru o indexu lomu ng = 1
(k € Z). Tloustky vSech mezer mély stejnou hodnotu doy = dy = 100 nm a vrstvy
krystali mély v metodach Born, FTn, FTdn a Matp rozdéleni

dy = (1000 + 300 |N(0,1)]) nm, (3.6)

které bylo pouzito pro generovani nahodnych ¢isel pomoci MATLABové funkce
randn, kterd vyuzivd Gaussova rozdéleni N(u,0%) o jednotkové variaci o = 1 a
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nulové stfedni hodnoté 1 = 0. Stfedni hodnota rozdéleni d(x) vystupujici ve vzorci
pak odpovidé hodnoté d = (1000 + 300\/2/7) nm.

Celkove bylo spoc¢teno sedm modelti: Born, BornG, FTn, FTdn, FTnN, FTdnN
a referencéni Matp. Jejich FeSeni jsou vykreslena v grafech na obrazku [3.1]

Druhy model slouzi k porovnani neusporadanosti prvniho modelu s jeho uspo-
radanou variantou. Hodnoty indext lomu zustavaji stejné, za tloustky jsou vzaty
stfedni hodnoty tlousték z prvniho modelu. Ve vysledném spektru jsou znatelné
ostré maxima a minima (viz grafy na obrazku .

3.2.2 Neusporadanost mikrostruktury

Zkoumani prispévku neusporadanosti tenkych vzduchovych vrstev bylo pro-
vedeno opét po systém 20 vrstev, ale s odlisSnymi parametry. Pro zachyceni vétsi
casti vnéjsi obalky spektra byla tloustka vrstev krystalkd zvétsena na d; =
2000 nm. Tloustka vzduchovych vrstev byla nahodné generovana podle vzorce
dy = (200 4+ 60 |N(0,1)|) nm. Volba rozdéleni neni ndhodné, snahou bylo zachovat
charakter rozdéleni predchozi piipadu neusporadanosti makrostruktury. Hodnotu
indext lomu zachovavame (n; = 1,3 a ng = 1).

Pro srovnani byla opét spoctena i pravidelna, usporadana varianta s fixni
tloustkou vzduchovych mezer dy = (200 + 60\/2/7) nm. Patrnym efektem neu-
sporadanosti tenkych vzduchovych vrstev je zakulaceni obalky spektra metody
Matp a celkové sniZeni intenzity maxim (viz obrézek [3.3)).

3.3 Diskuze a zavér 1D multivrstvy

Pro porozuméni tvaru vyslednych spekter uvazujme pravidelnou multivrstvu,
kterd se sklada z dvojvrstev s parametry ny = 1, ny = 1,3 a d; = 100 nm a dy
také o fixni hodnoté. U kazdé mezery vzduchu o tloustce 100 nm dojde ke slozeni
odrazii od dvou rozhrani, kterd mezeru definuji. Z fazového rozdilu odrazenych
vln a podminek pro konstruktivni interferenci 4nd; /A = (2m + 1) a destruktivni
interferenci 4ndy /A = 2m (m € Z) muzeme zjistit, ze pro vlnovou délku A =
400 nm nastane ve spektru maximum a pro A = 200 nm minimum. Interference
na téchto malych vrstvach ndm tedy (podobné jako u difrakce na mfizce) vytvari
obalku spektra sirokou pres celé viditelné spektrum. Urcuje tak globalni maxima
a minima.

Vrstvy krystalkt o mikrometrové tloustce pridavaji do spektra jemnéjsi struk-
turu mnoha maxim a minim. Naznacuje to i fakt, ze pro vrstvu o tloustce d; =
1300 nm v rozmezi 200 — 1000 nm vychéazi z podminky konstruktivni interference
14 maxim. V pripadé pravidelnych struktur s nulovou nahodilosti tlousték jsou
vSechna minima i maxima ostra. Jak je zfejmé ze srovnani vysledkt spektra pra-
videlné struktury s nepravidelnou (obrazky , , v pripadé nenulové miry
nahodilosti tlousték se prispévky interference od jednotlivych vrstev lisi, nepri-
spivaji jen do spole¢ného maxima, ale i do hodnot kolem ného a maxima i minima
ztracejl na ostrosti. Jemna struktura tak miize potencialné i zaniknout.

V pripadé, kdy se neusporadanost tyka tenkych vzduchovych mezer (viz 3.2.2.
Neusporadanost mikrostruktury), dochazi ke snizovani intenzity globélnich ma-
xim. Pokud bychom zvysSovali rozptyl rozdéleni tlousték mezer, mohlo by dojit
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(b) Srovnéni metod FTnN a FTdnN s metodami Matp, FTn a FTdn

Obrazek 3.1: Srovnani pramérnych numerickych feseni odrazivosti systému 10
dvojvrstev s parametry d; = (1000 + 300 |N(0,1)|) nm, do = 100 nm, n; = 1,3
a ng = 1 spoc¢tenymi sedmi metodami.
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(b) Srovnéni metod FTnN a FTdnN s metodou Matp

Obrazek 3.2: Odrazivost pravidelné varianty multivrstvy s parametry ny = 1,3
ang =1,d = (1000 + 300,/2/7) nm, dy = 100 nm.
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(b) Pravidelny systém s parametry d; = 2000nm, dy = (200 + 60\/2/7r) nm

Obrazek 3.3: Srovnani vysledki odrazivosti multivrstvy (ny = 1,3ang = 1) s na-
hodilou a s pravidelnou tloustkou tenkych vzduchovych mezer.
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k zaniknuti obalky spektra.

Reseni multivrstvy déle potvrzuje velmi dobrou shodu metody FTdn s meto-
dou Matp, jesté vice vSak vykazuje shodu FTdn s metodou Born. Metoda FTdnN,
kterd je perspektivni pro rozsiteni na 2D struktury, ma adekvatni charakter spek-
tra, ktery nepfecenuje Cervenou ¢ast spektra (jako metody FTn a FTnN) a v
pripadé nasi tlohy predikovala pomérné dobte, i kdyz s pozorovatelnou chybou,
maxima od jemné struktury. Znatelnou chybu dava v pripadé obalky spektra,
ve které maximum predpovédéla o cca 150 nm déal smérem k cervenému spektru
nez metody Matp a FTdn. Znamena to, ze preskalovani tloustky tenkych vrstev
vzduchu hodnotou N odhaduje optickou drahu paprskt, prochazejicimi témito
tenkymi vrstvami, delsi, nez je ve skutecnosti. Divodem je kombinace mensi
tloustky vrstvy s mensi hodnotou indexu lomu z obou moznych hodnot indexu
lomu v multivrstvé. Index lomu vzduchovych vrstev tak prispiva do stfedniho
indexu lomu pouze mensinové. Diky tomu je ale stfedni hodnota indexu lomu N
blizkd hodnoté indexu lomu krystalki n; a v jemné strukture dochazi k velmi
dobré shodé s referenéni metodou.

Metoda FTdnN je proto vhodna pro vrstvy s blizkym indexem lomu a srov-
natelnou tloustkou, kdy se hodnota stfedniho indexu lomu blizi obéma indextim
lomu. Metodu lze vyuzit i pro odhad obalky spektra v multivrstvé s velkym kon-
trastem tlousték stridajicich se vrstev (pokud je neusporddanost natolik mald, ze
obélka existuje), pokud rozdil jejich indext lomu je maly a pokud vétsi index lomu
nalezi tenc¢im vrstvam. Selhani metody miizeme ocekavat pro kombinace vrstev
s velkym kontrastem indexu lomu, zvlast pokud vrstvam s vyssim indexem lomu
je prirazena vétsi tloustka.

Metody Born, FTn a FTdn odhaduji v maximech nerealnou hodnotu odrazi-
vosti — pouze v metodé Matp je spravné shora omezena hodnotou R = 1. Metoda
Born totiz ziskava tolik prispévki k celkové intenzité, kolik je v systému rozhrani
, a s navySovanim poctu vrstev se vysledna intenzité neustéle zvysuje.
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Z.aver

Jako nastroj pro odhad spektra odrazivosti biologickych struktur vyznacéuji-
cimi se strukturalnim zabarvenim je mozné pouzit Fourierovu transformaci. Je
treba ji vSak aplikovat na derivaci preskalovaného pritbéhu indexu lomu. Fourie-
rova transformace indexu lomu samotného uprednostnuje modrou ¢ast spektra.
Pozadované preskalovani mtze probéhnout dvojim zpusobem: lokdlné hodnotou
lokélniho indexu lomu, anebo globalné stredni hodnotou indexu lomu celého sys-
tému. Prvni z variant nese chybu odpovidajici zanedbani vicenasobnych odrazi
a nezapocteni transmisnich ztrat. Je ale aplikovatelnd pouze na jednorozmérné
problémy. Druhé varianta je navrhem pro 2D analyzu biologickych tkani. Nese
vsak uz zasadnéjsi chybu spocivajici v posunu maxim a minim, zejména v pri-
padech, kdy je systém vrstev charakteristicky velkym kontrastem indexi lomu
a velkym rozpétim hodnot tloustek.
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A. Prilohy

A.1 Odrazivost nepolarizovaného svétla

Opticka odrazivost povrchu, také nazyvana vykonovy koeficient odrazu, je
zavedena jako podil intenzity dopadajici viny [; a intenzity viny odrazené I,.
Tomu pro monochromatickou vinu odpovida podil kvadrati amplitudy elektrické
intenzity odrazené a dopadajici viny a také kvadrat absolutni hodnoty koeficientu

odrazu (A.16])

_ ’ET‘P _ | |2

| Eif?
Kvadrat je vzhledem ke komplexni symbolice elektrické intenzity uvazovan jako
soucin vyrazu s vyrazem k nému komplexné sdruzenym.

Nepolarizované svétlo, kterym je i dopadajici slunecni zareni, mizeme uvazo-
vat za smés dvou, stejnou mérou zastoupenych, polarizovanych slozek: slozky TE
viny E ; (vektor elektrické intenzity kmita kolmo k roviné dopadu) a slozky TM
vlny Ej; (vektor elektrické intenzity kmita v roviné dopadu)

R (A.1)

|Eoi| == |ELi| = | Byl (A.2)

Vysledné odrazivost je pak rovna primeéru odrazivosti od obou slozek, nebot pro
odrazené viny TE a TM slozek E\ ,, £, plati

1 (1E. ] Ey .,
R:<| 1 \2 L B, 2
2\ |Eo,l | Eo.il

2

> = ;(RL-FRH). <A3)

Pokud navic uvazujeme pouze kolmo dopadajici svétlo (6 = 0), z Fresnelovych

vzorcu (A.18), (A.20) a vztahu (A.1) je pak patrnd rovnost
R, =R =R. (A.4)

Pro nepolarizované a kolmo dopadajici svétlo proto neni tieba pocitat prispévek
TE i TM viny, pro vypocet celkové odrazivosti postaci pouze jeden z nich.

A.2 DMatice prenosu

Kazdou interakci paprsku s j-tym rozhranim v optickém systému vrstev mu-
zeme popsat matici pfenosu M; (Hecht| 2017), kterd je odvozend z hranic¢nich
podminek pro elektrickou intenzitu a magnetickou indukci vyplyvajicich z Ma-
xwellovych rovnic. Jedna se o tvrzeni o spojitosti tecné slozky elektrické intenzity
E a o spojitosti norméalovych slozek magnetické indukce B pri prichodu rozhra-
nim. Kazdy vektor miuzeme rozlozit na prispévky dvou na sebe kolmych smérta —
v pripadé elektrické intenzity je oznacujeme jako TE a TM vlnu. V pripadé je-
diného rozhrani, na ktery paprsek dopada pod thlem 6, maji hrani¢ni podminky
pro TE vInu (kmitajici v roviné kolmo na rozhrani) tvar (Maly, 2020)

Ey + Ef = B, (A.5)
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By cos — B cos) = B;- cos 6, (A.6)

Indexy 0, r,t zna¢i dopadajici, odrazenou a prochazejici vinu. V pripadé, kdy
bychom radi pracovali pouze s hodnotami elektrické intenzity, protoze hodnoty
magnetickych indukei nepotfebujeme, mizeme pouzit vztah mezi magnetickou
indukei a elektrickou intenzitou pro nemagnetické prostredi (Maly, 2020))

E=-B AT
: (A7)

a upravit rovnici (A.6) do tvaru
n1 By cos — ny B+ cos = ny B cos 6. (A.8)

V ptipadé TM vlny se role B a FE v rovnicich a prohodi. Prozatim
vsak dale pracujme pouze s TE vInou.

Obecné pro j-té rozhrani v systému nékolika vrstev bude treba zahrnout rozdil
ve fazi elektrické intenzity vznikly poté, co vlna urazi vzdalenost d; ve vrstvé, nez
se dostane k uvazovanému rozhrani (viz obrazek . Zaroven se ale pro pripad
kolmého dopadu situace zjednodusi absenci kosinti. Nase podminky na rozhrani
tak dostavaji tvar

By ™57 By e = By 4 By (A.9)

ik‘()nj_ldj_1

-1 (Eg-1)+e — By ™) = ny(Bjy — Ejo). (A10)
Po zavedeni dvou vektort, vektoru tvoreného dopadajici a odrazenou intenzi-
tou Ej_1)4, Ej—1)— a vektoru obsahujici intenzitu prochéazejici viny F;, a inten-

zitu vlny dopadajici na rozhrani z opacné strany F;_, miZeme matici pfechodu

M; definovat jako
L Eg-1+ >
= M; J : A1l
( Ej- > ’ ( Ej-1)- (A1)

Jednotlivé ¢leny matice pritom ziskdme seCteni nebo odec¢tenim rovnic (A.9)),

(A.10)) a nékolika drobnymi tpravami:

M. — 1 (1+ niL—;l) exp(iQde%) (1-— 7%1) eXp(—iQde%) (A1
P9 (1 M) exp(i2nd, ™) (14 ") exp(—i2nd; %) |- ,

n; J X n;

Takto odvozend matice prechodu je po transpozici ve shodé s tvarem (Smith
a Houde-Walter|, (1995])

A; =M

J

_ L[ ) ewd;) (- ) exp(dy)
2p; \ (pj = =) exp(=6;) (p; + =1+) exp(=9;)

) . (A13)

pokud dosadime p;=1, odpovidajici piipadu TE vlny, d; = in;kod; a a; = inko.
Pro piipad TM vlny staci dosadit p; = nj2 /1.
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Eoy Eyy Eypetfomd | By,

Ey_ E_ E1_€7ik0n1dl Ey_

Obrazek A.1: Znaceni intenzit na rozhranich vzdalenych od sebe na tloustku
vrstvy d pro tucel odvozeni matice prechodu.

Vynasobenim vsech matic prislusejici rozhranim vyskytujicich se v systému
o N vrstvach pak ziskavame celkovou matici prechodu M = MyMy_1...MyM;.
Kdyz navic neuvazujeme, Ze by na systém dopadalo zareni i z druhé strany
(En_ = 0), ziskdme jednoduchy vztah pro koeficient odrazivosti sestavajici z prvku
inverzni vysledné matice

r= = . (A.14)

A.3 Bornova aproximace odrazu 1.radu

Mé¢jme elektromagnetické zareni ve formé rovinné viny s amplitudou Ejy, th-
lovou frekvenci w = 27/ f, fazi ¢ a charakterizovanou vinovym vektorem k majici

v Case t tvar .
E = Eye!(Fr—wt+d), (A.15)

Bornovou aproximaci pak nazveme aproximaci pouze jednoho vnitiniho odrazu
pri prichodu viny v systému vrstev. Vlna se na kazdém rozhrani dvou prostredi
o rizném indexu lomu c¢astecné odrazi, a rozdéli se tak na prochézejici a odra-
zenou vlinu. Odrazena vlna zpétné prochazi latkou, jeji intenzita se snizuje kvili
transmisnim ztratam, ale uz neuvazujeme jeji dalsi odraz.

Hodnotu intenzity odrazené viny od rozhrani a ztratu intenzity pri prichodu
rozhranim popisuji koeficienty odrazu a transmisni koeficienty, které jsou podilem
velikosti odrazené F,., resp. pruchozi intenzity E; a intenzity pocatecni viny E;

E

== Al

=5 (A16)
Ly

t=— AT
= (A17)

které jsou dany Fresnelovymi vzorci.

Fresnelovy vzorce maji rizné tvary pro odlisné polarizované svétlo. Pro TE
vinu (jejiz elektrickd intenzita kmitd v roviné kolmé k roviné dopadu) maji tvar
(Hecht, |2017)
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n; cos 0; — n, cos 0,

rlit =

Al
n; cos B; + n; cos 0y’ (A-18)

2n,; cos b;
t it — ‘ ! A19
it n; cos B; + n; cos 6, ( )

a pro TM vlnu (jejiz elektrickd intenzita kmitda v roviné dopadu) tvar (Hecht)

2017)

n; cos 8; — n; cos 0,

(A.20)

Tt =
I n; cos 0, + ny cos 6;’

2n,; cosb;

tie = (A.21)

n; cos 0, + ny cos ;
Ve vzorcich rozlisujeme index lomu prostiedi, ze kterého svétlo dopada, n;, a
index lomu prostiedi, do kterého se svételnd vlna ldme, n,. Uhly 6; a 0, znaci thel
dopadu na rozhrani a thel, pod kterym se paprsek lame do prostfedi o indexu
lomu n;.

Konkrétné pro kolmy dopad paprskia (6; = 6, = 0) na vrstvu o indexu lomu
n z okoli o indexu lomu nyg = 1 a pro jejich prichod vrstvou do téhoz okoli se
situace jednotlivych koeficienti zjednodusi diky rovnostem

1—n
Tlo1 = 7o = 7 e (A.22)
n—1
110 = Ton = (A.23)
2
tio1 = tjo1 = T (A.24)
2n
t =tj10 = . A.25
L0 = tjpo = = (A.25)

Indexy 01 znad¢i prvni rozhrani, kdy vzduch (ng = 1) je prostiedi, ze kterého vina
dopada (prostiedi 0), indexy 10 pak druhé rozhrani, na které naopak vina dopada
z prostiedi o indexu ny = n (prostiedi 1).

Uvazujeme-li odraz na j-tém rozhrani (j € N), ztraty v intenzité viny budou

Vv

a priuchodem zpét

E,j = tiotar--tG-1)(-2)Ti-1tG-2)G-1)---trator Bpe® Jo” )
= C;Ege Jo” H@)d (A 26)

Pokud bychom ve vypoctu brali pouze geometrickou drahu bez zapocitani zmény
velikosti vlnového éisla k(z) = 27n(z) /X kvili zdvislosti na souradnici x, stacilo
by za ného v monochromatickém pripadé dosadit konstantu k = 27wng/\ = ko.

Nyni zndme hodnoty intenzity vin odrazenych od jednotlivych rozhrani. Jejich
sectenim ziskdvame hodnotu elektrické intenzity vysledné viny

N+1

E.(\) = > Enj, (A.27)

j=1
kde N odpovidé poc¢tu vrstev a (N + 1) poc¢tu rozhrani.
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A.4 Fourierova transformace indexu lomu a jeho
derivace

Fourierova transformace funkce f(x) zavedena predpisem

FONQ = [ fa)etda (A.28)

transformuje funkci f(x) do prostoru proménné . Vzhledem k velmi cCastému
uplatnéni Fourierovy transformace (zkr. FT) v ¢asovych signédlech je prostor
vstupni funkce oznacovan jako casova oblast a prostor vysledné funkce jako frek-
venéni oblast.

Vyse uvedeny integrél, a pripadné k nému inverzni operace (zpétnd Fourierova
transformace), je mozny zavést napt. na Schwartzové prostoru nebo za urcitych
podminek na prostoru Ly ¢ Ly (Cerny a Pokorny, [2024) . Vyplyva z ného i néko-
lik uzitec¢nych vlastnosti: predevsim linearni kombinace Fourierovy transformace
(vyplyvajici primo z linearity integralu)

Flaf + Bg)(€) = aF (f) + BF(9), (A.29)

posunuti signalu
F(f(w = 2)(&) = e *™F()(8), (A.30)

skalovani signalu
FUfer)(©) = ~F (@) (C) (A3)

a vzorec pro vypocet Fourierovy transformace derivace funkce (Cerny a Pokorny,
2024)

F (1) € = 2mer (1)) (432

Tyto vlastnosti jsou zapsané pro jednodimenzionalni pripad, pro z € R a € €

R\ {0}.
Pribéh indexu lomu napfi¢ systémem N vrstev ve sméru souradnicové osy x
muzeme zavést jako soucet obdélnikovych funkei

n, x € (x1,22)
No, x € (x9,13)

n(zx) = (A.33)
ny, r € (TN, TN+1)

Ng, T Q_ﬁ (I‘l,Ig) VAN (ZEQ,ZL’g) N A (l'N;fEN—i—l)-

Obdélnikové funkci odpovida preskalovana charakteristicka funkce urcitého
intervalu (mimo interval je rovna nule, na intervalu rovna jedné), jejiz Fourierova
transformace na zminénych prostorech urcité existuje

1

v (X[fcl,m]) (5) = —iong (‘eimmz5 - eimxlg) . (A.34)

Fourierova transformace funkce n(z) ani FT derivace této funkce ale navzdory
vlastnostem (A.29) — (A.32) do prostoru funkci nespadd. Vsechny vlastnosti
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— jsou vsak dobre definované v ptipadé rozsiteni definice Fourierovy
transformace do prostoru distribuci a protoze n(z) € L, muzeme n(z) uvazovat
jako temperovanou distribuci.
Pro temperované distribuce T' € S’ je pak Fourierova transformace definovand
jako (Cihak, 2003)
(F(T)p) = (T, F(p)) (A.35)

pro vsSechny testovaci funkce ¢ ze Schwartzova prostoru.
Diky linearité (A.29) muzeme pocitat Fourierovu transformaci jako

F(Tn(a:)) = f<Tno) + f<T(n1_n0)X[zl,z2])

+ F(T(nz—no) ]) + ...+ F(T(nN—no) ), (A36>

X[(L‘Q,(E3 X[IN,IN+1]

pricemz pro Fourierovu transformaci distribuce ptitazené k preskalované charak-
teristické funkei (a € R) plati

F(Tax) = TFax)- (A.37)
Fourierova transformace konstanty (C' € R) odpovida delta distribuci

F(Te) = CH(§) (A.38)
a jako analogii ke vztahu pro FT derivace piseme v pripadé temperovanych

distribucich

F (iT) — i2n¢F(T). (A.39)

Kombinaci vztah (A.39) se vztahy (A.37) a (A.34) ziskame z FT derivace
charakteristické funkce distribuci T -irepe_o—ine1y. Vysledkem Fourierovy trans-
formace T,,(;) (A.40) pak po zahrnuti vzorce (A.38)) bude

.F(Tn(:l?)) = nod(f) + T(’ﬂ_ll;:'g> (e—iﬂzzf_e—iﬂ'zlf)

+ T(ng—ng) (e—iwx3§_67i7ra:2§) + ...+ T(nN—ngo) (efimwg_e—i”NH&) (A'4O>

—27 —127

a Fourierova transformace jeji derivace dle (A.35) vyjde jako

.F (T%n(:r)) = T(no_nl)(e—imc2§_e—imslg)
+ T(nofm)(e*imsf—e*iﬂzgé) + ...+ T(noinN)(efiﬁg;Ngie—iwx]\Li,l{). (A41)

Pro jednoduchost v této préaci piseme vysledky typu (A.40), resp (A.41) jako
soucet delta distribuce s funkei, resp. jako funkci, ¢i dokonce s podminkou & # 0

bez delta distribuce, a odkazujeme se na vzorec ((A.32)) misto na korektnéjsi va-

riantu (|A.39)).
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