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Abstrakt: Hlavnim cilem préace je zkoumat ireducibilni rozklady v oborech ce-
listvych prvku ciselnych téles. Ke zkoumani téchto rozkladi je velmi napomocny
jednoznacny rozklad ideali na prvoidedly. Ireducibilni rozklady néjakého prvku
x totiz jistym zplisobem koresponduji s rozkladem na prvoidedly hlavniho idealu
generovaného timto prvkem z. Také je definovano tiidové ¢islo a podrobnéji se
prace zabyva obory s tridovym c¢islem 2 a 3. V oborech s témito tifidovymi ¢isly
prace charakterizuje podobu ireducibilnich prvka a zabyva se ireducibilnimi roz-
klady, které nejsou jednoznac¢né. Je dokazana Carlitzova véta, kterd dava iplnou
charakterizaci obort s tfidovym cislem nejvyse 2. Poté prace rozsifuje nékteré
charakterizacni vlastnosti i pro obory s tifidovym cislem 3. Nakonec je ukazana

cesta k nalezeni vSech ireducibilnich rozkladt ¢isla 126 v oboru celistvych prvki
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x in a way corresponds with factorization of principal ideal, generated by x, into
prime ideals. The class number is defined and the thesis is focusing on rings with
class numbers 2 and 3. In rings with those class numbers the thesis characteri-
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Uvod

Zékladni véta aritmetiky, jejiz nazev zni dilezité, tvrdi, Ze prirozena ¢isla maji
jednoznacny soucin na prvocisla. Celd ¢isla potom maji jednozna¢ny soucin na
,prvocisla“ az na poradi a asociovanost, tj. vynasobeni —1. To, zZe tyto rozklady
jsou jednoznacné, neni viibec samoziejmé a ne ve vSech okruzich to plati. Tato
zasadni vlastnost rozkladt se vyuziva predevsim v teorii ¢isel pii feseni diofan-
tickych rovnic, je proto uzitecné rozklady zkoumat. Kdyz uz nemizeme dostat
rozklad jednoznacny, je dobré se zajimat o to, jak moc nejednoznacny viibec miuize
byt, ¢i pokud vibec existuje (coz také neni samoziejmé a neplati to obecné, tim
se vSak zabyvat nebudeme). V ruznych okruzich jich mize byt rizny pocet ¢i
mohou nabyvat rtiznych délek.

Tato bakalarska prace pojednava o nejednoznacnych rozkladech na ireduci-
bilni prvky v ¢iselnych télesech a jejich okruzich celistvych prvki. Je to téma
z algebraické teorie ¢isel, je tedy feSeno pomoci abstraktni algebry a klicovou roli
hraje ideal a jeho rozklad na prvoidedly (zakladni véta teorie idealu (3)).

Nésleduje kratky prehled obsahu celé prace.

V kapitole [1] jsou uvedeny zékladni definice nutné k pochopeni celé prace.
V prvni sekci je vétsina znamych definic pouze pripomenuta. V druhé sekci
[1.2] je uvedena definice normy prvku a idedlu a zékladni vlastnosti téchto norem.
Posledni sekce|l.3|zavadi pojmy tykajici se obor a ireducibilnich rozkladi v nich.
Jsou to atomicky, pologaussovsky a gaussovsky obor (definice , které jsou
dilezité ve t¥eti kapitole [3]

Kapitola 2] je zakoné¢ena klicovou definici tfidového ¢isla [I8] Tomu predchéazi
zavedeni lomenych idedlt v sekci 2.1 a dokézani nékterych jejich vlastnosti. Vét-
Sina vlastnosti je prevzata z [4], nékteré dikazy jsou vSak vlastnim piinosem.
V sekci o tridovém ¢isle je poté uvedena dokonce druha definice tiidového
¢isla a je podéan vlastni dikaz znamého tvrzeni o tom, Ze jsou ekvivalentni (véta
21).

Kapitola [3]se zabyva jak charakteristikou samotnych okruht s t¥idovym ¢islem
2 a 3 (Carlitzova véta pro tfidové ¢islo 2, jiz je vénovana sekce , tak
charakteristikou ireducibilnich prvka a rozkladt v ¢iselnych okruzich s tfidovym
¢islem 2 (sekce a 3 (sekce[3.3). Vétsina tvrzeni i dikazi z prvnich dvou sekef
je prevzata z [2]. V tomto ¢lanku se vsak vibec nefesi ptipad tiidového ¢isla 3.
Nejvétsim vlastnim prinosem je zobecnéni téchto tvrzeni pro pripady s tridovym
¢islem 3 (dusledek tvrzeni v sekei Tr{dové ¢islo 3 (B.3). Dalsim vlastnim
prinosem je také kombinatorické pocitani poctu ireducibilnich rozklada prvki
za predpokladu, ze v rozkladu hlavniho idealu jsou vSechny nehlavni prvoidedly
ruzné. Toto je opét spocteno pro pripady tridového éisla 2 1 3 (tvrzeni |27 a .

Posledni kapitola |4l ukazuje aplikaci predchozich vysledkt. Zabyva se konkrét-
nimi rozklady hlavnich idedlti na prvoidealy a tvorbou ireducibilnich rozkladu
v &selném okruhu ZEWQT?)]. Po prvnich tiech sekcich, kde se postupné buduji
potiebné znalosti, je kapitola zakoncena spoc¢tenim vsech ireducibilnich rozklada
¢isla 126 v tomto okruhu (tvrzeni . Protoze je teorie ponékud slozitéjsi a ne-
staci pouze tvrzeni uvedena v této praci, vyuziva proto nékolik pomocnych vét
z [5].



1. Zakladni definice

V prvni kapitole si zopakujeme klicové definice a vztahy nezbytné k porozu-
meéni celé prace.

1.1 Pripomenuti

Viibec klicovym pojmem k celé praci je pojem idedlu, proto pripomeneme
jeho definici. At R znac¢i komutativni okruh. V celé praci budeme uvazovat pouze
komutativni okruhy. Pak idedl je ¢tvetice (I,+,—,0), znaci se obvykle pouze I,
kterd je uzaviend na s¢itani. Splnuje navic podminku, ze pro vSechna r € R, x €
I :rx = ar € I. Mnozinu vSech nenulovych idedla v R znacime Z(R).

Pro dvé mnoziny I, J C R definujeme jejich soucin jako

i=1

aiEI,biE J,TLEN}.

Déle si pripomeneme, ze hlavni idedl v okruhu R je idedl generovany jednim
prvkem, to jest idedl tvaru 2R,z € R. Budeme jej znaéit (). Rekneme, Ze R
je obor hlavnich idedli, pokud v R nejsou jiné nez hlavni idedly. Prvoidedlem
nazveme idedl P okruhu R, ktery neni nulovy ani roven celému R, a splnuje
nasledujici podminku:

VI.JCR:I1-JCP = I CPneboJ CP.

Meéjme podokruh W okruhu R, tedy W je podmnozina R, ktera je uzaviena
na s¢itani i ndsobeni a obsahuje nulovy prvek. Rekneme, ze r € R je algebraicky,
pokud existuje libovolny polynom f(x) € W{z| takovy, ze f(r) = 0. Prvek r € R
nazveme celistvy nad W, pokud je to kofen néjakého monického polynomu v Wx|.
To jest pokud existuje polynom g(x) € Wx| s vedoucim koeficientem 1, spliiujici
g(r) = 0. Minimdlnim polynomem algebraického prvku r € R nad W rozumime
nerozlozitelny monicky polynom m,.y z Wx], jehoz kofenem je r.

Necht 7 je prvek okruhu R. Rekneme, Ze r je invertibilni, pokud v okruhu
existuje jeho inverzni prvek. Mnozinu vSech invertibilnich prvkd okruhu R bu-
deme znacit R*. O dvou prvcich a,b € R tekneme, Ze jsou asociované, pokud
existuje invertibilni prvek u € R* takovy, ze plati au = b. Prvek r je ireducibilni,
pokud neni invertibilni a nelze zapsat jako souc¢in dvou neinvertibilnich prvki.
Ireducibilni rozklad r je rozklad r na soucin ireducibilnich prvki.

Déle se bude hodit pripomenout pojem rozsiteni téles. Méjme téleso T'. Potom
jeho rozsireni definujeme jako téleso U D T takové, ze T je podtélesem U, tedy
ze je uzaviené na vsechny operace v télese. Stupen tohoto rozsiteni je dimenze
U jakozto vektorového prostoru nad T'. Rozsiteni nazveme konecné, je-li stupen
rozsiteni konecny.

Nachazime se v pozici, kdy uz muzeme definovat dalsi klicovy pojem, a to
¢iselny obor. Téleso K nazveme ciselnym télesem, pokud je to rozsiteni Q konec-
ného stupné. Potom mnozinu vSech prvkia K, jez jsou celistvé nad Z, nazveme
ciselnym oborem a budeme jej znacit Ok. Po cely zbytek prace budeme O ro-
zumeét prave takto definovany c¢iselny obor a K bude vzdy znacit c¢iselné téleso.
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Prestoze je Ok obor, je konvence o ném mluvit jako o (algebraickém) ¢iselném
okruhu, nebo okruhu celistvych prvki, proto se toho v praci budeme drzet a na-
dale budeme Og nazyvat ciselnym okruhem. V nasledujicim tvrzeni si ukazeme
vztah mezi K a Og.

Tvrzeni 1. Pro vsechna p € K ezistuje v € O an € N takové, Ze p= -.

Diikaz. Vezméme p € K a ozna¢me jeho minimédln{ polynom m,(z) = >, a;2",
kde m € N. Plati m,(z) € Q[z]. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze
a;, > 0 (pro nulovy polynom rovnost zrejmé plati, staci polozit ¥ = 0). Oznaéme
[ nejmensi spoleény nasobek jmenovateli koeficienttt polynomu m,(z). Poté plati
l-my(xz) € Z[z], tento polynom je navic primitivni, to jest nejvétsi spole¢ny
délitel vsech koeficientl je roven jedné. Vynasobenim [-ndsobku my,(p) prvkem
(I am)™ ! dostaneme rovnost

(Lapmp)™ + ()™ a1 ™ 4 -+ (lay)™ Hag = 0.

Nyni staci polozit n = [ - a,,. Plati n € N a m,,(nu) = 0. Minimalni polynom
Myu(x) € Z[x] je navic monicky, jelikoz vedouci koeficient je 1. Dostavame, ze npu
je v O, tudiz existuje néjaké v € Ok takové, ze plati nu = v. m

Disledek 2. K je podilové téleso Ok .

Nésledujici tvrzeni je jedna ze zédkladnich vét teorie ideal, nebudeme ji vSak
dokazovat.

Véta 3 (Zakladni véta teorie idedlu, |2, str. 2]). Necht I je idedl v Ok. Potom
existuje jeho jednoznacny rozklad (aZ na poradi) na soucin ne nutné riznyjch
prvoidedli pq,pa, ..., pn € Z(Ok),n € N.

Zakladni véta teorie idedlu nam tikd, Ze na idedly v Z(Ok) muzeme nahlizet
podobné jako na prvky v Og. Miuzeme uvazovat jejich rozklady na prvoidealy,
podobné jako v okruhu hleddame ireducibilni rozklady prvki, navic ale mame
zarucenou jednoznacnost tohoto rozkladu, coz v obecnych okruzich neni samo-
zrejmosti.

Na zavér si uvedeme nasledujici tvrzeni, abychom znali néjaké priklady cisel-
nych okruht. Tvrzeni nebudeme dokazovat, je znamé a d4 se najit napiiklad v [5,
véta 4.3]. Piedem jesté pripomenme, zZe celé ¢islo z nazveme nectvercové, pokud
neni rovno 0, 1, a zaroven neni délitelné druhou mocninou zadného prirozeného
¢isla vetsi nez 1.

Tvrzeni 4. Necht D € Z, D je nectvercové a K = Q[\/ﬁ} Potom K je ciselné
téleso a jeho ciselny okruh ma nasledujici tvar:

Z{\/ﬁ} = {@+b\/ﬁ ’ a,b e Z}, pokud D = 2,3 (mod4);
Ok =

Z{”;@}:{aerl%@’a,beZ}, pokud D=1 (mod4).



1.2 Norma

Definice 5. Nechf K je ciselné téleso. Potom zobrazeni o: K — C nazveme
vnorenim (anglicky embedding) K do C, pokud plati nasledujici:

1.Va,be K: o(a+b) =o(a)+ o(b); o(ab) = o(a)o(b);

2. 0 je prosté.
Tedy o je prosty okruhovy homomorfismus.

Definice 6. Necht K je ¢iselné téleso a x € K. Definujeme normu prvku x jako
Nicjy (2) = [T oi(w),
kde nasobime pres vSechna rtizna vnoreni o; K do C.

Poznamka. Pokud bude jasné, nad jakym ciselnym télesem K pracujeme, budeme
nékdy misto NK/@ (x) psat pouze N (x).

Shrime si nékteré vlastnosti normy do nasledujiciho lemmatu.

Lemma 7 (Vlastnosti normy). Necht K je ciselné téleso. Potom o normé plati
nasledugici:
1. norma je multiplikationi, tj. pro a,b € K plati

NK/Q (ab) = NK/@ (a) -NK/Q (b);

2.Vre K: NK/Q(x) € Qy
3. je-li x € Ok, pak dokonce NK/Q (x) € Z.

Diikaz. 1. Plyne ptimo z definice normy.
2. Lze najit v [7, Corollary 1, str. 15].
3. Lze najit v [7, Corollary 2, str. 16]. O

Specificky se podivame, pro pozdéjsi vyuziti, jak norma vypada, pokud je
rozsiteni K kvadratické, to jest stupné 2. Kvadratické rozsiteni je tvaru K =
@[\/ D}, kde D je nectvercové cislo, kladné ¢i zaporné. Potom existuji pouze 2

riznd vnofeni. Viechny prvky K jsou tvaru a + bv/D,a,b € Q, tudiZ vnofeni
je popsano pouze tim, kam se zobrazi v/D. Jednotka se musi vzdy poslat na
jednotku. Mdme pouze dvé moznosti, kam /D zobrazit, aby stale §lo o vnofent,
a to jsou moznosti v'D — D a v/ D — —v/D. Mé&jme libovolny prvek a+byv/D €
(@[\/E}, jeho norma je tvaru:

NQ[@]/Q(aij\/ﬁ) = (a+b\/5)(a—b\/5) = a? — Db%.

Lemma 8 ([5, tvrzeni 4.4]). Necht Ok je okruh celistvijch prvki. Potom ¢ €
O < N(e) ==+L1.

Diikaz. = Je-li € invertibilni, pak existuje ¢« € O spliujici e = 1. Pro normy
plati M(e) = N (1) = 1. Protoze je pro prvky O norma celé ¢islo, je nutné
N(e) = +1.



< 7 predpokladu plati A () = [[oi(e) = £1, kde ndsobime pres vSechna
riiznd vnoreni o; z K do C. Ozna¢me si trividlni vnoreni, které zachovava vsechny

prvky, jako o, a pisme:
N(e) = a1(e) [T oile),
i#1

tj. trividlni vnofeni ze sou¢inu vynechme. Poté plati

o1(e) [T oi(e) = [J oule) = £1.
i#1 i#1

Oznacme P = [];,; 05(¢) a prepisme rovnost eP = £1 jako P = +e 1. Chceme
ukazat, ze P je prvkem Op. Protoze je K téleso a ¢ € K, je také P € K.
Dokazeme, ze kazdé o;(e) je celistvé nad Z, nacez bude i P celistvé. At i # 1
déno, ukdzeme, ze o;(e) je kofenem monického polynomu m. z. Pisme m.z =

1 a;x?,n € N. Diky tomu, Ze je vnoreni okruhovy homomorfismus, ktery nutné
zachovava jednotku, plati:

Zajéj =0 < 0; (Z ajej) = 0'1(0) <
j=1

J=1

<~ zn:Ui(aj)O'i(gj) =0 «<— zn:ajai(ej) = 0.

J=1 Jj=1

Pro vSechna i je tedy o;(¢) celistvy prvek nad Z, tedy jak jsme chtéli, je P € O
a prvek ¢ je invertibilni s inverznim prvkem +P. O

Pojem normy prvku se da prevést na normu idedlu. Obecna definice normy
idedlu se da zadefinovat snaze a konkrétnéji pro ¢iselné okruhy Oy takové, ze K
je kvadratické rozsiteni. Normu idealu budeme potiebovat v posledni kapitole,
ale bude nam stacit pouze pro kvadraticka rozsiteni. Vic ji potfebovat nebudeme,
proto ji zadefinujeme pouze takto konkrétneé.

Definice 9. Necht K = @[\/ﬁ}, kde D je nectvercové. Oznacme

'={a-bVD|a+bVDel,a,bcQ}.

Definujeme normu idedlu I € Z(Ok) jako celé ¢islo NK/Q (I) takové, ze II* =

(NK/@ (1))'

Norma idedlu je dobfe definovana dle [5, tvrzeni 4.5 a 4.11].

Pozndmka. Stejné jako u normy prvku, pokud bude jasné, nad jakym télesem K
pracujeme, budeme nékdy misto N g /o (I) psat pouze N (I).

Pozorovani. Norma idedlu je multiplikativni, tj. pro idedly I,J v Og plati:

Ny (1) = Ny, (1) - Niey ().

Dikaz.
NI =1JI)) =1JI*TJ =I1I"JJ* =N()-N(J),

kde vyuzivame komutativitu okruhu Ok. n



1.3 (Gaussovské a pologaussovské obory

V této sekci si zavedeme pojmy atomického, pologaussovského a gaussovského
oboru. VSechny obory souviseji s rozkladem neinvertibilnich prvka na ireducibilni
rozklad a plati mezi nimi jisté inkluze.

Definice 10. Obor R nazveme atomickym, pokud v ném pro kazdy neinverti-
bilni nenulovy prvek existuje jeho rozklad na ireducibilni ¢initele. Rekneme, ze
R je pologaussovsky, pokud je atomicky, a navic kdykoli pro ireducibilni prvky
Vlyovoy Upy Wi,y ..., wWy € R plati vy---v, = wy...wy,, pak m =n, kde m,n € N.
R je gaussovsky, pokud v ném pro kazdy neinvertibilni nenulovy prvek existuje
jeho jednoznacény ireducibilni rozklad (az na asociovanost a potradi ¢initeli).

Vv

které vice popisuji jejich podstatu, a to po fadé atomic domain, half-factorial
domain (HFD), unique factorization domain (UFD).

Pozorovani. Plati nasledujici vztahy: obor R je gaussovsky = R je pologaussov-
sky = R je atomicky.

Priklad. Jeden z nejznaméjsich oborti, jenz neni gaussovsky, je obor Z[\/—5}
a nésledujici rozklad: 6 =2-3 = (1 — /=5)(1 + v/—5).

Uvedeme priklad toho, jak zkonstruovat obor, ktery je pologaussovsky, ale neni
gaussovsky. Jako vysledek pak obdrzime dva obory, které budou pologaussovské.
Budeme vychézet z [3, Example 3].

Priklad. Méjme libovolné téleso T a jeho podtéleso S. Definujeme R = S +
T [z]. Z [1, Theorem 2.9] dostavame, zZe ireducibilni prvky v R jsou pravé jednoho
z nasledujicich dvou tvari:

1. tx, kde t € T

2. s(1+af(x)), kde s € S, f(z) € T[z] anavic 1 +z f(x) je v T[] ireducibilni.

7 tohoto plyne, ze pocet prvki v ireducibilnim rozkladu nenulového neinver-
tibilniho prvku g(x) € R je stejny jako pocet prvki jeho ireducibilniho rozkladu
v T'[z]. Protoze je T téleso, je také trividlné gaussovské, nebot podminka ireduci-
bilnich rozkladu je trividlné splnéna. Vypujcéime si tvrzeni z [5, véta 1.18], které
nam k4, Ze je-li obor V' gaussovsky, pak je také obor Vx| gaussovsky. Tedy T'[z]
je gaussovsky. Odsud jiz plyne, Ze vSechny ireducibilni rozklady kazdého prvku
maji stejnou délku. Ergo R je pologaussovsky.

Abychom ukézali, ze vysledny obor R opravdu nemusi byt gaussovsky, zvolme
dva nasledujici ptiklady pologaussovskych oborti:

1. Polozme T'= C, S = R. Pak v R = R+ zC[z] plati 2% = z - x = (iz)(—iz).

2. Polozme T = R, S = Q. Pak v R = Q + zR[z] plati 2* = z -2z =
(7))

Na zavér prvni kapitoly uvedeme nasledujici tvrzeni, bez néhoz by celd prace
postradala smysl. Jelikoz se v praci budeme zabyvat rozklady v ¢iselnych okruzich,
potiebujeme védét, ze viibec existuji, a tudiz dava smysl je studovat.

Tvrzeni 11. Algebraicky ciselny okruh Ok je atomicky obor.

Dikaz. Sporem at O neni atomicky obor. Oznac¢me si

X ={z € Ok \ {0} | « neni invertibilni a nem4 ireducibilni rozklad}.
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Zvolme z € X takové, Ze |N'(xg)| je nejmensi mozné. Jelikoz norma je vzdy celé
¢islo (lemma o vlastnostech normy [7), plati Vo € O : [N (z)| € N U {0}, takze
xo s nejmensi normou v absolutni hodnoté existuje. Nemusi byt jednoznacné, ale
to nepozadujeme, zvolime ho libovolné. zy neni ireducibilni (jinak by samo bylo
vlastnim ireducibilnim rozkladem), pak z definice existuji neinvertibilni x, 25 €
Ok takova, ze x¢o = x1 - x2. Pokud by obé méla ireducibilni rozklad, pak x by také
mélo ireducibilni rozklad, tvoreny jejich sou¢inem. Bez (ijmy na obecnosti at x;
nemé ireducibilni rozklad. Pak vsak z; € X, a zdroveni 1 < [N (x1)| < [N(xo)],
coz je spor s vybérem z jakozto prvku s nejmensi absolutni normou. O]



2. Tridové déislo

2.1 Lomeny ideal

V této sekci si zadefinujeme pojem lomeny idedl, pomoci kterého pozdéji de-
finujeme tridové cislo. Jednoduse Teceno si lze lomené idedly predstavovat jako
idealy, které podélime néjakym cislem. Pomoci lomenych ideali pak zadefinujeme
inverzni idedly. Zacneme definici modulu, coz je zobecnéni idealu.

Definice 12. Rekneme, 7e M je Og-modul nad komutativnim okruhem Ok,
pokud (M, +, —,0) je abelovska grupa a existuje binarni operace - : Oxg X M — M
takova, ze Vr,s € Ok,Vm,n € M:

L (r+s)m =rm+ sm;

2. r(m+n) =rm+ rn;

3. (rs)m = r(sm);

4. 1o, -m =m.

Pozndmka. Misto 1p, budeme psat pouze 1.

Podobné jako mame podokruh, definujeme také Qg -podmodul. Rekneme, ze N
je Og-podmodul Ox-modulu M, pokud je N podmnozina M, ktera je uzaviena
na s¢itani a na operaci -.

Pozorovdini. Ztejmé Ok je Og-modul.

Pozorovani. 1deal je specialnim pripadem modulu. Idedl v Ok odpovidd Og-
podmodulu Ok, bereme-li ho jako modul nad sebou samym.

Definice 13. Lomeny ideal v ¢iselném télese K je kazdy nenulovy Og-podmodul
I télesa K, pro ktery existuje d € O \ {0} spliujici dI C Ok. Toto d nazveme
spolecnym délitelem 1.

Poznamka. Explicitné mizeme definovat lomeny ideal I jako podmnozinu K spl-
nujici nasledujici podminky:

1. I je uzaviené na sc¢itani a existenci opacnych prvku (tedy obsahuje 0);

2. I je uzaviené na nasobeni prvky z Og;

3.3d € Ok \ {0} : dI C O.

Pozor, v definici jsme se nezminili nijak blize o déliteli d. Tento délitel urcité
nemusi byt jednoznacny, nemusi byt ani miniméalni. Pro definici ndm pouze staci,
ze alespon jeden takovy existuje. Nic vic po ném nepozadujeme.

Pozndmka. Ne vzdy se lomeny ideal definuje jako nenulovy Og-modul, my si vSak
touto definici usettime mozné pozdéjsi komplikace.

Pozorovdini. Kazdy idedl je také lomeny ideal. Staci polozit d = 1.

Lemma 14. Necht I,J jsou lomené idedily v K a d,e € Ok \ {0} jsou jejich
spolecni delitelé. Potom plati nasledujici:

1. dI je idedl v Ok;

2.dl-eJ = (de)lJ;

3. 1J je lomeny idedl.



Diikaz. 1. Potfebujeme ovétit 3 podminky. Ze je dI podmnozina Ok, Ze je uza-
viena na sc¢itani i vynasobeni prvkem z Ok. dI C Ok ziejmé plati. Pro ovéreni
uzavienosti na s¢itani zvolme x,y € dI, mizeme psat x = di,y = dj, kde 1,7 € I.
Pak dostavame x +y = di + dj = d(i + j) € dI. Pro ovéfeni posledni podminky
zvolme k € Ok. Plati x - k = (di) - k = d - (ik), kde opét z definice lomeného
idealu ik € I, proto x - k € dI.

2. Plyne snadno z definice:

dl -eJ = {Zda@--ebi a; € 1,b; EJ,nEN} =
i=1

= {d@ Z aibi
=1

a; € 1,b; € J,neN} =del J.

3. Vyuzijeme explicitni definici lomeného idealu. Soucin IJ je ziejmé uzavien
na s¢itani a existenci opacnych prvki (soucin definovdn pomoci souctu). Je také
uzavren na nasobeni prvky z Og. Plati totiz pro libovolné r € Ok a pro libovolny
prvek >y a;b; € IJ, kde n € N,a; € I,b; € J nésledujici rovnost:

rZaibi = Zraibi = Zcibi elJ,
i=1 i=1 i=1

kde jsme oznadili ¢; = ra; Vi € {1,...,n}. Z uzavienosti I na vynasobeni prvkem
z Ok je pro vSechna tato i ¢; € I. Dale z 1. vime, ze dI,eJ C Ok jsou idealy,
tudiz také dleJ C Ok je ideal. Z 2. plati dleJ = delJ C Of. Definici lomeného
idealu spliuje délitel de. O]

Priklad. Polozime-li K = Q, potom Ok = Z. Priklad lomeného idedlu je %Z =
{%z ’ z € Z}. Spolec¢ny délitel d pak muze byt libovolny nasobek trojky. Oznac¢me
ho 3k, k € N, pak ziejmé (3k)27Z = 2kZ C Z.

Tvrzeni 15 ([4, Theorem 2.7]). Necht I je lomeny idedl K. Pak mnoZina [7' =
{r € K | 2l C Ok} je také lomeny idedl, ktery nazveme inverznim idedlem.
Navic plati I - 17! = O.

2.2 Tridové cislo

Cilem této sekce je zadefinovat klicové pojmy tridové grupy a tridového cisla.
Motivace za tiidovym c¢islem je védét, jak funguje ireducibilni rozklad v rtiznych
oborech. Nejen, ze ne vsude je jednoznacny, ale také mize nabyvat riznych délek.
To pravé uréuje ono tifdové ¢islo. Cim nizsf je, tim jednoznaénéjsi je ireducibilni
rozklad.

Definice 16. Definujme mnoziny Jx = {I | I je lomeny idedl K} a Px =
{tOkg | 1€ K*}.

Lemma 17. Pro mnoZiny Jk, Pk definované viyse plati:

1. (Jx,-, Y, Ok) je abelovskd grupa. Nazveme ji grupou lomengch idedli.

2. (Px,-, 1, Ok) je normdlni podgrupa Jx. Nazveme ji grupou hlavnich ide-
ali.

10



Diikaz. 1. Jg je uzaviend na nasobeni dle lemmatu cast 3. Existence inverz-
niho prvku je jasnd z tvrzeni [I5 Trividlné Ok € Jk a spliuje funkei jednotky
v grupé. Komutativitu nasobeni neni tézké ukazat: At I, J € Jk, pak plati

=1

a; €[7bi S J,?’LGN} == {Zblaz

=1

a; € 1,b; € J,neN} =J-I.

Zbyva ukazat asociativitu nasobeni. Necht I,.J, H € Jx a d,e, f € K* jsou
jejich spolecni délitelé, to jest plati dl,eJ, fH C Og. Z prvni ¢asti lemmatu
vime, ze dI,eJ, fH jsou idedly. Vime, ze nasobeni idedll je asociativni, tudiz
plati (dI - eJ)fH = dl(eJ - fH). Z druhé c¢asti stejného lemmatu potom plati
(delJ) - fH = dI - (ef JH), pouzito znovu pak def(IJ)H = defI(JH). Také
vime, ze def # 0, nebof def € K*, z ¢ehoz vyplyva, ze existuje jeho inverze
(de f)fl. Miuzeme posledni rovnost vynasobit touto inverzi a dostavame kyzeny
vysledek (IJ)H = I(JH).

2. Ptimo z definice lomeného idedlu plyne, ze t:Ok pro ¢ € K* je lomeny ideal
v K. Tudiz Pk obsahuje lomené idedly, tj. je to podmnozina Jx. Mnozina Pk
je uzaviena na nasobeni: Vezméme I,.J € Pk, pak z definice existuji ¢, A\ € K*
takové, ze [ = 1- Og,J = X- Ok, a tedy

[~J:L(’)K')\(’)K:{Zeai‘)\bi

i=1
= {L/\ Z aibi
i=1

jelikoz 1A € K*.

Dostavame, ze Pk je podgrupa Jg. Jakozto inverzni prvek idedlu tOg € Py
polozime idedl :71Oy. Protoze 1 € K*, pak ziejmé 1! € KX, takie 11Ok € Py
a 10k - 170k = Ok, coz je jednotka v P, jelikoZ se jedna o jednotku v Jxk-.

Konecéné Pk je normalni podgrupa v Jx, ponévadz Jx je abelovska a vime,
ze kazda podgrupa abelovské grupy je normalni. O]

CLi,bi EOK,TLEN} =

a;,b; € Og,n € N} =1 \Ok € Pk,

Definice 18. Tridovou grupu Ok definujeme jako C'(O) = jK/PK. Velikost
této grupy nazveme tridovym ¢islem.

Poznamka. Tridova grupa bude vzdy konecna dle |8, Theorem 10.3], proto i tri-
dové ¢islo je dobfe definované a |C'(Ok)| € N.

Diky lemmatu [17] vidime, Ze tFfidova grupa je dobie definovand a ze se jednd
o grupu. Uvedeme jesté druhou definici ttidové grupy a nasledné ukazeme, ze jsou
ekvivalentni. K tomu nejprve zadefinujeme nésledujici ekvivalenci na mnoziné
ideal.

Definice 19. Na Z(Of) definujeme relaci ekvivalence nasledovné. Necht I, J €
T(Ok). Rekneme, 7e I ~ J, pokud existuji nenulové a, 8 € Ok takové, 7e (a)l =
(B)J. Tridy této ekvivalence znacime [/].

Lemma 20. Necht I,J € Z(Ok) a [I] znaci tridu ekvivalence definovanou vyse.
Operace [I] - [J] = [IJ] je dobre definovdna.
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Dikaz. At [I] = [I'],[J] = [J'] a [I] - [J] = [IJ]. Z definice existuji nenulové
a, fB,d, B € Ok takové, ze plati (o)l = (a/)I', (B)J = (5')J’, nacez (a)(B)IJ =
()(B")I'J'. Staci polozit v = o/f',0 = af, 7,6 € Ok \ {0}, aby platilo (y)I".J’
(0)IJ. Z toho uz dostévame chtény vysledek [I.J] = [I'J].

Véta 21. Zobrazeni ®: Z(Ok)/. — C(Ok) definované predpisem [I] — Py je
bijekce, kterd navic pro I,J € I(Ok) spliuje ©([I] - [J]) = ©([1]) - ([J]). Tedy
Z(Ok)/~ je ekvivalentni definici tridové grupy a plati

Z(Ox) /| = | Tk /Py|.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze je zobrazeni ® dobfe definované. At I,J € Z(Ok)
a [I] = [J], to jest existuji nenulové «, 8 € Ok takové, ze (o)l = (5)J. Poté

O([1]) = I'Px = (a)IPx = (B)JPx = JPx = ®([J]),
kde druhd rovnost plati proto, ze a € K*, z ¢ehoz (a)Px = Pk, podobné plati
¢tvrta rovnost.
Déle ovérime, ze plati rovnost ®([I] - [J]) = ®([I]) - ®([J]). Protoze je Ok
komutativni a I,.J € Jx, mizeme ve faktorgrupé Jx /PK (kde Pk je jednotka)
rovnou psat:

O([1] - [J]) = @([1J]) = (1) - Pk = [Pk - JPx = ®([1]) - ([J])-

oo

Pro ovéfeni surjektivity zvolme libovolny prvek IPx € Jk /pK. Chceme najit
jeho vzor. Plati I € Jk je lomeny idedl v K. Z definice lomeného idedlu proto
existuje d € Ok \{0} splnujici dI C Ok. Diky lemmatu [14] ¢asti 1. vime, ze dI je
idedl v Ok, to jest dI € Z(Ok). Navic ®([dI]) = dIPx = [Pk, nebot d € K*.
Nasli jsme vzor prvku IPk, je jim [d]].

Zbyva ukézat, ze je ® prosté. Zvolme reprezentanty I, J € Z(Ok) takové, ze
O ([1]) = ®([J]). Rozepisme si rovnost jako

IPg = JPx <= {I-(a) [ac K} ={J-(8) | pe K*}.

Polozme 3 = 1. Pak existuje a« € K takové, ze plati (o)l = J. Z tvrzeni
existuji v € Og,n € N takové, 7e plati o = 2. Mizeme tedy psat (g)l = J,
coz je ekvivalentni vyrazu (v)I = nJ, z ¢ehoz uz plyne ekvivalence I ~ J, tedy
[I] = [J]. Timto je dikaz kompletni. ]

Ukézali jsme, ze Z(Of)/~ je v bijekei s jK/pK, z ¢ehoz plyne, ze Z(Ok) /. méa
také strukturu grupy. Vsimneme si, ze ona bijekce je ve skutecnosti izomorfismem
mezi témito grupami, které jsou tedy izomorfni. Znac¢me proto rozkladové tridy
I PK také [[ ]

Z ekvivalentni definice je snadno vidét, ze pokud ma okruh pouze hlavni idealy,
jsou si vsechny ekvivalentni. Ttidova grupa bude izomorfni grupé s jednim prvkem
a ttidové ¢islo bude jedna. Z toho miizeme odvodit néasledujici pozorovani.
Pozorovini. Ok je obor hlavnich idedla <= plati C(Ok) = 1.

Protoze obor hlavnich idedlt implikuje gaussovskost ([5, tvrzeni 1.8]), plati
nésledujici implikace: |C(Ok)| = 1 = Ok je gaussovsky. V okruzich, jejichz
tiidova grupa mé velikost 1, jsou vSechny ireducibilni rozklady jednoznacné (az
na poradi a asociovanost). V ptisti kapitole se proto podivame na ptipady okruhi,
jejichz tridova grupa ma velikost ostie vétsi nez 1.
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Priklad. Jeden z nejjednodussich prikladi je pro K = Q. Potom trividlné Oy = Z,
coz je obor hlavnich idedli. Z pozorovani plati |C(Z)] = 1 a Z je gaussovsky.
Vime, ze v 7Z opravdu existuje jednoznacny ireducibilni rozklad kazdého cisla,
a to rozklad na prvocisla (opét az na poradi a asociovanost prvki).

Poznamka. Pojem tridového ¢isla se vztahuje pouze k tridové grupé. Usnadnime
si vSak znaceni a budeme mluvit o tfidovém cisle okruhu Ok, pricemz mu budeme
rozumét jako tiidovému ¢islu tiidové grupy C(Ok). Déle poznamenejme, Ze jeli-
koz O je tzce spjaté s K a navzajem se jednoznacné urcuji, mizeme také rikat,
ze téleso K ma tridové ¢islo. Opét tim c¢islem budeme rozumét velikost tridové
grupy Ok.
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3. Okruhy s tridovym cislem 2 a 3

V této kapitole se zamérime na rozklady prvki na ireducibilni ¢initele v okru-
zich s tridovym cislem 2. Poté nékteré vysledky zobecnime pro okruh s tifidovym

vvvvvv

stézejni v charakterizaci okruhti s tfidovym ¢islem 2.

3.1 Tridové céislo 2

Nasim prvnim cilem je znéni a dikaz nésledujiciho lemmatu, které bude kli-
c¢ové ve vysledné charakterizaci okruhii s tifidovym ¢islem 2. Postupné z néj od-

3

vodime spoustu dalsich tvrzeni. V celé této sekci Cerpame z [2].

Lemma 22. Nechtn € N a x je nenulovy neinvertibilni prvek okruhu Ok . Navic
at (z) = py - pn je rozklad hlavniho idedlu (x) na prvoidedly (dle zdkladni véty
teorie idedli[3), tj. p1, ..., p, jsou prooidedly v O. Pak plati:

1T [p] = 1.

2. Prvek x je ireducibilni v Ok prave tehdy, kdyz T17_,[p:] = 1 a pro kaZdou
neprazdnou podmnozinu S C {1,...,n} plati [T;cs[pi] # 1.

Diikaz. 1. Plyne z definice tfidové grupy, kde hlavni idealy tvori jednotku.
2. = Pro spor necht existuje neprazdnd S C {1, ...,n} takova, ze [[;cs[p:] = 1,
ozna¢me potom S’ = {1,...,n}\ S. Potom plati:
[Tl = IIp:] = 1.
i€s ies’
7 toho plyne existence neinvertibilnich prvki y, z € R takovych, ze
i€s ies’
jelikoz jednotkou v tiidové grupé jsou pravé hlavni idealy. Takze existuje inverti-
bilni prvek u € O takovy, Ze plati x = uyz, coz je spor s ireducibilitou x.
< Pro spor predpokladejme, ze x = yz, kde y, z € Ok nejsou invertibilni. Ze
zékladni véty teorie idedln [3| v Ok existuji neprazdné S, S C {1,...,n} takové,

(y) = sz‘, (2) = H Pi,

€S €S’

z ¢ehoz [es[p:] = 1, coz je spor. O

Pro formulaci tvrzeni o ireducibilnich prvcich v obecnych ¢iselnych okruzich
se nejprve seznamime s nasledujici definici.

Definice 23. At p € Z(Og). Rad prvku [p] v tifdové grupé C(Og) budeme
znacit ord([p]). Plati ord([p]) = n € N, je-li n nejmensi mozné takové, ze plati
([p))™ = 1. To jest nejmensi takové, ze p" je rovno hlavnimu idedlu.

Tvrzeni 24. Necht p je nehlavni prvoidedl O, ord([p]) = n € N a af q je
prvoidedl z tridy [p]~'. Potom plati ndsledujici:

1.p" = (z) a x € Ok je v Ok ireducibilni;

2.p-q=(y) ay € Ok je v Ok ireducibilni.
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Diikaz. Kdyz se na souciny v 1. i 2. podivame jako na prvky tridové grupy, jejich
vysledek bude zfejmé jednotka, tj. pro samotné prvoidealy bude vysledek hlavni
idedl. Z lemmatu casti 2. vidime, ze jsou prvky z,y ireducibilni, ponévadz
soucin v tridové grupé je roven 1 (jak jsme jiz fekli), ale pro zddnou podmnozinu
roven 1 neni. O]

Aplikujeme-li tvrzeni na okruhy O spliujici |C(Ok)| = 2, za pomoci lem-
matu dostaneme plnou charakterizaci vSech ireducibilnich prvki v daném
okruhu.

Disledek 25. Necht |C(Ok)| = 2. Potom x je ireducibilni prvek v O pravée
tehdy, pokud plati pravé jedno z ndsledujiciho:

1. (x) = p, kde p je hlavni prvoidedl v Ok;

2. () =p-q, kde p,q jsou ne nutné rizné nehlavni prvoidedly v Ok .

Diikaz. = Necht x je ireducibilni v Of. Dle zakladni véty teorie idedl |3] existuji
P1, ..., pn € Z(Ok),n € N, takové, Ze (x) = py - - - p,,. Potom dle lemmatu 22] ¢4sti
2. je [T [p;] = 1, ale pro zaddnou podmnozinu {1,...,n} rovno 1 neni. Protoze
je tridové ¢islo O rovno 2, tridova grupa je izomorfni grupé o dvou prvcich,
grupé Z/QZ. Abychom dostali v tridové grupé jednotku, mame na vybér pouze 2
moznosti. Bud vzit samotnou jednotku, tj. hlavni prvoideal, z ¢ehoz plyne ptipad
1. Nebo vzit druhy prvek, jenz je vlastni inverzi, a tudiz dostaneme dva nehlavni
prvoidedly, coz odpovida pripadu 2.

< Oboji plyne primo z tvrzeni [24] O

Nachazime se v pozici, kdy mtzeme poskytnout konkrétni informace i o ire-
ducibilnim rozkladu v Ok, je-li jeho tridové ¢islo 2.

Tvrzeni 26. Necht |C(Ok)| =2 a x € Ok nenulové neinvertibilni. Dle zdikladni
véty teorie idedli (véta[3) existuje posloupnost hlavnich prvoidedli {p;};_, a po-
sloupnost nehlavnich prvoideadli {qj};n:l v Ok spliujict (x) =p1-Pn-q1-* qm-
Potom plati nasledujici:

1. m je sudé;

2. kazdy ireducibilng rozklad prvku x md délku n + 5.

Dikaz. 1. Z dusledku [25] z 2. ¢asti vidime, ze pro dva nehlavni prvoideély q;, q;,
kde i,j € {1,...,m}, existuje y € Ok ireducibilni takové, Ze q;q; = (y). Nebot
na levé strané rovnosti mame hlavni idedl (x), na pravé strané bude také hlavni
ideal. Na to se nam vsSak musi vSechny nehlavni idedly sparovat predchazejicim
zpusobem, a tudiz m nemtize byt liché, ergo je sudé.

2. Hlavni ideél (x) je tvoren nasobky n hlavnich prvoideélu, ktery kazdy od-
povida jednomu ireducibilnimu prvku. Ireducibilni rozklad prvku x v Og proto
bude mit délku minimalné n. Dale m nehlavnich ideal sparujeme, jak bylo uka-
zano v 1., do % ireducibilnich prvki. Vysledny ireducibilni rozklad je délky préave
n+ 5. O]

Vsimneme si, ze pokud by prvek z byl ireducibilni, dle dasledku [25] by nastala
situace bud n = 1, nebo m = 2.

Pro pripad, Ze nehlavni prvoidedly v rozkladu (z) jsou navzdjem rizné, mi-
zeme jesté snadno dostat nasledujici tvrzeni. Tvrzeni lze dostat i pro pripad, ze
prvoidealy nejsou nutné rizné, avsak timto se kvili kombinatorické obtiznosti
nebudeme zabyvat.
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Tvrzeni 27. Necht |C(Ok)| = 2,2 € Ok je nenulové a neinvertibilni. At stejné
jako v predchozim turzeni {p;};_, je posloupnost hlavnich prvoidedli a {qj};ﬁ:l
je posloupnost po dvou riznych nehlavnich prvoidedli v Ok takovd, Ze plati
() =p1-Pn-q1- Q. Potom pocet ireducibilnich rozkladi prvku x v Ok je

(m—1)-(m—3)---3-1.

Diikaz. Vysledny pocet zavisi pouze na konstanté m. Konkrétné na tom, jakym
zpusobem dame m nehlavnich ideali do dvojic. Jelikoz kazdy hlavni prvoideal
automaticky urcuje pravé jeden ireducibilni prvek, nemame u nich moznost volby.
Pocet ireducibilnich rozkladi se d& prevést na tlohu, kolika zptisoby muzeme
usporadat m prvkia do dvojic bez opakovani a nezavisle na poradi dvojice.
Vypocet ukazeme induktivné. Pro m = 0 zfejmé existuje pouze jediny iredu-
cibilni rozklad sestavajici pouze z hlavnich prvoideali. Pro m = 2 uz sice iredu-
cibilni rozklad netvoti pouze hlavni prvoidealy, avsak stdle neni moznost vybéru
a nezbyva nez sparovat dva nehlavni providealy spolu. Pro m = 4 méme presné
(4—1) moznosti, s ¢im sparovat prvni nehlavni prvoidedl. Zbyla dvojice uz je jed-
noznacné urcena a vice moznosti neni, celkovy pocet je tedy 3. Pro m = 6 mame
(6 — 1) moznosti, s ¢im sparovat prvni nehlavni prvoideal. Pro zbylé 4 prvoideély
si vSimneme, ze to odpovida predchozimu pripadu pro m = 4. Tyto dvé volby na
sobé nezavisi a vice moznosti neni, pocet zptsobu sparovani je proto 5 -3 = 15.
Nyni pro libovolné m vzdy bude (m — 1) moznosti, s ¢im sparovat prvni prvoideal
a pro kazdy jednotlivy pripad bude situace odpovidat poc¢tu pripadi pro m — 2.
Dostavame tedy nasledujici vzorec pro pocet ireducibilnich rozklada prvku z:

(m—1)-(m—3)---3-1. O

3.2 Carlitzova véta

V navaznosti na predchozi sekci o tiidovém cisle 2 dokazeme Carlitzovu vétu.
Ta ndm dava uplnou charakterizaci okruhii s tridovym ¢islem nizsim nebo rovno
2. Nez prejdeme k samotné Carlitzové véte, v nasledujicim lemmatu se podivame,
jak muze situace vypadat v O, je-li jeho tridové ¢islo vétsi nez 2. Nasledujici
dvé tvrzeni jsou opét prevzata z [2].

Lemma 28. Necht |C(Ok)| > 2. Pak v Ok existuji ne nutné rozdilné ireducibilni
proky aq, as, as, B, By takové, Ze plati oy - s - ag = Py - Ba.

Diikaz. Cely dikaz si rozdélime na dvé ¢asti dle toho, jestli v C(Ok) existuji
neinvertibilni prvky radu vétsiho nez 2.

1. At v C(Ok) existuje prvek s takovy, ze ord(s) = n € N;n > 2. Zvolme
prvoidedly pi,po,ps3,ps € Z(Ok) takové, Ze jsou po fadé z t¥id s, s? s72 s L.
Pokud n = 3, nebo 4, volme tyto idedly navzajem rtzné. Prvky p,0,&,( € Ok
definované jako

(p) = p1pa,
() = pips,
(&) = pabs,
(¢) = papi,



jsou ireducibilni dle tvrzeni 24} Potom diky rovnosti ideal

(n3p3) (P2p3) = (P1p4)*(p2bs)

plati nasledujici rovnost:
o¢ = up*,

kde u je néjaky invertibilni prvek okruhu Ok, coz uz je vysledek, jejz jsme chtéli.

2. Tentokrat predpokladejme, ze vSechny neinvertibilni prvky grupy C(Ok)
jsou fadu 2. Zvolime ruzné tiidy nehlavnich ideédlu sy, sy € C(Ok), nacez ozna-
¢ime s3 = s1 + So. Plati, Ze sy, 89,53 € C(Ok) jsou ruzné prvky, vsechny radu
2. Vezméme jako v predchozim pripadé prvoidedly pi,p2, ps € Z(Ok) postupné
z tFid s1, S9, 83 a definujme prvky n1, 172,713, 0 € O nasledovné:

(7]1) = p%a
(772) = p;
(773) = pg?
(0) = p1paps.
Opét se jednd o ireducibilni prvky dle tvrzeni 24l Nyni plati pozadovand rovnost
0> = vmians,
kde v je néjaky invertibilni prvek okruhu Og. Tim je lemma dokazéano. O

Pred seznamenim s charakterizacni Carlitzovou vétou pripomene, ze okruh
je pologaussovsky pravé tehdy, kdy vsechny ireducibilni rozklady jednoho prvku
maji stejnou délku (definice [10]).

Véta 29 (Carlitzova véta). Ciselng okruh O md tridové cislo nejvijse 2 prdvé
tehdy, kdyz je Ok pologaussovsky obor.

Diikaz. = At © € Ok nenulové neinvertibilni. Dle zakladni véty teorie idedalii
existuji hlavni prvoidedly pi,...,p, a nehlavni prvoidedly qq,...,qm,n,m € N
takové, ze plati () =p1 -+ Pn - q1- - qm. Protoze |C(Ok)| = 2 z predpokladu, je
pouze jedna tiida nehlavnich idedll. Z tvrzeni|26]je m sudé a vSechny ireducibilni
rozklady = maji délku n + %, ergo Ok je pologaussovsky.

< Je-li Ok pologaussovsky, vsechny ireducibilni rozklady maji stejnou délku.
Z rovnosti v lemmatu 28| vidime, ze tiidové ¢islo Ok je nejvyse 2. O]

3.3 Tridové cislo 3

Zkusime nékteré vysledky z predchozi sekce o tiidovém ¢isle 2 zobecnit pro
okruh O s tiidovym ¢islem 3.

Je-li tridové cislo Ok rovno 3, t¥idova grupa C(Of) je izomorfni grupé se
tfemi prvky. Existuje vsak pouze jedina grupa o trech prvcich, a to aditivni grupa
Z/3z. Z tohoto izomorfismu dostdvame, ze v C(Of) existuji 2 navzdjem ruzné
tridy nehlavnich idedli, jejichz fad v této grupé je 3. Pouzijeme-li tvrzeni
na okruhy s tfidovym ¢islem 3, jako jsme to predtim udélali s tfidovym éislem
2, dostaneme obdobu disledku o tom, jakych forem mohou byt ireducibilni
prvky v Ok.
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Dusledek 30. Necht |C(Ok)| = 3. Prvek x je ireducibilni v Ok pravé tehdy,
kdyz plati prdvée jedno z ndsledujiciho:

1. () = p, kde p je hlavni prvoidedl v Ok;

2. (x) =p-q-v, kde p,q,t jsou ne nutné rizné nehlavni prvoidedly ze stejné
tridy nehlavnich idedli v C'(Ok);

3. (z) = p-q, kde p,q jsou rizné nehlavni prvoidedly a kazdy je z jiné tridy
nehlavnich idedli v C(Ok), to jest idedl q je z tiidy [p] .

Diikaz. = Necht z je ireducibilni v O. Dle zakladni véty teorie idedlt [3] exis-
tuji p1, ..., 00 € Z(Ok),n € N, takové, Ze () = py - p,. Dle lemmatu [22] ¢ésti
2. je TTi-,[p:] = 1, ale pro zadnou podmnozinu {1,...,n} rovno 1 neni. T¥idové
¢islo O je rovno 3, tudiz tiidova grupa C(Ok) je izomorfni aditivni grupé Z/gz.
Zpusoby, jak dostat v této grupé jednotku, jsou praveé tri. Budto rovnou vezmeme
jednotku, tj. hlavni prvoideal v Ok, coz odpovida nasemu pripadu 1. Nebo vez-
meme jeden ze zbyvajicich dvou prvki, ktery ma rad roven 3, tedy dostaneme 3
nehlavni prvoidedly ze stejné tiidy, coz odpovida pripadu 2. Posledni moznost je
vzit oba prvky rizné od jednotky, jez jsou si navzajem inverzni. Z toho dostanu
dva nehlavni prvoidedly, kazdy z jiné tridy, coz odpovida pripadu 3.

< VSechny 3 piipady plynou piimo z tvrzeni [24] O

Nasim cilem je dostat obdobu tvrzeni 20| pro ¢iselny okruh s tfidovym ¢islem
3. Méjme Ok takovy, ze |C(Ok)| = 3. V C(Ok) jsou 3 tiidy idealu. Jedna trida
obsahuje vSechny hlavni idealy, druha je tfida nehlavnich idealii, oznacme si ji
T. Tteti tifda odpovida tiidé inverzni k T', ozna¢ime ji T~!. Zvolme posloupnost
hlavnich prvoidedli {p;};_, v Ok. Déle zvolme posloupnost nehlavnich prvoidedli
{qj}?:1 z tHdy T, a konecné posloupnost nehlavnich prvoideala {tl}le z tidy
T-! tak, aby existovalo x € O spliujici

(x):plpnqlqmtltk

Nebot je na levé strané rovnice hlavni idedl, souc¢in na pravé strané musi dat
hlavni ideal.

Necht x ma nasledujici ireducibilni rozklad: x = x1 - - - x4, s € N. Poté trivialné
plati také (z) = (x1)---(xs). Z disledku [30] vidime, ze pro ireducibilni prvek

x; i € {1,..., s}, musi platit pravé jedno z nasledujiciho:
pj
(z;) = 51952955
Ui Bia Uy
Q54 Cha>

kde b € {pi}?:la Qjry -5 js € {qj};‘n:ptju Sty € {tl}le'

Tedy z jednotlivych nehlavnich idealtt miuzeme udélat idedl hlavni a tim ziskat
ireducibilni prvek pravé jednim ze dvou zptusobt. Budto vynasobime t¥i prvoidealy
ze stejné tridy, pricemz je jedno, zda jsou idealy rtizné ¢i nikoli, nebo vynasobime
jeden prvoidedl z tiidy T s prvoidedlem z t¥idy T~!. Pfi tvoieni ireducibilniho
rozkladu oznacme jako t pocet hlavnich idedlti vzniklych vynasobenim dvojice
idedlt z tifidy T'a T~!, coz odpovida dle diisledku 30| zptisobu 3. Koneéné mtiZzeme
formulovat nasledujici tvrzeni.
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(Ok)| = 3,2 € Ok nenulové neinvertibilni a jak bylo
popsano vyse, (x) = Pr--Pp-qr  qm - C1 T @ T = x1...Ts je ireducibilni
rozklad prvku x. Bud t jako vyse pocet x; v ireducibilnim rozkladu x takovych, Ze
magi rozklad typu 3. z disledku[30. Pak plati ndsledujici:

I.m=k=t (mod3);

_ —t | k-t
Q.S—n—I—t—i—mT 5 -

Diikaz. 1. Kdyby m # k  (mod 3), pak bez jmy na obecnosti m Z 0 (mod 3).
V tomto pripadé musime néjaky hlavni idedl vytvorit pomoci druhého zptisobu
uvedeného pred tvrzenim, to jest vzit dvojici idedld z T a T~!. Opakovinim
tohoto zptisobu bude m neustale rizné od k, a zaroven alespon jedno z nich rtizné
od 3, abychom vytvotili hlavni ideal prvnim zptisobem, to jest vynasobenim tii
nehlavnich ideala ze stejné tiidy. Nebude proto mozné dostat na pravé strané
hlavni ideal.

Podobna myslenka se pouzije pro dikaz toho, ze m =t (mod 3). V pripadé,
ze m# 0 (mod3), musime vytvorit minimélné 1 nebo 2 dvojice nehlavnich ide-
alu z ruznych tiid pro dostani hlavniho idealu, a to pravé v zavislosti na kongru-
enci m modulo 3. Potom nehledé na to, kolik dvojic mame vytvorenych, musime
budto vytvorit dalsi 3, nebo zddnou, abychom zbyvajici nehlavni idedly v tridé
mohli rozdélit do trojic. Volime tedy ¢ libovolné jako nasobky 3 plus zbytek m po
vydéleni 3.

2. Neni tézké dokézat. Z kazdého hlavniho idedlu p; udélame pravé jeden
ireducibilni prvek dle dtsledku [30] a hlavnich idedla je n. Dale dostaneme prvek
x v zavislosti na tom, kolik udéldme ireducibilnich prvkia z dvojic, to jest dvou
nehlavnich idedlt riznych tiid a pocet téchto dvojic jsme si oznacili £. Nakonec
nam zbude pravé m —t prvoideali v ttidé T', které musime rozdélit do trojic, tedy
nam vznikne prave mT_t ireducibilnich prvki. Uplné stejnym zptisobem dostaneme
% ireducibilnich prvkd z prvoidedlt v T~!. Celkem je tedy délka rozkladu

gt kot 0
n —_— —.
3 3
Opét pro pripad, ze nehlavni prvoidedly v rozkladu (x) jsou navzdjem ruzné,
spocCteme pocet ireducibilnich rozklada prvku x. Stejné jako v pripadé s tiido-
vym ¢islem 2 nebudeme dopocitavat, kolik existuje rozkladi, pokud se prvoidealy
opakuji.

Tvrzeni 32. Necht |C(Ok)| = 3,2 € Ok nenulové neinvertibilni a (xr) =
PLePn g1 Qm -t -t jako v predchozim turzend, kde navic vsechny prvo-
idedly z {qj} a {v};_, jsou navzdjem rizné. Potom v zdvislosti na t, defino-
vaném vyse ]ako pocet ireducibilnich proki vzniklych dle 3. z disledku[30, je pocet
ireducibilnich rozkladid prvku x roven

)L

Diikaz. Nejprve si pro m = 0 (mod 3) spocteme, kolika zptsoby muzeme m
prvkil rozdélit do trojic. Pritom pouzijeme podobnou myslenku jako v dikazu
tvrzeni 27 Pro m = 0,3 je zfejmé pocet zpusobu 1. Pro m = 6 si vezmeme
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trojici, kterd bude obsahovat prvni prvek m (kde jako prvni prvek fixujeme libo-
volny prvek), a dostaneme (g) moznosti, jak k prvnimu prvku pridat do trojice
zbylé dva prvky, aniz by se opakovaly. Druha trojice je ur¢ena jednoznacné, takze
vice moznosti neni. Pro m = 9 si opét vezmeme prvni prvek m a tentokrat je
(2) moznosti, jak k nému do trojice vybrat zbylé dva prvky. Pro kazdy pripad
potiebujeme z Sestice prvka udélat 2 trojice, coz uz je stejny pripad jako m = 6.
Celkove tedy vzdy pro m prvki si libovolné zvolime jeden prvek, poté bude (m 1)
zpusobt, jak z néj udélat trojici, nacez vzdy dostaneme znamy pripad, jen pro

m — 3. Celkem je pocet zptsobu, jak rozdélit m prvka do trojic roven

()26 G)-n ()

Ted se pojdme podivat, jak mtzeme dostat rizné ireducibilni rozklady prvku
x. Vzdy nejprve urc¢ime pocet t, kolik nehlavnich prvoidedltt budeme spojovat
do dvojic. t mize nabyvat hodnot od 0 az do min{m,k}, v pripadé, ze m =
0 (mod3), mize byt t rovno 0, pokud ne, jsme nuceni alespon jednu dvojici
vytvorit. Zpusobi, jak vybrat prvky z {qj};n:l a {tl}le prvoidedly, které budou
: l;) Potom moznosti, jak sparovat prvky dvou
t-prvkovych mnozin, je prave t!. Staci prvky jedné mnoziny libovolné pevné uspo-
radat, v druhé mnoziné pak méame ¢! moznosti, jak usporadat druhou mnozinu,
nacez uz jen prvky poskladame dohromady, a to prvni s prvnim, druhy s druhym,
atd.
Na konec po vytvoteni ¢ dvojic zbude m—t a k—t nehlavnich prvoidedli, které
chceme rozdélit do trojic. To uz jsme si spocetli vyse. Dame-li vSe dohromady,
dostaneme pozadovany vysledek, a totiz, ze pocet ireducibilnich rozklada prvku

x je:
()0 a) :

Toto tvrzeni lze alespon trochu zobecnit do néasledujiciho disledku.

tvorit ony dvojice, je presné (m)

Dusledek 33. Necht jako v predchozim tuvrzeni |C(Ok)| = 3,2 € Ok nenu-
lové neinvertibilni, (x) = Pp1-+ Pn - q1-* qm - t1 -, kde vSechny prvoidedly
z {qj};"zl, {‘cl}f:1 jsou navzdjem rizné, a t znaci jako vyse pocet ireducibilnich
proku vzniklych vzetim dvou nehlavnich prvoidedli z dvou rizngch trid. Potom
pocet ireducibilnich rozkladi prvku x je:

W E OO TR

t=m (mod 3)

kde scitame pres kazZdé treti t pocinaje t = mmod3 (tj. zbytkem m po vydéleni
3), aZ po t = min{m, k}.

Diikaz. Plyne z predchoziho tvrzeni [32] Stacéi pouze secist pocet ireducibilnich
rozklad prvku x v zavislosti na ¢ pfes vSechna mozna ¢, jakd miizeme dostat.
Z tvrzeni 31} ¢asti 1. vime, ze m =t (mod 3) a také to, ze pokud nejsou obé
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kongruentni 0, jsme nuceni alespon néjakou dvojici tvorit. Budeme vsechny ire-
ducibilni rozklady s¢itat pres ¢, po¢inaje t = mmod 3 (tj. zbytkem m po vydéleni
3), coz je minimélni pocet vytvorenych dvojic. Budeme séitat kazdé treti ¢, aby
byla splnéna podminka kongruence s m modulo 3. Nejvyssi pocet moznych vytvo-
renych dvojic je pravé min{m, k}, coz odpovida tomu, Ze jsme vSechny nehlavni
idealy z mensi ttidy rozdélili do dvojic s idedly ve druhé tiideé. O]
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4. Okruh Q[\/ —23]

Na zavér celé prace ukazeme priklad okruhu s tfidovym cislem 3, rozkladu
hlavniho idealu na prvoidealy a ziskdvani ireducibilnich rozkladii.

Dokézat o okruhu, jaké je jeho t¥idové ¢islo, neni vibec trividlni (ani za
pouziti Carlitzovy véty), nebudeme se tim proto zabyvat. Z [6] vyuzijeme, Ze
‘C(Q [\/—23D‘ = 3 a polozime K = Q[\/—QB}. Nebot —23 =1 (mod4), z tvr-
zeni | je O = Z{HT\/T%] Jak jsme poznamenali dtive, je i tfidové ¢islo tohoto

okruhu 3. Pojdme se v této kapitole podivat, jak vypada tridova grupa Z [Hi {23]

a pojdme najit vSechny ireducibilni rozklady prvku 126 v tomto okruhu.

Ozna¢me w = @ Libovolny prvek okruhu Z[w] je tvaru § + %\/ —23 pro
a,b € Z, splijici @ = b (mod2). V sekei [1.2] jsme si spocetli, jakého tvaru je
norma v kvadratickych rozsitenich. Norma libovolného prvku je % + 23%, coz je
dokonce prirozené ¢islo a pro nulovy prvek 0. Dle lemmatu o vlastnostech normy
¢asti 3. totiz vime, Ze norma v libovolném ¢iselném okruhu Ok je celé ¢islo.

K hledéni ireducibilnich rozkladi v ¢iselném okruhu budeme pottebovat [5]
véta 4.20 a 4.21]. Bez téchto vét by se rozklad hledal velmi tézko. Ponévadz véty
potiebujeme pouze pro tuto kapitolu a budeme hledat ireducibilni rozklad pouze

v konkrétnim okruhu Z[w], upravime si ony dvé véty do jedné nasledujici.

Véta 34. Necht D je nectvercové cislo, K = @{\/ﬁ} je ciselné téleso a Og =

Z[t], kde T = %. Potom T md minimdini polynom tvaru f(z) = 2* —z + =2,
Je-li p € Z prvocislo, rozklad (p) na prvoidedly je ndsledujici:

1. (p) je sam o sobé prvoidedl s normou p*, pokud f(x) je ireducibilni modulo
p;

2. (p)=(p,7 = )p,7 = d) anavic N((p,7 — ¢)) = N((p,7 — d)) = p, pokud
flz)=(z—c)(x —d) (modp).

Aplikujeme-li vétu rovnou na ¢iselny okruh Z[w|, dostaneme minimalni poly-

nom g, (z) = x? — x + 6. Postupné ukdZeme ireducibilni rozklady prvka 6 a 18,
nez dojdeme k rozkladu 126.

4.1 Ireducibilita c¢isel 2, 3 a 7

Nejprve potrebujeme najit néjaké ireducibilni prvky v Z[w]. Dokézeme, ze 2,
31 7 jsou ireducibilni, a najdeme rozklad na prvoidealy hlavnich idedlti z nich
vytvorenych.

Lemma 35. V ¢iselném okruhu Z|w)] je ¢islo 3 ireducibilni. Hlavni idedl (3) nend
prvoidedl a jeho rozklad na prvoidedly je nasledujici:

(3) = (3,w)(3,w — 1).

Diikaz. Sporem at 3 neni ireducibilni. Potom existuji neinvertibilni 11, 1y € Z|w]
takové, ze 11y = 3. Spocteme, ze N(3) = 9 = 3 - 3. Diky multiplikativité
normy pak N (¢1102) = N(3) = 9, a jelikoz vime, Ze norma vSech prvki v Z[w]
je prirozené ¢islo (nebo 0), nutné N (1) = N (1) = 3. Prvky 1,12 nejsou
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invertibilni, jejich norma je vétsi nez 1, takze existuje prvek normy 3. Je tvaru
5+ %\/—23 a jeho norma spliiuje:

a? b?

— +923- =3:
1 T ’
a’ + 23b% = 12.

Je vidét, ze rovnice nema Teseni v celych cislech, jelikoz by muselo platit b = 0
a 12 neni ¢tverec, a tudiz prvek normy 3 neexistuje, coz je spor. Dokazali jsme,
7e 3 je ireducibilnf v 2|12

Jelikoz g,(z) = 2> —z = z(z — 1) (mod3), z véty [34] vidime, Ze (3) neni
prvoidedl v Z[w] a rozklad na prvoidedly je néasledujici:

(3) = (3,w)(3,w — 1). O

Lemma 36. V ciselném okruhu Z|w] je ¢islo 2 ireducibilni. Hlavni idedl (2) nend
prvoidedl a jeho rozklad na prvoidedly je nasledujici:

(2) = (2,w)(2,w —1).

Diikaz. Stejné jako v predchozim lemmatu staci ukazat, ze v Z]w| neexistuje prvek
normy 2. Kdyby existoval, pak by délitel ¢isla 2 musel mit normu 2, ponévadz
N(2) = 2-2. Pfedpoklddejme tedy, Ze norma prvku % + 21/=23 je 2. Potom musf
mit rovnice

a*+230* =2-4=38

reseni v celych ¢islech, coz vidime, Zze nema (muselo by platit b = 0 a 8 neni
¢tverec).

Pro druhou ¢ast tvrzeni opét vyuzijeme vétu . ProtoZe g,(r) = 2? —x =
z(z — 1), poté stejné jako v predchozim lemmatu (2) = (2,w)(2,w — 1) je rozklad
na prvoidealy. O]

Vime, 7Ze (3,w), (3,w—1), (2,w), (2,w — 1) jsou prvoidedly a vidime, Ze nejsou
hlavni. Cisla 2 a 3 jsou ireducibilni prvky, jez vznikly dle diisledku[30|3. zptisobem.
Prvoidedly tedy museji po dvojicich byt z inverznich tiid ideald v tiidové grupé
Ogk. Oznac¢me si t¥idu, jejimz prvkem je idedl (3,w), jako T". Potom nutné (3,w —
1) lezi v inverzni t¥idé T—!. Zbyva urcit, ve kterych t¥idach lez zbyvajici dva
prvoidealy.

Lemma 37. Necht Ox = Z|w]. Prvoidedly (3,w), (2,w — 1) lezi ve stejné tridée
idedli tridové grupy C(Ok), oznacme onu tridu T. Prvoidedly (2,w), (3,w — 1)
jsou oba prvky tridy T—!.

Diikaz. Zkusme vynésobit (3,w)(2,w). Pokud vysledkem bude hlavni idedl, z du-
sledku [30] bude (2,w) € T
(3,w)(2,w) = (6, 3w, 2w, w?) = (6,w,w?) = (6,w),

kde druhd rovnost plati, nebot 3w — 2w = w, tfeti rovnost je zfejma.
Plati
N((6,w)) =N((2,w)) - N((3,w)) =2-3 =6,
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kde hodnoty norem idedlt (2,w) a (3,w) zndme z véty 34l Spo¢teme normu w:

1+\/—23>_1+23_24_6
2 - I .

NM:N( 474 T4

Ziejmé w € (6,w), coz implikuje (w) C (6,w). Jelikoz maji stejné normy (norma
prvku je stejnd jako norma hlavniho idedlu onim prvkem generovanym), museji
se rovnat. Spocetli jsme, ze (2,w)(3,w) = (w), totiz hlavni idedl, z ¢ehoz plyne,
e (2w)eT ' a(2,w—1)€eT. O

Zbyva ukazat ireducibilitu ¢isla 7.

Lemma 38. V ciselném okruhu Z|w] je ¢islo 7 ireducibilni a hlavni idedl (7) je
prvoidedl.

Diikaz. Aplikujeme vétu a podivame se na polynom g, (z) jakozto na prvek

okruhu Z/7Z [z]. Pokud by nebyl ireducibilni, platila by rovnost 2z — z + 6 =

(x —a)(z —b),a,b € Z/7z. Potom by ¢isla a i b byla kofeny polynomu g, (x).

Dosazenim vsech prvki télesa Z/ 77, Zjistime, Ze polynom nema zadny koren, tudiz
mus{ byt ireducibilni. Idedl (7) je proto dle zminované véty prvoideal v Z[w].

Jelikoz je (7) hlavni prvoideal, z dusledku [30| plyne, Ze 7 je ireducibilni prvek.

O

Pro shrnuti jsme nabyli védomosti, Ze ¢isla 2, 3 a 7 jsou ireducibilni v Z{w], (7)
je hlavni prvoidedl, (3,w), (2,w — 1) jsou nehlavni prvoidedly z tiidy T a (3,w —
1),(2,w) jsou prvky tifdy 71

4.2 Ireducibilni rozklad c¢isla 6

Uz se muzeme podivat na ireducibilni rozklad ¢isla 6.

Tvrzeni 39. V ¢iselném okruhu Z[w| md ¢islo 6 pravé dva ndsledujict ireducibilnd

rozklady:
g  LHVE23 1- Vo3
—92.3= . : , .
Diikaz. V 7 je 6 = 2-3, stejna rovnost platiipro hlavni ideély, to jest (6) = (2)-(3).
Diky lemmattm [35] a [36] vime, Ze 2 i 3 jsou ireducibilni v Z[w] a zndme rozklad
na prvoidedly piislusnych hlavnich idedla (2) a (3). Tudiz muzeme psét:

(6) = (2,&))(2,&) - 1)(37w)(37w - 1)7

kde (3,w), (2,w — 1) jsou nehlavni prvoidedly z t¥idy 7" a (2,w), (3,w — 1) jsou
nehlavni prvoideély z t¥idy 7! (lemma . Protoze mame pouze 2 nehlavni
prvoidealy z jedné ttidy, ireducibilni rozklad nebude prilis zajimavy. Z disledku
vidime, Ze jediny zptusob, jak ziskat ireducibilni rozklad, je vyndsobeni dvou
nehlavnich prvoideéli z jinych t¥id. Cislo 6 lze tedy v Z[w] rozlozit pravé dvéma
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zpusoby na ireducibilni prvocinitele, které budou odpovidat nasledujicim dvéma
moznostem:

(6) = ((2w)(2w-1)) - (B.w)B.w-1));
(6) = (2,)(3,w)) - (2w = 1)(B,w—1)).

Vsimnéme si, ze tyto hodnoty uz zname. Souciny z prvni moznosti jsou rozklady
na prvoidedly postupné (2) a (3), proto prvni z moznosti odpovida ireducibilnimu
rozkladu 6 = 2 - 3. Z dikazu lemmatu [37] mame (3,w)(2,w) = (w), takze druhy
¢initel z rozkladu 6 odpovidd vyrazu g, coz uz neni tézké dopocist. Ireducibilni
1+\éf23 . 17\27723' ]

rozklad z druhé moznosti tedy odpovidé rozkladu 6 =

Pro tento ptipad miizeme pocet ireducibilnich rozklad zkontrolovat s diisled-
kem jelikoz vSechny prvoidedly v rozkladu (6) jsou navzajem rizné. Dosazenim
do vzorce, kde v nasem ptipadé n = 0,m = k = 2, dostaneme vypocet:

GRS ) ) -

coz odpovida poctu rozkladi, jez jsme spocetli.

4.3 Ireducibilni rozklad cisla 18

V této sekei spocteme ireducibilni rozklady ¢isla 18 v Z[w]. Tam uz nastane
zajimavéjsi situace.

Tvrzeni 40. V ciselném okruhu Zlw| md cislo 18 prdve nasledujici ireducibilnd
rozklady:

18=<;+\/?><_7 \/__23>:3<1+\2/__%><1_\2/__%>:3-3-2.

2 2

Diikaz. Nejprve pisSme 18 = 3 - 3 - 2, prevedeno do Teci hlavnich idealt pak
(18) = (3)(3)(2) = (3aw)(37w - 1)(3aw)(37w - 1)(27("})(27("} - 1)7

kde (3,w), (2,w — 1) jsou prvoidedly v T a(2,w), (3,w — 1) jsou prvoidealy v T,
dle lemmat ze sekce Protoze mame pravé 3 nehlavni prvoidedly z kazdé tridy,
pocet t ireducibilnich prvki v rozkladu 18 vzniklych vynasobenim dvou idedlt
z t¥id T,T~! bude dle tvrzeni 31| roven budto 0, nebo 3. P¥ipady si rozebereme
zv1ast.

t = 0: V tomto ptipadé mame pouze jednu moznost, jak vytvorit ireducibilni
rozklad, a to vyndsobit vSechny 3 prvoidedly z T a zvlast z T!. Ireducibilni
rozklad odpovida nasledujicimu rozkladu na prvoidealy:

(18) = (3.w?2.w 1)) - (2,w)B,w — 1)?).

To je dle lemmatu {41 rovno 18 = (% + @) (_77 + @)
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t = 3: Toto je zajimavéjsi pripad, nebot je potfeba vytvorit ireducibilni prvky
z dvou prvoidealt riznych tfid. Protoze prvoideal neni prilis a navic jsou néjaké
stejné, dostaneme jen 2 moznosti na ireducibilni rozklad odpovidajici nasledujicim
soucintim:

(18) = ((3,w)(2,w)) - (B,w)B,w = 1)) - (2w = 1)(B,w —1));
(18) = (B.w)Bw—-1) - (2w)(2w-1).

Tyto souciny uz zndme z tvrzeni [39| o ireducibilnim rozkladu ¢isla 6. Odpovidaji
po Tadeé rozkladtm:

18:3<1+\2/__23><1_\/__23>:3-3-2.

[l
2

Lemma 41. V diselném okruhu Z[w] plati nasledujici rovnost idedli:

18) = (Berw - 1) (2w6e-17) = (352 ) (T +Y52).

Diikaz. Misto samotného nasobeni nehlavnich idealii na levé strané, které je slo-
zité, opét vyuzijeme normy. Z multiplikativity normy a za vyuziti véty [34] diky
které zname normu vsech nehlavnich prvoideali ze znéni lemmatu, spocteme

N((Bw?2w-1)) =N((2w)B,w-1)?)) =3-3-2=18,

Déle vyuzijeme znalosti, Ze vysledek bude soucin dvou hlavnich idedld (tvrzeni
B0), jelikoz vSechny tii nehlavn{ prvoidedly v obou zévorkdch jsou ve stejnych
tiidach dle lemmatu 37} Navic budou také normy 18. Stac¢i ndm proto zjistit, jaka
¢isla normy 18 v Z[w] existuji. Vezméme si obecny prvek tvaru +21/-23,a,b € Z
a fesme nasledujici rovnici:

a2 2

— 4+ 23— =18;
4+ 4 ’

a® +23b° = 72.
Pro b = 0 rovnice nemé teseni, ponévadz 72 neni ¢tverec. Pro b = 1 dostaneme:
a?+23="72;
a® = 49;
a = *+7.
Pro b > 1 uz rovnice zfejmé nemé feseni.
Zjistujeme, ze prvky normy 18 jsou v Z[w| pravé dva (az na vyndsobeni
invertibilnimi prvky, tj. -1), a to prvky % 4 Y228 T —V;% Neni tézké oveé-

2 2
rit, ze jedind moznost, jak z téchto dvou d¢isel dostat rozklad (18), je pravé
(18) = (§+432) (5 +32). A

Timto je dikaz véty [40| o ireducibilnich rozkladech 18 kompletni. Pozname-
nejme, ze sice nevime, jaky z ireducibilnich prvkt odpovida jakému ze soucint
nehlavnich prvoideali. To nam ale nevadi, vyuzili jsme pouze znalost toho, ze
vysledkem bude hlavni idedl normy 18, a z toho uz jsme onen ireducibilni rozklad
zvladli najit. Vic to pro nas uz neni dilezité.

Déle poznamenejme, zZe jsme nasli rozklady 18 rtiznych délek. Jasné proto
vidime, 7ze Z[w] opravdu neni pologaussovsky, a tudiz jeho tridové ¢islo je vétsi
nez 2.
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4.4 Ireducibilni rozklad ¢isla 126

Méame ireducibilni rozklad ¢isla 18, v rozkladu na prvoidedly (18) se vsak
nevyskytuje zadny hlavni prvoideal. Zkusime najit takové ¢islo, jimz generovany
hlavni idedl bude obsahovat providealy ze vsSech tii tiid idealt tridové grupy
C(Z|w]). Diky lemmatu |38 vime, ze (7) je hlavni prvoidedl a 7 je ireducibilni
prvek. Protoze 126 = 18 - 7, muzeme uz pomeérné snadno dostat ireducibilni
rozklad 126.

Tvrzeni 42. V ciselném okruhu Zlw| maji hlavni idedl (126) a cislo 126 ndsle-
dugici rozklad na prvoidedly a ireducibilni rozklad:

(126) = (T)(3)(3)(2) = (N3, w)(3,w = (B, w)(3,w = 1)(2,w)(2,w — 1);

) )L )-

2+ 2
=7-3-3-2.

Diikaz. Plyne z ireducibilniho rozkladu 18 (tvrzeni a lemmatu o ireducibilité

7 (lemma [38)). O

Vidime, ze pridanim libovolného nasobku c¢isla 7 se neméni pocet ireducibil-
nich rozkladt a pouze se pridavaji mocniny 7 do rozkladu. Tudiz uréit ireducibilni
rozklad neni viibec tézké a muzu si pridavat libovolny pocet téchto hlavnich ide-
alti. Takze uz dokazu snadno urcit nasledujici ireducibilni rozklady:

882—72<7 ‘/__23><_7 \/__23>:

2 2

2
1++/—-23 )
() () s
7 —23
43218 = 7* — ) =
387(+2)(2+2)
1+v=23\[1—-V—2
3( i 3)( 3):74-3-3 2:
2 2
7 23 7 —23
14823774 =T7"( = —+ =
7(2+ (742
1+\/ 23\ (1 —+v/—23 _7T.3.3.9
2 2
A dokonce obecné pro k € N:
7 =23\ [-7 —23
k.18 = 7k( L - _
7F.18 =17 5+ 5 T3
1+v=-23\[1-vV—-2
:7’“-3( +2 3)( 5 3):7’“-3.32.
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Z.aver

Prirozena otazka, ktera po precteni prace vyplyne, je, zda by se dalo v duchu
treti kapitoly pokracovat i v okruzich s vyssimi tiidovymi ¢isly. Uz pro tridové
¢islo rovno 4 by pravdépodobné nastala zajimava a komplikovanéjsi situace, je-
likoz grupy o 4 prvcich zname 2. Tridova grupa by tedy neméla jednoznacné
urcenou strukturu a byla by izomorfni bud Z/4z, nebo Z/QZ X Z/QZ. Charak-
terizacni véty by pak asi zavisely na tom, jakou podobu by tiidova grupa méla.
otazka, pro jaké grupy vibec existuje ¢iselny okruh O takovy, ze jeho tridova
grupa je izomorfni dané grupé. Ve své praci jsem se vénovala nejednoznacnym
ireducibilnim rozkladtum, k ¢emuz se hodila definice tridového ¢isla a prace s ide-
aly. Samotnd definice tiidové grupy byla spiSe pomocné pouze k dostani téchto
vét. Jisté by bylo také zajimavé se zamérit na to, co samotna tridova grupa a jeji
struktura tika o okruzich a jejich idealech.

Dale by slo dopoditat pocet ireducibilnich rozkladu z dusledku 25 a [33] Jsou
to zajimavé kombinatorické ulohy, které vsak pro mou praci nejsou zasadni. Proto
jsem se jimi kvili netrivialni kombinatorické strance nezabyvala.
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