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Uvod

Na zaciatok hned v prvej kapitole pripomenieme zakladné matematické me-
tody na popis kontinua. Co je to kontinuum? Ide o model latky pochadzajici
z klasickej fyziky, ked si predstavime, ze dana latka spojite Vypifla priestor. Spojite
je myslené v matematickom zmysle slova. Tento popis je ocividne zjednodusenie,
kedze vieme, ze latky si na najnizsej tirovni tvorené atémami, resp. molekulami,
ktoré st oddelené od seba ,,prazdnym“ priestorom. Samotné atomy tiez nie st vy-
plnené homogénnou hustotou, ale vacsina ich hmotnosti je stustredend v malom
jadre. V latkach moézu vznikat rozne trhliny a péry na skalach omnoho vécsich
ako st rozmery molekil. Dalej budeme zanedbavat znedistenie a rézne primesy,
ktoré si vSeobecne vzdy pritomné v kazdej latke. Ked to zhrnieme, tak kontinuum
mozeme spojite rozdelit na infinitezimalne elementy majice rovnaké vlastnosti
ako celok.

Tymto sa dostavame k pojmu ,infinitezimalne“, odkial je hned jasné, ze k po-
pisu kontinua budeme potrebovat zakladné poznatky z matematickej analyzy
a Lebesgueovho integralu. Prave integral je vhodny nastroj na popis fyzikal-
nych zakonov, kedze umoznuje narabanie s veli¢inami, ktorych hodnoty sa me-
nia v priestore, a na malych skalach sa da interpretovat ako priemerovanie. Na-
koniec tymto ukazeme, ze odvodené Navier-Stokesove rovnice prave v integral-
nej podobe (slabej formulacii) st prirodzenejsie ako je ich klasicka formulacia,
¢o je bodova rovnost veli¢in a ich derivacii. Fyzikalne bod v matematickom zmysle
ani nema vyznam, nakolko jeho definicia je v rozpore s kvantovou teériou. V na-
som pripade sa na malych skalach moézeme odvolavat na spominané priemero-
vanie. Poznamenajme, ze vSade pri nasSich tivahach budeme predpokladat mera-
telnost vSetkych mnozin a funkcii. Dalej tam, kde bude treba, predpokladdame
spojitost a rozumni hladkost, aby vsetko malo fyzikalny vyznam.

K formulovaniu rovnic vyuzijeme zakladné fyzikélne principy zname uz z kla-
sickej mechaniky. Konkrétne zakon zachovania hmoty, ¢o sa neda priamo odvodift,
ale tak myslime si, Ze celkovda hmota sa zachovava — nedd sa vyrobif z ni¢oho,
ani zni¢it. Bolo by predsa divné, ak by sme si nieco odlozili do trezoru a ono to od-
tial zmizlo bez toho, aby to preslo cez povrch trezora. Takisto by bolo divné,
ak po nejakom case, by toho bolo zrazu viacej, ¢o by sice niekto mohol hodnotit
pozitivne, ale zatial takéto javy pozorované neboli. Vyuzijeme aj zakon zacho-
vania hybnosti, resp. prvii vetu impulzovi (ide o zovseobecnenie druhého New-
tonovho pohybového zdkona), ¢o bude ten klticovy princip, z ktorého odvodime
Navier-Stokesove rovnice. Dalej uvidime, Ze zdkon zachovania momentu hybnosti,
resp. druha veta impulzova d& peknu vlastnost tenzoru napatia, ktory tiez odvo-
dime zo zdkladnych tvah (ide o objekt popisujici deforméciu kontinua).

Uz spominané Navier-Stokesove rovnice odvodime tak, ze do zdkonu zachova-
nia hybnosti dosadime tenzor napétia pre homogénnu nestlacitelnii Newtonovska
tekutinou. Homogenita znamend, ze v kazdom bode aj case ma rovnaku hus-
totu, resp. hustota je nezavisld konstanta (homogenita je teda silnejsi pojem
ako izotropia). Nestlacitelnost je vlastnost kvapalin — ide znova o idealizéciu,
kedze kazda latka je aspon trochu stlacitelna. Newtonovska tekutina je taka,
pre ktord je tenzor napatia linedrny. Ked odvodime vseobecny tenzor napétia
pre tekutinu, tak ho budeme linearizovat, resp. zanedbame vsetky nelinearne



cleny. Nakoniec sa pozrieme na rozne okrajové podmienky, ¢o sivisia so spra-
vanim sa tekutiny pri kontakte s pevnou hranicou a predstavime zndme pojmy
rieSeni s existenénymi vetami Navier-Stokesovych rovnic a vysvetlime jednotlivé
vztahy medzi tymito pojmami.



1. Popis kontinua

Na zaciatok pripomenme zakladné metédy popisu kontinua. Postupujeme rov-
nako, ako sa prednasa v klasickej fyzike (Feistauer] |1993), (Malek a Rajagopal,
2005, str. 19 az 23).

1.1 Zakladné definicie

Nech &3 je trojrozmerny Euklidovsky priestor. Oznaéme B vseobecné abs-
traktné teleso a nech xk: B — &2 je bijektivne zobrazenie. Konfigurdciou te-
lesa B nazveme r(B). Referencni konfiguraciu zavedieme ako kz(B) a konfigura-
ciu v case t € R ako xy(B).

Pohybom rozumieme zobrazenie ¥: kg(B) x R — r;(B) dané predpisom

7= (X,0), (1.1)

kde #, X € £3. Dalej predpokladajme, Ze existuje jednoznacné inverzia (11.1))

X =y (@ 1). (1.2)

Pri skiiman{ Tubovolnej vektorovej veli¢iny @ = ®(€, 1), £ € B mozeme jej zé-
vislost vyjadrit dvoma sposobmi
L(X,1), (1.3a)
e(Z,1). (1.3b)

T T)
I
=u >u

V mechanike kontinua sa vyjadrenie (1.3a]) nazyva Lagrangeov popis a vyjadre-
nie (1.3b]) ako Eulerov popis. O¢ividne prave vztahy (1.1 a (1.2) s kldc¢om k pre-

chodu medzi jednotlivymi popismi, nakolko plati
7= t) = 7e(UX,t),t) = 7(X,t) = 7, (X T 1), t) = Tu(T, 0).

Analogicka tvaha samozrejme plati aj pre Tubovolni skaldrnu, resp. tenzorovi
veli¢inu.
Rychlost ¥ definujeme ako

—

> ox
Up(X,t) := T (X t) = U(Z,t) = Tp(@,t) = v.(Y (Z,1),1). (1.4)
Zatial sme ni¢ nepovedali o hladkosti y, ale predpokladajme, zZe je dostatocne
hladké, aby vyraz (1.4) a dalSie operdcie s nim mali dobry (fyzikdlny) zmysel.
Nakoniec aj tak od konstrukcie pomocou ¥ odhliadneme a vSade budeme pracovat
iba s rychlostou 4.
Vratme sa este k vSeobecnej velicine 7 (moze byt aj skalarna, predpokladajme
jej hladkost) a odvodme tzv. materidlovi derivdciu
orr

%= L (N(X, 0,



= aﬁE 7 = (o—1/= (97?E .
= SL(E) + T (@0, ) S (1)
agtL@’t) - agf<f> t) +Up(Z,1) - grad 7p (7, t). (1.5)

Vyuzili sme vztahy (1.1), (1.2)), (1.4) a v druhom kroku sme pouzili retiazkové

pravidlo pre derivaciu zlozenej funkcie viacerych premennych.
Nakoniec zavedme deformacny gradient pomocou

F(X,t):= g)):;(f(,t). (1.6)

Podobne ako pri rychlosti predpokladajme hladkost ¥ a tiez nenulovost determi-
nantu F (v mechanike kontinua sa tiez nazyva axiom kontinuity).

1.2 Zakony zachovania

7 klasickej fyziky pozname tvrdenia, ktoré hovoria ako sa nejaké veliciny vyvi-
jaju v case a aké dalsie veli¢iny ich (ne)mo6zu ovplyvnit. Tieto tvrdenia sa sihrnne
nazyvaju zakony zachovania.

1.2.1 Nestlacditelnost

Definujme VPgr C kg(B): Py := X(Pr, t), potom nestlacitelnost mézeme vyja-
drif pomocou zachovania miery kazdej podmnoziny P; v kazdom case nasledovne

de = | dX = const., VPr C kg(B), Vt € R. (1.7)
Py Pr

Vztah sa da interpretovat takto: pod Pgr si napriklad predstavme balé-
nik naplneny vodou, ktory sa moéze v case rozne presuvaf, otacat a deformovat
do tvaru P;. Objem balénika vSak ostane rovnaky, nakolko je voda (skoro) nestla-
¢itelnd. V tedrii Lebesgueovho integralu sa miera balénika zachovava. Ked do (|1.7))
dosadime vetu o substitiicii integralu v £3 a vyuZzijeme , tak dostaneme

a_’ — —
/ de = [ det X (X,1)dxX = [ detF(X, 1) dX,
Pt = X(Pr;t) Pr 0X Pr
¢o plati VPgr C kr(B), Vt € R. Po porovnani s rovnostou (1.7) teda jedine

detF(X,t) = 1, VX € sp(B), Vt € R, (1.8)

¢o je vlastne geometrické vyjadrenie nestlacitelnosti, pretoze zobrazenie nemeni
objem préave vtedy, ked je jeho jacobidn (v absolitnej hodnote) rovny jedne;j.

Dalej chceme spoéitat ¢asovi derivaciu , k ¢omu pouzijeme jeden trik
z maticovej analyzy (Magnus a Neudecker} 2007} str. 202). Nech G a H st tenzory
rovnakych rozmerov ako F, potom

det(G) = det(F-F' - G) = det(F)det(F ' - G).



Spocitajme diferencial tohto vztahu v G = F aplikovany na H pomocou retiaz-
kového pravidla (oznac¢me diferencidl operatoru det ako Ddet)

Ddet(F)(H) = det(F) Ddet(F~' - F)(F~' - H) = det(F) Ddet(1)(K).  (1.9)
=K
Priamo z definicie derivacie v smere mame

Ddet(1)(K) = lim det(1 + eK) — det(1)  lim det(1 4 eK) — 1‘

e—0 € e—0 €

(1.10)

Rozpiseme si, ¢o vyraz det(1 + eK) znamend po zlozkéch v troch rozmeroch

1 00 K Ky Kis
det(l + EK) = det ( 0 1 0 + € K21 K22 K23 )
00 1 K31 Kz K

1+ ek eKio el
=det| €Ky 1+ €Ky  €Kog
€K31 6K32 1 + €K33

= (14 K ) (1+ €K ) (1 + eKi) + o(e?)
=1+ e(Kll + Ko + Kss) + o(€?)
det(1 + eK) = 1+ etr K + o(€?). (1.11)

Analogickd uvaha pre odvodenie (1.11)) funguje aj v Iubovolnej inej dimenzii.
Pri roznasobovani determinantu vzdy plati:

1. V determinante pokazdé dostaneme (po roznasobeni diagonaly) konstantny
¢len 1 v € pochadzajici zo stucinu jedniciek.

2. Do linedrneho ¢lenu v € k determinantu vzdy prispeje jedine diagonala,
pretoZe vSetky ostatné permutdcie budu aspon kvadratické v e, teda o(e?).

3. Linearne ¢leny v € dostaneme jedine zo sic¢inu ¢lenov e K;; so samymi jednic-
kami a kazdy clen e K;; pre Vi sa po roznasobeni diagonaly nachadza v sucte
prave jedenkrat.

4. Zo siactu vsetkych eK;; ¢lenov pre Vi dostaneme € tr K, presne podla (|1.11]).
Konecne dosadime ([1.11]) do (1.10) a dostaneme

1 K 2y -1
Ddet(1)(K) = lim -+ P K A+ o(€)

e—0 €

= ll_r% (trK + o(e)) =trK,
¢o po dosadeni do ([1.9) d4
Ddet(F)(H) = det(F) tr K = det(F) tr(F~" - H).

Stac¢i uz len zobrat H := 0F /0t a dostaneme identitu

0 B _, OF
adetF =det Ftr (F 875) )



Dosadenim (1.6 do predchédzajiceho vysledku dostaneme dolezity vztah
0 > 0 oX , =
~ detF(X,t) = = det —= (X, ¢t
5 det P(X. 1) = 20 det L(X, 0
= det a;ﬁ((x,t) tr ((’E) (R(X,1),1) - %(X,t))

:detFo?,z)tr( = (X‘(X,t),t)'qﬁ()?,t)>

= det F(X,t) tr <

— det F(X, t) tr | == (¥ 4@, 1), t
B0 G @00
= det F(X, t) tr grad 7(Z, t)

gtdet F(X,t) = det F(X, ) div (T, t). (1.12)

V tretom kroku sme pouzili zamennost druhych parcidlnych derivacii a inverziu
deformac¢ného gradientu, v piatom retiazkové pravidlo a nakoniec sme si uvedo-
mili, Ze stopa gradientu je divergencia.

Po dosadeni do dostaneme znamy vztah z klasickej tedrie popi-

sujuci bodovi nestlacitelnost
divi(Z,t) = 0, VZ € ki (B), Vt € R. (1.13)
Tento vztah v budtcnosti velakrat pouzijeme. Teraz sa pozrime z Eulerovho po-

hladu na fyzikalne zédkony zachovania hmoty, hybnosti a momentu hybnosti.

1.2.2 Zachovanie hmoty

Zakon zachovania hmoty moézeme vyjadrif tak, Ze hmotnost kazdej mno-
ziny mp, sa v ¢ase nemeni

et S
mp, = const. dtm'pt = d P, m =
d
e p(Z,t) dz =0, VP, C ke(B), Vt € R, (1.14)
Pt

kde p(Z,t) je hustota v priestore a Case, ktord sa moze menit v dosledku neho-
mogenity tekutiny, aj ked je nestlacitelna.

1.2.3 Zachovanie hybnosti

Prva veta impulzova, resp. zakon zachovania hybnosti pre mnozinu P; vyja-
druje celkovi casovi zmenu hybnosti g := mv tejto mnoziny v désledku pdso-
benia vyslednice vsetkych vonkajsich sil F celk Na tlito mnozinu, ktoré mozu byt
objemové F obj & plosné F plo

d

&ﬁ('])t) = ﬁcelk(Pt)



dt (P = Foy(P) + Fyu(P)

d
< d“z/dﬁ}, / APy
dt /7>t P bi op, P
d rs —
a Jo pv dr = Ptﬁf/dx + . T7 .7 dS, VP, C k(B), Vt € R, (1.15)
hustota hybnosti  hustota Fobj hustota ﬁplo

kde f(f, t) je hustota Specifickej objemovej sily a T(Z,t) je tenzor napétia. Pravi
stranu rovnice upravme pod jeden integral, pretoZe ju neskor budeme po-
trebovat. Pocitajme jej k-t zlozku (cez opakujice indexy sa scita) a pouzitim
Gauss-Ostrogradského vety na plosny integral cez OP; dostaneme

l/ of do + TT-ﬁdS] :/ pfkder/ Ty dS
Pt OPy Pt OP;

k

= /7% pfr do + /Pt o/ Ty, dx = /7% (pfk +31le>d5€- (1.16)

1.2.4 Zachovanie momentu hybnosti

Druha veta impulzova, resp. zadkon zachovania momentu hybnosti pre mno-
zinu P, vyjadruje celkovi ¢asovi zmenu momentu hybnosti L:=7x p=TXmi
tejto mnoziny v dosledku posobenia vyslednice vsetkych VOIlk&JSlCh momentov
sil Mcelk =IX Fcelk na tito mnozinu, ktoré mézu byt objemové MobJ =T X FobJ

a plosné My, == & X Fpio = Z x (TT - 5). Takze pre VP, C ry(B), Vt € R plati

d — —
&L(Pt) = Mcelk<Pt)
d -

&L(Pt) = MObj(Pt> + Mplo(Pt)

< dZ:/dMO- / Elva
dt/7>t P, b+ op, P

d o s Lz Lz
Fxdi= [ FxdPa+ [ 7xdFy
dt Jp, Py OP;
d — - — 7 — T =
— | Ixpide=[| ¥xpfde+ :EX(T -n)dS. (1.17)
dt Pt —— Pt ——— OPt | ,
hustota momentu hybnosti hustota ]\7[0bj hustota ]\7[p10

Analogicky ako predtym budeme chciet dat pravi stranu rovnice ([1.17)) pod jeden
integral. Rozpisme si ju po zlozkdch — pocitajme i-tu zlozku, Levi-Civitov tenzor
oznacme €;;, a pouzime Gauss-Ostrogradského vetu na plosny integral cez 0P,

1k L5 da:~|—/ sk M dS:/ ik d:L’—l—/ o\ €nziTy) dx.
/Ptﬁgk jpfk aptﬁjk i1 pt€]k ]Pfk o z(Egk 3 lk)

Teraz mozeme oba integrandy dat do jedného integralu

/Pt (ij%‘ﬂfk + €k (%‘ﬂk))dx = /79

t

(ij%‘ﬂfk + €ijk (51jle + %’@TUC)) da



Po preusporiadani ¢lenov v stcte dostavame

/73 (fizjkxj/)fk + €ijk (Tjk + wjaszk)> dz = /79 <€z‘jk$j (Pfk + (91Tuc> + Eijijk> dz.

V rovnovahe bez posobenia vonkajsich sil a teda aj ich momentov su pravé
strany zakonov zachovania hybnosti a momentu hybnosti identicky
nulové. Nakolko je P; Tubovolné, tak z vyplyva jedine, ze pfy + 01y, = 0
(predpokladdme rozumnu spojitost vsetkych vyrazov, aby mali dobry fyzikalny
zmysel, takze mnoziny nulovej miery teraz nehraju rolu), ¢o po dosadeni do pred-
chadzajticeho vysledku a zopakovani rovnakého argumentu implikuje €;;,7;, = 0
vsade. Pripomenme, ze Levi-Civitov tenzor je totalne antisymetricky. Jeho zize-
nie s tenzorom napatia musi byt vzdy nula. To ale znamené, ze tenzor napétia
musi byt symetricky! Tato tvaha je lepsie vidiet z nasledujiceho vypoctu, v kto-
rom rozlozime tenzor napétia na jeho antisymetricka cast Aj, := %(T]k — Tkj)
a symetricku Cast Sy, == 2 (Tj, + Tiy)

2
0 = e Tin = €ijpAji + €ijrSik = (1) €inj Arj — €injSkj
= €k Ajk — €ijkSik
0 = €Ak,

kde sme v prvom riadku vymenili indexy 7,k a vyuzili symetriu, resp. antisymetriu
objektov. V druhom riadku sme premenovali indexy k,7 na j,k, kedZze na nazve
sCitacieho indexu nezalezi, je to len oznacenie. Nakoniec sme si uvedomili, ze ¢islo,
ktoré sa rovnd samo sebe s opac¢nym znamienkom je jedine nula. Prendsobenim
a vysCitanim oboch stran ziskanej rovnosti s €, dostaneme

0 = €um€ijpAjr = (5lj5mk - 5lk5mj)Ajk = A — Api = 2Apm.

Takze vidime, ze podmienka na nulové zizenie Levi-Civitova tenzoru s tenzorom
napétia je ekvivalentna s podmienkou na nulovii antisymetricka ¢ast. V tenzore
napétia sa teda uplatni iba jeho symetrickd cast T}, = Sji, takZe musi byt syme-
tricky Tj = Ty, resp. T = T7.

Tymto sme prisli k zaveru, ze ako doésledok zdkona zachovania momentu hyb-
nosti je poziadavka na tenzor napatia, aby bol symetricky.

1.3 Odvodenie tenzoru napatia

Doteraz odvodené vztahy a rovnice platia pre vsetky materidly, ktoré je mozné
popisat ako kontinuum. Konkrétne vyjadrenie tenzora napéatia T sa nazyva kon-
stitucnd rovnica — priamo suvisi s materidlom, ¢o popisujeme. My sa v tejto
praci zaoberame s nestlacitelnou Newtonovskou tekutinou, preto potrebujeme
konstitucni rovnicu pre tento model.

Symetricku ¢ast gradientu rychlosti oznac¢me

1
D := i(gradﬁ—l— gradTU). (1.18)

Za predpokladu, ze sa nekona ziaden pohyb, tedav =0 = D = 0, tak ndm Pas-
calov zdkon z hydrostatiky hovori, Ze tlak p je v kazdom smere rovnaky. To zna-
mena, ze v tomto pripade ma tenzor napatia tvar

Ty = —pl. (1.19)
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Vo vSeobecnom pripade podla Stokesovho principu (Stokes, 1845, str. 289
a 290) m4 tenzor napétia tvar

T="T,+V, (1.20)

kde V spliia nasledujice postuldty (Serrin, (1959)

1. 'V je spojitda funkcia od D a nezavisi od ziadnych inych veli¢in vratane
polohy a casu, teda V = V(D).

2. V=0ked D = 0.

3. Tekutina je izotropna, resp. neexistuji ziadne preferované smery. To zna-
mena, ze pre kazda ortogonalnu transforméciu S plati

S-V(D)-S'=V(S-D-S).

Za predpokladu, ze V(D) je analytickd funkcia, tak sa dd napisat v tvare
V =col + ;D + oD? + 3D + ... (1.21)
kde koeficienty ¢; = ¢;(Dy,Dyr,Dyyrr) su funkciami len invariantov tenzoru D
Dy :=1trD,
1
D= §(tr2D — trD2),
Dirr:=det D.

Z Cayley-Hamiltonovej vety (kazdd matica je koreniom vlastného charakteristic-
kého polynému) vyplyva, ze tretia mocnina D sa d& vyjadrit z charakteristického
polynému D

D3 = D;D? — D;;D + Dy 1,

¢o mozeme opakovane dosadzovat do ([1.21)) kolkokrét to len pdjde, ¢im vlastne
vyjadrime vsetky mocniny D vyssie ako dva pomocou linearnych kombinacii moc-
nin D rovnych nanajvys dva. Po preusporiadani ¢lenov dostaneme

V = &(D;,Dr1,Dr11)1 + (D1,Dr1,Dr11)D + &(Dy,Dr1,Dr1r)D?,

¢o plati aj bez predpokladu, ze V(D) je analytickd (Serrin, 1959, Theorem 1).
Po dosadeni predchddzajiceho vysledku do ([1.20) a vyuzitim (1.19) dostaneme

tenzor napatia pre vSeobecnu tekutinu
T = —pl + &(D;,D11,D111)1 + & (D1, Dy, Dy11)D + & (Dy,Dy1,Dyrr)D.

Newtonovské tekutiny su z definicie také, pre ktoré je predchadzajuci vztah
linearny v D. V tomto pripade druhy invariant D;; a aj treti D;;; vo vztahu
pre T vystupovat nemdézu. Dalej jedine ¢, = 0, ¢im dostaneme

10



Aby bol predchadzajuci vysledok linearny v D, tak je vidiet, Ze ¢o moze byt jedine
linearna funkcia stopy D — smernicu ozna¢me A. Dalej ¢; uz musi byt nezavisla
od D, resp. je to len konstanta, ktori oznacime 2

T = —pl+1AtrD + 2uD.

Aplikéciou operatoru stopy na vztah (1.18]) a vyuzitim nestlacitelnosti (1.13))
1 — T — — . —
trD = §(trgradv + trgrad v) =trgrad v = divd = 0,
nezavisle od parametru \
T = —pl+2uD.

Hned vidime, Ze ziskany tenzor napétia je symetricky. Po dosadeni ((1.18)) do pred-
chadzajuceho vztahu dostaneme tenzor napétia v tvare

T=—-pl+ u(grad17+ grad” 77). (1.22)

Vztah (|1.22)) je konstituéna rovnica pre nestlacitelni Newtonovski tekutinu.
Neskor uvidime, ze dynamickd viskozita p stuvisi s kinematickou viskozitou. Tlak p
vyjadrime z (1.22)) tak, Ze na rovnost aplikujeme operdtor stopy a pouzijeme
nestlacitelnost (|1.13])

tr T = tr(—pl) + tr,u(gradﬁ + grad” 27)
= —ptrl+ u(trgradﬁ—l— tr grad” 77)
= —3p+ 2utrgrad v
—
div =0

1

kde sme si uvedomili, ze stopa jednotkovej matice je rovna dimenzii priestoru
a stale pracujeme v £3.

11



2. Slaba formulacia

V minulej kapitole sme vybudovali teériu na popis kontinua a formulovali
vsetky potrebné zakony zachovania z klasickej fyziky. Na zaver predchadzajucej
kapitoly sme odvodili tenzor napatia pre nas model tekutiny. V tejto kapitole
dame vsetko dokopy a odvodime slabt formulaciu Navier-Stokesovych rovnic.
K tomu este budeme potrebovat jeden velmi dolezity vysledok, ktory si teraz
dokéazeme:

Lemma 1 (Reynolds, |1903] str. 12 a 13 — Reynolds transport theorem).
Nech Py = X(Pg,t) pre Pr C kr(B) a § = §(Z,t) je hladkd vektorovd, resp. ska-
ldrna funkcia definovand VYT € Py, potom plati

d . oy SR,
T Ptydx—/Pt(at—l—le(y@v))da:.

Pozndmka. Zvycajne sa eSte pouziva Gauss-Ostrogradského veta na objemovy
integral z div(y®v) cez Py, ¢o ho prevedie na plosny integral cez OP; z argumentu
divergencie. Tymto smerom my nepojdeme kvoli tomu, Ze v slabej formulacii
chceme iba objemové integraly.

Dékaz. Stale pouzivame definicie (T.1)), (1.6) a (1.3), teda ¥ = 7. Dalej plati,
ze Py = X(Pg,t) a na integral z lavej strany moézeme pouzit vetu o substiticii
integralu

— a_' — —
/ F(T,) de = / FRX 0, ) det X ax = [ 7,(X,0) det F(X, 1) dX.
%(Pth) Pr aX Pr
Pocitajme lavi stranu z definicie derivacie a pouzitim predchadzajicej identity
4 [ Gde = lim / J(Z,t+ At) d / 7(7,1) d

Al}tr—I}oKt . (yL(X,t+At) det F(X,t+ At) — yLdetF>dX

o1l ) )
- /PR Al}:r—nm At <yL(X’ t+ At)det F(X, ¢ + At) — gy, det F> dX

0
= —|y F |dX
o O <yLdet )d

9y, _ 0
— ZIL det F —detF |dX
/7)R<at det —l—yLatdet )d ,

kde sme v poslednom kroku pouzili Leibnizovo pravidlo pre derivaciu stucinu.
Do druhého ¢lenu v integréli teraz dosadime (1.12)), ¢im dostaneme

d

— gdx:/ %detF+§LdethiV5()Z’()_f,t),t) dX
dt Jp, Pr

ot

- (%(}2, t)+7,.(X, 1) divi(R(X, 1), t)) det F(X,t) dX
Pr

12



J

/ <8y + ¥ - grad ij + ¢ div v) (Z,t) dz

_ /P (glt/ 1 div (gj@ﬁ))dx,

kde sme v trefom kroku vyuzili vztah pre materialovi derivaciu a dalej presli
od Lagrangeovho popisu funkcie y k Eulerovému. V stvrtom kroku sme pouzili
vetu o substiticii integralu a posledny krok je lepsie vidiet, ked si ho rozpiSeme
v zlozkovom zapise pouzitim Einsteinovej sumacnej konvencie

(8 + - gradj + gdm?) (X(X,t),t)det F(X ) dX
R

ﬁ

[diV (@7@ 'l_)’)‘| = 8]- (yﬂ)j> = ’Ujajyi + yiajvj =9- grad i + Vi div .

i

Je vidiet, ze cely vypocet by presiel iiplne rovnako aj pre skaldrnu funkciu y(Z, t),
¢im je dokaz dokonceny.
m

Tak a uz mame vsetko pripravené, aby sme pristipili k odvodeniu slabej
formulacie Navier-Stokesovych rovnic. Budeme postupovat v styroch krokoch:

1. Aplikédcia zakonov zachovania — ¢o nam zakony dohromady poskytuju.
2. Prechod k fixnym mnozinam — zafixujeme mnoziny, cez ktoré integrujeme.
3. Limitny prechod — pocet mnozin posleme do nekonecna.

4. Oslabenie formulacie — rozsirime triedu funkeii.

2.1 Aplikacia zakonov zachovania

Zékon zachovania momentu hybnosti nam nedava ziadnu informaéciu,
nakolko pre nas model je tenzor napatia symetricky — v minulej kapitole
sme to podrobne zdévodnili. Z rovnakého dovodu uz v zdkone zachovania hyb-
nosti ([1.15)) nebudeme pisat transpoziciu tenzoru napétia. Prederivujeme casové
derivacie na lavych stranach cez integraly v zakonoch zachovania hybnosti (|1.15))
a hmoty pouzitim Lemma |1{ a dostaneme

/ <a'0+dlv(pz7®27)>d:v:/ pfdaH— T -dS,
ot Py P

/ (gt +div ( ))diﬂ =0, VP, C k(B), Vt € R.

Dalej vyuzijeme predpokladanti homogenitu tekutiny, t. j. p je kladna nezavisla
konstanta, dp/dt = 0 a obe rovnice vydelime s hustotou, kedze je to len nezavislé
¢islo, tak prejde cez vSetky diferencidlne operatory aj integraly. Este rozvinieme
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¢len div(¥ ® ¥) pomocou vypoctu na konci dékazu Lemma (1| pre Specidlny pri-
pad y; = v,

} . ' .
/ OV L . erad @ + 7divd d:zc:/ Fde+- [ T-4dS,
P, \ Ot Py p Jopr,

A divey dz =0, VP, C k(B), Vt € R.

t

Teraz vyuzijeme nestlacitelnost, teda do oboch rovnic dosadime vztah .
Vidime, ze zadkon zachovania hmoty da 0 = 0, je identicky splneny, neprinasa
nam ziadnu novu informéciu a teda sa nemusime uz on starat. Pocet rovnic
sa nam zredukuje na jednu, len zadkon zachovania hybnosti. Na integral cez 0P
pouzijeme Gauss-Ostrogradského vetu, ktora ho prevedie na integrél cez P; z di-
vergencie jeho argumentu

7 - 1
/ <av+17~grad17>dx:/ fdz+— | divT dz, VP, C k(B), Vt € R.
P, \ Ot Py p P

Nakoniec vsetky c¢leny prevedieme na lavu stranu pod jeden integral

—

|
/ (aerﬁ'gradﬁ—f—diVT)dx:O’ VP, C ri(B), Vt € R.
P, \ Ot p

2.2 Prechod k fixnym mnozinam

Nastavme r;(B) = kg(B) =: Q (predpokladajme, Ze ) je otvorend ohranicena
suvisléd oblast s dostatocne hladkou hranicou podla potreby), pre Vt € (ty,T) =: I,
—00 < tg < T < o0 (zvycajne berieme tq = 0) a odidme od doterajsej konstrukcie
pomocou mnozin P; pohybujtcich sa v £3 k zafixovanym mnoZindm O C Q C &3

—

/ (81} +7-gradv— f — 1divT>dx =0,V fixnée O CQ, Vtel. (2.1)
o\ 0Ot p
Tento krok je netrivialny, aj ked sa na prvy pohlad moéze zdat pravy opak. Fixné O
bude vzdy v nejakej P;, ktora ked aj nahodou odcestuje prec, tak na jej miesto
pricestuje ind P;. Zafixovanim O neprideme o ziadnu volnost, nakolko O aj P
st tplne lubovolné (mézeme ich volit tak, aby medzi nimi existovala bijekcia).
Nech n € N a rozdelme €2 na mnoziny o; C €, kde i € {1,2,3,...,n},
za podmienky, aby platilo

Uai:Q A / dx =0 pre i # j.
i=1 oMo

Inak povedané, aby vsetky o; dali spolu naspéat presne {2 (aby ni¢ nechybalo,
ani ni¢ nebolo navyse) a zaroven boli po dvoch disjunktné, nanajvys sa prekryvali
len na prienikoch nulovej miery (typicky hranice ,susediacich® o; a ;). Potom
pre kazda o; plati rovnaka rovnica ako , nakolko O bolo uplne Tubovolné,
resp. za O mozeme postupne brat O := o1, O := 09, O = 03, ... az O = 07,
a dosadzovat do (2.1]). Z tejto avahy dostdvame ststavu n rovnic

- 1
{Vi:1,2,3,...,n: / (gqt)%—ﬁ-gradﬁ—f—divT)dx:O}, vVt e I.
o P
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2.3 Limitny prechod

Na Q\ 0; moézeme argument integralu dodefinovat nulou a teda prejst na in-
tegrovanie cez celé () z charakteristickej funkcie x; mnoziny o;

J

] L
{Vi:1,2,3,...,n: /Xi(:i’)[av—i—ﬁ-gradﬁ—f—divT] d:c:()}, vt el,
Q ot 0

kde sme este presli do zlozkového zapisu pre j = 1,2, 3, takze uz mame celkovo
3n rovnic. Nasobenie rovnice lubovolnym nenulovym redlnym ¢islom je ekviva-
lentna dprava, takze ¢, j-t rovnicu moézeme prendsobit s ¢;; € R\{0} a dostaneme
(tentokrat nepouzivame Einsteinovu sumaé¢ni konvenciu)

v L1
Vi=1.2,3,. .. n: /cijxi o L G.gradi— f—~divT| dz=0% Vel
Q ot p i

Teraz rovnice v nasej stustave posc¢itame cez 7, takze z 3n rovnic nam ostant len 3,
jedna pre kazdu zlozku j = 1,2, 3. KedZe v kazdej rovnici sme integrovali cez €2,
tak vSetky cleny siuctu mozeme dat pod jeden integral a vytiahneme zatvorku
nezavisiacu na ¢ zo sumy

n s - 1
/ (Zcisz)[aerﬂgradU—f—diVTl de =0, Vtel, (2.2)
o\ ot p i

=i Pnj

kde ¢,;(Z) nazveme jednoduchou funkciou. Jednoduché funkcie maji ocividne
konec¢ny pocet prvkov vo svojom obore hodnot. Nakolko n mozeme brat Tubovolne
velké a cisla ¢;; su tiez Iubovolné, tak je prirodzené ocakavat, Ze ich vhodnou
volbou vieme zabezpecit, aby ku kazdej ,,peknej“ funkecii ¢;: 2 — R konvergovala
nejaka nami zvolenad postupnost jednoduchych funkcii. Skutoéne tomu tak je:

Lemma 2 (aproximécia meratelnych funkcii). Nech ¢: Q — R* je meratelnd.
Potom existuje postupnost {@q, taen jednoduchijch funkcii, tak Ze @, 272 » na 9.

Doékaz. Pre kazdé 1 < n € N definujeme delenie oboru hodno6t
M(n) = {1—n2, 2—n%3—-n% ..., —1,0,1, ..., n*—4,n* -3, n2—2},

kde pocet prvkov M oznaéime M € N. Dalej definujeme delenie defini¢ného
oboru pre Vm € M(n) pomocou

Q(n,m) = {‘v’f e

s[3

1
< o(@) < T }
n

Postupnost jednoduchych funkcii {¢, }aen, kde

©a(Z) =D xi(@), ¢; €R,
=1

15



definujeme nasledovne v dvoch krokoch

—n, €\ U"Q_Q_ng Q(n,m) A @(@) <0,

m=1
QDMJrQ(f) = %7 T € Q(n7 m)a (23)
n, e\ UZj;f_nz Q(n,m) A (%) > 0.

Nech k,1 € N: k > [ a tie @, ktoré sme nedefinovali vztahom , tak do-
definujeme ¢, := ¢, kde ¢, ak je to mozné, je definované s a Zaro-
ven Vr € N : | < r < k, Yo, nie st definované pomocou (2.3)). Zvysné nede-
finované ¢, dodefinujeme identicky nulou. Takto sme skonstruovali postupnost
jednoduchych funkeii {¢,}aen pre a = a(n) definovanych na celom €2 s oborom
hodnot

{ 1 2 3 3 2 1 }
—N, — =N, — =N, — =N, ..., N——,N——,N——, N,.
n n n n n n

Takze od dostatocéne velkého n (existuje k nemu prave jedno a), pre nejaké z € )
plati

B} H 1
lp@) sn<M<a = [p(Z) - @) <,

odkial vyplyva, ze pre n — oo musi ¢, —— ¢ na 2, ¢im je dékaz hotovy.
O

Teraz budeme chciet aplikovat na nasu konstrukciu Lemma 2] ktoré sme doké-
zali pre lubovolni meratelni funkciu, ¢o je velmi siroka trieda funkcii. Pre budicu
potrebu ndm postaci, ak budeme uvazovat funkcie iba hladké ¢ € C*(Q2) alebo
z Lebesgueovho priestoru ¢ € LP(2) pre p € [1, 00| alebo zo Sobolevovho pries-
toru o € WFP(Q), pre k € N a p € [1, 00|, resp. z nejakého podpriestoru tychto
priestorov funkcii. Konecne prevedme limitu n — oo pre ,rovnomerné“ delenie {2,
t. j. aby miera o; pre vsetky ¢ € {1,2,3,...,n} isla k nule so zvicsujticim sa n.
Aplikdciou Lemma [2| na vsetky tri zlozky j = 1,2, 3 rovnice dostaneme

— - 1 .
/npj[g;]—l—ﬁgradﬁ—f—divT} de =0, Yy, € C*(Q),Vt € 1.
Q P j

Teraz vsetky tri rovnice posCitame dokopy a kedze vsade integrujeme cez €2,

tak jednotlivé ¢leny stuc¢tu dame pod jeden integral, ¢im dostavame jedint skaldrnu
rovnicu

3 = . 1 o
/Z%l&}Jrﬁ'gl‘adU—f—divT] dz =0, Vip; € C=(Q),Vt € 1.
Qi ot 0 .

J

Nakoniec si uvedomime, ze tato suma je z definicie skalarny sicin

o -1 =
/ (Z"‘ﬁ-gradﬁ—f—pdivT) pdr=0,vgelC(Q),viel, (24)
Q

kde sme zaviedli @ := (1, @2, @3)7.
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2.4 Oslabenie formulacie

Od konstrukcie pomocou mnozin P a P, sme uz odisli. Dalej si mozeme
vsimnuf, ze uz dlhsiu dobu sme vobec nepracovali so zobrazenim Y definovanym
vztahom (|1.1]), na zédklade ¢oho sme vybudovali celd tito teériu. Skutoéne uz mo-
zeme uplne zabudnuf na prvotni konstrukciu pomocou tohto zobrazenia, rovnako
tak aj zabudneme na vsetky predpoklady ¢o sme pouzili na odvodenie .
Ako startovny bod pre definiciu réznych pojmov rieseni budeme brat prave ,
¢o sa nazyva aj ako Fulerova rovnica. Vystupuje v nej uz iba rychlost ¥, ziadne Y,
takze od definicie rychlosti odhliadneme a budeme ju povazovaf za novua
primitivnu premennt.

Navier-Stokesové rovnice odvodime tak, ze do Eulerovej rovnice dosa-
dime tenzor napatia pre nestlacitelni newtonovsku tekutinu . Najpr si pri-
pravime jeho divergenciu — pocitajme v zlozkach

0;Tyy = —0spdiy + 0Dy + Dy4)
= —8j5jip + H(aiajvj + ajajvi>
= —Oip+ M(ai divv + Avi)

= —0ip + pAv;
divT = — grad p + pA7,

kde v trefom kroku sme si uvedomili ako vyzera divergencia a Laplaceov operator
v zlozkovom zapise. V stvrtom kroku sme vyuzili nestlacitelnost a nakoniec
sme sa vratili zo zloziek do invariantného zapisu.

Dosadenim predchadzajiceho vysledku do a zavedenim kinematickej
viskozity v = p/p dostavame silni formuldciu Navier-Stokesovych rovnic Vt € [

/Q <g: + 7 gradv— f+ ; gradp — VAJ) - Pdr=0,VpeC®(Q). (2.5)
KedZe hustota p je konstanta, tak mdzeme preskalovat tlak p tak, aby v rov-
nici uz nevystupovala. Inak povedané, zavedieme také fyzikalne jednotky, v kto-
rych je p = 1. Rovnica pre roznu volbu testovacej funkcie @ = (1, pa, p3)T
dava tri informdcie (dimenzia £ je 3), ale vystupujd v nej $tyri nezname: tri
pre zlozky rychlosti ¥ = (v1, vo, v3)? a tlak p. Z tohto dovodu musime k rov-
nici pridat este stvrti informéciu, konkrétne uz odvodent podmienku pre ne-
stlacitelnost divd = 0 v ), vztah . V rovnici vystupuje jedina nelinea-
rita ¥ - grad v, ktora je kvadratickd a nazyva sa konvektivny clen.

Zatial sme o testovacej funkcii @: Q — &3 predpokladali iba jej hladkost, ¢o za-
hriuje pomerne Siroku triedu funkcii. Niekedy v budtcnosti, ale chceme za testo-
vaciu funkciu zobrat samotné riesenie rychlostného pola ¢/ (rieSenie ¢oho a s akymi
okrajovymi a pociatoénymi podmienkami sme zatial nedefinovali). Z tohto dévodu
budeme dalej od testovacej funkcie pozadovat, aby kopirovala niektoré vlastnosti
rychlostného pola. Konkrétne, aby na 9§ spliiala rovnaké okrajové podmienky
ako rychlostné pole a dalej spliiala podmienku div@ = 0 v Q.

Rovnica sa nazyva silna formulécia, lebo od tlaku potrebujeme, aby exis-
tovali jeho priestorové derivacie (aby mal gradient zmysel). Dalej vyzadujeme
od rychlostného pola, aby bolo dvakrat diferencovatelné v priestore — posledny
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¢len obsahuje Laplaceov operator, ¢o je druhd derivacia A = 9;0; (v ostatnych
¢lenoch staci, aby existovala prva derivacia rychlosti). Otézka teda znie, ¢i sa daju
tieto dost silné predpoklady nejako oslabit? Odpoved je kladna, pretoze pozname
nastroje, pomocou ktorych vieme derivacie v integrali presivat medzi jednotli-
vymi ¢lenmi. Konkrétne integraciou per-partes vieme ,,odsunit“ derivaciu funkcie
v sucine na druht funkciu. Samozrejme nebude to tplne ,zadarmo*, ale za cenu,
ze v rovnici sa objavia nové okrajové ¢leny (integraly cez 0f2).

Rozpisme si teda posledné dva ¢leny v rovnici po zlozkach a pouzime
,per-partes®, resp. Greenovu identitu (preto sme aj pozadovali hladkost testovacej
funkcie a pripomenime este, ze p = 1)

/Qgradp ~pdr = /Q (az‘p)%' dr = /asz nipyp; dS — /Qp(az‘%) dz,

—V/QA17~ g dr = —I//Q (8i8ivj)g0j dx

= —V/BQ n; (ci-vj)goj dsS + V/Q (aﬂ)j) (31%‘) dz,

odkial mame uz v invariantnom zapise

/gradp~g5dx:/ p@’-dg—/pdivgb’ dx,
Q o0 Q ——

=0

—1// AV - ¢ de = —1// grad U : (d§®g5) —I—I// grad v : grad ¢ duz.
Q 00 Q

Vsimnime si, ze na pravych stranach sta¢i o jedna mensia diferencovatelnost tlaku
a rychlosti ako na lavych stranach. Testovacie funkcie vzdy berieme s rovnakymi
vlastnostami ako rychlostné pole, takze div g = 0 v 2 a objemovy integral s tla-
kom vypadne vzdy, nezavisle na volbe okrajovych a pociatocnych podmienok.

Dosadenim predchadzajiceho vysledku do silnej formulacie dostavame
slabi formuldciu Navier-Stokesovych rovnic

/ @+ﬁ-gradﬁ—f -gﬁdx+u/grad17:gradc,5dx
o\ Ot Q (2.6)

—|—/ <pr -n—vgrad v : (ﬁ@gﬁ))dS =0, V@ € Cqgiys VEE 1,
Gl9) ’
kde sme este zaviedli znacenie

P ECqay & QE {95 €C™®(Q): divg=0v Q}
Vidno, ze v slabej formulécii (2.6) ndm uz staci iba integrovatelnost prvych de-
rivacii rychlosti v €. Oslabenim predpokladov na rychlost a tlak sme rozsirili
ich triedu funkcif za cenu dvoch neprijemnych okrajovych ¢lenov. Co sa dé robit

s tymito integralmi cez OS2 sa blizSie pozrieme v nasledujtcej kapitole venovane;j
vplyvu okrajovych podmienok.
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3. Vplyv okrajovych podmienok

V predchadzajicej kapitole sme odvodili slabti formulaciu Navier-Stokesovych
rovnic (2.6]), ale vobec sme nedefinovali, ¢o rozumieme pod pojmom ,riesenie”.
Aby bol vobec problém prudenia tekutiny v ohrani¢enej oblasti €2 s dostatocne
hladkou hranicou dobre definovany, tak je potrebné specifikovat, ako sa tekutina
sprava na 0€). Volba okrajovej podmienky bude oc¢ividne vstupovat priamo do sla-
bej formulécie , konkrétne ovplyvni vzniknuté okrajové integraly cez Of2.
Este predtym ako sa pozrieme do réznych typov okrajovych podmienok, pripo-
menme, ze testovacie funkcie ¢ berieme tak, aby kopirovali vlastnosti rychlostného
pola, teda spliiali rovnaké okrajové podmienky.

3.1 ,No-slip*

,No-slip“ zakazuje akykolvek pohyb tekutiny na 0f2, takze patri medzi najjed-
noduchsie mozné okrajové podmienky. Ide o homogénnu Dirichletovu podmienku,
teda rychlostné pole je na hranici nulové

U aQZO == ¢ aQ:O'
Téato podmienka je velmi prirodzena pre viskdzne tekutiny a pozname ju z kazdo-
denného zivota. Kazdy predsa vie, ze voda pri brehu tectcej rieky v skutocnosti
netecie ziadnym smerom. Samozrejme, tak ako vSetko, ma aj toto svoje limity
a podmienka plati iba pri malych rychlostiach.

Dosadenim ,no-slip“ okrajovej podmienky do slabej formuldcie (2.6 ihned
vidime, ze oba okrajové integraly vypadnt vdaka nulovosti testovacej funkcie
na hranici €2

/ @—l—ﬁ-gradﬁ—f -tﬁdx—l—u/gradﬁ:gmd(ﬁdx:o,
o\ ot Q (3.1)

V@ e {@ € Cuv: @ \m: o}, vtel.

3.2  Full slip“

Pri rozumnej volbe €2 mézeme v kazdom bode na 0f) rozlozit rychlost na tan-
gencialnu v; a normalova v, zlozku tak, ze

v+ U, Upem=0, U, 1=, (3.2)

je dané jednoznacne a analogicky pre kazdé iné vektorové pole definované na 0f2.
Pod full slip® rozumieme okrajovii podmienku, ktora umoznuje lubovolné
klzanie modelovej tekutiny po hranici, ale jej tok cez hranicu nedovoluje, naviac

=0 A Uy,

{ﬁ - grad v} o ’89

t

Pouzitim (3.2)) je vidiet, Ze podmienka ¥, = 0 sa d4 zapisat ako v -7 = 0,
teda normalova zlozka rychlosti musi byt nulova na 0 (o tangencidlnej zlozke
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ni¢ nehovorime, ¢o umoziuje spominané kizanie po hranici). Bezne, ked mame
oblast s pevnou hranicou, napriklad potrubie, tak predsa nechceme, aby tekutina
mala nenulovy tok cez tuto hranicu.

Tento princip vyborne zachytava prave ,full slip“, ¢o ked dosadime do inte-
grélov cez 99 v slabej formuldcii (2.6)), tak hned vidime, Ze ¢len s tlakom je nulovy

vdaka 0 =@ -7 ’892 " ’aﬂ' Pocitajme dalej
—y/mgradff: (i) ds = —u/m (7 grad @) - @ dS

:—y/ ([ﬁ-gradﬁ} +{ﬁ-grad6} )-QBdS
o\ L "
=0

_ _V/ag {ﬁ-gradﬁ}n' (@t_}_&) d5

=0
_ —y/m it grad ] -, ds

st kolmé

=0.

Znova oba okrajové cCleny vypadni, takze slaba formulacia pre full slip“ okra-
jovii podmienku bude mat rovnakd rovnicu ako pre ,no-slip“ (3.1)), ale tentokrat
berieme testovacie funkcie z iného priestoru

—

/ @—i—ﬁ-gradﬁ—f -gde—ky/gradﬁ:grangdx:O,
o\ ot ) (3.3)

V@ € {@ € C¥un: Pn ]aﬂz o}, vt eI

3.3 ,Navier’s slip“

DalSou moznou okrajovou podmienkou je tzv. ,Navier’s slip“, ¢o je vlastne
modifikovany ,.full slip* pre nezaporny koeficient trenia x > 0

=0 A Up | =0.

[ﬁ -grad U + m)} o 0

t

Rovno vidime, zZe pre x = 0 dostaneme priamo ,full slip“ a pre Kk — oo bude do-
minantny ¢len kv oproti 7i-grad ¢, teda tangencidlna zlozka rychlosti sa bude blizit
k nule na 0N (normdlova je nulovd), takze celd podmienka prejde na ,no-slip“.
Inak povedané, volba koeficientu x umoznuje skélovanie od uplného ,full slip“
az do ,no-slip“.

Ked dosadime ,Navier’s slip“ okrajovii podmienku do integralov cez OS2 v sla-
bej formulacii (2.6)), tak hned vidime, Ze ¢len s tlakom uz zase vypadne, nakolko

stale @, ‘m: 0. Upravujme teraz druhy okrajovy clen

—V/anradﬁ: (7w @) dS:—z//aQ(ﬁgradU)-gBdS

= [, () (5 8 Jas

=0
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— _,,/8(2 ([ﬁ.gradﬁ}t @+ |71 grad @] - ¢t>ds

st kolmé

:_V/ag [n-gradv}t-got ds
Zl/li/ v, - @, dS.
o9

Posledny integral vseobecne nevypadne. Pre ,Navier’s slip“ okrajovi podmienku
tak dostaneme slabi formulaciu v tvare

/ @—l—ﬁ-gradﬁ—f 'gb’dx—l—u/gradﬁ:grad(ﬁdx
o\ ot Q (3.4)

+ un/@ﬂvt-% dS=0,Vg e {g&ECQ’diV: B, ‘asz: 0}, Vi e T.

3.4 Nehomogénna okrajova podmienka

Vseobecnd tloha moze mat zadant funkciu vz na 0€2 ako okrajovii podmienku
pre rychlostné pole, teda v zmysle
v ’892 B
Budeme predpokladat, Ze sa predpisané o5 da dostatocne hladko predizit do ce-
1ého €2. Toto predlzZenie oznacme vp na €2, a musi splnat navyse podmienku na ne-
stlacitelnost divvp = 0 v (2. Hned je teda jasné, ze ¥z nemoze byt iplne lubovolné,
ale musi zachovavat podmienku nestlacitelnosti, ktort ked preintegrujeme cez §2,
tak na jednej strane dostaneme identickd nulu, ale na druhej strane moézeme
pouzit Gauss-Ostrogradského vetu

O:/divﬁpdx:/ ip-dS= [ i#y-d3.
Q o0 o0

Ziskany integral hovori, Ze celkovy tok cez celi hranicu musi byt nulovy, ¢o je lo-
gické, ak ma byt tekutina nestlacitelnd (nemoze sa nikde hromadit), tak kolko vte-
¢ie dnu do €2, tak tolko musi aj vytiect von z €2, resp. celkova bilancia musi byt nu-
lova. Teraz zavedme

O =T —Tp —> w’

Pomocou tejto konstrukcie vieme tlohu pre ¥ s nehomogénnou okrajovou pod-
mienkou previest na ,no-slip“ tlohu (3.1)) pre w, teda

/<aw+ﬁ-gradu7—f>~gb’dx+y/grad7ﬂ:gradg5dx:0,
o\ Ot Q

Vg e {95 €Coaiv: & ‘asz: 0}, vVt eI,
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kam ked dosadime definiciu @ a vyuzijeme linearitu derivacii, tak dostaneme
hromadu ¢lenov

ov 0 2
/ (a;)—gtp—l—U-gradﬁ—ﬁp-gradﬁ—ﬁ-gradﬁp—i-ﬁp-gradUp—f) g dx
Q

+ V/ (gradﬁ: grad ¢ — grad vp : grad@)dx =0,
Q

V@ e {@ €C&u: P \m: o}, vt el.

V druhom integrali na druhy clen moézeme pouzit ,per-partes vdaka predpo-
kladanej hladkosti predlzenia @p, ¢im sa zbavime gradientu na @. Okrajovy ¢len
je nulovy vdaka ,no-slip* okrajovej podmienke. Novovzniknuty ¢len vAvp spolu
s ostatnymi clenmi z prvého integralu zavisiacich iba od vp hraju rolu dalsich
zdrojov. VSetky tieto zdroje spolocne s — f oznacime f p- Dokopy tak dostaneme

/(?;tthv gradv — vp - grad v — ¥ - gradvp+fp>-g5da:

(3.5)
+ 1// gradv : grad g de =0, Vp € {QB €Cogi: @ ‘m: O}, vVt e I,
Q K

kde

— v = — rs —

fpi= —a—tp + Up - gradp — f + vAUp,

je dané. V porovnani s homogénnou okrajovou podmienkou (3.1)) vidno, ze do rov-
nice pre nehomogénnu podmienku (3.5) pribudli dva linedrne ¢leny a vystupuji
v nej upravené zdroje. Pre volbu g = 0 na 02 a teda vp = 0 v 2 prejde

rovnica (3.5) na rovnicu pre ,no-slip“ (3.1)).

3.5 Kombinacia podmienok a ,,do-nothing*

V tejto kapitole sme ukazali jednotlivo rézne okrajové podmienky, ktoré sa po-
uzivaju pri modelovani prudenia nestlacitelnych tekutin, ale chyba tomu nejaky
uceleny zaver. Preto este nakoniec ukazme jeden priklad, v ktorom skombinujeme
predchadzajice vysledky a ukazeme jeden Specidlny pripad okrajovej podmienky.

,Do-nothing*“ (Braack a Muchal 2014)) je dobra charakteristika okrajove;
podmienky, ktora ,nerobi ni¢“, teda nijako neovplyvni rychlostné pole pri vy-
toku von z €. Numerické riesenie Navier-Stokesovych rovnic (napr. metédou ko-
necnych prvkov) vyzaduje ohranicenost 2, aj ked skutoéné fyzikalne problémy
sa mozu odohravat vo velmi velkych alebo aj neohranicenych 2. Preto potrebu-
jeme nejaké umelé hranice, ktoré buda mat vlastnosti odtoku, kadial mdze mo-
delova tekutina vytekat von.

Uvazujme potrubie v tvare valca (t. j. Q je valec, 2 € C%!). Jeho podstavy
oznac¢me Sy, Sy a plast Sy. Ocividne S; U Sy U Sy, = 08 Z jednej podstavy,
napr. Sy (je to aj tak jedno zo symetrie) nech tecie dnu nestlacitelnd homogénna
tekutina, ktorej rychlostné pole je dané predpisom v/ na Sy. Na plasti Sy; zavedme
prirodzene ,no-slip*“ okrajovii podmienku a na druhej podstave S; nech je vytok
von, resp. ,do-nothing*.
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Na jednej strane potrebujeme maf nejakd konkrétnu okrajovii podmienku
na hranici vytoku Si, ale na druhej strane zvycajne nemame ziadne informa-
cie o vytoku tekutiny. Ide o dlhotrvajici problém, na ktory neexistuje ziadna
postacujuca tedria, ¢o by sa tymto zaoberala (Bathory a Stefanelli, [2022)), na-
kolko vacsina existujicej matematickej tedrie o nestlacitelnych tekutinach uvazuje
len vnutorné toky, ¢o je v realite splnené iba malokedy.

Braack a Mucha| (2014) konstrukciu delenia 02 iba na dve ¢asti s okrajovymi
podmienkami  no-slip® a ,do-nothing* (teda ziadny tok dnu do 2) analyzo-
vali matematicky vo svojom ¢lanku — za akych predpokladov existuje rieSenie
v zmysle distribtcii a taktiez jeho stabilita. Pracuju tam ale od samého zaciatku
s nesymetrickym tenzorom napétia, ktory nemoze spliiat zdkon zachovania mo-
mentu hybnosti . Ide ¢isto o matematicky model, ktory nema fyzikalny vy-
znam. To nevadi, nakolko mézeme ,,do-nothing“ okrajovii podmienku analogicky
zadefinovat aj pre nas pripad. Upravme integral cez 0€) v slabej formulécii

/ <p@’.ﬁ—ygrad17: (ﬁ@(p’))dS:/
0 s

= (pﬁ — vii - grad 17) @ dS
St

(p@-ﬁ—ugradﬁ: (ﬁ@@))ds

1

= /51 (pl —l/gradﬁ) : (ﬁ@@')dS

=— [ T:(i®g)ds

S1
/ (p@’-ﬁ—ygrad@’: (ﬁ@gﬁ))dS: — [ (7-T)-¢ds,
o9 S
kde sme oznadili T := vgrad @ — pl. Toto je ten bod, v ktorom sa_odlisujeme

od spominaného ¢lanku (Braack a Muchaj, [2014), nakolko v iom je T tenzorom
napétia. Pre nas fyzikalny model tekutiny sme odvodili tenzor napétia T dany
vztahom , Gize T # T. ,Do-nothing® okrajovi podmienku v nasom pripade
zadefinujeme ako

i T =0.
(7-T) N

7, predchadzajucich tvah a analogickym postupom ako pri odvodeni neho-
mogénnej okrajovej podmienky (3.5) prideme k rovnici popisujicej spominany
priklad potrubia v tvare valca

51: (Vﬁ -grad v — pﬁ)

ov -
/ (8:—|—U-grad17—17p-gradﬁ—ﬁ-gradﬁp—kf]g) g dx
Q
:O},Vtel,
SQUSPZ

kde dostato¢ne hladké predfienie Up z Sy do celého Q sme oznacili ¥p (navyse
toto predlzenie musi splnat divip =0 v ) a

+V/grad77:gradcﬁ dz =0, Vg € {@’Ecgfdivz @
0 :

0up

~ + Up - grad vp — f+ vAUp.

]?P::
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Ked podmienku na nestlacitelnost div ' = 0 v Q) integrujeme cez €2, tak na jed-
nej strane dostaneme nulu, a na druhej strane pouzitim Gauss-Ostrogradského
vety dostaneme

0= [divide= [ 5.5~ [ 7-a5+ [ 5-d5+ [ #-d8.
Q oN Sl S2 Spl
Integral cez S, vypadne vdaka ,no-slip“ okrajovej podmienke, takze mame

— [ 7-dS= [ ©-d8S,
Sa S1
¢o je rovnica kontinuity pre nas priklad. Na lavej strane mame celkovy tok
dnu do €2, a na pravej strane je celkovy vytok von z €. Oba toky sa musia rovnat,
kedZe je  plné nestlacitelnej tekutiny, ktord sa nikde neméze hromadit. Co vte-
¢ie dnu, tak musi aj vytiect von. Znamienko minus je tam kvoli volbe normély
k ploche, ktord smeruje vzdy von z €2, t. j. na toku dnu cez S, predpokladdme
zaporny skalarny sicin a na vytoku von cez S; kladny.
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4. R6zne pojmy rieseni

V minulej kapitole sme ukézali, zZe volba konkrétnej okrajovej podmienky
priamo vstupuje do slabej formuléacie Navier-Stokesovych rovnic. Z tohto dévodu
budeme dalej v tejto kapitole uvazovat iba jednu konkrétnu okrajovi podmienku,
a tou bude ,no-slip“ . Uvidime, ze ako existuju rézne okrajové podmienky;,
tak existuju aj rozne pojmy rieseni slabej formulacie Navier-Stokesovych rovnic,
ktoré so sebou navzajom sivisia.

Vdaka tomu, Ze uvazujeme funkcie z Lebesgueovych priestorov, tak v (3.1
mozeme prejst (pri definovani slabého rieSenia na ohrani¢enom ¢asovom inter-
vale) od splnenia danej rovnosti pre vSetky casy, iba k s.v. ¢ € (0,7). Rychlostné
pole v ¢ase t = 0, ¢o chceme vyvijat do ¢asut =T > 0 (nazyva sa pociatocnd pod-
mienka) oznacime Uy(Z) pre & € Q. Z matematického hladiska je integrovatelnost
casovej derivacie v nelinearnych evolu¢nych tlohach neprijemnou zalezitostou.
Z tohto dovodu namiesto skalarneho sucinu v budeme uvazovat dualitu,
a naviac mozeme zobrat vSeobecnejsie zdroje (Pokorny| 2022, str. 27)

<g§,gﬁ>+/ﬂ<6-gradﬁ) -@'da:+u/ﬂgrad17:gradc,5 dx:<f,g5>,

Vg € Wyt (Q) asv. t€(0,T),

(4.1)

kde uz pouzivame Sobolevove priestory z tedrie parcidlnych diferencidlnych rov-
nic (Bulicek a kol., [2018). Dalej budeme pouzivat z teérie o Navier-Stokesovych
rovniciach (Pokorny, 2022, kap. 2 — Zakladni prostory funkei) Bochnerove pries-
tory a dalsie prislusné priestory s nulovou divergenciou, ktoré budeme ozna-
¢ovat rovnako. V sme presli oproti od hladkych testovacich funkcii
(s kompaktnym nosicom a nulovou divergenciou) k testovacim funkcidm zo So-
bolevovho priestoru (taktiez s kompaktnym nosicom a nulovou divergenciou)
vdaka tomu (Pokorny, 2022, Lemma 2.3.3), ze ak Q € C%!, potom

Wak (@) = [T € (Co@)V;diva = 0] ™' = {5 e (Wa()"; divi = 0}.

Stale sme nedefinovali pojem slabého riesenia Navier-Stokesovych rovnic. To teraz
konec¢ne napravime:

Definicia 1 (Pokorny, 2022, Definice 3.1.1). Nech Q C RN pre N € {2, 3}, potom
funkcia (%, t) takd, Ze
¥ € L20, T Wy i () N L0, T3 (L)),

v
ot

sa nazyva slabym riesenim Navier-Stokesovych rovnic zodpovedajicim datam

€ L0, T (Woa (2)),

f e L0, T; Wy (Q)").
UO € Lg,div(Q)v

ak je splnend slabd formuldcia Navier-Stokesovych rovnic (4.1) a sucasne

lim [ B(Z¢) -3 de = / To(Z) - @ d, V@ € L2 4, ().

t—0t JQ Q
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V Definicii|l|nehovorime ni¢ o tlaku p, ktory v slabej formulacii ani vobec
nevystupuje — z rovnice iplne vypadol vdaka ,per-partes” a naslednej aplikacii
nestlacitelnosti a ,no-slip* okrajovej podmienky. Da sa ukézat (Pokorny, 2022,
kap. 3.2 — Rekonstrukece tlaku), ze za urcitych dodatoénych predpokladov tlak
existuje, vSeobecne vsak existovat nemusi.

Takéto slabé rieSenie ndm rozhodne nestaci. Asi tusime, ze navyse bude existo-
vat nejaky problém s jeho jednoznac¢nostou, nakolko je vypisand odmena za dokaz
existencie klasického rieSenia v £2 pre Iubovolne dlhy ¢as (dostaneme sa k tomu
neskor). Ak teda ¢isto matematicky existuje viacej nejednoznacnych slabych rie-
seni, tak niektoré z nich budu urcite nefyzikalne — napriklad nebudui zachovavat
energiu alebo budi nejakym sposobom ,,divoké®.

4.1 Leray-Hopfovo slabé riesenie

Do vychodzej slabej formuldcie (3.1)) dosadime za @ := ¥, resp. budeme rovnicu
testovat samotnym slabym rieSenim

/<8U+6-gradﬁ>-Ud:c+l//gl”ad173gfad77dx:/f'ﬁdxa (42)
o\ ot Q @

kde sme este zdroje previedli na pravu stranu. Upravme prvy integral — poci-
tajme po zlozkach a na druhy ¢len pouzime Gauss-Ostrogradského vetu

o S\
/Q (815 + - gradv) U dr = /Q (@w + Ujaj“@‘)”l’ dz

= / Uiat?)i d$+/ vivjajvi dz
Q Q

v?
= /Q@t? dx%—/@(2 vV ny dS — /sz‘aj (vivj)dx

z ,no-slip“ je 0

1
= i/gatvf dx—/ﬂ(ijajvﬂrvivi 8jvj)dx

divd =0
1
== [ 9% d
2\/9 tU; AT,

kde sme vyuzili nestlacitelnost a nakoniec si uvedomili, Ze integral pochadzajuci
z konvektivneho ¢lenu sa v druhom a stvrtom kroku ma rovnat samému sebe,
ale s opaénym znamienkom. Jediné &slo, ¢o spliia tiito vlastnost je nula. Ziskany
vysledok dosadime naspéat do (4.2))

5 Q&’U| dx—i—u/ﬂ|gradv] dx—/ﬂf-vdx,

¢o ked preintegrujeme cez ¢asovy interval (0, )

1 t t o,
5/0(117(;5,t)|2—w(:z,O)|2)dx+u/0 /Q|grad17|2dx dT:/O (F,7) ar,

a upravime, aby data boli na pravej strane, tak dostaneme
o N2 t 2 -2 L=
/]v(:c,t)\ dz + 21// / lgrad ¢]” dz dT:/ | Dol dx—i—2/ <f,v> dr, (4.3)
Q 0 Jo 0 0

kinetickd energia v Case t disipovana energia  pociatoc¢na kinetickd energia dodand energia
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¢o sa nazyva energetickd rovnost. Az na polovicu hustoty dava do suvislosti cel-
kovu kineticktl energiu tekutiny v case t s pociatoc¢nou hodnotou a disipovanou
energiou do ¢asu t a dodanou energiou objemovymi silami do ¢asu t. My ale bu-
deme potrebovat slabsie tvrdenie — tzv. energeticki nerovnost

t t
/WHXEJHde+—Z</(/\gﬁdﬁfdxdrfg/}Wd2dx+—2/‘<fﬂ$(hﬂ (4.4)
Q 0 JQ Q 0

Pri volbe ,Navier’s slip“ okrajovej podmienky by sme este dostali na lavej strane
energetickej (ne)rovnosti nezdporny integrél cez 99 z |#,|* = disipacia na hranici.

Definicia 2 (Pokorny| 2022 Definice 3.1.2). Riesenie ¥ budeme nazjvat Leray-
Hopfovym slabym riesenim Navier-Stokesovych rovnic, ak je U riesSenim slabym,
t. 7. Deﬁn{cia a naviac splia pre s.v. t € (0,T) energeticki nerovnost (4.4).

Konecne mozeme vyslovit existencné vety o slabom rieseni Navier-Stokesovych
rovnic. V dvoch rozmeroch plati:

Veta 3 (Pokorny, 2022, Véta 3.1.1). Nech Q C R? je ohranicend oblast, ]_5 a Uy
spliiaji predpoklady Definicie|ll a 0 < T < oo. Potom existuje prdve jedno slabé
riesenie Navier-Stokesoviyjch rovnic. Toto riesenie je sucasne Leray-Hopfovym sla-
bym riesenim a splria pociatoénii podmienku v zmysle

lim [|T(Z, £) — T(T)]» = 0.
Tim |32, 1) — 7o(7)

Naviac
v € O([0,T; (L*())%),
v € O([0, T; Lg 41 (),
a dalej spliia energeticki rovnost .
V troch rozmeroch je zmena:

Veta 4 (Pokorny, 2022, Véta 3.1.2). Nech Q C R? je ohranicend oblast, ]_5 a Uy
splriaji predpoklady Deﬁm’cz’e a0 <T < oo. Potom existuje aspon jedno Leray-
Hopfovo slabé riesenie Navier-Stokesovijch rovnic. Toto riesenie splia pociatoéni
podmienku v zmysle

lim [|3(Z, ¢) — T0(2)||2 = 0.
Jim [|5(Z, ¢) = ()2 = 0

Doékaz oboch viet je podrobne rozpisany v skriptach o Navier-Stokesovych
rovniciach (Pokornyl [2022)). Vidime, ze v dvoch rozmeroch mame zarucené jed-
noznacné rieSenie, ale v troch rozmeroch (Co je viacej zaujimavé) je situicia
uplne ina — stratili sme jednoznacnost. Rozdiel v dokazoch oboch viet je spdso-
beny horSou integrovatelnostou nelinearity — konvektivneho ¢lenu, ktory je vse-
obecne zodpovedny za virivé prudenie a turbulencie.

4.2 Velmi slabé rieSenie

Urobme jednu uvahu: predpoklad pre rychlost sme na konci druhej kapitoly
oslabili z dvojnasobnej diferencovatelnosti iba na jednonasobnii pomocou ,per-
partes“. Dalo by sa pouzit ,per-partes® znovu tak, aby sme od rychlosti nevy-
zadovali ziadnu hladkost? Odpoved znie &no — dokonca mozeme v slabej formu-
lacii uvazovaf aj ¢asovo zavisli testovaciu funkciu s kompaktnym nosicom
a nulovou priestorovou divergenciou ¢ € Cg%;, ([0, 7] x Q).
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Toto sme ale neodvodili. Pri konstrukcii pomocou jednoduchych funkcii v dru-
hej kapitole sme mohli namiesto koeficientov ¢;; € R v rovnici uvazovat me-
ratelné funkcie od Casu ¢;;(t): R — R, resp. casovo zavislé v priestore jednoduché
funkcie ¢,;(Z,t). Tento krok je v tom momente opravneny, nakolko integrujeme
iba cez priestor. Dokaz Lemma [2] by presiel iplne rovnako, kedze dokazujeme bo-
dovi konvergenciu v priestore na {2 — len by sme vsade este pridali aj zavislost
na case. Odtial vsetky ostatné kroky by sme urobili analogicky, az by sme dospeli
k slabej formulacii s casovo zavislou testovacou funkciou.

Pre jednoduchost uvazujme nulové zdroje f = 0 a integrujme vychodziu slabu
formuléciu cez Casovy interval (0,7) a pouzime ,per-partes” na vsetky
derivacie rychlosti — okrajové cleny vypadnu vdaka tomu, ze @ ma kompaktny
nosic, resp. ,no-slip“ okrajovej podmienke

T -
/0 /QU @f 47 -grad @ — ym) dr dt =0, V@ € C35 ([0, T) x Q). (4.5)

Vsimnime si istt1 podobnost ziskanej rovnice so silnou formulaciou .
V tomto pripade staci ak ¢ € C°([0,T]; L*(Q2)). Pomerne nedavno bolo dok4-
zané (Buckmaster a Vicol, |2019, Theorem 1.2), Ze takymto tplnym oslabenim
predpokladov na rychlost, by sme dostali az prilis vela rieseni. Tychto velmi sla-
bych rieseni by mohlo byt az nespocetne vela, nakolko ich energia ako nezdporna
hladka funkcia ¢asu je volnym parametrom. Z tohto dévodu pre nas nema vy-
znam pojem slabého riesenia este viacej oslabit. Skor nas bude zaujimat regularita
a za akych okolnosti sa moézeme priblizit k jednoznac¢nosti v troch rozmeroch.

4.3 Silné riesSenie

D4 sa ukazat (Pokorny, 2022, Véta 3.3.1), ze pre hladsie data je jediné riesenie
v dvoch rozmeroch z Vety |3| tiez hladsie. V troch rozmeroch je to zaujimavejsie,
a pre jednoznacnost plati nasledujica veta:

Veta 5 (Pokorny, 2022, Véta 3.4.1). Nech i,V si dve slabé riesenia Navier-
Stokesovijch rovnic zodpovedajice rovnakym ddtam. Nech U spliia energeticki ne-
rovnost (4.4) a nech U splna naviac

2 3
e L'0,T; (L (Q))*), o =lse [3, 00].
s
Potom i =¥ s.v. na (0,T) x Q.

Dokaz. Jednotlivé kroky st podrobne popisané v skriptach o Navier-Stokesovych
rovniciach (Pokorny, [2022)).

[
Podmienky na ¢ z Vety [5| sa nazyvaju Prodi-Serrinove podmienky. RieSenie v
spliiajice tieto podmienky sa nazyva silné riesenie. Z Vety |5| vidno, Ze ak existuje
,dost dobré“, t. j. silné riesenie, tak uz je jednoznacné v triede Leray-Hopfovych
slabych rieSeni. Silné rieSenie ¥ naviac spliia energetickd rovnost (Pokorny, [2022,
Lemma 3.4.1) a je hladsie (Pokorny, 2022 Véta 3.5.1)

v e L*(e, T; W22(Q)*) N L>=(e, T; (W2(2))?), Ve > 0.
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Téato jednoznacnost typu slabé riesenie = silné riesenie sa nazyva ,,weak-strong
uniqueness“. Vidno teda, ze regularita a jednoznacnost st celkom previazané.
Ak na nejakom intervale I C (0,7') existuje silné rieSenie, tak uz je jednozna¢né
v triede Leray-Hopfovych rieSeni na /. Ak mimo [ toto silné rieSenie prestane
existovat, tak jednoznacnost stratime — moze nastat napriklad bifurkacia.

4.4 Klasické riesenie

Klasickt formulaciu Navier-Stokesovych rovnic dostaneme zo silnej formula-
cie pomocou argumentacie, ze za predpokladu dostatocnej hladkosti vset-
kych veli¢in a na zaklade toho, ze testovacia funkcia je Tubovolna, jedine zatvorka
vnitri integralu v mus{ byt rovna nule bodovo (stale plati, ze p = 1)

ov -

a—f—ﬁ-gradﬁ—f—l—gradp—yAU:O,

k ¢omu musime este pridat podmienku pre nestlacitelnost ([1.13)) a okrajové pod-
mienky — stale uvazujeme ,no-slip“. Doteraz sme mali obe informécie obsiahnuté
v priestore testovacich funkcii. Klasickym riesSenim nazveme dvojicu hladkych
funkcii rychlosti ¢ a tlaku p

7:[0,T) x Q@ — RY,
p: [0,T) x Q — R,

pre Q C RV a N € {2,3} spliiajtce ststavu Navier-Stokesovych rovnic v klasickej
formulacii

ov .
l—i—ﬁ-gradﬁ—l—gradp—uAU:f, v (0,T) x Q,

ot
divi =0, v (0,7) x Q,
d|. =0,na(0,T) x 09,

7|
o9

¥, =0, v,
kde f st zdroje a ¥, je pociatoéna podmienka (spolu s €2 sa nazyvaju data tlohy).
Rozumné bude dalej predpokladat hladkost dat a kompatibilitu poc¢iatocnej pod-
mienky, t. j. ¥ ’89: 0 adiviy = 0 v Q. V tomto pripade pre N = 2, klasické
riesenie existuje jednoznacne (Pokorny, [2022]).

Co sa tyka troch rozmerov, tak otdzka existencie klasického rieenia este stéle
nie je vyriesend pre Iubovolne dlhy cas T'. Dokonca ide o tak zavazny problém,
ze Clayov matematicky tstav ho zaradil na zoznam problémov tisicrocia. Ide o se-
dem najdolezitejsich otvorenych matematickych problémov. Na kazdy z nich je vy-
pisand odmena rovné jednému milionu dolarov — a existencia klasického riesenia
Navier-Stokesovych rovnic pre N = 3 a T" [ubovolné je na tomto zozname.

D4 sa ukazat (Pokorny| 2022, kap. 3.6 — Lokalni regularita), Ze pre nejaky
kratky ¢as 37" > 0 také, ze na ¢asovom intervale (0,7*) existuje silné riesenie,
¢o mé najblizsie ku klasickému rieSeniu zo vsetkych predstavenych pojmov rieseni.
Problémom s prave uz spominané vznikajice turbulencie a singularity.
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Zhrnme si, ako jednotlivé predstavené pojmy rieseni spolu navzajom suvisia:

1. Klasické riesenie je suicasne silné riesenie, aj Leray-Hopfovo slabé riesenie,
aj slabé riesenie (mo6zeme ho vsade dosadit a vSetky integraly st konecné).

2. Silné riesenie je sucasne Leray-Hopfovo slabé riesenie, aj slabé rieSenie.

3. Kazdé Leray-Hopfovo slabé riesenie je zaroven slabé riesenie a pojem sla-
bého riesenia uz v tomto momente neméa vyznam dalej oslabif.

4. Slabé rieSenie spliiajiice energetickd nerovnost je Leray-Hopfovym slabym
riesenim.

5. Leray-Hopfovo slabé riesenie splinajice Prodi-Serrinove podmienky je silné
riesenie a naviac vdaka ,weak-strong uniqueness® je uz jednoznacné v triede
Leray-Hopfovych slabych rieseni.

6. Odpoved na otazku klasického riesenia v troch rozmeroch pre Iubovolny cas
nie je znama.

4.5 Vhodné slabé riesenie

Koncom tejto kapitoly este spomenme tzv. vhodné slabé riesenie, ¢o je dolezi-
tym pojmom rieSenia pri dokazovani lokalnej regularity. Rovnakym argumentom
ako pri velmi slabom rieseni moZeme aj tentokrat v silnej formulacii zobrat
¢asovo zavisli testovaciu funkciu, konkrétne @ := 294, kde ® € C5°((0,7T") x Q)
a celd rovnicu integrovat na ¢asovom intervale (0,t), pre t < T, takze

1
//( + 9. grad v + — gradp—VAv) 2¢v dSBdT—//f 20v dx dr,
p

kde sme este zdroje previedli na pravu stranu. Upravujme vSetky cleny v integrali
na lavej strane pomocou ,per-partes“. Prvy ¢len

/Ot/ﬂgfﬂéﬁdde:/ot/Q@;WE dz dr
_ [/(I>|17|2dm] //| g2 22 dxdT
—/ (Z,1) xtdx—//\v\2aq)dxdr

kde okrajovy ¢len pre 7 = 0 vypadol vdaka tomu, ze ® ma kompaktny nosic.
Druhy clen

t t
//2@6-(U-grad17) dz dT:/ /@ﬁ-grad]ﬁ]z dz dr
0 Jo 0 Ja
t
- —/ / 51 div (®7) da dr
0 Ja
- —/t/ 7 (7 grad® + @ divE) do dr
0 Jo =
t
:—//W\Qﬁ-grad@ dz dr,
0 Jo
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kde v druhom kroku okrajovy integral cez OS2 vypadol, lebo ® ma kompaktny
nosi¢ a v tretom kroku sme vyuzili nestlacitelnost. Treti ¢len (p = 1)

t t
//gradp-?cbﬁdw d¢:—/ /2pdiv(<1>17) de dr
0 JQ 0 JQ
t
:—2/ /pﬁ.gradcb dz dr,
0 JQ

kde okrajovy integral cez OS2 vypadol z rovnakého dévodu ako minule a analogicky
sme upravili divergenciu v integrali. Stvrty ¢len

t t
—y/ / 207 - divgrad v do dr = 2V/ / grad (@27) cgrad ¥ do dr
0 Ja 0 Ja

t
:2V/ /<I>|grad17|2 dz dr
0 Jo
=7

t
+21// / (ﬁ@grad@) s grad ¥ do dr
0 Ja

t
:I+2l///17-gradz7-gradcbdmd7
0 /o
t
:I—I—l///grad|z7|2-grad(l>dxd7'
0 Jo
t
:I—y/ / 17 div grad ® dz dr,
0 Ja

kde okrajové ¢leny vzdy vypadli vdaka ,no-slip“ okrajovej podmienke a Laplaceov
operator sme vyjadrili ako divergenciu gradientu. Celkovo teda mame

t
/@(f,t) 172 (2, 1) dx+2u/ /(I>|grad17|2 de dr
Q 0 JQ

t P t
:/ / |{;’|2 <a+yA(I>> dx d7'+/ / (|g|2+2p>6-grad<1> dz dr
0 Jo ot 0 Ja
t —
+/ /Qf 207 dz dr, Yo € C((0,T) x Q),Vt € (0,T),
0

¢o sa nazyva zovseobecnend energetickd rovnost. Rovnako ako pri Leray-Hopfovom
slabom rieseni, vyuzijeme iba nerovnost:

Definicia 3 (Pokorny, 2021, Definice 2.1). Nech Q@ C R? je ohranicend oblast
a f € L*0,T;(L>(2))%) + L'(0,T; (L%(2))?). Potom dvojica (U,p) sa nazjva
vhodnym slabym riesenim Navier-Stokesovych rovnic, ak

1. (¥,p) spliia Navier-Stokesové rovnice v zmysle distribicii (silni formuld-
ciu (2.5) integrujeme cez casovy interval (0,T) a pouzijeme ,per-partes“
s ,no-slip “ okrajovou podmienkou), takZe pre V@ € (C°((0,T) x Q))® plati

T o0 T s
—/ /U-(—l—ﬁ'grad@—i-pdivgo—i-uAgB)dxdT:/ /f~<ﬁdxd7,
0 Ja ot 0 Ja

/917~gradz/; de =0, Yo € C5°(2) a s.v. t € (0,7).

2.5 € L*0,T; Wy, () N L=(0, T; (L*())*), p € L¥2((0,T) x Q).
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3. Pre s.v. t € (0,T) je splnend zovseobecnend energetickd nerovnost
t
/cp(g?,t)wy?(f,t) d:v—i—QV/ /(I>|grad27\2 de dr
Q 0 /o

t d t
g/ / 172 <%+VA<I>> dz d7+/ / (|5 + 2p) 5 - grad @ de dr
0 Ja t 0 Ja

t -
+/ /f~2<I>17d:c dr, Yo € C2((0,T) x Q),® > 0.
0 JQ

V prvom bode Definicie vystupuje aj slaba formulacia nestlacitelnosti ,
¢o je dobre, nakolko teraz neuvazujeme testovacie funkcie s nulovou priestorovou
divergenciou. Tito podmienku musime zahrnit zvlast, aby bola informacia o ne-
stlacitelnosti zachovana. Dokonca ju vieme aj rovno odvodit z nasej konstruk-
cie — v druhej kapitole sme mali v istom bode zakon zachovania hmoty

divd dez = 0, VP, C k(B), Vt € R,
Pt
kam sme dosadili nestlacitelnost (1.13), ¢im je rovnica identicky splnena. Na-
miesto toho mdézeme na tito rovnicu pouzit tplne rovnakiu konstrukciu s jedno-
duchymi funkciami z druhej kapitoly (robili sme pre zakon zachovania hybnosti)
a pouzitim Lemma 2/ a ,no-slip“ okrajovej podmienky

/szdiva de, Voo € C2(Q),Vt € R,

¢o po oslabeni pomocou ,,per-partes“ da pozadovany vysledok, kde znovu mozeme
prejst od splnenia pre Vi € (0,7) k s.v. t € (0,T), nakolko sa pohybujeme
v Lebesgueovych priestoroch.

Na rozdiel od slabych rieseni, vo vhodnom slabom rieseni (Definicia |3)) vystu-
puje aj tlak, ale nevyskytuje sa tam pociatoéna podmienka. Kedze vhodné slabé
riesenie je spojité v slabej topolégii (Pokorny, 2021, Pozndmka 2.2) t. j.

: e - S - > 2

lim QU(:L‘,T) @ da = /Qv(x,t) @ de, Vg € L7(Q),
tak mozeme predpokladat splnenie pociato¢nej podmienky v zmysle Definicie [1]
ak je dana pociatocna podmienka dostatocne hladka.

D4 sa ukézat (Pokorny, |2021)), Ze za dodato¢nych predpokladov istej hladkosti
dat (Q, f, Up), takto definované rieSenie existuje aspon jedno a dalej, ze mnozina
pripadnych singularit vhodného slabého riesenia je ,dostatocne” mala.
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Zaver

V prvej kapitole sme vybudovali metody na popis kontinua, formulovali vSetky
fyzikdlne zakony zachovania z mechaniky a nakoniec odvodili tenzor napétia
pre Newtonovsku tekutinu. V druhej kapitole sme rovno nadviazali na tieto vy-
sledky a priamo z fyzikdlnych principov — formulované prirodzene v integral-
nom tvare, teda makroskopickych rozmeroch — sme odvodili slabt formuléaciu
Navier-Stokesovych rovnic pre vseobecné okrajové podmienky. Tymto sme uka-
zali, ze slaba formulacia je tplne prirodzena a priamociara pre popis tohto sys-
tému. V tretej kapitole sme ukézali rézne zauzivané okrajové podmienky, ¢o rovno
vstupuju do tvaru slabej formulacie. V poslednej stvrtej kapitole sme predstavili
rozne pojmy rieseni s existenénymi vetami a vztahy medzi nimi.

Pri konstrukcii slabej formulacie sme v istom momente nasobili rovnice neja-
kymi konstantami (pri konstrukeii jednoduchych funkeii). Ak by bola nejaka fyzi-
kalna rovnica prenasobend konstantou, tak to nikdy nezistime, kedze je tato kon-
Stanta nespocitatelnd a nemeratelnd (nedd sa pre nu vyjadrit explicitny vztah).
Dokonca sa nedd ani jednoznacne urcit jej rozmer. Z tohto dovodu a z dévodu
samotnej konstrukcie slabej formulacie by sme sa nemali na tieto konstanty po-
zerat z fyzikdlneho hladiska, ale skor z celkového. Skiimame celok — nestlaci-
telnit Newtonovskud tekutinu — a konkrétnou volbou tychto ,testovacich ¢isiel“
dostaneme iba cast tohto celku, t. j. nieco ako projekciu. Vyznam tychto ¢isiel
spociva v niecom analogickom ako je uhol, pod ktorym sa pozerdme na nejaky
celok — az ked zohladnime vsetky uhly, tak budeme maft kompletnta informéaciu
o danom celku. Vo vyslednej slabej formulacii aj tak nakoniec vystupuje kvantifi-
kator pre kazdu testovaciu funkciu, takze ¢o sa tyka tychto ¢isiel, tak ani nemajua
pevnil hodnotu — musi to platit pre vSetky, ¢im sa zase dostavame na zacia-
tok, Zze ich hodnota sa neda urcit ani z tedrie ani z experimentu, kedze vlastne
ani nemaju fixni hodnotu.

Uplne na zéver poznamenajme, 7e nase Gvahy na odvodenie slabej formuld-
cie Navier-Stokesovych rovnic boli tiplne vseobecné, teda dali by sa analogicky
pouzit aj na iné rovnice ako samotné Navier-Stokesové rovnice. Slaba formulacia
je mocny nastroj, ktory sa pouziva nielen vo fyzike, ale aj v technike a roznych
aplikacidch. VSade tam, kde sa vychadza z nejakych integralnych rovnosti pri od-
vodeni cielovej slabej formulécie, je mozné pouzit konstrukciu s jednoduchymi
funkciami a odvodit slabt formulaciu priamo.
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