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Abstrakt: V této praci se zabyvame klasickou vychylujici teorii. V kompilacni
casti predstavujeme jeji zédkladni pojmy a dokazujeme dva zékladni vysledky,
totiz Brennerové—Butlerovu vétu a Bongartzovo lemma. Oproti predloze, stan-
dardni ucebnici Assema, Simsona a Skowronského, jsme dikazy rozepsali a do-
plnili odkazy na uzitd homologickd lemmata a tim text zpristupnili i ¢tenari v
homologické algebte nejistému.

Druha c¢éast prace se zabyva konkrétnim pripadem Brennerové-Butlerovy kore-
spondence realizované reflexnimi funktory v acyklickych toulcich. Vylozili jsme
nutnou terminologii a dokazali néktera zakladni tvrzeni. Formulovali jsme a do-
kazali, jaké podoby Brennerové-Butlerovy korespondence v tomto kontextu na-
byva.
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Abstract: In this thesis we familiarize the reader with the fundamental notions
of tilting theory. Building on those, we formulate and prove two major results of
classical tilting theory, Brenner—Butler theorem and Bongartz lemma. We base
our exposition heavily on the classical textbook of Assem, Simson and Skowronski.
A reader unsure of their proficiency in homological algebra may appreciate our
efforts to wholly uncover the homological results which come to play in the proofs.

In the second part of the thesis we investigate a particular case of acyclic quivers.
It turns out there is a delightful instance of Brenner—Butler correspondence in
connection with reflection functors. We introduce the fundamental notions and
basic facts on representations of quivers. Next we prove how the Brenner—Butler
correspondence looks like.
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Uvod

V této praci vylozime zaklady vychylujici teorie a odvodime jeden z jejich zaklad-
nich vysledki, totiz Brennerové-Butlerovu vétu.

Vychylujici teorie zapocala pozorovanim tykajicim se tzv. reflexniho funktoru vy-
vstavsiho v teorii reprezentaci toulcti. Ty maji ve specidlnich pfipadech jasnou
algebraickou motivaci (kuprikladu problém n podprostoru, studovany jiz pred
padesati lety Bernsteinem, Gelfandem a Ponomarjevem), ovsem bez pattiéného
modulového vhledu jsou ndm jejich prava podstata a vyznam ukryty a pfi jejich
studiu nezbyva nez prichazet s ad hoc linedrné-algebraickymi reSenimi.

Na prvni pohled se miize zdat, ze reprezentace toulcti nemaji souvislost s moduly.
Nastésti 1ze celou teorii reprezentaci acyklického toulce preklopit do teorie mo-
dult pomoci ekvivalence s kategorii modulti nad jeho tzv. algebrou cest.
Velkym prekvapenim je, ze pravé reflexni funktory, se svou bestidlni definici v
jazyce reprezentaci toulcti, se ukazuji byt reprezentovatelné! A nejen to, davaji
vzniknout neobycejné pékné instanci Brennerové—Butlerovy korespondence, kte-
rou lze dokéazat elementarnimi metodami. Dikaz bude predstaven v druhé ¢asti
prace.



1. Vychylujici teorie

Nésledujici vyklad a znaceni je prejato predevsim z [ASS06], ovSsem s podrob-
néjsimi dikazy nebo diikazy dudlnich tvrzeni, kterd jsou v knize ponechana na
Ctendri.

V celé této kapitole bude A kone¢nédimenziondlni unitarni algebra nad télesem
K. To mé nékolik dtsledki, které budou klicové v nasledujicich dikazech. Shriime
si zakladni z nich.

A je K-vektorovy prostor s bilinedrnim zobrazenim — % — nasobeni. Mame vno-
feni K — Ends(A) = A dano k — kxid4. Z toho plyne, ze K C Z(A) a restrikei
skalaru je tedy kazdy A-modul automaticky K-modul tj. mizeme ho povazovat
za vektorovy prostor. Jeho podmoduly jsou potom specialni vektorové podpro-
story (uzaviené na nasobeni vsemi prvky z A) a morfismy mezi moduly specidlni
linedrni zobrazeni (A-linedrni). Navic koneéné generovany modul M nad A je
kone¢nédimenziomalni K-vektorovy prostor, protoze je to homomorfni obraz mo-
dulu A™ (n budiz pocet generatori M). Proto existuje surjektivni K-linedrni
zobrazeni A" — M a tvrzeni plyne konecné K-dimenze A z véty o dimenzi jadra
a obrazu.

Nad A jsou tedy vSechny koneéné generované moduly konecné délky

(kazdou A-kompoziéni fadu lze zjemnit na K-kompozi¢ni délky dimg M).

Jako D(—): mod-A — A-mod oznac¢ime Hompg(—,K) kontravariantni funktor.
Pro M € mod-A definujeme levou A-modulovou strukturu «': A x DM — DM
predpisem (a %" ¢)(m) = p(m * a) pro * skalarni ndsobeni na M. Rovnosti:

(a+b) " o(m) = p(m = (a+ b)) = p(m*a) + p(m*b) = a " p(m) +b*" p(m)
(ab) ¥ p(m) = p(m * (ab)) = p(ma*b) = b+ p(ma) = a (b p(m))
a* o(m+n)=p((m+n)*a)=pm=*a)+enxa) =ax p(m)+ax p(n)
0% p(m) = p(m*0) = (0) =0
Lxp(m) = p(m * 1) = p(m)

prokazuji, ze DM je skutecné levy A-modul. Navic pro kazdé f: M — N
A-lineérni, je rovnéz Homg (f,K) A-linedrni, jelikoz

Homp (f,K)(¢ +a " ¢)(m) = (of + a+ ¢ f)(m) = Homg (f,K)p(m) + ¢ (f(m) « a) =
= Homg (f,K)p(m) + ¢(f(m+*a)) =
= Homg (f,K)p(m) + a ' Homg (f,K)(m)

Je to dualita, tj. D? = idmod.a, coZ prokazuje vyéislovaci zobrazeni

evy: M — DZM dané predpisem evy;(m)(¢) = ¢(m), kde m € M a ¢ € DM.
(zde ponékud pretézujeme znaceni, jednou znaci D funktor mod-A — A-mod,
podruhé A-mod — mod-A, uvédomme si vsak, ze D na modulovou strukturu
vibec nehledi). Dokazme, Ze ev je pfirozeny izomorfismus.

evys je izomorfismus: Jelikoz pracujeme s kone¢nédimenziondlnimi vektorovymi
prostory, dudl zachovava dimenzi. Sta¢i dokdzat prostost. Je-li ev(m) nulové
v D?M, musi byt m v jadru vSem forem z Homg (M, K). Pak je m ziejmé nulové.
prirozenost ev: Budte M,N € mod-Aa f: M — N.Prom € M ap € DN méame
D2 fevy(m)(p) = evy(fm)(p), neboli D?fev = ev f. Proto {evy : X € mod-A}
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tvoif pfirozeny izomorfismus idyoq.4 = D2

Nakonec si vSimnéme, 7e D je exaktni. Je-li totiz 0 — L = M 5 N — 0
exaktni v mod-A, je exaktni i ve vec(K). Protoze K je projektivni nad K, je
0 — DN — DM — DL — 0 exaktni ve vec(K). Proto jsou Homg(¢,K) epimor-
fismus a Homg (7, K) monomorfismus. Dle pozorovani vyse jsou A-linedrni. Jsou
to tedy epimorfismus resp. monomorfismus v A-mod.

Dalsi potfebna pozorovani o chovani duality jsou vylozena v ptridavku H.

1.1 Torzni dvojice a vychylujici moduly

Definice 1.1. Budte 7,F tuplné podkategorie mod-A. Dvojici (7,F) nazveme
torzni dvojice, pokud:

D1 VM € T,VN € F : Homy(M,N) =0

D2 VM € mod-A (VN € F Homy(M,N)=0 = M €T)

D3 VN € mod-A (VM € T Homsy(M,N)=0 = N € F)
Pak T nazyvame torzni trida a F beztorzni trida.

Poznamka 1.2. Terminologie je motivovana pripadem A = Z a tfidami torznich
a beztorznich abelovskych grup, které evidentné tvori torzni dvojici. Tato intuice
se nam bude hodit i nadale.

Véta 1.3.
a. Bud T 1plnd podkategorie mod-A. Ndasledujici podminky jsou ekvivalentni.

i. T je torzni trida néjaké torzni dvojice v mod-A
1. T je uzavrend na obrazy a rozsireni

1. existuje idempotentni podfunktor t identického funktoru ma mod-A, Ze pro

kazdé M € mod-A :t(M/tM)=0a T ={M :tM = M}
b. Bud F tuplnd podkategorie mod-A. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.
i. F je beztorzni trida néjaké torzni dvojice v mod-A
1. F je uzavrend na podmoduly a rozsireni

1. existuje idempotentni podfunktor t identického funktoru na mod-A, Ze pro

kazdé M € mod-A : t(M/tM) =0 a F ={N : tN =0}

Poznamka 1.4. Funktoru ¢ z véty se Tka torzni radikdl a v souladu s po-
znamkou [I.2] zobectiuje pojem torze grupy. Ta je zfejmé idempotentni podfunktor
identity na Ab a spliuje t(M/tM) = 0.

Diikaz. Dokazeme pouze tvrzeni b., a. je analogické.

i = ii. Ozna¢me T prislusnou torzni t¥idu. Pro kratkou exaktni posloupnost
0 - M — M — M" — 0 aplikaci Hom4(X,—) diky jeho levé exaktnosti
obdrzime posloupnost



0 —— Homy (X, M) —— Hom(X,M) —— Hom,(X,M") ()

Je-li M’ podmodul M, muzeme ho z abelovskosti mod-A vsadit do kratké exaktni
posloupnosti jako vyse, kde levy morfismus bude inkluze a pravy kojadro té in-
kluze. Nyni pro X € T, M € F z D1 nabyva [a] podoby

0 —— Homy (X, M) 0 Hom 4 (X,M")

¢ili Homa(X,M") = 0 pro kazdé X € T.Z D3 je tedy M’ € F.
Nyni budte M’',M" € F. Pro jakékoli rozsiteni M modulia M’ ,M" existuje kratkéa
exaktni posloupnost 0 — M’ — M — M"” — 0. Opét pro X € T dostdvdme z [a]

0 0 Hom 4 (X, M) —— 0

éili M e f

dvou modult je trividlni priklad jejich rozsiteni. Trlda F je proto uzavrena i na
konecné souéty (jiné v mod-A ani neuvazujeme). V piipadé soucini opét uvazu-
jeme pouze ty konecné, z abelovskosti splyvajici se soucty.

ii. = iii. Definujeme ¢(M) kostopu tiidy F v modulu M jako prunik jader
morfismid M — N pro N € F. To je podfunktor identity, nebot pro

XY € mod-A, N € F, f[: X - Yag:Y — Njet(X)C kergf, cili
f(t(X)) C kerg neboli f(¢(X)) C t(Y). Zachovavani komposice a identity je
automatické. Evidentné t(M/tM) = 0, jelikoz kazdy morfismus M — N defi-
nujici t(M) lze prenést na morfismus M/tM — N. Potom prunik jader téchto
morfismi uz dava Opz/ens-

Pro N € F je ziejmé tN = 0, jak prokazuje idy. Naopak bud X € mod-A
takovy, ze tX = 0. Diky konecné délce X existuje koneéné mnoho morfismi
fi: X = N;ie{l,---n}, pro N; € F, ze N, ker f; = 0 (volme f; libovolné,
pak dimg ker f; < co a diky tX = 0 miZzeme najit fo, Ze ker fi Nker fo < ker f;.
To nutné snizi K-dimenzi. Koneénym opakovénim tedy najdeme kyzené mor-
fismy). Tyto morfismy indukuji f: X — @I, N;, ktery je prosty (obraz kazdého
0 # z € X ma nenulovou obraz pri nekterem fi, tedy jadro je trividlni). Proto
X lze identifikovat s podmodulem konec¢ného souc¢tu modult z F. Z uplnosti F
a predpokladu je X € F.

Zbyva uz pouze idempotence. Pro X € mod-A ozna¢me X’ = t(tX). Poté existuje
kratka exaktni posloupnost

0 — t(X)/X — X/X' — X/t(X) —— 0

Postranni ¢leny jsou v F, diky uzavienosti na rozsireni je i prostredni stupen v F.
Pak ovsem t(X/X’) = 0, nutné tedy X' = ¢(X).

iii. = i. Ozna¢me 7 = {M : tM = M}. Dokazeme, ze (T,F) je torzni dvojice:
D1: t je podfunktor, proto kazdy morfismus f: M — N musi musi posilat pr-
vek tM do tN (jinak by ¢ nebyl korektné definovan na morfismech). Protoze pro
N e FjetN =0, musi f(M)= f(tM) =0 proto f = 0.

D2: Bud M € mod-A, 7Ze pro kazdé N € F mame Homy(M,N) = 0. Kdyby
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tM # M, méame M /tM # 0, proto projekce a nulovy morfismus jsou dva odlisné
morfismy z Hom 4 (M, M /tM). Ovsem t(M/tM) = 0 tedy M/tM € F. Spor.

D3: At pro kazdé M € T je Homa(M,N) = 0. Diky idempotenci ¢ méame
t(tN) = tN, proto tN € T. Nulovy morfismus a inkluze jsou dva morfismy
z Hom4 (tN,N) = 0. Proto si musi byt rovny, ¢ili tN = 0. Pak ovsem N € F. B

Z definice torzniho radikalu t je jasné, ze kazdy modul lze vyjadrit jako rozsiteni
modulu neménného pii aplikaci ¢ a modulu z jadra t. Mame totiz:

0 tM M M/tM —— 0

Tuto posloupnost nazveme kanonickou vzhledem k t. V predchozi vété jsme od-
vodili dilezity vysledek platny pro torzni dvojice obecné. Nadéle nas vsak budou
zajimat pouze torzni dvojice velmi specidlni, v jistém smyslu generované urci-
tym modulem. V pristi podkapitole pak odvodime vysledek o takovych torznich
dvojicich, totiz Brennerové—Butlerovu vétu.

Definice 1.5. Pravy A-modul T nazveme cistecne vychylujici, pokud:
T1 pdy, T <1
T2 Ext(T,T) =0

Nazveme ho vychylujici pokud vedle T1, T2 splinuje navic

T3 existuje kratka exaktni posloupnost 0 - A — 177 — Ty — 0,
kde 11,7, € addT' tj. jsou to direktni soucty direktnich sc¢itanct 7.

Poznamka 1.6. Ve zbytku této kapitoly budeme jako B oznacovat okruh endo-
morfismt vychylujiciho modulu 7'.

Priklad 1.7. V tuto chvili mizeme poskytnout pouze jeden piiklad vychyluji-
ciho modulu, ktery ovSsem nastini smysluplnost tohoto pojmu. Kazdy Moritiv
progenerdtor je totiz vychylujici! Pfipomindme v kratkosti, ze Moritovym proge-
neratorem nad R rozumime konecné generovany R-modul P, ktery je projektivni
a Hompg(P,—) je vérny. Pro okruhy R,S je ekvivalentni existence Moritova pro-
generatoru P € mod-A takového, ze Endg(P) = S, a kategoridlni ekvivalence
Mod-R = Mod-S, kterd je realizovana funktorem Hompg(P,—). Omezime-li se
na konec¢nédimenzionélni K-algebry A,B, pak zfejmé restrikce Hom,(P,—) na
mod-A déva ekvivalenci mod-A = mod-B (jelikoz pro M modul koneéné K-
dimenze jsou Homy(P,M) i M ®p P rovnéz konecné K-dimenze, proto z adjun-
govanosti na velkych modulech plyne esencidlni surjektivita Hom 4 (P,—)|mod-A)-
Tento vysledek plati obecné, ale neni tak primocary k dokézani.

Podminky T1 a T2 pro Moritiv progenerator P jsou trividlné splnény. Definujme
Trp A stopu P v A jako soucet obrazi morfismi z Hom 4(P,A). Kdyby Trp A # A,
pak 0: A — A/ Trp A nulovy morfismus a 7: A — A/ Trp A kanonicka projekce
vyvraci vérnost Hom(P,—). Z kone¢né K-dimenzionality obou modultu existuje
n € N a epimorfismus P" — A. Z projektivity A je tedy A <4 P™ neboli
A € addT. Posloupnost 0 -+ A — A — 0 — 0 nyni prokazuje T3.



Je-1i vychylujici modul projektivni, pak je to Moritiv progenerator. Konec¢na ge-
nerovanost a projektivita je souéasti nasich predpokladi, navic A € addT' (pro-
toze posloupnost z T3 se stépi). Existuje proto n € N, ze A je direktni s¢itanec T™.
To znamend, ze T™ je generator, jelikoz idyeq.a = Homy(A,—) <g Homa(T™,—)
prokazuje kyzenou vérnost tj. mame-li morfismus f: M — N v mod-A, existuje
g: P" — M s nenulovou slozeninou fg. To je ekvivalentni nenulovosti alespon
jedné z fgt;, kde ¢; je kanonickd inkluze 7" na ¢-tou slozku 7. Nyni vSak fg,
prokazuje, ze Hom4(7T',—) je vérny a T je Moritav progenerator.

Treti pozorovani se tyka grupovych algeber, které byly doposud mezi konecné-
dimenzionalnimi K-algebrami autorovu srdci nejblizsi. Bohuzel se ukazuje, Ze
pro né vychylujici teorie (respektive pojem vychylujictho modulu) nic nového
neptrinasi. Pojmy Moritova progeneratoru a vychylujictho modulu totiz splyvaji.
Vzhledem k vyse uvedenému staci prokazat pouze inkluzi doleva. Méjme tedy T’
vychylujici modul nad grupovou algebrou K'G. Pripomenme, ze grupové algebry
jsou frobeniovské, proto regularni modul K G k¢ je injektivni. Podminka T3 dava
posloupnost 0 — KG — T" — T" — 0, ktera se stépi, proto KG € addT.
Identicky argument jako vyse ukazuje, ze pro néjaké n € N je P" generator. Jeli-
koz projektivni dimenze T' je nanejvys jedna, existuje kratka exaktni posloupnost
0— P, — Py — T — 0, kde Py, F, jsou projektivni. P; je ale i injektivni, proto
se posloupnost stépi a T' je tedy direktni s¢itanec Fy. Pak je ovSsem projektivni.

V lemmatu bude prokazano, ze vychylujici moduly jsou v néjakém smyslu
velmi hojné, hojnéjsi nez Moritovy progeneratory. V tuto chvili se také slusi pro-
zradit, ze nas cil v této kapitole, Brennerové-Butlerova véta, je v jistém smyslu
zobecnéni Moritovy ekvivalence pro vychylujici moduly.

Priklad 1.8. Nastinime priklad neprojektivniho ¢astecné vychylujiciho modulu,
jenz ovsem nesplnuje T3. Formulace bohuzel vyzaduje nékolik pojmu, které budou
predstaveny az v pristi kapitole, ¢tenare neznalého teorie reprezentaci toulcti tedy
odkazujeme k definicim [2 -,-. 2.8 a lemmatu [2.16] Uvazme toulec As, tj. toulec
se dvéma vrcholy 1,2 spojenymi jedinou hranou 1 — 2. Reprezentace S(1) spliuje
T1 i T2, jak prokazuji posloupnosti nize.

0 0 K——K —0
I A @
0 — K —— K 0 0
0 K K? K 0
A W
0 0 0 0

Zde [o] je projektivni rezolventa 0 — P(2) — P(1) — S(1) — 0. Ta naznacuje,
ze pdg 4, S(1) < 1. Navic S(1) neni projektivni, diagram (| ukazuje situaci, ktera
vyzaduje existence zobrazeni p: K — K, ze 0 = idg ¢ = idg, coz je absurdni.
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Déle || ukazuje, ze jediné rozsiteni S(1) a S(1) je to trividlni. To znamena presné
Extl, (S(1).5(1)) = 0.

Podminka T3 byt splnéna nemuze, nebot reprezentace z add S(1) maji vzdy nu-
lovy prostor prislusny vrcholu 2. Regularni reprezentace Ay vsak obsahuje P(1)
jako direktni s¢itanec, proto ma prostor prislusny vrcholu 2 nenulovy.

Nyni pro T definujeme urcité uzitecné tridy objektt mod-A.
Definice 1.9. Bud T pravy A-modul. Definujeme:
e GenT ={M €mod-A:3n €N 3r: T" — M} tiidu moduli

generovanych T

e CogenT ={M €mod-A:3In €N Jv: M — T"} tfidu modult
kogenerovanych T

o T(T)={M : Ext(T,M)=0}
o« F(T)={M :Homu(T,M) =0}

Je ztejmé, ze tiida GenT je uzaviena na obrazy a konecné soucty. To dava tusit,
ze za urcitych okolnosti miuze byt Gen T torzni tiida. Odvodime kritérium, kdy
toto nastéava. Navic dokdzeme, ze pro vychylujici moduly GenT a T (T') splyvaji.

Lemma 1.10.

i. Budte T,M pravé A-moduly. Pak M € GenT prdve tehdy, kdyz homomor-
fismus epr: Homa(T,M) @ T — M dany predpisem
e(fet)= f(t) je na.

it. Budte T,M pravé A-moduly. Pak M € CogenT prdve tehdy, kdyz homo-
morfismus ny : M — Homp(Homa(M,T),T) dany predpisem
mu(2)(g) = g(x) je prosty.

Diikaz. Dokézeme ii., i. je analogické.

= : Bud M € CogenT'. Jelikoz Hom4(M,T') ma konecnou K-dimenzi, zvolime
jeho bazi (f;)%,. Potom zobrazeni f = [f1, -+ ,fa7: M — T? je prosté, jelikoz
existuje prosté zobrazeni g: M — T™ pro néjaké m € N (definice CogenT).
Slozenim g s kanonickou projekei na i-tou slozku obdrzime prvek Hom 4 (M,T),
tedy linearni kombinaci Z;’Zl a;j fi. Definujeme morfismus h: T¢ — T™ A-maticf:



Je ztejmé, ze hf: M — T™ je rovno g. Jelikoz g je prosté, musi i f byt prosté.

Pak existuje kratka exaktni posloupnost 0 — M Lrd 4 x S0 . Aplikujeme
Homy(—,T") a z jeho levé exaktnosti obdrzime posloupnost

Hom 4 (f,T)

0 —— Homy(X,T) —— Homu(T4T) —— Homu(M,T)

Vsimnéme si vSak, ze morfismus Homy(f,T") je surjektivni. Kanonickou projekci
w2 T — T totiz posild na f;. Cili je na bazi, proto i na cely prostor Hom 4 (M, T),
¢ili posloupnost je kratka exaktni.

Nyni si povSimnéme, 7ze n = {ny : X € mod-A} je prirozend transformace
idmoa.a — Homp(Homu(—,7),7). Pro K,L € mod-A a f: K — L vezméme
r € K a\e&Homy(L,T). Pak

(LS (2))(A) = A(f(2)) = (& = £f(2))(A) = (Homp(Hom4 (f,T),T)nx (x)) (M)

neboli ny, f = Homp(Hom4(f,T"),T)nk coz bylo dokazat. Aplikujeme Hompg(—,T):

0 M T4 X

| [ |

0 — Hompg(Homs(M,T),T) — Homp(Hom4(T%T),T) — Homp(Hom4(X,T),T)

Postacuje prokazat prostost 14, jelikoz pak bude Homg((Hom 4 (f,T"),T)nas prosté,
tedy i nas prosté. Pro prvek t € T? je byt v ker nya ekvivalentni tomu, Ze ho kazdy
morfismus 7% — T posila na nulu. OvSem ma-li prvek ¢ pii kazdé kanonické pro-
jekci nulovy obraz, musi byt nulovy (univerzalita sou¢inu). Tim je tvrzeni doké-
ZAano.

<=: Na Hom4(M,T") 1ze definovat strukturu levého B-modulu ptisobenim

bx f=0f. Jelikoz B je K-algebra a Hom4(M,T') ma konetnou K-dimenzi, je to
koneénédimenzionédlni levy B-modul (B-generuje ho napiiklad néjaka K-béze).
Existuje tedy B-linearni surjekce g: B™ — Homa(M,T). Doplime ji na krat-
kou exaktni posloupnost 0 — X — B™ — Homu(M,T) — 0. Z levé exaktnosti
Hompg(—,T) je Hompg(g,T') prosty A-linearni morfismus. SloZzenim s 7,, a snadnou
manipulaci obdrzime

M RO Yo (B T) 2 T

a jelikoz nys je z predpokladu prosta, mame M € CogenT'. [ ]



Véta 1.11. Bud T castecné vychylujici pravy A-modul. Mdme:
i. GenT je torzni trida, k niZ prislusi beztorzni trida F(T) definovand vyse

. GenT C T(T)

Diikaz. Bud M € GenT'. Existuje epimorfismus 7: 7™ — M. Doplime ho do
posloupnosti 0 — X — T™ — M — 0. Aplikaci Hom 4(7',—) dostdvame

0 = Exth (T, 1T™) — ExtY\(T,M) — Ext%(T,X) =0

jelikoz Ext*(T,—)|mea-a = 0, jak plyne z . Proto Ext)y(T,—)|genr = 0, coi
prokazuje ii. (definice T(T)).

Jak uz bylo poznamenano, diky veéteé [1.3| stac¢i prokazat, ze GenT' je uzaviena na
rozsiteni. Uvazujme tedy kratkou exaktni posloupnost 0 - M’ — M — M"” — 0
s M',M" € GenT. Aplikaci Hom4(7T',—) dostédvame

0 — Homu(T,M’) — Homu(T,M) — Hom(T,M") — Ext}(T,M') =0
¢ili Homa(7T',—) posila onu posloupnost na kratkou exaktni posloupnost. Nyni

aplikujeme — ®p T a z jeho pravé exaktnosti a pfirozenosti ¢ z lemmatu [I.10]
dostavame diagram

Hom(T\M') @p T — Homyu(T,M) @ T —— Homu(T'M") @ T — 0

JE]M/ J{sM JEIM//

0O —— M M M 0

Lemma [I.10] rovnéz fiké, Ze epp,epr jsou epimorfismy. Komutativita pravého
¢tverce nyni prokazuje, Ze im €, protinad vSechny rozkladové tridy M’ (pro jedno-
duchost budiz levy homomorfismus spodniho fadku inkluze). Zaroven diky komu-
tativité levého ¢tverce musi byt e); na M'. Proto ) je na M. Tvrzeni lemmatu
je ekvivalence, proto dostavame M € GenT. Tim je uzavienost GenT pro-
kazana, je to torzni tiida. Jak vypada prislusna beztorzni tiida?

Dokézeme, ze je to F(T) = {N € mod-A : Homu(T,N) = 0}. Jedna in-
kluze je ziejma. Z D1 a faktu T" € GenT musi pro kazdy beztorzni modul N
prislusny GenT byt Homyu(7,N) = 0. Na druhou stranu uvazme modul X,
pro néhoz Homu(7,X) = 0. Je tieba prokazat, ze pro kazdé M € GenT je
Homy (M, X) = 0, a pak vyuzit D3. Vezméme epimorfismus g: T™ — M. Z levé
exaktnosti Homa(—,X) je Hom4(g,X): Homa(M,X) — Homy(T%X) = 0 mo-
nomorfismus. Pak ale nutné Hom 4 (M,X) = 0. Proto (GenT,F(T)) tvori torzni
dvojici, coz prokazuje i.. ]

Nasledujici véta ospravedlni ideu vychylujictho modulu. Doposud jsme odvozo-
vali tvrzeni o ¢astecné vychylujicich modulech, ke kterym lze snadno vymyslet
mnoho prikladi. Mimo priklad Moritova progeneratoru jsme ovSem nejmeno-
vali zadny modul vychylujici. Bylo by ponékud trpké, kdyby se nakonec ukazalo,
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ze jako v pripadé grupovych algeber zadné vychylujici moduly krom Moritovych
progeneratori neexistuji. Nemuze se stat, ze oslavovana Brennerové—Butlerova
véta je nakonec specialni pripad Moritovy véty? Nemitize. Kazdy c¢astecné vychy-
lujici modul (takze tfeba ten neprojektivni z prikladu lze totiz doplnit na
vychylujici.

Lemma 1.12. (Bongartzovo) Bud T castecné vychylujici modul.
Ezistuje E € mod-A, Ze E® T je vychylujici.

Diikaz. Uzijeme Yonedovy charakterizace Ext!' grupy, rozebrané v . Uvédo-
mme si, Ze grupa Ext!,(T,A) je koneéné K-generovand, jelikoZ je to faktor dvou
podprostort koneénédimenziondlniho Homy(P;,A), kde P je projektivni modul
z néjaké resolventy T

Zvolme (e;)¢_; jeho K-bézi. Dédle pro kazdé e; krdtkou exaktni posloupnost
0—A— E;, - T — 0z tridy ekvivalence rozsiteni A a T prislusné e;. Vezmeme
soucet téchto kratkych exaktnich posloupnosti a uvazime diagram

0 Al @l E; T 0
[
0 A E T4 0

Na mysteriézni modul E lze nahliZet jako na vrchol pushoutu A < A? — @%_, E;,
jelikoz pak je komutativita levého Ctverce zarucena a pravého také diky abelov-
skosti mod-A (K.6). Navic doln{ fddek diagramu je presné

Extly(T4[1,--- 1)) (®e;) € Ext'(T4,A). Oznacéme ho e.

Nyni prokdZzeme, Ze pro kanonickou inkluzi u;: T — T na i-tou slozku je

e; = Ext!i(u;,A)e. To plyne z diagramu s exaktnimi fadky e;, @;e; a e

0 A E; T 0
0 Al @l E; T 0
[

0 A E T 0

Zde ztejme lze zvolit ¢arkovana u; jako prislusné inkluze na i-tou slozku. Slozenim
vertikdlnich morfismi a pozorovanim [1,--- 1]u} = id4 dostdvame morfismus
kratkych exaktnich posloupnosti.

0 A E; T 0
0 A E Te 0

Chceme ukézat, Ze horni fadek je ekvivalentni Ext!y(u;,A)e. Z vime, Ze re-
prezentant tiidy Ext (u;,A)e je napiiklad kratké exaktni posloupnost indukovana

pullbackem E — T¢ & T . Nakresleme si diagram s fadky e;, Ext)(u;,A)e, e
a pojmenujme doposud znamé morfismy
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0o—— A sp 2.7 0
0— A2 Fp T .7 4

Potfebujeme prokazat existenci morfismu a: F; — P, kterda ucini horni dva
¢tverce komutativni. Zfejmé volbou wul: E; — F a 7 : E; — T dostaneme

kuzel na E — T4 & T a tim obdrzime morfismus a : E; — P z univerzality
pullbacku. Komutativita pro pravy ¢tverec je trivialni. Pro levy vyplyva z rov-
nosti car = wuie = A[1,--- 1Ju = Nidy = X\ =0k a paw = m = 0 = pk. Jelikoz
A = 0 = 4,0, jsou (A,car,0ar) a (A,ok,ok) stejné kuzele na E — T¢ & T
proto z univerzality pullbacku ar = k. Mame tedy morfismus kratkych exaktnich
posloupnosti.

0 A E; T 0
0 A P T 0

7 5-lemmatu vyplyva, Ze a je izomorfismus, proto je skutecné e; = Extl (u;,A)e.
Aplikaci Hom4(7T,—) na e dostavame

Hom (T, 7%) —— Ext!(T,A) —— Ext},(T,E) —— Ext!(T,7%) =0

Diky lemmatu mame e; = Ext!,(u;,A)e = §(u;) (ty konstrukce jsou iden-
tické), proto & je na (e; tvori K-bazi Extl(T,A)). Z toho plyne Ext}(T,E) = 0.
Déle na e aplikujeme kontravariantni Hom4(—,7") a Hom4(—,F) a obdrzime

0 = Exty(T%T) —— ExtL(E,T) —— ExtL4(AT)=0

0 = Ext4(T4,E) —— Ext}(E,E) —— Ext!(A,E) =0

Diky projektivité A maji obé posloupnosti nulovy pravy stupen. Levy stupen je
v prvnim pripadé nulovy z T2 a v druhém z vypoctu vyse. Diky komutativité
Ext'(—,—) s koneénjmi soucty jest

Exty(E@T,EaT)=Exty(ET)®ExtY(T,T)® Exty(T,E) ® Exty(E,E) =0

To prokazuje podminku T2 pro F®T. Z podkovového lemmatu je pd,(F) <1
¢ili pdy(E@T) < 1, mdme tedy T1. Evidentné E, T € Gen(E®T), proto kratka
exaktni posloupnost e prokazuje T3. ]

Nyni vidime, Ze vychylujici modul vzniknuvsi z piikladu [I.8 nemize byt projek-
tivni (md neprojektivni direktni sc¢itanec), tedy to neni Moritiv progenerator.

V nasledujici vété uvedeme charakterizaci vychylujictho modulu, kterou pak bu-
deme neustale vyuzivat.
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Véta 1.13. Bud'T cdstecné vychylujici pravy A-modul. Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni.

i. T je vychylujici pravy A-modul
ii. GenT =T(T)

iii. kazdé M € T(T) mad presentaci 0 — L — Ty — M — 0, kde Ty € add T a
LeT(T)

Dikaz. i. == ii. Diky lemmatu staci ukdzat T(T) € GenT. Bud
M € T(T). Déle bud t torzni radikél prislusny dvojici (GenT,F(7T)). Nyni staci
ukazat tM = M. Aplikaci Hom4(7T,—) na kanonickou posloupnost M vzhledem
k (GenT,F(T)) dostavame

Extly(T,M) —— BExt}(T,M/tM) —— Ext*(T,tM) =0

Ext? (TtM) se nuluje diky T1 a vétd Méame tedy epimorfismus
Extly(T,M) — Exty(T,M/tM). Z definice T(T) je Exty(T,M) = 0 ¢ili

i Extl (T, M/tM) = 0.

Z vlastnosti T3 vychylujicich modulu existuje presentace 0 - A — T — T" — 0,
kde 7", 7" € add T'. Aplikaci Hom4(—,M/tM) dostavame

Hom 4 (T",M /t M) —— Hom (A,M/tM) —— Ext!, (T",M/tM)

Z definice t je M/tM € F(T), proto Homy(T,M/tM) = 0. Jelikoz T" € add T,
existuje X € mod-A, ze T'"®X je konecény direktni soucet 7. Bifunktor Hom4(—,—)
komutuje s konecnymi soucty v obou slozkéch, proto mame Hom 4 (7", M /tM) <g
Hom4(T% M/tM) = 0. Stejné tak Ext!(—,—), jakozto derivovany funktor hom
funktoru, komutuje s koneénymi soucty, stejnou tivahou tedy obdrzime Ext’, (7", M /tM) =
0. Diky tomu méme 0 — Homa(A,M/tM) — 0, aproto 0 = Hom4(A,M/tM) =
M/tM. Pak ovsem M = tM coz dava ii. z definice t.

ii. = iii. Bud M € T(T). Pracujeme s koneéné generovanymi moduly
nad kone¢nédimenzionalni K-algebrou, proto lze vybrat koneénou K-bazi (f;)%,
prostoru Hom4(T,M). Jelikoz je M generované T, je kodiagonalni zobrazeni
f=1[fi, - ,fa: T — M epimorfismus (dudlni argument jako v dikazu .

Aplikaci Hom4(T,—) na posloupnost 0 — L — T¢ 1 M = 0 dostévame

Hom 4 (T, f)
Homy (T, 7%) —— Hom(T,M) —— Ext(T,L) —— Ext}(T,T%) =0

Proto Ext(T,L) = coker Hom(T,f). Zobrazeni Hom(T\,f) je ale surjektivni
(volbou «; € Homu(T,T¢) kanonickych inkluzi na i-tou soufadnici je jasné, Ze
Hom (T, f) je na bézi (f;)%,, proto na celé Hom4(7T,M)). Tudiz Ext}y(T,L) = 0,
proto z definice T(T) je 0 — L — T% — M — 0 hledand presentace.

iii. = i. Bud e posloupnost 0 — A — E — T¢ — 0z Bongartzova lemmatu/[1.12]
takova, ze E®T je vychylujici. Ukdzeme, ze E € add(T"). Za predpokladu iii. toto
nastava pravé tehdy, kdyz E € T(T) a pro kazdé M € T(T) je Ext!y(E,M) = 0.
Implikace doprava je zfejma, protoze z komutativity Exth(—ﬁ) s konecnymi
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soucty a definice 7(T) je add(T") C T(T'). Druha podminka snadno plyne z faktu,
ze kazdy prvek X € add(7T) lze doplnit na konetnou mocninu 7', tj. existuje
T €mod-A: X @T' =T™ pro néjaké m € N.

Pro implikaci doleva pro X splnujici ony dvé podminky vezméme posloupnost
0= L —T — X — 0z iii. Mame Ext!,(X,L) = 0, proto se tato posloupnost
stépi a X je tedy direktni scitanec T" € add(T).

Nyni vezméme M € T(T'). Aplikujeme Hom4(—,M) na e a obdrzime

Ext! (T%,M) —— Ext(E,M) —— Ext!(A,M)

Levy stupen je nulovy z definice 7 (T'), pravy z projektivity A. Proto
Ext!,(E,M) = 0. Navic v diikazu bylo dokézano, Ze Ext!(T,E) = 0, dli
E € T(T). Nyni E € add(T") a e prokazuje T3 pro T', neboli T je vychylujici. W

Véta ma dva uzitecné disledky.
Disledek 1.14. Bud T vychylujici modul:

i. Bud M € T(T). Pak existuje posloupnost -+ — Ty — Ty — Ty — M — 0,
kde Vi € Ny : T; € add T

it. M € T(T) pravé tehdy, kdyz kanonicky morfismus
ey Homy(T'M) @p T — M je bijekce.

Diikaz.
i. Snadnd indukce, povsSimnéme si, ze v [1.13|(%11.) je L € T(T).
ii. Implikace doleva vyplyva z véty a[1.13|(7. ). Uzitim [1.13|(47. ) na M a pak

znovu na L dostavame kratké exaktni posloupnosti:

Jelikoz Lo,L, € T(T), madme Ext!(T,L;) = 0, i € {0,1} aproto aplikaci Hom 4 (T',—)
dostavame:

0 —— Homyu(7T,Ly) —— Homa (7T, 1y) —— Homu(T,M) —— 0

0 —— Homy(7,Ly) —— Homu (7T, 17) —— Homyu(T,Lg) —— 0

Miuzeme tedy aplikovat pravoexaktni funktor — ®g T a obdrzet:

HomA (Tva) ®pT

Hom (T, Lo) @ T —— Homu(T,1y) ® T —— Homua(T,M) @ T —— 0

HOmA(T,B)(X)BT
Homu(7T',L1) @ T —— Homu(T,11) ® g T —— Homu(T,Lo) @ T —— 0
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Jak vidno, Hom4(7,5) ®p T je stale surjektivni. Z prirozenosti € dostavame ho-
momorfismus posloupnosti:

Hom (T,aB)®@pT
Homu (T, T1) g T —— Homa(T,Ty) @ T —— Homu(T\M) @ T —— 0

J/ETl J/ETO J/g M

T, of Ty Lo 0

glcent je na diky [1.10)(7.), proto er je epimorfismus. Navic Homu (T,T) ®p T =
B ®p T =T, ¢ili maji stejnou konecnou K-dimenzi a €); je tedy izomorfismus.
Standardnim trikem pro moduly z add(7") (doplnénim do direktniho souctu a diky
komutativité tensorového soucinu se soucty) dostdvame, ze pro kazdé X € add T
je ex izomorfismus (je to restrikce izomorfismu na direktni s¢itanec). Proto eg, .eq,
jsou izomorfismy. Z 5-lemmatu je i €); izomorfismus, coz bylo dokazat. |

Diky a tedy muzeme psat (7 (7),F(T)) torzni dvojici indukovanou vy-
chylujicim modulem 7.

1.2 Brennerové—Butlerova véta

Nyni se zamérime na kategorii B-mod levych konecné generovanych B modulf.
Pripomenme, ze T' je levy B-modul pfi pusobeni f xz = f(x) pro f € End(7T).

Véta 1.15. Bud T vychylujici pravy A-modul.
i. D(T) = Homu(T,DA) jako pravé B-moduly
1. T je vychylujici levy B-modul

it1. homomorfismus K-algeber v : A — End(gT)°? ddn predpisem a +— (t — ta)
je izomorfismus

Diikaz. i. Toto je pouze hom-tensorova adjunkce, jelikoz
D(T) = Homg (T,K) = Homg (T®4A,K) = Homu (T, Homg (A,K)) = Hom(T,DA)

ii. Staci ovérit axiomy T1-T3.

T1: Z T3 pro T4 existuje kratka exaktni posloupnost pravych A-moduli
0—>A—=>T —-T"—0,kde TV 7" € add(T"). Aplikaci Hom,(—,T) diky T2 pro
Ty jest

0 —— Homyu (7", 7) —— Homyu(7T",T) —— Homa(AT) —— 0 (o)
Ziejmé Homa(A,gT) = gT. Navic standardnim trikem doplnéni na nasobek T
je vidét, ze pro néjaké m € N jsou Homy (7”,T), Hom,(7",T) direktni s¢itance

Homy (T™,T) = B™, ¢ili jsou projektivni. [o] je tedy projektivni rezolventa T jako
levého B-modulu.
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T2: Checeme dokazat Exty(T,T) = 0. To je ekvivalentni Exty(DT,DT) = 0, je-
likoz Homp poq(X,Y) = Homypeq.g(DY,DX) jsou izomorfni jako funktory. Uka-
zeme, ze Exty(DT,DT) = Ext) (DA,DA) = 0 (plyne z A-injektivity DA).

Nejdrive si povSimnéme prirozeného izomorfismu

&rr: Homa(T',DA) — Hompg(Hom (T, T"), Hom4(T,DA)) proT" € add T'. Ten je
definovan na f € Hom(7",DA) jako Homa (T, f) € Homp(Homy(7,7"), Hom4(T,DA)).
Vysledek staci dokazat pro T', zbytek plyne z komutativity s kone¢nymi soucty.

Pro T je to vSak ziejmé, nebot B = Homy(7,T"), neboli {r vede mezi prostory
stejné K-dimenze. Morfismus idr € Hom4(7,T") prokazuje prostost, proto &r je
izomorfismus. Tim je pozorovani dokazano.

Z injektivity DA plyne DA € T(T), proto z lemmatu [1.14)(i.) existuje exaktni po-
sloupnost T: --- & T, o T % DA 0 ,kde T; € add T's. Aplikaci Hom 4 (T,—)
obdrzime projektivni rezolventu Hom (7, DA) v mod-B. Moduly Homu(7T,T;)
jsou zfejmé B-projektivni, nebot vzdy existuje n; € N, ze Homu(7,T;) <g B™.
Navic pron > 1 mizeme n-tou kohomologii Hom 4 (T, T) poéitat jako Ext’ (T, im d,,1),
coz je nula z definice T (T'), jelikoz imd,, je obraz T,, € addT C T(T) a T(T) je
uzaviend na obrazy. Proto mizeme psat

Extp(DT,DT) = Extp(Homa(T,DA), Hom(T,DA)) =
= H'Homp(Hom(T,T), Hom4(T,DA)) = H' Hom,(T,DA) = Ext!,(DA,DA)
coz bylo dokazat.

T3: Zvolime A-projektivni resolventu 0 — P, — Py — T — 0 (diky T1 pro T}4).
Aplikaci Hom 4 (—,T") dostaneme

0 — Homyu (T, T) — Homy(Py,T) — Homu(P,,T) — Exty\(T,T) =0

Z projektivity je pro i € {0,1} Homy (P;,T) <g Homy (A", T) = T", ¢ili

Hom4 (P, T) € add(gT). Jelikoz B = Homu(T,T), je tato poslopnost hledanou
presentaci B.

iii. Rozmysleme si, Ze se jedna o homomorfismus K-algeber. K-linearita je jasna,
je treba prokazat komutativitu s binarni operaci. Bud x € T'. Jest

t(ab)(z) = (t = tab)(z) = (t — ta)(t — tb)(z) = t(a)e(b)(x)

jelikoz sklddani endomorfismu zna¢ime obracené (je to opacny okruh endomor-
fismu).

Bud a € ker: tj. a zprava anihiluje celé T. Diky T3 existuje monomorfismus
v: A — T™ pro néjaké m € N. Oznacme m; i-tou kanonickou projekci 7™ — T.
Morfismus m;v € Homy(A,T) = T odpovida nasobeni néjakého ¢ = m;v(1) zprava.
Proto mirv(a) = ta = 0. Z limitni vlastnosti soucinu je tedy v(a) = 0. Proto
a = 0 a ¢ je prostd. Porovhame K-dimenze A a End(gT)°. K-dimenze opac-
ného okruhu je zfejmé rovna K-dimenzi okruhu piivodniho. Z lemmatu [L.14](ii.)
a hom-tensorové adjunkce dostavame

Homa(DA,DA) = Homy (Homu(T,DA)®T,DA) = Homp(Homy(T,DA), Homu(T,DA))
Proto mame izomorfismus:

A = Homyu(A,A) = Homy(DA,DA) = Hompg(Homu (T,DA), Homy(T,DA)) = Endg DT
z néhoz plyne dimg A = dimg End(5T)° a surjektivita ¢. To bylo dokdzat. W
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Mame tedy vychylujici modul v B-mod. Obdobnou tvahou jako ve vétach a
1.13[ mtzeme pro levy vychylujici modul v kategorii levych koneéné generovanych
modultt nad kone¢nédimenziondlni K-algebrou odvodit, ze (7(T),F(T)) tvori
torzni dvojici. Z definice torzni dvojice a faktu Homp_j0a(X,Y) = Homyeq.5(DY,DX)
pak snadno vidime, ze (D(F(T')),D(T(T'))) je torzni dvojice v mod-B. Toto po-
zorovani shrneme a znaceni zavedeme v nasledujici definici.

Definice 1.16. Bud g7y pravy vychylujici A-modul. Pak v B-mod definujeme

tridy:

o T(T) = GenpT = {U € B-mod : Exty(T,U) =0}
F(T) ={V € B-mod : Homp(T,U) = 0}

T(T),F(T)) je torzni dvojice v B-mod. Navic dostavame torzni dvojici

(D(]:ET)),D(T(T%); v mod-B. Oznac¢ime:
« X(T)=D(F(T))
« Y(T) = D(T(T))
Duélni ttidy vsak maji i pohodlnéjsi popis:
Lemma 1.17. Bud T pravy vychylujici A-modul. Pak plati:
i. X(T)={X e mod-B: X®pT =0}
ii. Y(T) = {Y € mod-B : Tor? (Y,T) = 0}

Diikaz.
i. Z definice F(T'), D(—) a hom-tensorové adjunkce mame pro X € X (7))

0 = Homp(X,DT) = Homg(X @5 T.K) = D(X @ T) = X @3 T =0

protoze X ®p T je vektorovy prostor nad K a pro kazdy konecnédimenziondlni
vektorovy prostor V' je dimg V = dimy DV.
ii. Opét z definice T(T') a D(—) vidime, Ze pro Y € Y(T') méme Ext(Y,DT) = 0
Uvazujme nyni projektivni resolventu P — Y — 0. Diky pak mame:
0 = Exty(Y,DT) = H'(Homp(P,DT)) = DH,(D Homp(P,DT))
~ DH,(DD(P @5 T)) = DH,(P ®p T) = D Tor? (Y,T)

Cili stejnym argumentem jako v i. pomoci K-dimenze obdrzime zavér. [

Lemma 1.18. Bud T vychylujici pravy A-modul. Ddle necht'Y € Y(T) je pravy
B-modul.

1. existuje krdtka exaktni posloupnost 0 —Y —T* — Z — 0,
kde T* € add DT a Z € Y(T)

it. morfismus dy 1Y — Homa(T)Y ®p T), Ze dy(y) = (t — y @ t) je izomor-
fismus.
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Ditkaz. 1. Uzijeme levé verze véty [1.13|(iii.) pro T(gT). Pro Y € Y(T) méme
totiz DY € T (gT). Proto existuje posloupnost 0 — Z" — 7" — DY — 0 levych
B-modult, kde 7" € add(pT) a Z" € T(gT). Aplikaci D z jeji exaktnosti a faktu
D? ¥ ideq.5 je DT € add(DT), DZ €Y a0 —Y — DT" — DZ' — 0 hledan4
kratka exaktni posloupnost.

ii. Pro f: M — N a m € M prokazuje rovnost

5Nf(m) = (t — f(m)®t) = HOII]A<T,f®BT)(t — m®t) = HomA(T,f®BT)5M(m)

prirozenost 6. Nejdiive tvrzeni dokédzeme pro moduly z add DT'. Z dukazu[L.15](%.)
a hom-tensorové adjunkce médme DA = D Endg(DT) = DT ®p T, proto diky
[L.15](%.) je 6pr : DT — Homyu(T,DA) = Homu(T,DT®pT) izomorfismus. Komu-
tativitou prislusnych funktort s konec¢nymi soucty lze vysledek ziejmé zobecnit
na libovolny 7% € add DT

Uzijeme dvakrat i. na Y, tj. mame kratké exaktni posloupnosti

0 Y Ty Yo 0

0 Yo T; Y 0
kde T € add(DT') a Y; € Y(T') pro i € {0,1}. Na obé aplikujeme — @p T

0 = Tor?(Y;,T) —— Y QT —— Tf@pT —— Y& T —— 0

0="Tor}(Vi,T) — Yo0pT —— Ty @ T —— Y1 ®pT —— 0

z charakterizace Y (7). Tak obdrzime posloupnost (jelikoz pravy ¢len prvni po-
sloupnosti je identicky levému ¢lenu druhé)

na niz aplikujeme Hom4(7',—) a dostaneme

0 —— HOIIlA<T,Y Xp T) Em— I‘IOIIlA(,T,jB'< KB T) E— HOHlA(T,Tl* KB T)

z jeho levé exaktnosti. Z prirozenosti d, 5-lemmatu a diagramu

0 Y T; Ty

o [ [

0 —— Homu (7Y ®p T) —— Homu (T, 1§ ®@p T) —— Homu (T, T} @p T')

dostéavame zavér, ponévadz dr- i € {0,1} jsou izomorfismy, jak dokdzano vyse. W
K2

Konecné muzeme vyslovit a dokdzat Brennerové—Butlerovu vétu!

Véta 1.19. Bud Ta vychylujici modul, B = End(T4). Plati:
i. Funktory Homy(T,—) a — ®@p T indukuji ekvivalenci T (Ta) = V(T4).
i. Punktory Ext'(T,—) a Tor? (=T indukuji ekvivalenci F(T4) = X(Ty).
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Diikaz.

i. Postupujeme dle definice

Vezméme M € T(T). Ukézeme Tor? (Homu (T,M),T) = 0. Z véty (zz) mame
posloupnost 0 - L — 7" — M — 0, kde L € T(T) a T' € add(T). Aplikaci
Hom 4 (T,—) obdrzime

0 —— Homy(T,L) — Homu(T,T") —— Homy(T,M) —— Ext(T,L) =0
z definice T (T"). Nyni aplikaci — @5 T dostavame

0 = Tor? (Hom(T,1"),T) — Tor? (Hom(T,M),T

Homy(T,L) @ T ——— Homyu (T, T") @ T

kde nula nalevo plyne z projektivity Hom4(7T,T"). Zaroven diky add(T") C T(T)
a z dusledku [1.14)(7.) jsou e,eqv izomorfismy. Morfismus * je tedy soucasti ko-
mutativniho ¢tverce

Homy (T,L) @ T —— Homyu(T\T") @5 T

l@ kT,

0 L T

je to tedy monomorfismus. Z toho bezprostiedné plyne Tor? (Hom(T,M),T) = 0
neboli Homy (T,M) € Y(T).

Déle musi byt pro Y € Y(T), Y @3 T € T(T). Dokazujeme Ext}y(T,Y @5 T) = 0.
Z [1.1§(i.) méme posloupnost 0 — Y — T* — Z — 0 v mod-B takovou, ze
T* € add(DT) a Z € Y(T). Aplikaci — ®@p T dostavame

0=Tor?(ZT) — Y@pT — T* @3 T —— ZR5T —— 0

kde Tor?(Z,T) = 0 z charakterizace Y(T'). Déle aplikaci Hom4(T,—) obdrzime

Hom(T,T* @p T) — Homu(T,Z @ T) — Exty\(T\Y @pT) — Ext\(T,T* @5 T)
Diky [1.18|(%. ) obdrzime jako vyse komutativni ¢tverec

HOHlA(T,T* KB T) é HOIIlA(T,Z KB T)

PT* léz
A

T*
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kde svislé morfismy jsou izomorfismy, proto * je epimorfismus. Jelikoz

DA e T(T), z|[1.15((7.) jest
T"@pT <g DT @ T = Homu(T,DA)" @ T = DA™

Proto Ext) (T, T* @5 T) <g BExty(T,DA™) = 0, coz dava Extly(T,Y @5 T) = 0.
Z definice tedy Y @p T € T(T).

Navic diky [L.14](ii.) méme e: Homu(T,—) ®p T|7) = idyr) a diky [L.18)i.)
0: idyry = Homa(T, — ®@pT)|ym, cili skutecné Homu(T,—) a — ®@p T jsou
hledané kvaziinverzni ekvivalence T (T') = Y(T).

ii. Opét dle [K.I}

Bud N € F(T). Chceme Ext!(T,N) ®p T = 0. Vezmeme libovolnou kratkou
exaktni posloupnost 0 - N — E — L — 0, ve které je E injektivni. Ta existuje,
protoze modulové kategorie maji dostatek injektivnich objekt. Z definice

E € T(T). Diky uzavienosti T (T') na obrazy je tedy i L € T(T). Aplikaci
Hom 4 (T,—) obdrzime

0 = Hom(T,N) — Hom(T,E) — Homy(T,L) — Ext!y(T\,N) — Ext!(T,E) =0

kde Hom4(T,N) je nulovy z definice F(T') a Ext!(T,F) diky injektivité E.
Nyni aplikujeme — ®p T a dostaneme
0 = Tor? (Homu(T,L),T) —— Tor? (Ext'(T,N),T)

Homy (T,E) @ T ——— Homu(T,L) @p T — ExtY{(T,N) @ T —— 0

nebot dle i. je Homu(7,L) € Y(T), ¢ili z charakterizace mame

Tor? (Homu (T,L),T) =0

Z ( it.) mame prirozené izomorfismy eg,er. Jednoduchy hon déva izomorfismy
ay, f v diagramu

0 0
4 |
Tor? (Bxty(T,N),T) =+ N
! l

Homy(T,E) @5 T —2— E
) l
Homyu(T,L) @5 T —%— L
! |
Exty(T,N) @5 T —2— 0

1
0

Charakterizace X (T) a 8 prokazuje Ext!(T,N) € X(T). Navic z « je pri-
rozend. Tak dostavame jednu z pfirozenych ekvivalenci vyzadovanych v [K.1]
Opacny smér je dudlni. Uvazujme X € X(T) pravy B-modul. Diky dostatku
projektivnich objektti v mod-B mame kratkou exaktni posloupnost

0 Y P X 0,
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kde z charakterizace Y(T') je P € Y(T') a z jeho uzavrenosti na podmoduly (plyne
z uzavienosti T (gT") na obrazy a faktu, ze D posilda epimorfismy na monomor-
fismy) je i Y € Y(T). Duélné k postupu vyse aplikujeme — ®@p T

0 = Tor?(PT) — Toa?(X,T) — Y@ T — PRpT — X ®T =0

kde Tor?(P,T) = 0 diky projektivité (tedy plochosti) P a X @5 T = 0 plyne
z charakterizace X (T'). Aplikujeme Hom,(7',—) a obdrzime

Hom (T, Tor? (X,T)) ——— Homu(T,Y @5 T) ——— Homyu(T,P ®p T)

Ext!y (T, Tor?(X,T)) —— Ext4(T)Y @ T) =0
nebot dle &. Y ®p T € T(T). Z [1.18(7i. ) dostavame isomorfismy
dy Y — Homu(T)Y @ T) a dp: P — Homu(T,P ®p T), jednoduchym honem
ziskame izomorfismy (,v'x v diagramu
0 —*— Homu(T, Tor?(X,T))

| !

Y —2  Homu(T)Y ®5T)

| !

P — s Homu(T,P ©5T)
! !
X 2 Bxt!(T, Tor?(X,T))

! !
0 0

ktery prokazuje Hom 4(T, Tor] (X,T)) = 0 ¢li Tor? (X, T) € F(T). Déle ¥ defi-
nuje p¥irozenou ekvivalenci idxy(ry = Extly (T, Torg(—,T))| x(1)-
To bylo dokazat, F(T') = X(T). |

Dusledek 1.20. Je-li T' projektivni, jsou kategorie mod-A a mod-B ekvivalentni.

Tvrzeni Brennerové—Butlerovy véty si jesté vizualizujme. Tomuto budeme fikat
Brennerové—Butlerova korespondence

mod-B
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2. Brennerové—Butlerova
korespondence pro acyklické
toulce

V této kapitole podrobné popiseme situaci, ktera koncem sedmdesatych let vedla
k vzniku vychylujici teorie. Ackoli je tak historicky vyznamnd, v moderni lite-
ratufe dle nasi znalosti celistvé popsana neni. Zakladni definice jsou prevzaty z
[Kral0], neni-li feceno jinak. Prevzaté vysledky jsou oznaceny odkazem na pri-
slusnou literaturu. Skladba findlniho ditkazu je autorova.

2.1 Toulce a jejich reprezentace

V tomto oddile zavedeme pojem toulce a popiSeme zakladni vysledky tykajici se
jejich reprezentaci.

Definice 2.1. Budte )y,(); konecné disjunktni mnoziny a st : Q1 — Qo li-
bovolné funkce. Ctvefici Q = (Qo,Q1,5,t) nazveme toulec, prvky Qo vrcholy Q,
prvky (1 hrany Q). Obraz o € 1 pri s nazveme zacdtek « a ptit konec a. Tato
data vyjadiime znacenim a: s(a) — t(a).

Jinymi slovy toulce jsou orientované multigrafy. Toto pojeti je instruktivni pro
pochopeni nasledujici teorie, ovsem definice vice souzni s nami uzivanym for-
malismem. Jelikoz pojem multigrafu neni ustaleny, zdiraznujeme, ze na s,t nejsou
kladeny zadné podminky, tedy vicenasobné hrany a smycky jsou povoleny.

2
\ e
31 e b e®
>
4

Levému toulci (presnéji klasifikaci jeho reprezentaci) se nékdy tika problém tri
podprostori (ozna¢me ho P3P). Budeme ho vyuzivat pro ilustraci nize predsta-
venym pojmu.

Poznamka 2.2. Vrcholy budeme oznacovat prirozenymi ¢isly, popt. malymi la-
tinskymi pismeny. Hrany zase malymi pismeny feckymi.

Definice 2.3. Bud Q = (Q,Q1,s,t) toulec. Posloupnost hran ¢ = («;)?; na-
zveme cestou délky n, je-li pro kazdé i € {1,--- n — 1} : t(a;) = s(@it1). Zacdt-
kem cesty s(c) nazyvame s(aq) a koncem cesty t(c) zase t(ay,). Jako pro hrany
tato data oznacime c: s(c) — t(c). Hrany identifikujeme s cestami délky 1. Déle
definujeme prazdnou cestu ¢;, kterda neobsahuje zadné hrany a s(g;) = t(g;) = i.
Jsou-li ¢,d dvé cesty, ze t(c) = s(d), definujeme jejich sloZeni de jako cestu vznik-
nuvsi sprazenim prislusnych posloupnosti hran tak, Ze s(dc) = s(c) a t(de) = t(d).
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Navic definujme pro kazdou cestu c slozeni e;)c = cey) = ¢. MnoZinu cest v
toulci @ oznacime Cg. Pro dané dva vrcholy 7,j € )y oznacime ()(7,j) mnozinu
cest c: 1 — 7.

Pokud se v kazdé cesté v () objevuje kazdy vrchol nanejvys jednou

(tj. pro ¢ = (o) je |UL {s(@),t(a)}| = n+ 1), nazveme Q acyklickym.

Acyklické toulce nés v této kapitole budou zajimat nejvice, mimo jiné v nich totiz
existuji urcité uzitecné vrcholy.

Definice 2.4. Bud Q) toulec. Jeho vrchol v nazveme zdroj, nekonci-li v ném zadna
hrana. Pokud v ném naopak zaddna nezacina, nazveme ho stok.

V toulci P3P jsou vrcholy 2,3,4 zdroje a vrchol 1 stok. Dobra zprava je, ze v acyk-
lickém toulci vzdy existuji.

Lemma 2.5. Bud Q) acyklicky toulec. Pak existuji vrcholy 1,5 € Qq, Ze i je zdroj
a j je stok.

Diikaz. 7 definice acyklického toulce se v zadné cesté nesmi vyskytovat jeden vr-
chol dvakrat. Protoze uvazujeme pouze konecné toulce, jsou délky cest omezeny
(poctem vrcholi). Vezméme cestu maximalni délky. Jeji zacatek je nutné zdroj
a jeji konec nutné stok. [

Definice 2.6. Reprezentaci X toulce () nad télesem K rozumime dvojici
((Xi)icqos(Xa)acq, ), kde X; jsou vektorové prostory nad K a Xo: X)) = X
linearni zobrazeni. Navic budeme pozadovat, aby vsechny X; byly kone¢nédimen-
zionalni.

Budte XY dvé reprezentace toulce () nad K. Morfismem reprezentaci p: X — Y
rozumime kolekci (¢;)ieq, zobrazeni p;: X; — Y; spliwjici podminku prirozenosti,
tj. formuli Voo € Q1 1 9ya) Xa = Yas(a). Skladani morfismii reprezentaci je dano
skladanim po slozkach, tim je patrné podminka prirozenosti zachovana.

Zduraznujeme, ze zadné podminky na linearni zobrazeni X, v definici repre-
zentace nejsou pozadovany. Prostoru X; budeme nékdy rikat vrcholovy prostor,
zobrazeni X, hranové zobrazeni a p; vrcholové zobrazeni nebo zobrazeni prislusné
vrcholu .

Definice 2.7. Budte X,Y reprezentace toulce Q). Direktni soucet X @Y je defino-
van po vrcholech tj. Vi € Qp,Va € Q1 : (X DY), = X;8Y,, (X DY), =X, DY,
Bud X nenulova reprezentace. Nazveme ji nerozlozZitelnou, pokud

X=X10X, = (X13=0VXy,=0).

Definice 2.8. Bud X reprezentace toulce Q = (Qo,Q1,s,t) nad K. Pro hranu
&: k — L avrchol i € Qy definujeme zobrazeni Q(7,£): Q(i,k) — Q(i,l) vztahem
Qi,§)a = Ea. Naopak Q(&,7): Q(1,7) — Q(k,j) je ddno vztahem

Q(&.j)a = as.

Definujeme:

S(t) jednoduchou reprezentaci prislusnou vrcholu i tak, ze S(i); = 0 pro i # j,
S(i); = K a vSechny S(i), jsou nulové.
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Déle pro ) acyklicky definujeme.

P(i) projektivni reprezentaci prislusnou vrcholu i tak, ze pro kazdé j € @y je
P(i); = K@) (K-linedrni prostor s bazi cest z i do j) a pro kazdé a € @, je
P(i)a: P(i)sa) = P(i)ya) je linearizace Q(i,w).

I(i) injektivni reprezentaci prislusnou vrcholu i tak, ze pro kazdé j € Qg je
I(i); = DK®U%) (dudl K-linedrnfho prostoru s bazi cest z j do i) a pro kazdé
a € QqjeI(i)a: I(1)ya) = 1(1)s(a) dudl linearizace Q (o).

Acykli¢nost v definici P(i) a I(7) je potfeba k tomu, aby dané reprezentace byly
kone¢nédimenziondlni. Nésleduji priklady S(1), P(2), I(1) toulce P3P.

0 K K

N N e
00— K 0— > K K 2k
0 0 K

Je zirejmé, ze trida konecnédimenzionalnich reprezentaci daného toulce @) nad
télesem K s morfismy reprezentaci tvori kategorii (identityobjekt jsou morfismy
s identickymi zobrazenimi ve vSech vrcholech). Budeme ji oznacovat rep Q.
Doposud neni jasné, jak definice a souvisi s teorii predstavenou v prvni
kapitole. Vzdyt vychylujici teorie hovori o kategoriich moduli. Plati vsak, ze
kategorie rep @ je ekvivalentni mod- K () kategorii pravych konecné generovanych
modult nad tzv. algebrou cest Q.

Definice 2.9. Bud Q = (Qo,Q1,s,t) toulec. Uvazme V = K tj. K-vektorovy
prostor s bazi Cy mnozinou cest v Q). Algebru cest K () toulce () nad K definujeme
na V zavedenim bilinedrniho zobrazeni — * —: V2 — V takového, Ze pro kazdé
dvé cesty c,d € Cq:

cxd=dec s(d)=t(c)
cxd=0 jindy

7 chovani na bézi pak rozsifime — * — na celé V? tak, aby to opravdu bylo
bilineadrni zobrazeni.

Poznamka 2.10. V mame definovan okruh (V) %, +, — ,0). Je snadné si
rozmyslet, Ze algebra cest toulce md jednotku vici ndsobeni. Je ji soucet 3;cq, €
(zde uzivime konecnosti ndmi uvazovanych toulct). K@ je tedy unitédrni okruh.
Je-li Q acyklicky, je zfejmé |Co| < |Q1]!“°l + |Qo], proto je v tomto piipadé KQ
kone¢nédimenzionalni unitarni K-algebra.

Véta 2.11. ([ASS06, Véta I111.1.6]) Bud Q acyklicky toulec. Jest repQ = mod-KQ.

Diikaz je elementarni a sestava z explicitni konstrukce kvaziinverznich ekvivalenci.
Vime, ze kategorie konecné generovanych modultt nad okruhem je abelovska. Z
vyse uvedené ekvivalence plyne, Ze rep, (@) je také abelovska. Pomoci ni mizeme
navic v rep, () spravné definovat kategorialné motivované koncepty.
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Lemma 2.12. Bud ) toulec a X,Y jeho reprezentace.

i. Morfismus v : X — Y md jadro. Plati (kert); = ker;, (kert), je prislusnd
restrikce X, a kanonicky morfismus sestdvad z inkluzi ker ; — X;.
L to monomorfismus praveé tehdy, kdyz pro kazdé i € Qq : 1; je prosté.

it. Morfismus m: X — Y md kojadro. Plati (coker 7); = coker m;, (coker ), je
prislusnd projekce Yy, (ta je dobre definovand diky podmince prirozenosti)
a kanonicky morfismus sestiva z projekci Y; — coker ;.
m to epimorfismus prave tehdy, kdyz pro kaZdé i € Qg : m; je surjektivni.

wi. XY =2 X[IY =2 X @Y v repg@Q a konecné generované nerozloZitelné
KQ-moduly odpovidaji nerozloZitelnym reprezentacim @)

Dikaz. Snadno plyne z konstrukel v nezminéném duikazu véty [2.11] jelikoz ob-
dobné fakta plati v mod-K Q. |

Na samém pocatku této prace jsme zminili, Ze vSechny konecné generované mo-
duly nad konecnédimenzionalni K-algebrou A jsou konecéné délky. Pro takové
moduly existuje jednoznacny rozklad na nerozlozitelné s¢itance tj. pro libovolny
M € mod-A existuji (X;)?_, nerozlozitelné koneéné generované A-moduly, ze
M = @, X, a tento rozklad je v néjakém smyslu jednoznacny. Nerozlozitelné
kone¢né generované A-moduly pak muzeme chapat jako jakési cihly kategorie
mod-A, z nichz jsou vsechny ostatni moduly vystaveny. Pochopenim nerozlozitel-
nych moduli a morfismii mezi nimi pak obdrzime uplny popis mod-A. Zformu-
lujme nyni vyse uvedenou myslenku.

Véta 2.13. (Krull-Remak-Schmidt)([ASS06, Véta 1.4.10])

Bud A konecnédimenziondlni K -algebra.

i. Pak kazdy modul M € mod-A md rozklad M = @}, X;, kde vsechny X;
jsou nerozloZitelné.

it. Jsou-li M = @, X; =@, Y; dva rozklady jako v (i.), pak m =n
a existuje ™ permutace {1,--- n}, ZeVi € {1,--- n}: X; = Y.

Diikaz lze nalézt v uvedené literature, jedna se ovsem o klasicky vysledek z tivod-
niho kurzu teorie reprezentaci. Spolu s davéd veédet, ze jakakoli reprezentace
acyklického toulce () se rozklada na nerozlozitelné reprezentace.

Prozkoumejme nyni podrobnéji projektivni a injektivni reprezentaci prislusnou
vrcholu.

Lemma 2.14. ([Krall(, Lemma 1.7.1.]) Bud X reprezentace acyklického toulce

Q
a 1 vrchol Q).

i. Jakékoli linedrni zobrazeni f: X; — I(i); lze jednoznacné rozsirit na mor-
fismus reprezentact p: X — I(1) takového , Ze p; = f.

ii. Jakékoli linedrni zobrazeni g: P(i); — X; lze jednoznacné rozsirit na mor-
fismus reprezentaci v : P(i) — X takového , Ze 1p; = g.

25



Diikaz Dokazme nejdiive tvrzeni ii. Z acykliénosti @ plyne, ze P(i); = KU0) =
K je generovany prazdnou cestou &;. Vezméme zobrazeni g: P(i); — X;. To je
déno hodnotou = = g(g;). Nyni definujeme ¢: P(i) — X ve vrcholu j a bazové
cesté ¢ = ()i @ — J jako ¢(c) = Xc(x), kde X. = X,, - -+ X4,. To je mozné
diky linedrni nezavislosti cest ¢ — j v P(i);. Tak ziejmé definujeme kazdé ;.
Podminka pTirozenosti je zfejmd, nebot pro kazdé o € Q1 a > kic; € Py(q):

wt(a)Pa<Z szz) = %(a)(z klOéCz) = Z klwt(a)(oécz) = Z leacl<x> =
=1

Z X XCl Zkl awsa - awsa Zklcl

Nyni dokéazeme i. Opet z acykli¢nosti ] (z)Z >~ K. Zobrazeni f je tedy néjakd
forma na X;. Prvku z € X; pfifadi linearni formu f(z) : K909 — K. Tu
muzeme definovat jeji hodnotou na ¢;. Definujeme zobrazeni ¢;: X; — I(i);.
Bud z € Xj, formu ¢;(r) : KU — K definujeme na bazové cesté c: j — i
jako ¢;(z)(c) = f(X.(x))(e;). Takto jsme definovali kolekei linearnich zobrazeni
(¢j)jeq,- Ovéfme podminku piirozenosti pro o € Q1,x € Xy(q) na bazové cesté
c:tla) =i
Pia)Xa(r)(c) = f(XcXa(z)) (&) = f(Xea())(:) = @50 (@) (car) =
— s (@)(Q(:)(0)) = [(D)apsi)(@)(©)

Nase konstrukce zfejmé popisuje jedinou moznou volbu, ktera spliuje podminku
prirozenosti. Ovsem v obecném pripadé (chtéli-li bychom rozsitovat zobrazeni
mezi dvéma libovolnymi reprezentacemi), nechava néktera vrcholova zobrazeni
nedefinovana (¢i ¢astecné definovovana). Ovsem z definic vrcholovych prostort
a hranovych zobrazeni pro P(i) a I(i) plyne, Ze ve vySe zminénych piipadech
dostavame totalni morfismus. ]

Dausledek 2.15. Bud Q acyklicky toulec a i libovolny vrchol. Reprezentace P(i)
a 1(i) jsou nerozloZitelné.

Diikaz. Bud P(i) = X @Y rozklad na direktni s¢itance. Pak specialné musi byt
P(i); = X; ®Y;. Jelikoz dimg P(i); = 1, bez Gjmy na obecnosti at dimy X; = 0.
Bud 7y : P(i) — X kanonickd projekce. Musi mit nulovou i-tou slozku, z jedno-
znacnosti v predchozim lemmatu je tedy nulova, neboli X = 0. |

Nasledujici dva disledky nam pomohou provozovat homologickou algebru v rep Q.
Disledek 2.16. Bud Q) acyklicky toulec a v jeho vrchol.
i. 1(1) je injektivni objekt a P(i) projektivni objekt v repy Q.

ii. Bud X libovolnd reprezentace Q. Existuji (n;)icq, € N9 a monomorfismus
X = Dieq, L(1)™

Dikaz. i. Budte XY € repyx@ reprezentace a ¢: X — Y monomorfismus.
Déle bud ¢: X — I(i) libovolné. Poté ¢; je prosté linearni zobrazeni a najdeme
i Yy — I(i); takové, Ze ¥;; = p; (to lze ve vec K udélat vzdy). Z predchoziho
lemmatu muzeme toto zobrazeni rozsifit na morfismus ¢: Y — I(i). Slozenina
Yo X — I(i) mé stejnou i-tou slozku jako ¢, z jednoznacnosti v predchozim
lemmatu tedy ¢ = 1, coz bylo dokazat.
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Stejny argument prokazuje projektivitu P(37).

ii. Prostor X; je konecnédimenzionalni (polozme n; = dimg X;), 1(i); je jednodi-
menzionalni. Mizeme definovat kone¢né mnoho linearnich forem

fr: Xi — I(i); k € {1,--- ,n;}, ze prunik jejich jader bude nulovy. Diky pred-
chozimu lemmatu kazdou tuto formu rozsifime na morfismus i : X — I(7).
Poté diagonalni morfismus ¢*: X — (i)™ m4 prostou i-tou slozku. Pak ovsem
¢0: X = @jeq, I(7)™ diagondlni morfismus téch diagonalnich morfismi mé pros-
tou kazdou slozku, dle je to tedy monomorfismus v rep Q. [

Hlavni disledek ovsem vypovida o globalni dimenzi (ve smyslu [H.4) algeber cest.
Véta 2.17. Bud Q) acyklicky toulec. Pak gl KQ < 1.

Diikaz.  Auslander [Aushbl Tvrzeni 7] dokézal, Ze pro okruh R, v némz existuje
nilpotentni idedl I takovy, ze R/I je totalné rozlozitelny, plati rovnost

gl R = supges(pd S), kde S oznacuje mnozinu jednoduchych pravych R-modult.
Konecénédimenzionalni K-algebry jsou artinovské, proto z Hopkins-Lewitzkého
véty plyne, ze Jacobsonuv radikal je nilpotentni a faktor podle néj je totalné roz-
lozitelny. Prozkoumejme tedy jednoduché reprezentace acyklického toulce @)

(tj. reprezentace majici pouze trivialni podreprezentace).

Tvrdime, ze {S(i) : i € Qo} je Gplny vycet vzajemné neizomorfinich jednoduchych
reprezentaci. Bud X jednoducha reprezentace Q. Oznacme Q" = (Q4,Q1,5|q;tlq;),
kde @ je mnozina vrcholi i € Qo, ze X; # 0. Dédle @} bud mnozina téch hran
z @1, které zacinaji i konci v Qf. Je zfejmé, ze byl-li ) acyklicky, je 1 Q" acyk-
licky. Z lemmatu vime, Ze existuje stok v @, ozna¢me ho k. Nyni libovolna
kolekce zobrazeni (¢;: S(k); — Xj),eq, je morfismus reprezentaci. Z nenulovosti
X, existuje nenulovy morfismus S(k) — X, proto X = S(k).

Nakonec prokézeme, ze pro kazdé i € Qg je pdyg S(i) < 1. M4 totiz rezolventu

0 —— Pacqi: P(t(a)) —— P(i) S(7) 0

s(a)=1

Zde pro hranu a: i — t(a) je morfismus o*: P(t(«)) — P(i) definovan po sloz-
kéch jako of = kQ[a,j]. To je zjevné monomorfismus. Pfislusné kodiagondlni
zobrazeni je v kazdé slozce krom ¢ na. Exaktnost je potom ztejma. To dava zavér.

Predchozi véta spolu s iiké, ze pro kazdy konecné generovany K (-modul
existuje projektivni a injektivni rezolventa délky 1 sestavajici z konec¢né generova-
nych moduli. Pro projektivni ptipad je to jasné, muzeme vzit koneéné generovany
volny modul a jadro prislusného epimorfismu uz bude konecné generovany pro-
jektivni K @Q-modul (plyne ze Schanuelova lemmatu a K-vektorové struktury
vSech K @Q-moduli).

V pripadé modulti nad obecnym okruhem nelze zarucit, ze pro kazdy konecné
generovany modul M existuje konecné generovany injektivni modul I a mono-
morfimus p: M — I (vzpomenime kupiikladu Z, nad kterym ani zadné koneéné
generované injektivni moduly neexistuji!). Lemma iika, Ze takovd situace
nad algebrami cest acyklickych toulcti nenastava, konecné generovanych injektiv-
nich modulu je dostatek. Existence injektivni rezolventy minimalni délky je poté
zarucena stejné jako vyse, tentokrat s pomoci dualnitho Schanuelova lemmatu.
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2.2 Reflexni funktory

V tomto oddile zevedeme reflexni funktory a odvodime o nich nékolik vysledkii.
Nejdrive vsak definujme nékolik pomocnych pojmi.

Definice 2.18. Bud Q = (Qy,Q1,s,t) toulec a i jeho vrchol. Toulec 0,Q reflekto-
vany podle i definujeme jako ¢tverici (Qo,Q1,0:5,0:t), kde pro kazdé o € @

U}S(a):{s(a) i ¢ {s(a)t(a)} U-t(a):{t(a) i ¢ {s(a)t(a)}
z ta) i€{s(a)t@)} s() i€ {s(a)t(a)}

Bud i stok a X reprezentace Q, pak definujeme reprezentaci X toulce o;Q
nasledovne:

J @aé%&) Xs(a) t=]
i=t(a

X, i :
i j # J Xa:{X“ i # t(a)

s i=ta)Nj=s(a)

Bud i zdroj a X reprezentace Q, pak definujeme reprezentaci X toulce o;Q na-
sledovneé (se stejnym znacenim, nebot volba konstrukce je vzdy ziejmé z kontextu,
neizolovany vrchol nemuze byt zaroven zdroj a stok):

X, = o
J @aeéh Xt(a) L=

. X; L F] 5% _{Xa i # s(a)
i=s(a)

L i=s(a)Nj=t(a)

VysSe 7j,.; oznacuji kanonickou projekei a injekci na j-tou slozku. Déle pro libo-
volné i definujeme S(i)* reprezentaci 0;Q, takovou, Ze:

5(@))?:{3(" Z;i SHX =0 aeq

Nize ilustrujeme po fadé reprezentaci X a p¥islusna X,S(i)* pro vrchol 1.

X2 X2 0

X; —25 X, Xy e Xo @ Xy ® X,y 0 X,
Y

Xy Xy 0

Vsimnéme si jesté, ze reflektujeme-li podle stoku nebo zdroje, zachovavame acyklic-
nost.

Nyn{ zavedeme nejdillezitéjsi definici této kapitoly, reflexnd funktory S; a S; .

Definice 2.19.

Bud i stok toulce Q. Definujeme S;" : repQ — repo;Q nésledovné:

Na objektech pro X = ((X:)icqos(Xa)acq,) je (S X); = X, pro j #1

a (S X), = X, pro kazdé a nekoncici v i. Uvazme kodiagonalni zobrazent:
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§+2 @ Xs(a) — X;
a€Qq:t()=i
Pak definujeme (S;"X); = ker™ a pro 8 € Q1 ze t(8) = i jako (S X)s =
Ws(g)é , kde 745y je kanonické projekce (soucet je konecny, proto izomorfni soucinu)
Dacort(a)=i Xs(@) = Xs(p) @ ¢ je kanonické vnoren{ ker &7 — Dacort(a)=i Xs(a)-
Nyn{ bud ¢: X — Y morfismus reprezentaci. Potom S;'¢; = ¢; pro j # i a
S:Fp; je restrikce souc¢tového zobrazeni na jadra (dobfe definované diky podminkce
prirozenosti pro @), tj.:
S;r%

SHX; SHY;

(2 K3

l G%(e?l: Ps(a) l
t(a)=1
Dacqr: Xy(a) Docqr: Yi(a)

t(a)=1 t(a)=1

Bud i zdroj toulce Q). Definujeme S; : repQ) — repo;() nasledovné:
Na objektech pro X = ((X;)icqo:(Xa)acq,) je (S; X); = X pro j #i
a (5] X)a = X, pro kazdé a nezacinajici v i. Uvazme diagondalni zobrazeni:

X — @ Xt(a)
a€Qr:s(a)=i
Pak definujeme (S;” X); = coker{~ apro 8 € @y ze t(f) = i jako (S; X)z = Ebt(ﬁ),
kde ¢4(g) je kanonicka inkluze do @,e,:s(a)=i Xt(a) @ é je projekce
DBaco:s(a)=i Xi(a) — cokerg™.

Nyni bud ¢: X — Y morfismus reprezentaci. Potom S; ¢; = ¢; pro j # i. Zob-
razeni S; ¢; je projekce souc¢tového zobrazeni na kojidra (opét dobte definované
diky podminkce pfirozenosti pro ¢), tj.:

@atei Pt(o)

s(a)=1

@atez’ Xt(a) @atez )/t(oz)

s(a)=1 s(a)=1

J J

Si Xi s Si Y,

Bud nynf i znovu stok. Definujeme pfirozenou transformaci ¢*: S; S;t — idrep @
na reprezentaci X:

(V'X);=idy, j#1i (11X);: cokeré — X;

. . . Ve . i. . + —
Pro i zdroj naopak definujeme pfirozenou transformaci 7*: idiep,.q — S;°5;
na reprezentaci X:

(m'X); =idx, j#1 (' X);: X; — ker &

Poznamka 2.20. Konstrukei reflexnich funktort muzeme popsat pomoci definic
m. Bud i stok. Ziejmé miizeme definovat zobrazeni £x: X — S(i)¥ nulové na
vrcholech odlisnych od i a jako {1 z definice na i. Potom S X = ker&y.
Duéalné pro i zdroj je S; X = coker&x (s patfitnou obmeénou v definici £x).
[lustrujeme pro P3P a stok 1.
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X

X, X, 0

Véta 2.21. ([Kral(, Lemma 3.3.2]) Bud @Q toulec.

i. Budi stok. Prirazeni S;: rep,Q — rep0;Q je K-additivni funktor.
Pro kaZdou reprezentaci X toulce Q mdme X = S; S;" X @ coker /' X.

1. Bud v zdroj. Pritazeni S; : repipQ — repro;Q je K-additivni funktor.
Pro kaZdou reprezentaci X toulce Q mdme X = S;tS; X @ ker ' X

Diikaz. Dokazme i., ii. se dokaze analogicky

Ptifazeni S;' zfejmé zachovava identitu a skldddni. Navic komutuje se s¢itanim
morfismu reprezentaci a skaldrnim nasobenim (poslozkach). Je to tedy
K-additivni funktor. Proto zachovava i direktni soucty.

Oznacme o: X — coker /'X kanonickou projekci. Ta mé sekci ¢ : coker 1! X — X
definovanou jako ¢ = 0 pro i # j a g; jako sekci piislusnou g; (ve vec K je kazdy
epimorfismus retrakce). Je ziejmé, Ze coker 1*X mé jediny nenulovy prostor ve vr-
cholu i. Jelikoz i je stok, ¢’ je zfejmé morfismus reprezentaci. Pak 00’ = idcoyer i x s

proto im g, Nker g; = 0. Mame ovsem Y acq,: im X, C ker g;. Porovnanim dimenzi
' t(a)=t

je proto X; = im ¢} @ im ;X a navic im ¢’ <g X je direktni s¢itanec izomorfni

souctu jednoduchych S(7). Z toho plyne zaver. [ |

Pohled z poznamky [2.20] ndm nyni dovoli dokdzat nesmirné uzitecné lemma.

Lemma 2.22. ([Kral(, Lemma 7.4.1]) Bud 0 - X — Y — Z — 0 krdtkd
exaktni posloupnost v repy Q.

i. Budi stok Q). Pak existuje n € N, Ze posloupnost
0—SX = S'Y = StZ — Si)" = 0 je exakini v repro;Q.

1. Budi zdroj Q). Pak existuje n € N, Ze posloupnost
0= SE)" = S;X = S7Y = S77Z — 0 je exaktni v repyio;Q.

Dukaz. Dokézeme tvrzeni i., ii. se dokaze dualné.

Uvédomme si, ze exaktnost posloupnosti morfismi reprezentaci je ekvivaletni
exaktnosti zobrazeni v kazdém vrcholu (plyne z . Proto zfejmé pivodni
exaktni posloupnost dava exaktnost fadka v diagramu (uvazujeme ziejmé hori-
zontalni morfismy):

0 X Y Z
e v e
0 —— S({)* —— S@E)Y —— S({)Z2 —— 0
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Nyn{ z hadiho lemmatu dostavdme posloupnost
0— SiX — SHY — SHZ % cokeréy — coker&y — cokeréy — 0

Ona kojadra jsou ovSem pouze soucty S(i) jednoduché reprezentace. Kazda je-
jich podreprezentace je ziejmé opét izomorfni néjakému souctu té jednoduché

reprezentace. Vezméme tedy 0 — S X — SfY — SZ 2 imd — 0 Tim je
tvrzeni dokazano. [ |

Jak se reflexni funktory chovaji na nerozlozitelnych reprezentacich? Nejdiive si
dokazme uzitelné lemma, nutné kritérium pro existenci jistého jednoduchého sci-
tance.

Lemma 2.23.

i. Bud @ toulec, i stok a X € repiQ. Pak S(i) <g X prdvé tehdy, kdyz kodi-

agonalni zobrazeni £t : Bacqs: Xs(a) = Xi nend surjektivni.
t(a)=1

it. Bud Q toulec, i zdroj a X € repiQ. Pak S(i) <g X pravé tehdy, kdyz
diagondlni zobrazeni £ : X — @acq,: Xia) nend prosté.
s(a)=1

Diikaz. Dokéazeme i., ii. se dokaze analogicky.
—> Monomorfismus posilajici S(7) na prislusny direktni séitanec je sekce, proto
existuje epimorfismus o: X — S(i). Zobrazeni p; jsou nutné nulova pro j # i.
Z podminky prirozenosti plyne, ze 9; X, = 0 pro kazdé a € Q1, ze i = t(«). Proto
im X, C ker ;. Nutné tedy im " = Y ,e0,.4(a)= im Xo < ker g;. Zobrazeni g; je
vSak nenulové, proto im £ < ker o; < X;.
<. Mame im " < X;. Zvolme podprostor V' > im &' prostoru X; s kodimenzi
1 a C jeho doplnék. Nyni stac¢i definovat morfismus ¢: S(i) — X nulové na vr-
cholech rtiznych od ¢ a jako identifikaci K s podprostorem C' < X; na vrcholu
i. Poté je « morfismus a navic je to sekce, jak prokazuje o, nulovy na vrcholech
riznych od ¢ a v ¢ definovany jako projekce na C' = K. p je skuteéné morfismus,
nebot Voo € Q1 @ 040y Xo = 0.
Argument pro ¢ zdroj je totozny, pracujeme ovsem s ker £ . |

Lemma 2.24. ([Kral0, 5.5.3])

a. Bud X nerozloZitelnd reprezentace ) a i stok (). Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni.

7. X 2 5(1)
ii. SiX je merozloZitelnd reprezentace o;Q
i, S; ST X =X

b. Bud X nerozloZitelnd reprezentace Q) a1 zdroj (). Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni.

i. X 25(1)
1. S; X je nerozloZitelnd reprezentace o;(Q)
iii. SFS;X =2 X
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Diikaz. Dokéazeme tvrzeni a., b. se dokaze analogicky.

i. = iii. Obecné X = S; S;"X @ coker (. Z nerozlozitelnosti plyne bud iii.
nebo X = coker (*. To je ovSem reprezentace s jedinym nenulovym prostorem ve
vrcholu . Pak ovsem X = S(i), spor s predpokladem.

ii. = i. Jasné, nebot S;"S(i) = 0 (ve vrcholech riiznych od i jsou nuly a v i
podprostor nuly).

iii. = ii. At S/ X nenf nerozloZitelnd. Potom je bud nulovd a pak X =
S-St X = 0 je ve sporu s nerozlozitelnost{ X nebo miizeme psat S; X XY @ Z
pro dvé nenulové reprezentace Y,Z. Jsou-li obé S; Y, S; Z nenulové, mame spor
s nerozlozitelnosti X. Bez tjmy na obecnosti bud S;" Y = 0. Jelikoz reflexni funk-
tory S;",S; zachovavaji K-dimenze prostorii p¥islusnych vrcholiim odlisnych od
i, musi byt dimgY; = 0 pro j # i. Pak oviem Y = S(i)". Z definice S;" je
ziejmé, Ze reprezentace S;” X nemtZe mit direktni s¢itanec izomorfni S(7), nebot
hranova zobrazeni vedouci z (S; X); jsou restrikce kanonickych projekei, prinik
jejich jader je tedy nulovy, coz z uzitim lemmatu davé spor. [

Diky tvrzeni iii. tedy S;,S; davaji inverzni bijekce mezi nerozlozitelnymi
reprezentacemi () a 0;(), az na jednoduchou reprezentaci S(i), kterou nuluji.

Funtory S;",S; spolu vSak souvis{ jesté hloubé&ji.

Véta 2.25. Bud Q toulec a i stok. Funktor S; : reppQ — repro;Q je pravy
adjunkt k S; 1 repro;QQ — rep Q.

Diikaz. Budte X € repgQ, Y € repgo;Q a ¢ € Homg(S; Y,X). Definujeme
VY — S X jako 1; = ¢, pro i # j a 1; jako morfismus vznikly z diagramu:

Yi — 5 @ aca Yot L (S57Y) —— 0

! ois(a)=i
w lGB a€Q1 Ps(a) |9"i

t(a)=1

v

+
0 ’ (SZ X)z ? ®a€Q1 Xs(oz) ’ Xz
t(a)=i

Vezméme y € Y. Definujeme ;(y) = 5’_1 P acr Praé (y). Inverz ¢ je dobfe

s(a)=1

definovén, protoze je & prosté. Navic @ aco, oraé (y) € im &, coz plyne bezpro-
s(a)=1

sttedné z exaktnosti obou radkt a komutativity pravého ¢tverce. Komutativita
levého ¢tverce je evidentni z konstrukce ¢ a navic presné prokazuje podminku
ptirozenosti pro v (jelikoz na vSech ostatnich slozkéch je rovno ¢).

Obrécené pro ¢ € Hom,,q(Y,S;" X) definujeme morfismus ¢ € Homgg(S; Y, X)
jako ¢; =1); pro i # j a ¢; jako morfismus vznikly z diagramu:

Y; @ ac@Qq Yait(a) — (S;Y)l — 0

ois(a)=i !
lwi J@ a€Q1 Ps(@) | i

t(a)=1

0 ’ (SZ—’—X)Z ? @aé(:h Xs(a) ’ Xz
t(a)=1
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Ovéreni existence a podminky prirozenosti je stejné jako vyse. Vidime, ze uvazo-
vany diagram je porad stejny. V obou situacich je konstruovany morfismus dan
jednoznacné, nebot musi davat jednu sloZeninu zprava s monomorfismech (resp.
zleva s epimorfismem). Proto jsou to inverzni konstrukce a dévaji izomorfismus
Homq(S;Y,X) = Hom,,q(Y,S;" X), ktery prokazuje kyZzenou adjunkci. |

Nakonec zavedme jesté znaceni. Oznacme indrep, () mnozinu tiid nerozlozitel-
nych reprezentaci acyklického toulce ) az na izomorfismus . Bud 7 stok ). Zave-
deme nasledujici znaceni:

V kategorii rep @ : V kategorii repy0;() :
T =indreprQ \ {S(i)} X ={S(i)}
F = {S()} Y = indrepgoi@ \ {S(i)}

Véta mé nekolik klicovych disledki. Prvni z nich si nyni vyslovime.

Dusledek 2.26. Bud Q toulec a i stok. Ddle budte XY € addT. Pak S;" indu-
kuje izomorfismus Homgq(X,Y) = Homg,,q(S; X,5;Y).

Diikaz. Diky additivité staci tvrzeni dokazat pro X,Y € T. Uzitim lemmat
a [2.24|(11i. ) dostévame:

Homyeo,q (S X,S;Y) = Homgg(S; S X,Y) = Hompg(X,Y)

JelikoZ hom-sety v rep ;@ jsou konecnédimenziondlni K-vektorové prostory a S;"
je vérny, z rovnosti dimenzi je také uplny, coz bylo dokézat.

Dokazme tedy vérnost S;” v dané situaci (XY € add T). Z aditivity staci uvazo-
vat morfismus ¢: X — Y takovy, ze S p = 0. Z definice reflexnich funktorti
ziejmé musi byt pro kazdé j # ¢ : ¢; = 0. Dokazeme, ze ¢; = 0. Z pod-
minky prirozenosti a predpokladu, ze i je stok, musi byt pro kazdé o koncici
viimX, C kerg;. Proto V. = 3 cq, ya)=i1m Xo C ker ;. Je-li ; nenulové,
méa V' nenulovy doplnék v X;. Pak ovSem diky S(i) <g X, coz je spor
s X €addT. [

2.3 Brennerové—Butlerova korespondence

Nyni muzeme proslovit vétu, ke které celou dobu smérujeme a ktera, jak uz bylo
feCeno, vedla ke vzniku vychylujici teorie.

Véta 2.27. Bud Q acyklicky toulec a i stok v Q).
Poté reprezentace T = S; (Ko;Q) je vychylujici a navic:

33



Nejdrive si viibec rozmysleme, ze tiidy add T,add F a add X', add Y tvori torzni
dvojice.

Lemma 2.28.

i. Bud X nerozloZitelnd reprezentace Q) a i stok (). Pak Hompg(X,S(i)) # 0
praveé tehdy, kdyz X = S(i).

ii. Bud'Y nerozloZitelnd reprezentace Q) a i zdroj Q). Pak Hompq(S(7),Y) # 0
praveé tehdy, kdyzY = S(i).

Diikaz. Dokézeme pouze tvrzeni i., ii. se dokaze analogicky:.
Implikace doleva je trividlni. Bud ¢ € Homgg(X,S(7)). Z podminky pfiroze-
nosti a definice S(i) mame pro kazdé a € @y konéici v i ¢; X, = 0. Proto

Yacq:im X, C ker;. Lemma [2.23| dava zavér, nebot nerozlozitelnd reprezen-
t(a)=1
tace muze mit za nenulovy direktni sé¢itanec pouze sama sebe. [

Diky komutativité Hom(—,—) s koneénymi soucty v obou slozkich mame pro-
kazanu podminku D1 pro dvojice (add7,add F) a (add X,add)). Uvazujme
nyni libovolné X € repy@. At Homgg(X,—)|laaar = 0. Jelikoz existuje roz-
klad X na nerozlozitelné reprezentace, je ziejmé X € add T, jinak by projekce
na direktni s¢itanec izomorfni S(i) ddvala nenulovy morfismus. Obdobné pokud
Hompgg(—,X)|agar = 0, musi byt X = S™ pro néjaké n € N. Jinak by inkluze
nerozlozitelného séitance neizomorfniho S(i) do X déavalo nenulovy morfismus.
Identicka dvaha prokazuje D2 a D3 i pro dvojici (add X, add )).

Lemma 2.29. Bud Q acyklicky toulec a i stok. Funktor S;: reppQ — repyo;Q
je reprezentovatelny.

Dikaz. Je ziejmé, ze regularni reprezentace acyklického toulce Ko;@ je objekt
v rep0;Q. Polozme T = S; (K0,Q). Z adjungovanosti dostavame pro libo-
volné X € rep,Q:

SH(X) = Hompo,q(K0:Q,S; X) = Homgq(S; (Ko;Q),X) = Homgg(T,X)

7

Vsechny rovnosti jsou funktorialni, proto dostavame izomorfismus funktor
S >~ Hompyq(T,—). [

Derivované funktory prislusné izomorfnim funktortim jsou patrné izomorfni. Na-
vic z jsou i jejich pravé adjunkty izomorfni. Z toho okamzité plynou funktori-
alni izomorfismy R"S;" = Extyo(T,—), S; = —®ko,qT a LyS; = TorXoi@(— 1.
Zdarma jsme obdrzeli nésledujici lemma.

Lemma 2.30. Bud Q) acyklicky toulec a v stok. Pak:
i. Pron >1 jsou R"S;" =0 a L,S; =0.
ii. Bud X injektivni reprezentace Q, pak R'S;" X = 0.

1i. Bud'Y projektivni reprezentace 0;Q), pak L1.S;Y = 0.
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Diikaz.
Elementarn{ vlastnosti Ext7(T,—) a TorX%Q(—T) a gl KQ,gl Koy@ < 1. N

Nesmirné uzitecny vysledek o derivovanych funktorech nam nyni vyplyva z lem-
matu [2.22]

Lemma 2.31. Bud Q acyklicky toulec a v stok. Poté pro kazZdé X € repyiQ je
RS X direktni soucet S(i) v repio;Q a pro kaidé Y € repio;Q je L1S; X
direktni soucet S(i) v repy Q.

Diikaz. Dokézeme tvrzeni pro S;t, pro S; je argument dudlni.
Méjme X € rep, Q. Diky globaln{ dimenzi KQ a lemmatu prokazujici exis-
tenci injektivnich rezolvent sestavajicich z kone¢né generovanych injektivnich re-
prezentaci, existuje kratka exaktni posloupnost 0 — X — [p — 1 — 0 v
repy (), kterd je injektivni rezolventou X. Z lemmatu a z dlouhé exaktni
posloupnosti pro pravy derivovany funktor dostavame diagram:

Sifly —— SfIy —— S@i)" ——— 0

!
!
!
H H ;
\Z

Sty —— SfI, —— RISfX —— R'SI,=0

Jednoduchym honem mtizeme definovat ¢arkovany morfismus a z 5-lemmatu zis-
kame, ze je to izomorfismus. Tim je tvrzeni dokazano. Obdobnym zptisobem
uzitim vhodné projektivni rezolventy lze tvrzeni dokéazat i pro .S; . |

Prozkoumame-li situaci v predchozim lemmatu podrobnéji, dozvime se jesté vice.

Disledek 2.32. Bud Q) acyklicky toulec a i stok. Pak pro merozloZitelnou repre-
zentaci X € repi Q) a nerozloZitelnou reprezentaci Y € repr0,Q).

RISHX — {S(z’) X=56) | oy {S@ Y = 5()
0 X254 0  Y53)

Diikaz. 7 lemmatu a Schanuelova lemmatu miZzeme pro X € indrepQ
najit injektivni rezolventu 0 — X — Iy — I_; — 0, ve které je I, direktni soucet
injektivnich reprezentaci prislusnych néjakym vrcholim @Qy. Z jejich definice je
evidentni, ze pro i stok nemuze byt S(i) izomorfni nékterému z nich. Z a
plyne, ze &;, ve smyslu je na. Proto v dostavame exaktni posloupnost

0 —— SX X = S(i)¥ —— cokeréx —— 0.

7Z predchoziho lemmatu je coker £x = R1S;" X. UZitim lemmatu dostavame
pro S(i) % X € indrep,@, e morfismus Ex: X — S(i)¥ je na. Proto z exakt-
nosti R1S; "X = 0. Naopak pro S(i) je S(i) = 0, proto rovnéZ z exaktnosti
R'SS() =2 S(i)%% = S(i). Tvrzeni o L, S; se dokaze obdobné. |

Tento nevinny dusledek dokoncuje ditkaz véty [2.27] naseho cile v této kapitole.

Diikaz. Cést ii. je presnd lemma- DVOJICG (add T,add F) vrepx @ a (add X,add))
V rep o) jsou torzni diky lemmatu . Dle lemmat [2.26 m a - jsou S;" |add¢

a S; |aqay hledané kvaziinverzni ekvivalence (uzijeme charakterizace ekvivalence

kategorii [K.3]).
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Nyni chceme dokdzat, ze R'S;" a LS; jsou inverzni ekvivalence add F = add X'
7Z additivity tak staci prokazat, ze R1S;"L,S; S(i) = S(i), L1S; R*S;"S(i) = S(i)
a jeden z funktori je uplny a vérny. Prvni dvé rovnosti plynou z disledku a
oba funktory jsou tuplné vérné, jak snadno plyne z K-additivity a Schurova lem-
matu (nebof End(S;) = K, z additivity dané funktory indukuji endomorfismus
K, ktery je nenulovy, proto prosty a na). Z toho plyne, ze pro kazdé dva objekty
S(i)™,S(i)™ € add{S(i)} indukuji oba funktory grupovy izomorfismus
Hompgq(S(4)™,5()™) = Homp,,o(S(4)",5(i)™) (nebot ty hom-sety jsou izomorfni
s¢itaci grupé matic m x n). Timto médme vétu uz v podstaté dokdzanu, staci ar-
gumentovat, pro¢ reprezentace T = S; (K0;Q) reprezentujici S;" je skutecéné
KQ-vychylujici a uvazované torzni tiidy splyvaji s toznimi tfidami prislusnymi 7.

Z lemmatuplyne, ze add F = {X : S X =0} = {X : Homp(T,X) =0} =
F(T)aaddX ={Y : S;Y =0} ={Y : Y QksoT = 0} = X(T). Rovnosti
addT = T(T) a addY = Y(T) plynou bezprosttedné z additivity a disledku
232

Dokazme nakonec, ze T je vychylujici. Podminka T1 je v pripadé T trivialné
splnéna, splnuji ji totiz vSechny reprezentace () nad K. T2 plyne z faktu

T € add T. Fakt plyne z kanonické posloupnosti 0 — tT" — T — T'/tT — 0 pro
t torzni radikal prislusny (add 7,add F). Kdyby ¢T" nebyl roven T', byl by pravy
morfismus nenulovy T — T/tT € add F, spor s vySe dokdzanou charakterizaci
add F. Dokéazali jsme, ze T je ¢astecné vychylujici. Dle véty charakterizu-
jici vychylujici moduly staci dokazat, ze add T = GenT. Uvazujme X € add 7.
Zvolme B = (f1,- -+ ,fn) K-bazi Homgq(T,X). Morfismus f = [fi,--- ,fu]: T" —
X je na. Jinak uvazujme projekci m: X — X/im f, kterd se nuluje pfi slozeni
s jakymkoli morfismem z Hompgq(7,X). Jelikoz add 7 je torzni tfida, je uza-
viend na obrazy, ¢ili X/im f € addT. Nyni S/ (7) = Homgg(T,7): S;(X) —
SH(X/im f) je nulovy, z vérnosti S;” mame 7 = 0 neboli X = im f. To dokazuje
i. [

Tvrzeni véty ilustruje tento obrazek (srovnej s tim na konci kapitoly 1).
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Pridavek

V pridavcich zminime matematicky aparat nutny k pochopeni prace, ktery ovsem
neni standardné vyucovan na bakalarskych kurzech a jehoz pribézné zavadéni by
narusilo plynulost vykladu. Vysledky jsou vyjmenovany bez dikazu s odkazem
na literaturu dikaz obsahujici.

K Teorie kategorii

V této kapitole vyslovime nékolik dulezitych vét z teorie kategorii, které se nam
budou hodit. Formulace je prevzata z [Lan98].

Definice K.1. Budte C,D kategorie. C a D jsou ekvivalentni, psano C = D,
pokud existuji funktory F': C — D, G: D — C, ze FG je prirozené ekvivalentni
idp a GF prirozené ekvivalentni idc. Pak F' nazyvame ekvivalenci kategorii a G
pseudoinverzem F (a naopak, definice je symetrickd).

Definice K.2. Bud F': C — D funktor. Esencidlnim obrazem F rozumime upl-
nou podkategorii im F' C D danou formuli x € objD : Jy € objC, F(y) = z. Jeji
trida objektii je tedy sjednoceni tfid izomorfismu vsech obrazt prvki z C. Je-li
esencialni obraz cela D, nazyvame F' esencidlné surjektivni.

V prvni kapitole hovorime o ekvivalencich uré¢itych podkategorii dvou kategorii

modult. Pro dany funktor F': C — D lze pochopitelné uvazovat jeho restrikci na

~J

danou podkategorii C’ C C a hovorit o ekvivalenci C' = im F'. Nasledujici véta
déva pohodlnou charakterizaci ekvivalence kategorii.

Véta K.3. (Véta IV.4.1) Bud F: C — D funktor. Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentns.

o F je uplny, verny a esencidlné surjektivni

o existuje funktor G: D — C a FG = idp, GF = id¢ (tj. C, D jsou ekviva-
lentni)

o F je uplny a verny a md uplny a verny pravy adjunkt

Lemma K.4. (Disledek IV.1.1) Bud G: A — B funktor. Kazdé dva jeho levé
adjunkty jsou prirozené ekvivalentnsi.

Definice K.5. (VIII.4.3) Kategorie C se nazyva additivni, spliuje-li:

 pro kazdé dva objekty A,B € objC je Hom¢(A,B) abelovskéd grupa a sklé-
dani morfismii v C je distributivni vii¢i operacim na prislusnych hom-setech

o C ma nulovy objekt

o C ma konec¢né limity a kolimity, konecné soucty a souciny splyvaji

37



Dale C nazveme abelovskou, je-li additivni, kazdy morfismus ma jadro a kojadro a
kazdy epimorfismus je kojadrem a monomorfismus jadrem. VSimnéme si symetrie
v definici abelovské kategorie. Plati, ze C? je abelovska pravé tehdy, kdyz C je
abelovska.

Budte C,D additivni kategorie a F': C — D funktor. F' nazveme additivni, komutuje-
li s operaci na kazdém hom-setu, tj. pro kazdé f,g: M — N morfismy v C je
F(f+g9)=Fg+ Ff.

V této praci nebudeme pracovat s abelovskymi kategoriemi v plné obecnosti.
Zminujeme je proto, ze izoluji dilezité vlastnosti kategorii moduli. Je sandné
dokazat, ze kategorie modulti jsou abelovské.

Lemma K.6. (Lemma VIII.4.2) Bud A abelovskd a uvazujme pullback (P,py,ps)

diagramu DB A 7— Ba . Je-li [ epimorfismus, je i pa epimorfismus

a navic existuje izomorfismus ker po — ker f, Ze ndsledujici diagram komutuje

kerpg —— P ----=-3 s> By —— 0
= pr lg
ker f B 1A 0

Diky samodudlnosti pojmu abelovské kategorie mdame @ dudini tvrzent pro pushouty,
zminime jen prislusny diagram

0 A By coker f
Jg 121 ig
0 —— B 2L p coker 19

Lemma K.7. (Lemma VIII.4.4)(5-lemma) Bud A abelovskd a v ni ndsledujict
diagram s exaktnimsi radky:

Ay As As Ay As
J{fl J{fz J{fs J{f4 J{fs
By B, B By —— Bs

Jsou-li f; pro i € {1,2,4,5} izomorfismy, pak je i f3 izomorfismus. Specidlné je-li

0 A B C 0
ool
0 A B c’ 0

diagram v A s exaktnimi radky, pak jsou-li jakékoli dva morfismy z {f,g,h} izo-
morfismy, je i ten treti izomorfismus.

Lemma K.8. (Lemma VIII.4.5)(hadi lemma) Bud A abelovskd a v ni ndsledujici
diagram s exaktnimsi radky:

0 A B C 0
ol b
0 A B c’ 0



Pak existuje exaktni posloupnost
0 — ker f — ker g — ker h — coker f — coker g — coker h — 0

Nakonec vyslovme jesté posledni lemma, které rovnou plyne z exaktnosti stan-
dardni duality a dudlnosti pojmi projektivniho a injektivniho modulu.

Lemma K.9. Bud A konecnédimenziondlni K-algebra a P projektivni modul
v mod-A. Pak DP je injektivni modul v A-mod.

H Homologicka algebra

Homologicka algebra resp. derivované funktory a jejich vlastnosti hraji ustredni
roli ve formulaci i diikazu Brennerové-Butlerovy véty. Konstrukce derivovanych
funktorti a ditkaz jejich korektnosti jsou technicky narocné a nesouvisi s téma-
tem prace, proto je podrobné rozebirat nebudeme. Dilezité definice a ideje vSak
Vyklad se opird o [Wei94]. V celé sekci fixujeme unitarni okruh R (nejobecnéjsim
prostfedim pro studium homologické algebry jsou abelovské kategorie které
izoluji ty vlastnosti kategorii moduli uzitecné pro jeji studium. OvSem pro nase
ucely je takovd obecnost zbyteéna a vSechny vysledky vyslovime v fe¢i moduli).

Lemma H.1. ([ASS06, 1.2.10]) Bud N pravy R-modul a M S-R-bimodul. Pak mai-
Zeme definovat pravou S-modulovou strukturu na Hompg(M,N) a levou
S-modulovou strukturu Hompg(N,M).

Bud N pravy R-modul a M R-S-bimodul. Pak miZeme definovat pravou
S-modulovou strukturu na N @r M.

Definice H.2. Bud M pravy R-modul. Projektivni rezolventou M rozumime
exaktni posloupnost

= P = P = M — 0,
kde kazdy P, : n € N je projektivni pravy R-modul. Znac¢ime Py; — M — 0.
Duélné definujeme 0 — M — I, injektivni rezolventu M. Posloupnost Py, — 0
(resp. 0 — Iy) nazyvame zkrdcenou projektivni (injektivni) rezolventou M. Jejich
délkou rozumime supremum n € N, Ze n-ty ¢i —n-ty stupen je nenulovy.

Véta H.3. Bud M pravy R-modul.

o existuje projektivni R-modul P a surjektivni zobrazeni P — M.

o existuje injektivni R-modul I a prosté zobrazeni M — I.

7 véty snadno vyplyva existence projektivnich (injektivnich) rezolvent. V
kategorické Teci se tato vlastnost nazyva s dostatkem projektivnich (injektivnich)
objektu. Idea konstrukei homologické algebry, specialné derivovanych funktor, je
nahrazeni modulu jeho zkracenou rezolventou.

Definice H.4. (4.1.1) Bud R libovolny okruh a M € Mod-A. Definujeme pd, M
projektioni dimenzi modulu M nad R jako miniméalni délku projektivni rezolventy
M (je to hodnota z NU{occ}). Obdobné definujeme idg M injektivni dimenzi mo-
dulu M nad R.

Globalni projektivni dimenzi pd R okruhu R definujeme jako supremum projek-
tivnich dimenzi moduli nad R. Obdobné definujeme i id R globdlni injektivni
dimenzi.

39



Lemma H.5. (4.1.2) Bud R okruh. Plati pd R = id R. Spolecnou hodnotu nazy-
vame globalni dimenzi gl R.

Lemma H.6. (podkova, 2.2.8) Bud 0 — A — A" — A" — 0 krdtkd exaktni po-
soupnost R-modulii a budte PP’ zkrdcené projektivni rezolventy A a A'. Pak exis-
tuje zkrdacend projektivni rezolventa P” modulu A" takovd, Ze mdme komutativni
diagram s exaktnimi radky

l
0 — P - >FT{’ —————— » Pl —— 0
0 —— Py ------ >1;6’ —————— » By —— 0
0 A g” A 0
:

Dudlni vysledek plati rovnez pro injektioni rezolventy.

Z podkovového lemmatu plyne, ze projektivni (resp. injektivni) dimenze B rozsi-
feni A,C' je omezena supremem projektivnich (resp. injektivnich) dimenzi A, C.

Lemma H.7. (Schanuel) Budte 0 - K — P — M — 0,
0> K' — P — M — 0 krdtké exaktni posloupnosti R-moduli, kde P,P’ jsou
projektivni. Pak K & P' = K' & P.

Definice H.8. Bud (K,0) komplex pravych R-modulii. Faktorgrupu ker 6"/ im §"+!
nazveme n-tou kohomologii K. Ozna¢me Komp(R) kategorii komplexi nad R.
Funktor H": Komp(R) — Ab pfirazuje komplexu jeho n-tou kohomologii a mor-
fismu komplexti f: K — L restrikci f™ na n-tou kohomologii.

Lemma H.9. Bud F: mod-R — Ab exakini additivni funktor a C komplex R-
moduli. Pak H"F(C) = FH"(C).

Nyni zavedeme derivované funktory.

Definice H.10. (2.4 & 2.5) Bud F': Mod-R — Ab additivni kovariantni funktor.
Potom n-ty levy derivovany funktor L, F': Mod-R — Ab definujeme na objektech
L,F(M)= H,FP); anamorfismu f: M — N jako H,F(f*), kde f*: Pyy — Py
je morfismus indukovany f (ten vzdy existuje a byt neni dan jednoznacné, jeho
restrikce na homologie uz jednoznaé¢na je).

Obdobné definujeme n-ty pravy derivovany funktor R"™F: Mod-R — Ab, ale
uzijeme injektivni resolventy.

Bud G: Modr — Ab additivni kontravariantni funktor. Potom je to kovariantni
funktor (Mod-R)” — Ab a definice je stejna jako vyse.
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Definice H.11. (2.5.2 & 2.6.4) Budte M,N € Mod-R. Potom n-ty pravy derivo-
vany funktor ke kovariantnimu funktoru Hompg(M,—) nazyvame Extp(M,—). Ob-
dobné n-ty pravy derivovany funktor ke kontravariantnimu funktoru Hompg(—,N)
nazyvame Ext;(—,N). Pro M,N libovolné pravé R-moduly plati

Exth(M,N) = Exty(M,N) a spole¢nou hodnotu oznacime Ext’,(M,N) (bez pod-
trzitek). 7Z levé exaktnosti hom funktoru plyne Ext%(M,N) = Homg(M,N)
Budte M € Mod-R a N € R-Mod. Potom n-ty levy derivovany funktor ke kovari-
antnimu funktoru M ® — nazgvame Tor?(M,—). Obdobné n-ty levy derivovany
funktor ke kovariantnimu funktoru — ®z N nazjvame Tor(—,N). Pro M,N
libovolné pravé a levé R-moduly plati Tor(M,N) = Tor?(M,N) a spole¢nou
hodnotu oznaéime Tor?(M,N) (bez podtrzitek). Z pravé exaktnosti tenzorového
sou¢inu plyne Torf(M,N) = M ®g N.

Lemma H.12. (2.4.6 & 2.4.7) Bud F: Mod-R — Ab additivni kovariantni
funktor a 0 - A — B — C — 0 krdtka exaktni posloupnost v Mod-R. Poté
mdme dlouhé exaktni posloupnosti:

v > R"'F(C) - R"F(A) =R ™F(B) - R"F(C) = RT"MF(A) — - -

o= Lo F(C)— L,F(A) -L,F(B) = L,F(C)— L, 1F(A) — ---
Specidlné pro M pravy R-modul a Homg(M,—) a M ®g — mdme posloupnosti

0 — Hompg(M,A) — Homp(M,B) — Homp(M,C) — Extyp(M,A) — Extp(M,B) — -

<o — Torj(M,B) — Torf(M,C) - M @ A —- M@ B — M@ C — 0

Podobné posloupnosti mdme i pro derivované funktory kontravariantnich funk-
torii.

Véta H.13. (4.1.6) Bud M pravy R-modul a n € N. Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni.

i. pdp M <n.
ii. pro kazdy pravij R-modul N jest Extly' (M, N) = 0.

Definice H.14. (3.4) Rozsitenim R moduli A,B obvykle rozumime R-modul X
takovy, ze existuje kratka exaktni posloupnost £: 0 - B — X — A — 0. Nyni ji
vSak oznaCime pravé tu posloupnost £ (zdiraznéme, Ze £ neni jednoznaéné déna
svym prostfednim ¢lenem). Dvé rozsiteni £, nazveme ekvivalentnimi, existuje-li
izomorfismus komplexii

¢: 0 B X A 0

£ 0 B X' A 0
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Na tridach ekvivalence rozsiteni A,B lze definovat s¢itani a inverzi vuci séitani,
tzv. Baerovu sumu, jejiz neutralni prvek je stépitelna posloupnost
0—B—A®B — A— 0. Lze zkonstruovat grupovy izomorfimus

(tiidy rozsiieni A, B, +Baer » —Baer |0 — B — A® B — A — 0]) & Ext(A,B).

Nezapomenme, ze derivované funktory maji Ab za kodoménu, proto na Extech
mame danu jakousi abstraktni grupovou strukturu. Podstatou této definice je,
ze tu grupovou strukturu mizeme konkrétné interpretovat pomoci Baerovych
operaci na rozsirenich.

Lemma H.15. (Yonediv Ezt) Vijse uvedend interpretace Ext grup je funktori-
alni. Méjme prvek e € Ext}%(A,B) a zobrazeni f: B — C. Obraz prvku e pri
Extp(A,f) miZeme spocitat pomoci diagramu (bud & rozsiveni odpovidagici e).

£ 0 B E A 0
| AN
Extgn(A,f)(€): 0 —— C ---—-- » P A 0

Nyni trida [Extp(A,£)(€)] odpovidd pruku Exty(A,f)e € Extp(A,C). Doplnéni
pravého clenu je mozné diky vlastnostem pushoutu v abelovskych kategoriich po-
psanych v predchozim pridavku.

Naopak pro g: C — A miiZeme prvek Ext'(g,B)e € Ext,(C,B) spocitat pomoci
pullbacku (€ je opét rozsireni odpovidajici e):

Extp(g,B)(€): 0 B P -eee-- »y O —— 0

¢: 0 B E

Lemma H.16. ([Bucb9, Véta 3.1]) Bud 0 — A — B — C — 0 krdtkd exaktnd
posloupnost v Mod-R a X € Mod-R libovolny. Potom spojovaci morfismus
So: Homp(X,0) — Exty(X,A) z dlouhé exaktni posloupnosti derivovaného funk-
toru mizeme konkrétné popsat na morfismu p € Hompg(X,C) ndsledovne.

do(pe): 0 A P - » X —— 0
Lo
| )
0 A—"-> B C 0

Pozorovani H.17. Tato poznamka se tyka situace vyvstavsi v diitkazu Brennerové—
Butlerovy véty. Je tfeba ukazat, ze morfismy « tvori pfirozenou transformaci.
Existence je ziejma z 5-lemmatu. Bud f: M — N homomorfismus modul.
Z tzv. srovnavaciho lemmatu (2.3.7) plyne, Ze pro jakoukoli volbu injektivnich
rezolvent Iy — N — 0, I,; — M — 0 existuje morfismus f téch rezolvent
(ve smyslu morfismu komplextt), Ze f, = f (pozor, neni dén jednoznacné). Je-
likoz trida modult, na nichz je ¢ z lemmatu izomorfismus, obsahuje injek-
tivni moduly, mame komutativn{ diagram (ozna¢me G(X) = Tor? (Ext}(7,X),T)

a F(X)=Homu(T,X)®pT)
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0 — > G(N )4>FE1)4>FL1

0 P
0 — GM) — 2 oy F(E,) —J;

\
|
I
I
I
Y
aM N KN

A 7 e

0 M £y Ly 0

jenz prokazuje prirozenost « jelikoz py fay = p,anyG(f) a py je monomorfismus.
Pro § je argument stejny, uzijeme ovSem projektivnich rezolvent (trida Y(T)
obsahuje vSechny projektivni moduly).
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Tilting theory is one of the main

tools in the representation theory
of algebras. It originated with the
study of reflection functors...

[ASS06, strana 184]

Témito slovy byva odbyto historické pozadi vychylujici teorie. Ona slova jsou do-
plnéna odkazem na nékolik klasickych clankt z Sedesatych a sedmdesatych let,
které primo vedly k prispévku Brennerové a Butlera na Druhé mezinarodni kon-
ferenci k reprezentacim algeber v Ottaweé roku 1979, ktery vyzkum vychylujici
teorie odstartoval. Jak konkrétné se jeji vysledky v pripadé toulci a reflexnich
funktort projevuji, vsak dosud dle nasi znalosti celistvé vylozeno nebylo. Nasim
cilem v druhé kapitole bylo v tuto mezeru zaplnit. Zavedli jsme toulce a uvedli
zaklady teorie jejich reprezentaci. Definovali jsme reflexni funktory a pro pripad
acyklického toulce jsme popsali jejich derivované funktory. S jejich pomoci jsme
formulovali a dokézali vétu [2.27] kterd moznd v koncem sedmdesatych let vedla
Brennerovou a Butlera k izolaci pojmu vychylujictho modulu a zalozeni klasické
vychylujici teorie.

Nutno ptriznat, Ze z hlediska pragmatického neni Brennerové-Butlerova korespon-
dence v acyklickych toulcich ptilis zajimava. Fakt, ze reflexni funktory indukuji
ekvivalence urcitych podtrid kategorie reprezentaci daného toulce () a toulce ;@)
reflektovaného podle stoku i, je sdm o sobé pomérné snadny. Netrivialni tsili bylo
vynalozeno v dikazu druhé ekvivalence. Ta je ovSem trividlni (obé podkatego-
rie jsou ekvivalentni kategorii kone¢nédimenzionalnich K-vektorovych prostori),
obtizné je jen dokézat, ze ony ekvivalence jsou realizovany derivovanymi funk-
tory reflexnich funktorii. Historicky vyznam tohoto faktu je vsak nesporny, nebot
vychylujici teorie, nejen ve své klasické podobé (tj. pro koneénédimenzionalni
K-algebry), ale i v mnoha svych zobecnénich, je dnes zivoucim matematickym
odvétvim, které rodi vysledky daleko presahujici teorii reprezentaci.

V prvni kapitole jsme jeji klasickou formu struéné predstavili. Byla zavedena
torzni dvojice a vychylujici modul a oba pojmy byly zhruba prozkoumény. Vylo-
zili jsme souvislost s Moritovou ekvivalenci a pojem vychylujictho modulu jsme
konkrétnéji prozkoumali pro pripad grupovych algeber. Mimo mnohokrat sklo-
nované Brennerové-Butlerovy véty jsme dokazali i dalsi zajimavé tvrzeni, totiz
Bongartzovo lemma, které nejenze dava védét o hojnosti vychylujicich moduli,
ale poskytuje i péknou netrivialni aplikaci Yonedova extu.
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