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Uvod

Pojem martingalu je v teorii ndhodnych procest klicovym konceptem, ktery
nachézi uplatnéni nejen v teoretické matematice, ale také v riiznych aplikovanych
oblastech véetné finanéni matematiky nebo teorie filtrii. Obecny princip Girsano-
vovy véty ve spojitém case, ktera byla dokazana I. Girsanovem v ¢lanku |Girsanov
(1960), je konstrukce pravdépodobnostni miry, viéi niz je dany ndhodny proces
martingal. Této vété je dodnes vénovan intenzivni vyzkum. At uz v teoretické
matematice, konkrétné napiiklad v teorii stochastickych diferencialnich rovnic,
nebo v aplikované matematice. Tato préace si klade za cil podrobnéji prozkou-
mat a zobecnit ekvivalent této véty v diskrétnim case, tj. pro ndhodné procesy
indexovanymi mnozinou N.

V prvni ¢asti této prace definujeme potrebné pojmy jako podminéna stredni
hodnota, nahodny proces v diskrétnim case, predikovatelny proces a martingal.
Déle uvedeme zakladni véty pro praci s podminénou stredni hodnotou a tedy i s
martingaly.

V druhé kapitole zformulujeme klasickou Girsanovovu vétu v diskrétnim case,
kterd se zaobira konstrukci nové pravdépodobnostni miry tak, aby byl dany proces
martingal do konecného Casu. Na zékladé prace [Elliott a Madan| (1998) zformu-
lujeme a dokézeme zobecnénou Girsanovovu vétu pro mnohem obecnéjsi typy
procestii. Navazeme uvedenim aplikace Girsanovovy véty pro vypocet uréitych
sttednich hodnot. Déle se budeme zabyvat konstrukci pravdépodobnostni miry
P tak, aby byl vad ni cely proces martingal. Takovd mira uz nebude p¥{mo
definovana pres Radon-Nikodymovu hustotu. Vyvstava tedy otazka, zda je tato
nové mira P absolutné spojita vuci puvodni mite P. Pro tento problém uvedeme
charakterizaci, tj. ekvivalentni podminky. Tato charakterizace pochazi z knihy |Si-
rjaev] (1999, strana 435), kde pridame podminku o stfedni hodnoté limity hustot
skoro jisteé.

V zavérecné kapitole se budeme vénovat nékterym lépe ovérovatelnym posta-
¢ujicim podminkdm pro absolutni spojitost P vaci P v piipadé klasické Girsano-
vovy véty. Opét zde navazeme na knihu [Sirjaev (1999, strana 441). Nejdifve se
podivame na formulaci a dikaz tzv. Novikovovy podminky v diskrétnim case a
uvedeme jeji dikaz, ktery jsme prevzali z prace |[Krylov| (2002) a ptislusné upravili
do diskrétniho ¢asu. Formulaci Krylovovych vét uvedeme podobné jako v knize
Seidler| (2011}, Véta 7.2). Pokrac¢ujeme formulovanim diskrétniho ekvivalentu tzv.
Kazamakiho kritéria, kde jsme postupovali podobné jako v pripadé Novikovovy
podminky. Na zavér zminime vztah téchto dvou vysledkii.



1. Zavedeni zakladnich pojmiu

Abychom mohli ¢tenare pohodlné uvést do problému, na kterém cely Gir-
sanoviv princip zmény pravdépodobnostni miry stoji, uvedme nékteré zakladni
pojmy, které budeme v dalsim vyuzivat.

1.1 Podminéna stredni hodnota

V tomto textu budeme ndhodné velic¢iny uvazovat jako realné ndhodné velic¢iny,
tj. pro pravdépodobnostni prostor (€2, F, P) je ndhodnda veli¢ina méritelné zob-
razen{ z méfitelného prostoru (£2, F) do méfitelného prostoru (R,B(R)). Castym
pozadavkem bude integrovatelnost ndhodné veli¢iny a tedy zavedme LP(S2, F, P)
jako mnozinu vSech ndhodnych veli¢in definovanych na (€2, F, P) s koneénym p-
tym absolutnim momentem. Casto budeme zapis zkracovat na LP, pokud bude z
kontextu jasné, o jaky pravdépodobnostni prostor se jedna.

Stredni hodnota je jedna ze zakladnich popisnych charakteristik nahodnych
veli¢in. Pokud chceme vzit v potaz néjakou dodate¢nou informaci, kterou mizeme
vyuzit pro vylepseni sttedni hodnoty, musime provést nasledujici zobecnéni tohoto
pojmu.

Definice 1. Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor, X € L*(Q, F,P) a
G C F je o-algebra. Podminéna stfedni hodnota nahodné veli¢iny X vzhledem k
o-algebte G je nahodnd velicina E[X |G|, kterd spliiuje ndsledujici podminky:

1) E[X|G] € L'(,G, Plg).
i) Pro kaZdou G € G plati [ X dP = [, E[X|F] dP.

Pro vétsi nazornost uvedme jednu dilezitou a zajimavou vlastnost. Pokud je
X € L*(Q, F, P), pak pro klasickou stfedni hodnotu plati

BI(X ~ E[X])") = min E[(X — o))
e
Stredni hodnota tedy minimalizuje stiedni ¢tvercovou chybu, kde argumentem je
redlné ¢islo. Pokud vezmeme jako argument ndhodnou veli¢inu z L?(Q, G, P|g),
pak plati

EB[(X - E[X]g])*] = verdm L BUX - V)%,

Tato vlastnost se casto interpretuje tak, Ze podminéna stfedni hodnota je nej-
lepsi predikce hodnoty X na zédkladé G ve smyslu minimalizace stfedni ¢tvercové
chyby. Déle poznamenejme, ze podminéna stiedni hodnota je urcena skoro jisté
jednoznacné a je to linearni operator. Ona dodatec¢nd informace, kterou stredni
hodnotu podminujeme, se ¢asto tyka jiné nahodné veliciny ¢i nahodného vektoru.

Definice 2. Necht X € L'(Q, F,P) a'Y je n-rozmérny ndhodnij vektor, n € N.
Potom piseme E[X|Y] = E[X|o(Y)].

Nyni uvedme jedno lemma a definici, které jsou dilezité pro samotny vypocet
podminéné stfedni hodnoty. Umozni ndm totiz zachazet s podminénou stredni
hodnotou jako s klasickou stfedni hodnotou, méame-li k dispozici podminénou
hustotu.



Lemma 1. Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor, X je nahodnd veli¢ina
a'Y jen-rozmérny nahodny vektor, n € N. Pokud platio(X) C o(Y), pak existuje
meritelnd funkce f: (R™, B(R™)) — (R, B(R)) takovd, ze X = f(Y).

Diikaz. Lze najit v knize |Lachout, (2022, Lemma 7.18).
0

Definice 3. Necht X € L'(Q, F,P) a'Y je n-rozmérny ndhodnyj vektor, n € N.
Pro y € R™ budeme znacit

EXTY =yl = f(y),
kde f: (R™, B(R")) — (R, B(R)) je funkce spliujici E[X|Y] = f(Y) s.j.

Z lemmatu [1] je zarucena existence funkce f a tedy i korektnost této definice.
Af X je ndhodna veli¢ina a Y je n-rozmérny nahodny vektor, majici sdruzenou
hustotu fxy vaci p ® v, kde p, resp. v, je o-konetnd mira na (R, B(R)), resp.
(R™, B(R™)). Podminénou hustotou X za podminky Y vzhledem k y®v rozumime

fxy(2,y)
Ty (y)

Zname-li tuto hustotu, muzeme jiz spocitat podminénou stfedni hodnotu jako

Ixy (zy) = Lty m)>0, ¢ € R,y e R",

EIXIY = y) = [ afur(ely) du(e), y € R
Na zaveér uvedme jednu uzitecnou vétu, kterou budeme opakované vyuzivat.

Véta 2. Necht X € LY (0, F,P), G C F je o-algebra, Y je ndhodnd velicina a
XY € LYQ, F, P). Potom plati

E[XY|G] = YE[X|G], s.j.
Diikaz. Lze najit v knize Lachout| (2022, Véta 7.13) O

Pokud je tedy ndhodna veli¢ina G-méritelnd, miizeme ji libovolné vytykat.
Specialné, podminénd stfedni hodnota G-méritelné ndhodné veli¢iny je ona sama
nahodna veli¢ina.

1.2 Nahodné procesy

Definice 4. Necht (Q, F, P) je pravdépodobnostni prostor a pro kazdé n € Ny
je dana na ném definovand ndhodnd velicina. Kolekci ndhodnyjch velicin X =
{X,}52y nazveme ndhodnym procesem s diskrétnim casem.

Poznamenejme, ze nahodny proces miize byt, a také typicky je, definovan pro
libovolnou indexovou mnozinu T # (). V této préci se vSak budeme zabyvat pouze
procesy s diskrétnim ¢asem a proto neni obecna definice zapotiebi. Pokud budeme
mluvit o nahodném procesu, myslime tim ndhodny proces s diskrétnim casem.



Definice 5. Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor. Filtraci na tomto pro-
storu rozumime systém o-algeber (Fy)nen, Spliugjici:

Z) F. CF.
i) Fn C Fp pron < m.

Ctverici (Q, F, (Fn)2y, P) nazveme filtrovany pravdépodobnostni prostor. O nd-
hodném procesu X = {X,}22, definovaném na prostoru (0, F, P) rekneme, Ze je

(Fn)-adaptovany, jestlize pro kazdé n € Ny je ndhodnd veli¢ina X,, F,-méritelnd.

Pojem filtrace ndm umozni dobfe uchopit a zachazet s dostupnou informaci
vyvijejici se v case. V této praci budeme casto uvazovat takzvanou kanonickou
filtraci néjakého ndhodného procesu X = {X,,}>° . Tu definujeme jako

FXi=0(Xo, X1,...,Xn), n €Ny.

Na kanonickou filtraci procesu X tedy mizeme nahlizet jako na informaci o vyvoji
tohoto procesu, kterou postupné akumulujeme v ¢ase. Nyni uz mame prostiedky
k zavedeni specialniho typu ndhodného procesu, ktery bude jeden ze stredobodu
této prace.

Definice 6. Necht (Q,F, (Fn)o, P) je filtrovany pravdépodobnostni prostor.
Proces X = {X,,}>2, nazveme (F,)-martingal, jestlize:

i) X je (F,)-adaptovany.
ii) Pro kazdén € Ny: X,, € L'.
iii) Pro kazdé n € No: E[ X, 11| F,] = X, s.7.

Pro martingal tedy plati, Ze nejlepsi predikci budouci hodnoty na zakladé
informace obsazené ve filtraci (F,)nen,, ve smyslu minimalizace stfedni ¢tvercové
chyby, je nynéjsi hodnota. Nejveétsi praci pro piivodni rozvoj teorie procest tohoto
typu odvedl americky matematik J. Doob, jehoz jméno v této praci mnohokrat
zazni.

Nazev martingal pochézi z hazardnich strategii z Francie, ptfi nichz hrac¢ pri
kazdé prohte zdvojnasobuje vklad, dokud nevyhraje. Nékolik moznych vysvétleni
tykajicich se samotnych etymologickych kotfent tohoto slova navrhuji autori v
¢lanku Mansuy a Sverdlove| (2009).

Pokud uvazujeme martingal vii¢i kanonické filtraci potencialné jiného procesu,
muzeme podminku uvazovat ve smyslu definice [2}

E[X, 1| FX] = B[ Xns1| X, - . ., Xo).

Uvedme jesté jeden typ ndhodného procesu, ktery, jak uvidime pozdéji, je s
martingaly tizce spojen.

Definice 7. Necht (Q,F, (Fn)o, P) je filtrovany pravdépodobnostni prostor.

Proces X = {X,}22, nazveme (F,)-predikovatelny, jestlize pro kazdé n € Ny
plati, Ze nahodnd velicina X, 1 je F,-meritelnd.

Tuto definici mtizeme interpretovat tak, ze veskera informace o hodnoté X,
je jiz dostupna v case n. To tedy znamend, ze budouci hodnota je vzdy znama
alespon jeden krok doptedu.



2. Zobecnéna Girsanovova véta v
diskrétnim case

Pojdme nyni uvést klasickou Girsanovovu vétu v diskrétnim case, kterou do-
kazeme pozdéji jako specidlni pripad zobecnéné Girsanovovy véty.

2.1 Klasicka Girsanovova véta

Meéjme proces X = {X,,}>°, na prostoru (€2, F, P) tvaru

XO =0 S.j., (21)
Xn:Xn—l+Mn+0_n€na S.j., RGN,

kde

i) {€,}52, je posloupnost stejné rozdélenych a nezavislych ndhodnych velicin z

rozdéleni A/ (0,1),

i) {pn}o, a {0,152, jsou (F:X)-predikovatelné procesy,

iii) pro vSechna n € N plat{ y,,0, € L' a 0, # 0 s.j.

Podminka [i)| je ekvivalentni s tim, ze pro n € N je g, je nezavisla s X,,_; =
(X0, X1,...,X,_1)". To plati, protoze diky FX ,-mé&fitelnosti ndhodnych veli¢in
Iy & 0, dostdvame

O'(Xn_l) = 0'(81,82, Ce ,éTn_l).
Proces X je samoziejmé (F-\)-adaptovany a jelikoz pro n € N plati o(0,) C

0(Xn_1), je o-algebra o(o,) nezavisla se g-algebrou (e, ). Z toho plyne nezavis-
lost veli¢in ¢, a o,, pro vSechna n € N. MiZeme proto psat

Induktivné bychom tedy dokézali platnost podminky [ii){ z definice martingalu.
Obecné se ale nejednd o (F-X)-martingal, protoZe E[X,, 1| FX] = X, + fins1 8.
At N € N, zkonstruujeme novou pravdépodobnostni miru na prostoru (£2, F),
takovou, ze proces X bude viuci této mire martingal, ovSem pouze do konec¢ného
casu N, tj. podminka z definice martingalu bude platit pro n < N. Polozme

N " 1 N " 2
Zy = eXp{ SDICENDY (") } (2.2)
n=1"-""n n=1 On

Za jistych podminek, které specifikujeme v nésledujici sekci, definujeme-li novou
miru Py pomoci Radon-Nikodymovy hustoty, tedy

Pa(A) :/AZN dP, A€ F,

pak se skutecné jedna o pravdépodobnostni miru. Soucasné také pro vsechna
n=20,1,..., N — 1 plati

En[ X1 FX] = X, 5.4,
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kde Ey[ - |FX] znaéi podminénou stiedni hodnotu za podminky FX poéitanou
vidi mife Py. Toto tvrzeni je ¢asto v literatufe nazyvano Girsanovovou vétou v
diskrétnim ¢ase (napft. v knize Sirjaev| (1999, strana 439)). Diikaz tohoto tvrzeni a
odpoved na otazku, jak takovou miru zkonstruovat napriklad i pro jina rozdéleni
veli¢in ¢, provedeme v nésledujici kapitole v obecnéjsi podobé.

2.2 Zobecnéna Girsanovova véta

Pro diikaz zobecnéné Girsanovovy véty, jednoho z hlavnich vysledki této
prace, budeme potfebovat nasledujici lemma, které je casto nazyvané Bayeso-
vou vétou pro podminénou stfedni hodnotu.

Lemma 3. Necht P a P jsou pravdépodobnostni miry na (0, F) a plati P(A) =
f4 A dP pro kaZdou A € F, kde A je nezdpornd nahodnd velicina spliiujici E[A] =
1. At ddle G C F je o-algebra a Y je ndhodnd velicina spliujici Y € L'(Q, F, P)N
LY(Q, F, P). Pak plati

E[YA|G] = E[Y|GIE[A|G], s.j.

Diikaz. Néhodna veli¢ina E[Y|G]E[A|G] je z definice G-méFitelnd. Stadi tedy overit
vlastnost [ii)| z definice podminéné stredni hodnoty. At A € G, potom

/AE[Y\Q]E[A\Q] dP:/AE[AE[Y\Q]\g] dP:/AAE[Y\g] apP
:/AE[ng] dP:/AYdP:/AYAdP.

7 definice podminéné stiedni hodnoty tedy E[Y'A|G] = E[Y|G]E[A|G] s.j.

]
Toto lemma budeme v nasledujici vété pouzivat ve formé
- E[YA|G] ,
ElY|G] = ———, s.J. 2.3
Y19)= “Srarg - (23)

kde A bude P-s.j. kladnd ndhodna veli¢ina. Potom je i E[A|G] P-s.j. kladna.
Kdyby totiz pro A = {w € Q; E[A|G](w) < 0} platilo P(A) > 0, pak

0</AAdP:/AE[A|g]dP§O,

coz je spor. Rovnost je tedy dobre definovana P-s.j. a diky absolutni spo-
jitosti P vidi P i P-s.j. V nasledujici vété budeme opét pouzivat znadeni X, =
(X0, X1,...,X,)" a pro n € N zavedeme znaceni pro pfiriistky procesu X jako
AX,=X,— X, 1.

Véta 4 (Zobecnéna Girsanovova). Necht (§2, F, P) je pravdépodobnostni prostor
a na ném definovany ndhodny proces X = { X, }5°, spliugici:

i) X, = A,+M, s.j. pro vsechnan € Ny, kde M = { M}, je (FX)-martingal,
A= {A,}2, je (FX)-predikovatelny proces.



it) Pro kazdé n € N maji ndhodnd velicina AM,, a ndhodny vektor X,,_1 ab-

solutné spojité sdruZené rozdéleni vici A ® v,, kde \ je Lebesqueova mira

a (R,B(R)) a v, je o-konecnd mira na (R™, B(R™)), pricemz nosic¢ tohoto
rozdélent je vidy celé R,

Pro k € N oznacme fr(mp|zp_1),m, € R, zi_1 € R¥, podminénou hustotu veli-
ciny AMy, za podminky Xy_1 vici mirte A ® vy, a polozme

fre(AA + AMg| Xy—1)

A pr—
g Se(AM| Xp—1)

Definujeme-li proces A = { A, }52 predpisem Ao =1 a A, = [T, Ak pron € N,
pak se jednd o (F:X)-martingal. Necht ddle N € N pevné, definujeme-li miru Py
predpisem
Py(A)= [ Av P, A€ F, (2.4)
A

pak se jednd o pravdépodobnostni miru a pron =0,1,..., N — 1 plati
EN[Xn—&-l"Fi{] = Xna 3]

Diikaz. Nejdifve dokazeme, Ze A je (F-X)-martingal. Podivejme se na integrova-
telnost veli¢in Ay, k € N. Veli¢ina AAy je F{ ;-méfitelnd a proto dle lemmatul
existuje méfitelna funkee ay : (R*, B(R*)) — (R, B(R)) takova, Ze

AAk = CLk(Xk_l), S] (25)

Oznaéme gy (my, xk—1) sdruzenou hustotu veli¢iny AMj; a ndhodného vektoru
Xi_1 VUdi A ® v, kterd dle predpokladu [ii)| existuje. Potom mtizeme psat

E[fk(AAk +AMk|Xk_1)}
fr(AMy| Xk—1)

_ E{fk(ak(Xk 1) + AM| X 1)}
fk<AMk|Xk 1)
/k+1 ak kat;;_kmﬂwk l)gk<mk7 Cl?k—l) d/\(mk) X Vk(wk—l)

(Mg, Tg—1) dA(my) @ vg(r—1)

/ k(ag(Trp—1) + mi,Tr—1)
RE+1 (M, Tr—1)

Il
T

e /}ng ag(Tr—1) + mi,xr_1) dA(my) dvg(zr_1)

:/Rk/ng(mk,mk_l) AA(my) dvg(@p_1) = 1.

Zde jsme v posledni rovnosti vyuzili predpokladu [ii) a pouzili linedrni substituci.
Veli¢iny A, jsou tedy integrovatelné a jejich stfedni hodnota je rovna 1. Nyni
podobné ukazeme, ze i veliciny A,,, n € Ny, maji stredni hodnotu rovnu 1. Budeme
postupovat indukci. Ptipad n = 0 je jasny a n = 1 uz jsme dokazali v predchozim
vypoctu. Nyni at pro n > 2 plati E[A,,_;] = 1. Diky vztahu dokdzeme pro
vsechna k < n vyjadrit veliciny AM,, jako funkce vektoru Xy. Z toho plyne,
Ze existuje méfitelnd funkce A,_; : (R*, B(R")) — (R, B(R)) takova, ze A,_; =



A, —1(Xp—1). Pro stfedni hodnotu veli¢iny A,, tedy plati

/R"+1 ]\n (fl?n_l) fn(an<$n_1> + mn|mn_1)

FolmnlZn1) G (M, X)) AN(M) @ Vi (Tyov)

= ]\n—l(wn—l)gn(an(wn—l) + My, mn—l) d)\(mn) X Vn(wn—l)

Rn+l

= [ Rs@n-1) [ gulma @as) dA(m) dvi(@n-1)
Rn R

= E[An_l] == 1

Predposledni rovnost plyne z toho, ze vnitini integral je roven sdruzené hustoté
X, _1 vudi v,. Nyni uz mizeme dokazat, ze se skutecné jednad o martingal. Pro
n € Ny totiz dle véty 2] plati

E[An+1|‘F7)L(] = AnE[)‘n+1|~/__z(]a S
diky FX-méfitelnosti A,,. Pocitejme dale

fot1(ant1(Xn) + AMp41| X)
fn+1<AMn+1|X )

frr1(an1(®n) + My | T0)
fn+1 mn+1|wn)

= /an+1 mn+1’wn) d)‘(anrl) =1,

E

n:wn:|

Frer(Mua|®n) dA(Mpg)

pro Px, -s.v. &, € R""!. Zde jsme opét vyuzili pfedpoklad . 7 toho dostavame,
7e B[N 1| FX] = A,. Proces A je tedy (F.X)-martingal a navic je opét diky
predpokladu fii)| kladny skoro jisté. Bud N € N pevné, pak Ay korektné definuje
pravdépodobnostni miru dle predpisu . Nyni pouzijme lemma tak, jak jsme
avizovali, tj.

E[ljax,<qAn|Fpi]
E[An|FE ]

En[1iax,<gFioy] = . S.J.

Jmenovatel dale upravime pfimo z martingalové vlastnosti. Pro upravu citatele
vyuZijeme toho, Ze pro Y FX-méfitelnou a A € FX | plati

/A YV Ay|FY ] dP = / YAy dP = / [V Ax|FX] dP

— [ YEWIFTaP = [ YA, aP.
A A

Zde jsme opakované pouzili vlastnost [ii)| podminéné stiedni hodnoty z definice
a martingalovou vlastnost procesu A. Dokazali jsme, ze plati

Po dosazeni mame

E[1jax, <qAn|F ]
An—l

= B[Ljax, <Ml Fiil, s.J.



Opét pocitejme

fn(an(Xn—l) + AA]\Jrz‘)(rb—l)
fa(AM,| X —1)

fn(an(wn—l) + mn‘mn—1>
fn(mnlwn—l)

= [ Yowtonosrtmn <t Fa(an(@as) + mal@as) dA(m,)

= Eljam, <q| Xn-1 = Tn_1],

E [1[AXn<t]

Xnp1= mn—1:|

:/Rl[an(wn_1)+mn§t] Ju(my|Tn_1) dA(m,)

pro Px, ,-s.v. ,—1 € R". Ukézali jsme rovnost

En[liax,<q|Xn-1 = ®n_1] = E[ljanm, <g| Xn-1 = Tp-1],

coz je rovnost podminénych distribu¢nich funkci. Z toho dostavame i rovnost
podminénych strednich hodnot, tj. pron =1,..., N plati

En[AX,|FX ] = E[AM,|FX,]=0, s.j.

To uz je ekvivalentni nasemu pozadovanému vysledku Ey[X,|FX ] = X,_; s.j.
[l

Piiklad. Vratme se nyni k nasemu procesu X z (2.1). Pro n € Ny plati

Xn = Z,uk + Zaksk, S]

k=1 k=1

kde polozime 22:1 e = 22:1 orer = 0. Podle notace ze zobecnéné Girsano-
vovy véty zde plati AA, = u, a AM, = 0,&,. Pokud jsou splnény predpoklady
predchozi véty, pak je ona podminénda hustota AM,, hustota o,&, za podminky
Op = Op, .

2
fn(2]67) = exp{ ’ }, r €R, G, €R.

_ @
Velic¢iny A\i, k € N, z predchazejici véty maji v tomto pripadé tvar

= fr(px + onerlor)
fre(ower|ow)
_ exp{ (e +oner)? (0k5k)2}
202 203

Pokud pro N € N polozime Zy = 1Y, 2, po upraveni vyjde presné ndhodna
velicina (2.2) a X je vii¢i mife Py (FX)-martingal do konecného ¢asu N.

Priklad. Zminme jednu zajimavou aplikaci této véty. Vypocty stiednich hodnot
nekterych ndhodnych veli¢in se daji vyrazné zjednodusit. Z dikazu zobecnéné
Girsanovovy véty vyplyvé, ze podminéné rozdéleni p, + 0,e, vici mife Py je
stejné, jako podminéné rozdéleni o,e, vici ptivodni mite P. Polozme o, =1 s.j.
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pro vSechna n € N, pak ze stejného duvodu plati, Ze jsou veli¢iny {u,+e,,n < N}
vicéi mite Py vzajemné nezavislé protoze e, je nezavislé s X, _;. Diky tomu
muzeme lehce spocist nasledujici stredni hodnotu s p,, = logn s.j.

N

Eka:fk — ) exp{ nglong
k:1(log kﬁ}E[(}i €k — N) 2exp{ - ésk log k — ;éaog k)QH

N N N N 2
> (logk) } { Zsk+210gk—210gk—]\/>]
k=1 k=1 k=1

1
2

_ exp{; i(logk)Q}(N + ( —log N1 — N)Q)
1
2

I

@

"

e
—N
N |
(=

e
Il
—

I

@

"

e
—N

Ve treti rovnosti jsme vyuzili pravé zminéného poznatku a faktu, ze soucet neza-
vislych normalnich ndhodnych veli¢in je opét normalni nahodna veli¢ina.

Nyni uvedme jednu znamou vétu z teorie martingal v diskrétnim case, ktera
ilustruje, Ze rozklad typu X,, = A, +M,, ve vété[dneni prilis omezujici predpoklad.
Predlozme i diikaz, protoze ptimo nabizi konstruktivni navod, jak onen rozklad
hledat.

Véta 5 (Doobuv rozklad). Necht (0, F,(Fn)e,, P) je filtrovany pravdépodob-
nostni prostor, X = { X, }5°, je (F,)-adaptovany nahodny proces spliujici X,, €
L' pro vSechna n € Ny. Pak ezistuje (F,)-predikovatelny proces A = {A,}52,
splriugici Ag = 0 s.j a (F,)-martingal M = {M,}>, tak, Ze pro vSechna n € Ny
plati

X,=A,+ M, s.j.

Tento rozklad je s.j. jednoznacny.

Diikaz. Pron € Ny definujme
Z [Xk| Fr1] — Xi—1),
Mn = Xo + Z(Xk — E[Xk|]:k—1])

k=1

Ag = 0 a My = X,. Pak pro vSechna n € Ny plati rovnost X,, = A, + M,,.
Néhodnd velicina A, je souctem JF,_;-méfitelnych velicin a tedy A = {A,}22,
je (Fn)-predikovatelny proces. Pro ndhodnou veli¢inu M, plati, Ze je souctem
integrovatelnych veli¢in a je tedy také integrovatelna. Déle

E[Mn — Mn_1|.Fn_1] = E[Xn|fn_1] — E[Xn|]-"n_1] = 0, Sj

Proces M = {M,,}5°, je tedy (F,)-martingal. Pozadovany rozklad tedy existuje.
Pro ditkaz jednoznacnosti predpokladejme, ze existuje jiny takovy rozklad X, =
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A, + M,,. Poloyme Y, = M, — ]\Zn7 z toho nicméné plyne, ze Y, = A, — A, S.j.
Proces Y = {Y,}22, je tedy (F,)-martingal a soucasné (F,)-predikovatelny. Z
toho dostavame

Y, = E[Y,|Fot] = Y1, s.J.

Soucasné ale Yy = Ay — Ag = 0 s.j. Induktivné tedy dostévame, ze Y, = 0 s.j. pro
vsechna n € Ny. Z toho jiz plyne jednoznacnost rozkladu s.j.

O
Na zaver této sekce jesté uvedme, ze zobecnéna Girsanovova véta nedava jedinou

moznost, jak takovou miru zkonstruovat. Napriklad pro proces X definovany v
(2.1)) 1ze definovat miru Py pres hustotu

Ay = ﬂ kP, + OkER)

B k=1 ¢(€k) 7

kde ¢ je hustota rozdéleni N (0,1). Zde vyuzivame specifického tvaru procesu X
a plati, ze prirustky AX,, maji pod touto mirou podminéné rozdéleni A/(0,1) na
rozdil od rozdéleni N (0,07), jako pri konstrukci ze zobecnéné Girsanovovy véty.
Myslenka dtikazu je velmi podobné jako u zminované véty a lze ji najit v clanku
Elliott| (1994)).

2.3 Rozsireni na cely proces

Pojdme se nyni podivat na to, jak definovat novou miru P tak, aby cely proces
X ={X,,}>2, byl (FX)-martingalem vii¢i této mife a ne pouze do kone¢ného casu
N. Tedy aby pro vsechna n € Ny platilo
E[X,n|Fy] = X, 5.5

Vyuzijeme poznatki z prechazejici kapitoly, kde jsme ukazali, Ze za jistych pod-
minek dokdzeme takovou miru zkonstruovat, ale pouze do konec¢ného c¢asu. Pred-
poklddejme tedy, Ze mame dany konkrétni proces X a pro né&j nezaporny (F:-)-
martingal A = {A,}5°,, Ao = 1 s.j., ktery definuje posloupnost pravdépodob-
nostnich mér {P,}2°,, kde pro N € N je proces X vii¢i mife Py martingal do
kone¢ného c¢asu N. Hledanou miru definujeme na o-algebte

FX=0(X) = O-(n[_jofi()

a to tak, aby pro A € FX spliiovala
P(A) = Py(A) = E[14A,]. (2.6)

Existenci takovéto miry ukazeme pres Daniellovu-Kolmogorovu vétu, kterou uve-
deme v jeji diskrétni verzi.

Véta 6 (Daniell-Kolmogorov). Méjme systém p = {u,}52,, kde pro n € Ny je
pin je borelovskd pravdépodobnostni mira na (R™™, B(R™1)). At {1, }°2, spliuje

finsk(A X RF) = p,(A), pro vsechna n € No,k € N a A € B(R™™)).

Potom existuje prdvé jedna pravdépodobnostni mira u na (RY, B(RY)) takovd, Ze
pro kaZdé n € Ny a kaZdou A € B(R™1) plati

PAXRXR X ...) = p,(A). (2.7)
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Diikaz Lze najit v knize Stépan| (1987, Kapitola 1, Véta 9.4)

Pro n € Ny polozme
tn(A) = pn([Xn € A]), AeBR"M).

Snadno ovérime, ze {p,}>2, tvori konzistentni systém borelovskych pravdépo-
dobnostnich mér. At n € Ny, k € Na A € B(R"), pak

Existuje tedy pravé jedna pravdépodobnostni mira u spliujici (2.7). Dale FX
obsahuje pfesné mnoziny tvaru [X € A], kde A € B(RY). Definujme tedy

P(IX € A)) = p(A). (2.8)

Pak P spliiuje ns pozdavek ([2-6). Vici mire P je tedy cely proces X (FX)-
martingal, protoze vlastnost E[X, 1| FX] = X,, je tieba vidy ovéfovat na mnozi-
nach v FX. Nynf by nds mohla zajimat otdzka, zda plati P <« P? A pokud ne, lze
najit nutné nebo postacujici podminky? Jak pozdéji uvidime, platnost P < P se
nam podafi uplné charakterizovat. Jesté predtim ale budeme potiebovat nékolik
poznatkil z teorie martingali a nahodnych veli¢in.

Véta 7 (Doobova véta o konvergenci). At (2, F, (Fn)e,, P) je filtrovany prav-

n:()?

dépodobnostni prostor a X = {X,}°°, je (F,)-martingal. Jestlize plati
sup E[| X,|] < oo, (2.9)

n€Ng
pak existuje nahodnd velicina X takovd, Ze X, :—]> X a Xoo € L.
n o

Diikaz. Lze najit v knize Stépan! (1987, Kapitola 6, Véta 3.1).
O

Vsimnéme si, ze podminka (2.9) je automaticky splnéna, jestlize je X neza-
porny. Pak totiz pro kazdé n € Ny plati

E[|X,] = E[X;] = E[E[X,[Fo]] = E[Xo] = E[|Xo|] < oo.

V pripadé procesu A bychom mohli chybné dojit k zavéru, ze pri existenci limity
s konecnou stredni hodnotou musi jisté platit

P(A) = / A dP, Ae FX. (2.10)

A
To ale neni automaticky zaruceno, samotna martingalova vlastnost spolecné s
E[A,] = 1 pro vSechna n € Ny jesté nezarucuje platnost E[A,] = 1. To ukdzeme

na nasledujicim prikladu.
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Priklad. Mé¢jme dan markovsky cas

r=inf{n e N;) e, > 1},

k=1

kde veli¢cny ¢, k € N, jsou definovany jako v (2.1)). Zakon iterovaného logaritmu,
ktery lze nalézt v knize Stépéan, (1987, Kapitola 7, Véta 3.6), 1ik4, ze

. 22:1 €k
lim sup

——— =1, s.J.
n—oo  +/2loglogn > %

Z toho plyne, ze limsup,,_, . >p_; € = 00 8.j. a tedy plati P(1 < oo) = 1. Zvolme
nyni o, = 1, iy = 1s.j.apron > 1 polozme 1, = 14, kde A, = [S7=1 meer < 1].
Pak plati

r o0 1 (0.0
E[Z.]=E eXp{ — > ek — 3 > MiH
- k=1 k=1
<E exp{ - ukakH
- k=1

T

= E:exp{ — Zak}]

k=1

IN

< 1.

Tedy P v (2.10)) by pro pripad hustot z klasické Girsanovovy véty vibec nemohla
byt pravdépodobnostni mira.

Véta 8. Budte X, X,,, n € Ny, ndhodné veliciny definované na prostoru
1
(Q, F, P). Potom X0, X, € L' a X,, —— Xoo prvé tehdy, kdys X, —— X,

a veliciny {X,, n € No} jsou stejnomérné integrovatelné, tj.

lim sup E[|X,[1)x,>n] = 0.

N—o00 neNy

Diikaz. Lze najit v knize [Lachout| (2022, Véta 6.10).
O

Uz jen poznamenejme, ze konvergence skoro jisté implikuje konvergenci v prav-
dépodobnosti. Nyni jsme jiz pripraveni odpovédét na nasi ptivodni otazku.

Véta 9. At je P definovand jako v , tedy pro vSechna n € Ny splnuje
P(A) = P,(A) = E[14A,], A € FX.
Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
i) P< P,
i) Veliciny {A\,, n € Ny} jsou stejnomérné integrovatelné.

iti) B[As] = 1.
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Diikaz. i) = ii): Jak jsme poznamenali nad vétou, nezapornost procesu A,
implikuje, ze plati podminka (2.9) a tedy dle véty [7| existuje ndhodna veli¢ina
Ao splnujici A, % As a Ay € LY. 7 tohoto faktu a naseho pfedpokladu
plyne

P(supAn<oo>:1:]5<supAn<oo>.

n€Np n€Ng

Diky tomuto poznatku jiz mizeme dokazat stejnomérnou integrovatelnost primo
z definice. Pro kazdé n € Ny, N € N mame odhad

EA 1, >N = P(A,>N)<P (sup A, > N) :

n€Ng

Déle pak ze spojitosti miry

sup E[A,1[p, >N < P (sup A, > N) — 5P (sup A, = oo) =0.
neNp - neNp N—oo neNp
i1) = 1i1): Diky véteé |8 dostavame konvergenci v Ly, tj. A, ni—loo> A. Pron € Ny
pak plati

|E{An] - E[AOOH < EHAn - AOOH m 0.

Jelikoz E[A,] = 1 pro vSechna n € Ny, pak i nutné¢ E[A,] = 1.
i1i) = 1): Z trojihelnikové nerovnosti mame pro vSechna n € Ny

Moo + Ay — [Ae — Ay| > 0.

S pouzitim Fatouova lemmatu dospéjeme k nerovnosti

B[] < liminf ( E[Aw] + E[A) — E[[As = Au])
=2 — limsup E[|Aw — Ayl].

n—oo

Po odecteni 2E[A] = 2 z obou stran dostaneme

limsup E[|[A — A,]] <0,
n—oo
coz uz implikuje E[|[Asx — Ay ] —— 0. Pro libovolné n € Ny, A € FX a viechna
m > n mame

P(A) = E[14A,,] = E[14A,].

Diky konvergenci v L; dostavame

B[LaAn) — E[LiAu]] < El[Lady, — Lahsl] < ElJA, — Asl] —— 0.

A tedy nutné P(A) = E[14AL] pro kazdé n € Ny a kazdou A € FX. Z toho

ihned plyne rovnost i na mnoziné U F,. Z faktu, ze U F,* je systém uzavieny na
konecné priiniky, plyne rovnost i na FX a tedy P < P.

0

Dostavame tedy velmi péknou charakterizaci pro nas problém. Bohuzel, obé ekvi-

valetni podminky z predchozi véty jsou casto tézko ovérovatelné v konkrétnich
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prikladech. Proto se v nasledujici kapitole omezime na jiz nékolikrat komentovany
proces Z = {Z,}>2, definovany v a budeme se zajimat pouze o postacu-
jici podminky. Na zavér jen podotknéme, Ze jednou postacujici podminkou pro
stejnomérnou integrovatelnost velic¢in {Y,,,n € Ny} je existence € > 0 takového,
ze

sup E[|Y, '] < cc.

n€eNy

Dikaz tohoto tvrzeni lze najit v Lachout| (2022, Lemma 5.15).
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3. Momentové podminky pro
absolutni spojitost

Jiz od ptvodniho zverejnéni Girsanovovy véty ve spojitém case se mnozi ma-
tematici, hlavneé ti z okoli I. Girsanova, zacali zabyvat postacujicimi podminkami
pro E[Z,] = 1, samoziejmé v kontextu spojitého casu. Cilem této kapitoly je
tedy zformulovat a dokazat tyto podminky pro diskrétni ¢as. Jelikoz Zy =1 s.j.,
bude stacit formulovat tyto podminky pro velic¢iny {Z,,n € N}.

3.1 Novikovova podminka

Zacnéme s nejslabsim tvrzenim z tohoto repertoaru, jak ale uvidime pozdéji,
pouzijeme ho k ditkazu silnéjsich vét.

Lemma 10 (Lipcer-Sirjaev). Necht existuje ¢ > 0 takové, Ze

E[exp{ <; + 5) /i ('g:)zﬂ < 00, (3.1)

pak jsou {Z,,n € N} stejnomérné integrovatelné.

Diikaz. Oznacéme [, = —uy /oy pro k € N. Pak tedy méme

n 1 n
A exp{;ﬁksn - 2];15,3} (3.2)

Nyni at € > 0 jako v (3.1]). Nalezneme § > 0 takové, ze

52

(1+e)(1+2e)

5(1+6) < (3.3)

To urcité lze, protoZe vyraz napravo je kladné éislo a obraz funkce x — z(1 +

z), = € (0,00), je interval (0,00). Dale polozme p = 1 +¢ca ¢ = (1 +¢)/e.
Vsimnéme si, ze plati 1/p 4+ 1/q = 1. Nyni pro n € N definujme

ZT(LI) - exp{(l +5)kzn:5k€n Zﬁk}
-1
0 = e{ (M50 - 157) ;ﬂ%}-

7 vlastnosti exponencialy mame (Z,)'* = ZV Z(2) a tedy z Holderovy nerovnosti
plati

1—1—5

E((Z:)"*] = E[ZVZ] < (E[(ZY)) P (E[(ZP)]) M. (3.4)

n

Na pravé strané ale muzeme vyraz zjednodusit. Polozime li Bk = p(1 + 9)5k,
dostavame novy proces

~ LN 1 & 52
(20 = Zo=exp{ - Fren = 5 30 6}
k=1 k=1
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Stejné jako u ptivodniho Z se jednd o martingal a plati E[Zn] = 1 pro vsechna
n € N. Nerovnost (3.4 se nam tedy zjednodusuje na

E[(Z,)"] < (E[(Z{)1)"/1. (3.5)

n

Pokud rozepiseme proces ve sttedni hodnoté, vidime, ze plati
(221 = exploe.0) 3 5 )
k=1

kde
(1+e)*(1+6)2—(1+¢)(1+0)

¢(e,0) = o :

Nyni upravme a odhadnéme vyraz ¢(e, ) shora

(I14+e)(1+)[(1+e)(1+9d)—1)]
2
(1+5)(1+5)(5+€5+s5)
2
(1+5)2(1+§)5—|—(1+5)(1+5)5
2
(1—1—5)2(1—1—5)6—18—5—1—62—1—6(1—1—5)5
2
1 52+5(1+6)[(€1+5)(1+5)+5]
=37 2e
1 e2+4+6(1+¢e)(1+0)(1+2¢)
2 2¢
1
2

¢(67 5) =

IN
+

g2 4 ¢2
2e
1

:5—‘—6’

VAN
+

kde jsme v druhé nerovnosti pouzili volbu (3.3]). Dohromady tedy méame
2) 1 22 1 o 2
E[(Z®)1] < E[exp{ ( + 5) 3 5;9” < E[exp{ ( + 5) 3 ﬁk}]
2 k=1 2 k=1
Pomoci nerovnosti (3.5)) dostdvame

supbl2}] < (B ((3+2) 22)])" <o

neN

coz nam dava pozadovany vysledek.

O
R. Lipcer a A. Sirjaev dokazali tuto podminku v ¢lanku Lipcer a Sirjaevi (1972).
Zde se nabizi otazka, zda je mozno v podmince polozit € = 0 a zachovat plat-
nost tvrzeni. S priilomem pfigel az Sirjaetiv student A. Novikov Novikov] (1972),
ktery dokazal, ze odpovéd na tuto otazku je pozitivni. Pro diikaz jeho tvrzeni ale
pouzijeme alternativni jednodussi dukaz od N. Krylovova z Krylov| (2002), ktery
prevedeme do diskrétni podoby.
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Véta 11 (Krylov 1). Necht pro vsechna € € (0,

conf'3* £ )~
@Y e

Potom plati E[Z,] = 1.

) plati

a dale at

Diikaz. Jako v predchozim dukazu pouzijme znaceni 5y, = —puy/oy. Veliciny Z,
jsou nezaporné a z Fatouova lemmatu mame

E[Z,] = Elliminf Z,] < liminf E[Z,] = liminf 1 = 1.
n— 00 n— 00 n—r0o0

Ukazme nyni opacnou nerovnost. Pro ¢ € (0, %0) definujme novy proces Z© s
7 =1sj. aproneN

= exp{ Zﬁ €k — 2 Z( /EE)>2};

k=1

kde B,EE) = (1 — 2¢)fk. Podobné jako v dukazu predchozi véty, opét se jedné o
martingal a E[Z(®)] = 1 pro vSechna n € N. Soucasné pro néj plati

E[exp{ ! —; 2 ?1(5}:))2” = E[exp{ 1+ 8)(21 %) i ﬁk}]
el {1 5 )]

,75), pak plati 3/10 > ¢(3 — 4e?) > 0. Z predpokladu (3.6) tedy

Jelikoz € € (0
plyne

E{exp{ ! ;— 2 i(B]EE))QH < 00.

Pro vsechna ¢ € (0, 110) proces Z() spliuje Lipcerovu-Sirjaevovu podminku a tedy
plati
E[Z)] = 1.

Za pouziti Holderovy nerovnosti s p = 1/(2¢) a ¢ = 1/(1 — 2¢) dostéavame

E[Z(E)] [exp{ Z Bk Ep — — H
= E[exp{ kz::lﬁkﬁk ~3 kz::lﬁz}(l Qe)exp{;%) g:lﬁ;?”
< (Bl Sme 5 2 )]) T (ew{ "5 St}])”

Pro limitn{ pfechod ¢ — 01 dostavame v této nerovnosti, diky predpokladu (3.7)),
vyraz 1 < E[Z]. Dohromady E[Z,] = 1.

O
Jak nyni ukazeme, Novikovova podminka je primym disledkem Krylovovy 1. véty.
I kdyz je tedy Krylovova 1. véta silnéjsi tvrzeni, stéle je Novikovova podminka
asi nejznaméjsi vysledek tohoto typu a také se 1épe ovéruje.
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Dusledek 12 (Novikov). Necht plati
NS
E[exp{ () H < 0.
2 ];1 O
Potom plati E[Z,] = 1.

Diikaz. Pro e € (0, 5) plati

veefe{ 50 () Y] < el (7)) 1] <=

k=1

coz implikuje obé podminky Krylovovy véty.

3.2 Kazamakiho kritérium

Pojdme se podivat na jesté jednu momentovou podminku. Ta naopak vyzaduje
konec¢nost momentt tykajici se posloupnosti nahodnych veli¢in

o0

{My 3o, = { -y Iuk5k} : (3.8)

k=1 Tk Jn=1

Oné podmince se tika Kazamakiho kritérium, jehoz piivodni ditkaz je opét znacné
komplikovany Kazamaki (1977)). Nastésti i tady nam prace I. Krylova z ¢ldanku
Krylov| (2002)) pomtze. K formulaci a dikazu Kazamakiho kritéria v diskrétnim
case opéet vyuzijeme Krylovuv elegantni dikaz. Nejprve opét jeden prispévek od
jiz nékolikrat zminovaného J. Dooba z teorie martingalii.

Véta 13 (Doobova LP-nerovnost). At (2, F, (F,),, P) je filtrovany pravdépo-

n=0»

dobnostni prostor a X = {X,,}32, je (Fn)-martingal. Pak pro p > 1 plati

El(sup X)) < (2 ) B, P

Diikaz. Lze najit v praci Kallenberg (1997, Véta 6.16). ]

Nyni uvedme lemma, které je obdobou Liptserovy-Shiryaeovy podminky a
poslouzi dale k dikazu Kazamakiho kritéria.

Lemma 14. Necht ezistuje € > 0 takové, Ze

supE[eXp{ (; + 6) kzn:l ( - 'Ltksk) H < 00. (3.9)

neN Ok

Potom plati E[Z,] = 1.
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Diikaz. Polozme C; rovno vyrazu ve (3.9)). Opét dodrzme nasi notaci z predcho-
zich vét a polozme f; = —py/ox. Bud nyni e > 0 spliujici predpoklad ({3.9))
jelikoz plati

lim
r—1t

(1—1> Y~ lim Ve :1,
r—1 o1tz +1 2

7 _

lze najit p > 1 splnujici

Déle podobné

: 1 p Ly p
lim <1—)m: <1_ >
z—1+ Vvep/ p—1 Vp/p—1

a tedy existuje p > 1 a § > 1 takové, ze

1 1
1— ——)6—L— = (1—7)dg <=
(1- )55t - @< re

kde jsme polozili v = 1/y/dp a ¢ = p/(p — 1). P¥i pouziti Doobovy L°-nerovnosti,
dostavame nasledujici vyraz pro vhodnou konec¢nou kladnou konstantu cs

)] senul e $5)
= c(;E[exp{’yé Z Orer — = Z Bk}exp{ (1-— Zijﬂkek”

o) o))

—7)dq z": 5k5k}]> ’

1

> 5k€k}1[Mn>0] + 1D ’

ol
—

< Cg(Ce—‘rl)q.

Ve druhé nerovnosti jsme pouzili Hoélderovu nerovnost a v predposledni nerovnosti
jsme si exponencialu rozdélili pomoci indikatort na dva pripady, kdy M, > 0 a
M, < 0. Na mnoziné kde M, < 0, jsme poté odhadli exponencidlu shora c¢islem
1. Z Fatouova lemmatu pak dostavame nasledujici nerovnost

§ k) 1
E[(sup Zn> } < liminfE[(sup Zk> } < 05<C€ + 1) " < o0
neN n—r00 k<n

Jelikoz § > 1, pak dostavame i konecnost prvniho (absolutniho) momentu, tj.
Elsup,,ey Zn] < 00, a mame tedy integrovatelnou majorantu pro pouziti Lebes-
gueovy veéty. Dostavame tedy E[Z] = lim, o, E[Z,] = 1. O
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Velmi podobné jako jeji 1. variantu dokazeme i 2. Krylovovu vétu.

Véta 15 (Krylov 2). Necht pro vsechna e € (0,%) plati

smpE[exp{l;8 i (— M&%)H < 00

neN

a dale at

) 1—e Lk €
1 E - — =1 1
Jip (opelown 57 32 (= e }) @19
Potom plati E[Z,] = 1.

Diikaz. Diikaz provedeme podobné jako v 1. Krylovové vété. Pro e € (0, 3) opét

definujme novy proces Z© s ﬂ,(f) = (1—¢) Sk stejné jako v (3.2). Ovéime podminku
predchoziho lemmatu
{ (1—¢?
exp

1 n
supE{exp{;6 > ﬂ,(f)ekH =supE
k=1

neN neN

) éﬂkek” < 00

Pro kazdé € € (0, %) tedy plati E[Z()] = 1. Dale Podle Holderovy nerovnosti
1=FE [ - (e) . 1 - (e)\2

esp{ Y A0~ 5 S (6)
: k=1 k=1
r s 1—e)2 &

= Ble{1-9> s - LS 2]
: k=1 k=1

= Blexp{(1-) (Z fen— 330 ) b ew{(1 -3 e}
L 23 k=1

< <E [exp{ kz::l Brer — 3 kz::l ﬂ/%H ) " (E [exp{;:i ,i ﬂkng )5(25)
< <E[ZOO]>(1—€)2 (supE{exp{;:i éﬁkfk}DE(Z_E).

neN

Podle predpokladu (3.10) ¢inime zévér, ze E[Z,] > 1, opacnd nerovnost opét
plyne z Fatouova lemmatu a tedy E[Z,] = 1. O

Disledek 16 (Kazamaki). Necht plati
1 jo>
su E[ex { (—5 )H < 00. 3.11
sup B |expq 5 ;1 o (3.11)
Potom plati E[Z,] = 1.

Diikaz. Oznacme vyraz v (3.11) symbolem C' a opét polozme [ = —pug/o%. At
e € (0,3), Podobné jako v ditkazu 2. Krylovovy véty plati

eeso{ 5 2 (= Bre)f] < e {F55 (5 -0

k=1 L k=1

of3 (%) )
<E - il
o _exp{2<z_: O'kgk




Naopak pro kazdé € € [0, 1) plati

o<sfon{ 55 ()]

k=1 Ok

Z téchto dvou nerovnosti plyne platnost predpokladi 2. Krylovovy véty a tedy i
pozadovany vysledek.

O
Poznamenejme, ze Kazamakiho kritérium je silnéjsi tvrzeni, nez Novikovova pod-
minka. Pro kazdé n € N totiz plati

fen{y 2 (- Sra)
<ufoof{ -3 0a 15 (5) Feoli X ()]

< (ool - 2202 () (ol £ (2)N)
< (el 5 () 1)

< (el {3 (2))

Platnost Novikovovy podminky tedy implikuje platnost Kazamakiho kritéria.

N
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Z.aver

V této praci jsme zkoumali Girsanovovu vétu v diskrétnim case a jeji zo-
becnéni. Nejdrive jsme zformulovali zdkladni pojmy a vyslovili potfebné véty pro
dalsi teorii. V druhé kapitole jsme uvedli klasickou Girsanovovu vétu v diskrétnim
case. Poté jsme tento vysledek zobecnili, tj. zformulovali a dokéazali zobecnénou
Girsanovovu vétu pro mnohem obecnéjsi typ procestu. Navazali jsme prikladem o
aplikaci Girsanovovy véty pro zjednoduseni vypoctu konkrétni stfedni hodnoty.
Déle jsme se zabyvali konstrukel pravdépodobnostni miry P tak, aby byl vii¢i ni
cely proces martingal, zaroven jsme uvedli ekvivalentni podminky pro absolutni
spojitost této nové miry P vadi pivodni mife. Ve tiet{ kapitole jsme vénovali
pozornost formulaci Novikovovy podminky a Kazamakiho kritéria v diskrétnim
case a uvedli i jejich dikazy.

Za svij vlastni prinos povazuji formulaci a diikaz zobecnéné Girsanovovy véty.
Na zakladé inspirace z ¢lanku Elliott a Madan| (1998), kde je podobné konstrukce
uvazovana pro procesy typu X, = A, - M, jsem tuto vétu zformuloval a dokazal
pro procesy typu X,, = A,,+M,,, pricemz jsem ji doplnil o nutné predpoklady. Déle
jsem ukazal, ze klasicka Girsanovova véta v diskrétnim case opravdu odpovida té
zobecnéné a ze jsou pro hustoty Zy splnény vsechny predpoklady.

Na prikladu jsem ukazal, ze veli¢iny Zy nejsou samy o sobé stejnomérné
integrovatelné. Pro ovéreni stejnomérné integrovatelnosti jsem ve tieti kapitole
uvedl Novikovovu podminku jako v Sirjaevi (1999, strana 441), k GemuZ jsem
pridal i jeji dikaz pro diskrétni cas. Poté jsem zformuloval a dokazal i Kazamakiho
kritérium, taktéz pro diskrétni cas. Pro jejich dikazy jsem pouzival Krylovovy
véty, které jsem opét preformuloval do diskrétniho casu.

V neposledni radé je dulezité poznamenat, zZe se stale nabizeji otazky k hlub-
simu prozkoumani. Naptiklad 1ze zkoumat, zda plati, jestli je konstanta % v Novi-
kovové podmince, stejné jako ve spojitém case, optimalni v nasledujicim smyslu:
Pro kazdé e > 0 existuji (F:X)-predikovatelné procesy {1, }°; a {0,}52, tak, ze

(3-8 (2) ) <

ale soucasné E[Z,] < 1. Tato otézka se nabizi i pro Kazamakiho kritérium.
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