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Uvod

Efektivne planovanie trasy ma dolezitt tdlohu pri navigéacii plavidiel. Hlavna
uvazovana aplikacia spociva v dialkovych letoch. Mozeme optimalizovat trvanie
cesty, spotrebu paliva alebo prihliadat na bezpecnost plavidla. V pripade, ze vplyv
prudenia na pohyb plavidla nie je zanedbatelny, je hladanie optimélneho riadenia
netrividlny problém. Potreba spolahlivého algoritmu na pocitanie navigacnych
instrukeii je zrejma.

V tejto praci riesime realisticky problém navigacie vzducholode v nestacionar-
nom atmosférickom prideni, ktorym je vzducholod unésana. Vzducholod sa moze
pohybovat vlastnym pohonom s obmedzenou rychlostou. Cielom je dostat sa z vy-
chodzieho bodu do cielového v najkratSom case. Vystupom bude sada navigacnych
instrukcii pre vlastny pohon vzducholode, ako vedlajsi produkt vypoctu ziskame
trasu a cas cesty. Ide o priklad realnej situdcie, v ktorej efektivne vyuzitie prudenia
je pre splnenie tulohy kritické.

Popisany naviga¢ny problém nachadza uplatnenie nielen v leteckej doprave,
ale aj v morskej a podmorskej navigacii alebo pri riadeni automatizovanych sond.
Dosiahnuté vysledky st priamo aplikovatelné aj pre dialkovi plavbu po mori. Pre
jednotnost textu vsak budeme v celej praci hovorit o vzducholodi.

Nas pristup ku tejto komplexnej tilohe je po teoretickej stranke jednoduchy,
aj ked nie je priamy. Pri jeho numerickej implementacii sa vSak vynaraju rozne
problémy. Ich riesenie vyzaduje techniky, ktoré st vyrazne zlozitejsie ako teoreticky
ramec ulohy. Pouzivame level-set met6du, ktort popiseme v druhej kapitole prace.
Je to robustny sposob riesenia, ktory na druhi stranu zvysuje vypoctové naroky;,
kedze pridava problému dimenziu navyse. Predstavime aplikaciu level-set metody
na nas problém a uvidime, ze vypocet riesenia prebieha v niekolkych fazach.

V tretej kapitole predstavime pouzité numerické techniky. Popiseme realizaciu
jednotlivych faz vypocétu, numerické problémy, ktoré vznikaju a sposoby, akymi ich
riesime. Uvedieme tiez diskusiu alternativnych pristupov k numerickému rieseniu.

Vytvorime plne funkény riesi¢ navigacnej tlohy. Vyvinuty program testujeme
na akademickych prikladoch. Na konkrétnej tlohe so stacionarnym prudenim
ho porovname s alternativnym pristupom, ktory vyuziva nemennost prudenia
v Case a je preto presnejsi. Tym otestujeme presnost nasho riesica. Nasledne
testujeme riesic na realistickych zadaniach. Popri tom vyvinieme grafické rozhranie
s automatizovanym ziskavanim predpovede pocasia a intuitivnym ovladanim.
Vysledky uvadzame vo stvrtej kapitole.

Na zaver zhrnieme dosiahnuté vysledky a diskutujeme kvalitu a spolahlivost
vytvoreného programu nielen po stranke numerického vypoctu, ale aj z hladiska
pouzitych predpokladov a aplikovatelnosti v skutocnom svete. Tiez uvedieme Sirsi
kontext riesenej tlohy a pouzitelnosti vysledkov prace.
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1 Formulacia ulohy

Riesime realisticky problém navigacie plavidla pohybujiceho sa v pohyblivom
spojitom prostredi ovplyvnujicom jeho rychlost. Plavidlo sa dokéze pohybovat
vlastnym pohonom, ktorym vie riadit svoj smer, avsak ma obmedzenti maximalnu
rychlost. Zaroven je unasané prostredim, ktorého rychlostné pole je Tubovolné.
Cielom plavidla je dostat sa z vychodzieho bodu do cielového po optimélne;j
trajektorii, pricom optimalita trajektérie moze byt definovana rézne. Teda tlohou
je zistit casovy priebeh velkosti a smeru vlastného pohonu plavidla tak, aby sa
splnili zadané kritérid optimality. V nasej praci uvazujeme dialkovy let vzducholode,
resp. dialkovi plavbu lode v oceane.

Trajektoria vzducholode moze byt optimalizovand pre miniméalny cas cesty,
minimalnu spotrebu paliva, méze zohladniovat bezpecnost vzducholode (napr.
vzhladom na turbulentné resp. prudko premenlivé pridenie alebo zakazané resp.
rizikové zény) alebo kombindciu spomenutych faktorov. Pri ¢asovo zavislom pri-
deni mo6ze byt prospesné uréit optimalny cas startu vzducholode (vo vymedzenom
rozsahu) tak, aby boli najlepsie splnené ostatné kritérid. V nasom pripade pricha-
dzaju do uvahy aj medzipristatia z dovodu nepriaznivych podmienok, v niektorych
krajindch clenitost terénu alebo pripadné prekrocenie Statnej hranice (vratane
vnutrostatnych letov, ak to vynucuje charakter pridenia).

1.1 Zjednoduseny model

Vzhladom k tomu, Ze riesime tlohu pre dialkovy let, si prijatelné nasledovné
zjednodusenia. Uvazovana priestorova skala prudenia je omnoho vacsia ako rozmery
vzducholode. Rychlost zmien prudenia je omnoho mensia ako schopnost vzdu-
cholode zmenif rychlost a smer vlastného pohonu. Z toho vyplyvaji nasledovné
predpoklady.

V modeli neuvazujeme zotrvac¢nost ani moment zotrvacnosti vzducholode. Vzdu-
cholod vie zmenit velkost a smer vlastného pohonu Iubovolne rychlo v ramci danych
obmedzeni. Interakcia vzducholode a prostredia je okamzita a izotropna. Neuva-
zujeme teda napr. zavislost odporu vzduchu na natoceni vzducholode vzhladom
na prudenie. Vlastny pohon vzducholode urcuje relativnu rychlost vzducholode
vzhladom na prostredie. Celkova rychlost vzducholode je teda sicet vlastného
pohonu a rychlosti pridenia v danom mieste.

Optimalizujeme cas letu vzducholode. Vystupom nasho riesenia bude taka
sada instrukcii pre smer a natocenie vlastného pohonu vzducholode, ktorou sa
minimalizuje ¢as cesty z vychodzieho bodu do cielového. Ostatné spomenuté
kritéria neuvazujeme. Vzducholod zacina cestu v pevnom zadanom case a leti
nepretrzite, dokym dosiahne ciel.

Ulohu rie§ime v dvoch priestorovych rozmeroch, teda pridenie povazujeme za
nezavislé na vertikalnej siradnici.

Na pridenie nekladieme ziadne dalsie obmedzenia. Navrhnutd metdéda dokaze
vyrieSif tlohu pre Iubovolné realistické prudenie, ktoré moze byt zavislé na case.
Moézeme dokonca zadat a tlohu vyriesit pre nespojité prudenie, to ale bude v riesici
aproximované spojitou funkciou.
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1.2 Zermelov navigacny problém

Uloha, ktort riesime, je tieZ zndma ako Zermelov navigaény problém, ktory
formuloval Ernst Zermelo v roku 1931. Zermelova formulécia znie [1]:

V neohranicenej rovine, v ktorej je rozlozenie vetra dané vektorovym
polom ako funkciou polohy a ¢asu, sa pohybuje plavidlo konstantnou
rychlostou relativnou k okolitej vzduchovej hmote. Ako méa byt pla-
vidlo riadené, aby sa dostalo zo startovného bodu do zadaného ciela
v najkratsom case?

Mozeme si vSimnut, ze Zermelo neuvazoval, Zze by sa plavidlo pohybovalo
pomalsie, ako je jeho maximélna rychlost. Ako uvidime neskor, tento predpoklad
je bez ujmy na vsSeobecnosti.
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2 Matematicky model

Ulohu rieime v oblasti Q ¢ R2. Mame zadant predpoved pocasia — smer a
rychlost vetra v krajine — ako dvojrozmerné rychlostné pole:

Vi Qx0,+00) = QxR
(Z,t) — V(Z,1).

Dalej pozname Startovy bod Z, € Q, v ktorom vzducholod zaéina v ¢ase ty = 0,
a cielovy bod Z; € 2, do ktorého sa vzducholod potrebuje dostat. Zadana je
maximdlna rychlost vzducholode vzhladom na prostredie Fp., € R*. Je tiez
mozné (a numericky potrebné) zadat najdlhsi pripustny cas cesty Thax € RT.

Ozna¢me T'(Z) € [0, + oo] najskorsi ¢as, kedy mozno dosiahnut bod # € Q
(zacinajuc v Zy). Ak T(Z) = +o0, znamena to, ze vzducholod nedokéze dany bod
dosiahnut v ziadnom ¢ase. Dalej ozna¢me T := T(Zy).

Oznacme dalej p(t) € Q trajektoriu vzducholode a F(t) vlastnt rychlost
vzducholode s rozkladom na velkost a smer

F(t) = F(t)h(t), (2.1)

kde F'(t) je velkost rychlosti a fL(t) je jednotkovy vektor v R2. Funkcie 7, F, F a
h st definované pre t € [0,7(Zy)].
Skuto¢nt rychlost vzducholode ozna¢ime U (Z,t), vid obrazok . Zrejme plati

U(zt) = V(Zt) + F(t). (2.2)

Obr. 2.1 Zakladné znacenie v praci.

V tejto praci implementujeme numericky algoritmus, ktory riesi Zermelov
navigacny problém popisany v casti 1.1.

Vystupom algoritmu bude trvanie cesty, navigacné instrukcie, trasa a pripadne
informécia o neriesitelnosti tlohy alebo moznej velkej nepresnosti spocitaného
riesenia. Trvanim cesty rozumieme ¢as Ty € R™ potrebny na dosiahnutie bodu
Zy. Instrukcie predstavuje funkcia F: [0,77] — R? urcujtica natocenie a vlastni
rychlost vzducholode v case. Trasa je funkcia p(t) : [0,7}] — Q urcujtca polohu
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vzducholode v case. Neriesitelnost ulohy moze znamenat napriklad, Ze T > Tiyax,
podrobnosti uvidime v ¢asti o numerickej implementacii.
V kontexte zavedeného znacenia mozeme formulovat nasledovné predpoklady:

« vzducholod predstavuje (pohyblivy) bod v mnozine €2, je unasand prostredim
a jej rychlost je dand vztahom (12.2) (zanedbali sme zotrvacnost a rozmery
vzducholode),

« trajektéria vzducholode je spojitd, t.j. p € C[0,T%],
 vzducholod nemdze opustit oblast £ (podrobnosti vid ¢ast o numericke;
implementacii).

Zrejmé su nasledovné pozorovania:

o F(t) < Fuax V1 €[0,Thaxl,
e B =1 Vi€ [0, Tmal,

o T je definované na celej €2,

« p([0,7%]) je v pripade, Ze rieSenie tlohy existuje a P predstavuje optimalnu
trajektoriu, jednorozmerna podmnozina ().

Pre trajektoriu zrejme plati:

d oo - -
P8 =UB(t)t) = V(B(t)t) + F(t)h(t). (2.3)
Dalej mozeme formulovat zadanie v kontexte zavedeného znacenia nasledovne:
Hladame takd sadu instrukcif F(¢), ktord minimalizuje ¢as Ty za predpokladu, ze
pohyb vzducholode je urceny vztahom ([2.3).

2.1 Hlavna myslienka riesSenia

Moznych sad instrukcii pre riadenie vzducholode je tolko, kolko je redlnych
funkeii [0,7max] = [0,Fmax) X [0,27). Priamociara optimalizicia na mnozine tychto
funkcii neprichadza do iivahy vzhladom k takmer ziadnym obmedzeniam na veterné
pole.

Je potrebné abstrahovat od konkrétnych trajektorii. Lolla vo svojej praci
[2] predstavil postup, akym mozno problém redukovat do podoby vhodnej pre
numerickt implementaciu.

Zavedme mnozinu dosiahnutelnosti podobne, ako je zavedend v praci [2]:

R(Zs,t) = {& € Q| 3 trajektéria p; : §z(0) = Z5 a pz(t) = T}.

Mnozina dosiahnutelnosti v case t teda predstavuje mnozinu vsetkych bodov, kam
sa moze vzducholod dostat z daného Startovného bodu v ¢ase t. Nemusi nutne
obsahovat body, cez ktoré vzducholod presla v minulosti, ak je vietor prilis silny.
Dalej frontom dosiahnutelnosti budeme rozumiet hranicu tejto mnoziny.
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Front dosiahnutelnosti predstavuje v istom zmysle mnozinu najvzdialenej-
sich bodov, ktoré mozno dosiahnut pri optimalnom riadeni. Zaroven neobsahuje
informécie o konkrétnych trajektoriach.

Budeme riesit ¢asovy vyvoj frontu dosiahnutelnosti. Myslienkou riesenia tejto
ulohy je, Ze pri optimalnom riadeni vzducholod (nachadzajica sa na fronte dosia-
hnutelnosti) smeruje svoj vlastny pohon v smere vonkajsej normdly k tomuto
frontu maximalnou rychlostou. Intuitivne tato volba dava zmysel. Vzducholod
nachadzajica sa na fronte ma moznost sa pohybovat vlastnym pohonom Iubovol-
nym smerom a rychlostou nanajvys Fi... Front predstavuje optimalnu mnozinu,
teda pri jeho evolucii vyzadujeme, aby vzducholod volila svoju rychlost tak, aby
sa front postval vpred ¢o najrychlejsie. Celkova rychlost vzducholode je stuc¢tom
vlastného pohonu a vetra v danom mieste. Rozdelme tuto rychlost na normalovi
a tangencialnu zlozku. Tangencialna zlozka neprispieva k pohybu frontu, pretoze
vzducholod ostava vo fronte pre dany fixny ¢as a rychlost pohybu frontu v danom
mieste je teda urcend len normalovou zlozkou. Vid obrézok 2.2 To znamena, ze
chceme maximalizovat normalova zlozku celkovej rychlosti vzducholode. Zrejme
toho dosiahneme tak, ze budeme vzducholod riadif najvyssou moznou rychlos-
tou po smere normaly k frontu. Exaktnejsiu formulaciu uvidime v nasledovnych
castiach.

Obr. 2.2 Myslienka riesenia spociva v tom, ze na pohyb frontu v kazdom jeho
bode vplyva len zlozka celkovej rychlosti vzducholode, ktora je normalova k frontu
v danom bode, teda U n(Z,t). Zlozka k nej kolmd predstavuje pohyb vzducholode v ramci
frontu a neprispieva k jeho pohybu. Normalovi zlozku maximalizujeme tak, ze rychlost
vzducholode bude najvyssia mozné a bude mat normalovy smer.

Akonéhle front dosiahne ciel, vieme, Ze existuje trajektoria, ktorou sa v danom
case vzducholod dostane do ciela. KedZze front predstavuje v istom zmysle najlepsi
vysledok optimalneho riadenia, ak front este nedosiahol ciel, neexistuje sposob
riadenia vzducholode, ktorym by sa vzducholod v tomto ¢ase dostala do ciela.
Vyvoj frontu budeme pocitat nanajvys do zadaného casu Th.x a ak dovtedy front
nedosiahne ciel, prehlasime, Ze rieSenie neexistuje.

V tejto chvili prestavame pocitat vyvoj frontu. Pozname cas cesty a front dosia-
hnutelnosti v kazdom case t < T. Front sice neobsahuje informéciu o konkrétne;
trajektorii, ale vieme, Ze v ¢ase Ty sa vzducholod nachadza v bode Z;. Trajektoria
vzducholode je urcend vztahom , pricom podla diskusie vyssie vieme urcit F (t)
z frontu v case t. Tieto informécie nam umoznuju spocitat optimélnu trajektériu
aj instrukcie pre vzducholod spatnou integraciou vztahu .
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2.2 Metbdda trovnovych mnozin (level-set)

Je potrebné najst numericky prijatelny sposob, ako riesit ¢asovy vyvoj frontu.
Jedna sa tu o problém sledovania rozhrania, ktory sa Standardne riesi metédou
troviiovych mnozin (level-set). Podobne ako v praci |2] zavddzame funkciu

¢: QxR 5 R,
(Zt) = o(Z,0).

Urovitovou mnozinou pre C' € R v ¢ase t > 0 oznaéme mnozinu
L(Ct):={Z € Q| o(Zt)=C}.

Rozhranie (front dosiahnutelnosti) bude reprezentované nulovou uroviiovou
mnozinou [y(t) := I'(0,¢). Funkciu droviiovej mnoziny ¢(%,t) budeme dalej skratene
nazyvat levelset.

Odvodime evolu¢nu rovnicu levelsetu. Nech C' € R je lubovolné a pre troviiovi
mnozinu plati

o(Zt) =C.
Tento vztah derivujeme totalne podla casu a dostavame

5@ + 2 o, dt

)

¢o mozno upravif na

0 -, d¥
— (Tt L=2 =0,
P (Zt) + Vo T 0
Odtial mame vyslednt evolu¢nt rovnicu
0 - dZ
ZHED) = -V — . 2.4
o =-Vo- 5 (2.4

V tejto rovnici vyraz % predstavuje rychlostné pole (rychlost pohybu rozhrania)
v danom mieste a case.

2.3 Abplikacia level-set met6dy na Zermelov na-
vigacny problém

Aplikujeme odvodentt metédu na nas problém. Pre matematicky popis budeme
pozadovat trochu silnejsie predpoklady, ako sme formulovali pre realnu tlohu na
zaciatku tejto kapitoly. Budeme pozadovat pre trajektériu existenciu a spojitost
%. Levelset, ktory sme zaviedli v predoslej casti, pouzijeme na sledovanie frontu
dosiahnutelnosti a budeme pozadovat ¢ € C'(2 x Ry). Front bude predstavovat
nulovi iroviiovli mnozinu:

To(t) = OR(Z,.1).

Rychlost vzducholode v danom mieste a ¢ase (U(Z,t)) bude pre levelset predstavo-
vat rychlostné pole ‘é—f. Vsimnime si, ze pre ulohu je podstatné spravanie levelsetu
len v okoli I'.
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Obr. 2.3 Nazorna ilustricia evolicie levelsetu a frontu. Na horizontalnej osi je pries-
torova suradnica, na vertikdlnej osi hodnota levelsetu.

Na fronte je ¢(Z,t) = 0, dalej zavedme konvenciu:
1)
t

)

>0 mimo R(Zs,t)
<0 vnutri R(Zs,t).

Vonkajsiu normalu k mnozine dosiahnutelnosti mozno urcit ako \gzl' Tento
vyraz je definovany aj mimo front (pokial tam existuje gradient levelsetu), ¢o
budeme dalej vyuzivat. Vyvoj levelsetu je ilustrovany na obr.

Za rychlostné pole dosadime rychlost vzducholode, ako sme ju popisali v casti

2.1:

dz - . . . Vo
— V f,t —|— F t == V f,t + Fmaxﬁ = V f,t + Frnax—»i-
5 = V@ + ) = v (@) + Por

V prvej rovnosti sme dosadili rychlost vzducholode z , dalej sme pouzili
vysledok tvah v casti 2.1 a v poslednej rovnosti sme vyjadrili normalu z gradientu
levelsetu.

Dosadenim ziskanej rovnosti do rovnice dostavame

% o (n T o
a_ v¢ (Fmax 6¢ —I—V(I’,t))

Po malej tprave ziskavame evolu¢nii rovnicu pre levelset:
99

o T VO V(I + Fu| V6| = 0. (2.5)

Rovnicu mozno pouzit na urcenie vyvoja levelsetu aj mimo front, pritom sme
ju odvodili z pozadovaného spravania Studovaného systému na fronte. Kedze pre
tlohu je podstatné spravanie levelsetu len na okoli frontu, volba hodndt ¢ mimo
front je Iubovolna a to vyuzijeme na zlepSenie numerickych vlastnosti postupu
rieSenia. Z podstaty tlohy je poc¢iatoénd podmienka pre front R(%,,0) = {Z,}. Ako
pociatoénti podmienku pre levelset volime v silade s konvenciou ¢(Z,0) = |7 — Z|.

Nasledovna veta prevzata z |2] ukazuje platnost prave odvodenej rovnice pre
rieSenie Zermelovej tlohy.
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Veta. Nech T(¥) je najskorsi cas prichodu v bode ij € Q0 s pociatocnou polohou
Zs =0 v case t = 0. Vzducholod sa pohybuje v externom poli V(f,t) rychlostou
nanajuys Fuax. Funkcia ¢(Z,t) je lipschitzovsky spojitd, ¢ : Q2 x [0, 4+ 00) — R a je
dand rovnicou (12.5)):

0 . . B
O 0(@) + Vo(d) - V(E4) + Pl VO(ED)] = 0
s pociatocnou podmienkou ¢(Z,0) = ||Z||2. Potom:

(i) o1 () =0,

(7i) neezistuje t < T(y) také, Ze ¢p(y,t) = 0 a optimdlne smerovanie kormidla je
7oy Voliit)
ht) = IVo(§.t)|”

(iii) optimdlna trajektoria p(t) sa ziska riesenim rovnice

5 o, Vo(p.t
W _ 5350) 1 P20 (2.6)
dt Vo (p.t)]
s pociatocnou podmienkou P(T(y)) = p(Ty) =, naspdt v case.
Dékaz. Mozno najst v [2], s. 77-86. O

Body (i) a (ii) tejto vety st ekvivalentné vysledkom tvah z Casti 2.1. V bode
(iii) je uvedeny vzorec, ktory sa ziska dosadenim riadenia vzducholode podla

odvodeného principu do rovnice (2.3)).

2.4 Reinicializacia

Kedze nezéalezi na tom, aké hodnoty nadobtuda levelset mimo front, mézeme
zvolit jeho hodnoty tak, aby sme zlepsili numerické spravanie modelu a dosiahli
dalsich prijemnych vlastnosti. Ako pociatoc¢ni podmienku volime najjednoduch-
$iu funkciu spliiajicu podiatoénii polohu frontu R(Z,,0) = {Z,} a znamienkovti
konvenciu: vzdialenost od startu,

Dalej budeme chciet, aby v Iubovolnom kroku ¢ predstavovala znamienkovi
vzdialenost od frontu:
¢(Z,t) = sign(¥) min |¥ — 7| VT e (. (2.7)
gelo(t)
Znamienko sign(Z) tu definujeme v silade so znamienkovou konvenciou nasle-
dovne:
—1 ak 7 € Int R(Zs,t),
sign(Z) := 40  ak Z € OR(Z,,t),
+1 ak 7€ Q\ R(Z,t).
Tato podmienka je zrejme splnend pre ¢ v ¢ase 0. V priebehu vyvoja levelsetu sa
vsak narusa, a to nielen kvoli numerickym chybam, ale jej nezachovanie plynie aj
zo samotnej rovnice (2.5)), ako je ukdzané v [2], s. 95.
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KedZe rovnica, ktora riesime, prirodzene nezachovava pozadovanu vlastnost
levelsetu, budeme raz za cas umelo prepisovat jeho hodnoty tak, aby sa zachoval
front (teda nesmieme pri tom zmenit mnozinu I'g(?)) a vSade mimo front bola
splnena podmienka . Tento proces sa nazyva reinicializacia.

2.5 Redukcia na sastavu ODR pre vietor neza-
visly na cCase

Ak sa veterné pole v ase nement, teda V(Z,t) = V(Z) = (Vi(2),Va(Z)), je
mozné problém redukovat na stustavu obycajnych diferencialnych rovnic. Pred-
pokladame naviac, ze vzducholod sa cely ¢as pohybuje maximéalnou rychlostou
(ako sme videli vyssie, na optimalitu nédjdeného rieSenia to nemd vplyv). Pouzitim
vysledkov z [1] a [3] a metdd variacnej analyzy je mozné ziskat nasledovni ststavu:

dx -

ditl: maxcosﬁ_‘_‘/l(x))

dz -

ditQ = L'max Sinﬁ + VvQ(:C)p (28)
((ijf = jﬁ(f) sin? 5 + (j}i(f) — j}g(f)) sin 3 cos 8 — j}g(f) cos® 3.

Tu, Z(t) = (x1(t),22(t)) predstavuje optimalnu trajektoriu a §(t) instrukcie pre
natocenie vzducholode (uhol natocenia). Pre 21 a 5 mame poéiatoéni podmienku
a naviac cielovy bod (bez znalosti ¢asu, kedy ho dosiahneme). Pre  vSak nemame
pociatoénii podmienku. Preto tuto stustavu mozeme riesit napriklad metédou
strelby. Sktisame rozne hodnoty pociatocnej podmienky pre f a rieSime numericky
sustavu rovnic. Aplikovanim vhodnej numerickej techniky na spresnovanie odhadu
pociatocnej podmienky vieme dosiahnuf konvergenciu k optimélnemu riadeniu.

2.6 Zaverecné poznamky

Dosiahnutie ciela vieme zistit jednoducho vdaka . Ciel sme dosiahli,
akonahle ¢(Zf,t) < 0, naviac hodnota ¢(Zr,t) ndm dovtedy urcuje (z definicie)
vzdialenost frontu od ciela. Z nej vSak nemozno usudzovaf ni¢ o case, kedy
dosiahneme ciel.

Zavedenim funkcie ¢ sme zvysili dimenziu tlohy o 1 a tym nevyhnutne vzrastli
paméafové aj ¢asové naroky vypoctu. Kedze hodnoty ¢ daleko od frontu nie si pre
ulohu potrebné, je mozné riesit rovnicu (2.5)) na (pohyblivom) tzkom pése v okoli
frontu, ¢im sa znizi Casova a paméatova naroc¢nost vypoctu. V prvej faze by sa
neukladal cely levelset, ale len jeho hodnoty v okoli frontu — stacilo by ulozif len
polohu frontu a pripadne normalovy smer. Tuto techniku sme v praci nepouzili.

Pontka sa tiez myslienka neukladat cely front, ale len jeho potrebnu cast
z hladiska optimalnej trajektorie. Dokazalo by to dalej znizit paméatové naroky
vypoctu. Tento pristup ale nikam nevedie, nakolko front neobsahuje informéciu
o konkrétnych trajektoriach a v zavislosti na veternom poli méze optimélna tra-
jektoria viest Tubovolnym bodom frontu v danom case. To, kadial vedie optimalna
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trajektoria, sa dozvieme az v druhej faze vypoctu, na ktory potrebujeme mat
ulozenu poziciu frontu v kazdom case. Naviac, v druhej faze pouzivame ulozené
polohy frontu v opa¢nom poradi, v akom sme ich ziskali v prvej faze. Preto nie je
mozné paralelne pocitat prvi a druhi fazu a vyhnut sa tak ukladaniu levelsetu
v kazdom case.

2.7 Zhrnutie

Navigacnu tulohu rieSime v niekolkych fazach. Zaviedli sme front dosiahnu-
telnosti, ktorého ¢asovy vyvoj vieme popisat parcidlnou diferencialnou rovnicou

E3):
90

o+ V- V(L) + Frax| Vo] = 0

pomocou level-set metédy. V prvej faze riesime vyvoj frontu, dokym front nedo-
siahne cielovy bod 7y, alebo do stanoveného maximalneho casu Tinax. Priebezne
vykondvame reinicializaciu levelsetu, aby bola splnena podmienka (2.7)):

¢(Z,t) = sign(¥) min |¥ — 7| vz € Q.
yeTo(t)

V druhej faze spétne integrujeme rovnicu (12.6)):

j - Vo (Pt
£ = V(ﬁat) + FmaXM
dt Vo(p.t)]

do ¢asu t = 0.
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3 Numerické metédy

Ulohu riesime vo dvoch fazach. Prvou fazou je propagécia frontu dosiahnu-
telnosti. Front dosiahnutelnosti sledujeme levelset metédou. Riesime nelinearnu
parcidlnu diferencidlnu rovnicu (2.5)). Ukladdme levelset v kazdom ¢asovom kroku
tn. Prva faza konci, akondhle front dosiahne cielovy bod Z;. Potom nastdva druhd
faza, ktorou je spatna integracia a rekonstrukcia trasy a instrukcii. Riesime rovnicu
spétne v ¢ase.

Na riesenie prvej fazy pouzijeme metdédu konecnych prvkov implementovani
v riesi¢i Firedrake, ktory funguje ako kniznica pre Python. Na rieSenie druhej
fazy a vécsiny ¢iastkovych numerickych problémov si vystac¢ime so standardnou
kniznicou Pythonu.

3.1 Metdéda konecnych prvkov

Evoluéni rovnicu levelsetu pre pouzitie metédy konecénych prvkov pre-
vedieme do slabej formulacid] Zaroven upresnime poziadavky na kvalitu funkcif
vystupujicich v rovniciach. Pre zadany vietor budeme pozadovat obmedzenost,
teda V(-,t) € L=°(Q) pre s.v. ¢ > 0. Pre levelset budeme pozadovat:

¢ € L2((0,Timax); WH(Q) ) N W2 ((0,Tonase); L2(2)),
lim [|(-£) = ¢(-0)|l, = 0.

Tieto poziadavky sme stanovili preto, aby slaba formulacia davala zmyse]ﬂ
Vsetky cleny evoluénej rovnice levelsetu prevedieme na jednu stranu, rovnicu
vynasobime testovacou funkciou priestorovej premennej a vyraz integrujeme cez
oblast riesenia (2. Hodnota integrélu, ak ¢ je rieSenie rovnice, je nulova pre vsetky
testovacie funkcie ¢ € L*(Q) a s.v. ¢asy t > 0:

/Q@f +Vo-V+ Fmax|6¢|>gp(f)dz =0  Vpel}Q),sv. t>0.

Diskretizacia

Oblast riesenia bude v tejto praci vzdy Stvorec alebo obdlznik. Priestorové
stradnice budeme znacit Z = (z,y). Oblast diskretizujeme v priestore rovnomernym
delenim s rovnakym priestorovym krokom h v oboch smeroch. Elementy siete st
teda vzdy Stvorce. Typicky v tejto praci je oblast delend v kazdom smere na radovo
100 elementov. Na sieti budeme levelset aproximovat po castiach bilinedrne. Na
kazdom elemente e je levelset aproximovany funkciou &\e = aj + ajx + aSy + asxy.

Kedze je to nelinedrna PDR prvého radu, znamend to len vynasobenie rovnice testovacou
funkciou a integrovanie cez oblast riesenia bez prenaSania derivicii na testovaciu funkciu.
2Cielom préce nie je studovat analytické vlastnosti evoluénej rovnice.
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Pouzivame adaptivny c¢asovy krok. Velkost ¢asového kroku 7,, v kazdom krokuﬂ
volime tak, aby sa vzducholod za casovy krok nemohla posuniut o viac ako
priestorovy krok deleny faktorom p > 1:

- h
(maX |V<fvtn)| + FmaX)Tn = .
Q M
Volime implicitni ¢asovi schému Crankovu-Nicolsonovej, ktora je druhého radu

presnosti v ¢ase. V kazdom c¢asovom kroku n riesime rovnicu v slabej formulacii

1 —antl —ntl - ~n+1 S AN —N = AT
(V8 VT V6" 96V o V0 |))¢df::o.

Q Tn

Riesenie rovnice v slabej formulacii

Rovnica v slabej formulacii vyssie je v metéde konecnych prvkov reprezentovana

sustavou nelinearnych rovnic, ktorych je tolko, kolko je uzlov Sieteﬂ Jej riesenim
, . ., .oantl . v v
su koeficienty aproximacie ¢ na sieti v nasledovnom ¢asovom kroku. Oznac¢me

vektor tychto koeficientov (zoradenych vo vhodnom poradi) a@. Nelinedrnu ststavu,
oznaéme ju T(@) = 0, riesime Newtonovou metédou (hodnota T'(@) je vektor,
ktorého zlozky predstavuji hodnoty integralu pre jednotlivé numerické testovacie
funkcie). Pociatoéna aproximécia dy je dand aproximaciou riesenia v aktudlnom
casovom kroku (Abn V kazdej iteracii Newtonovej metody sa nasledovna aproximacia
riesenia dy,, spocita ako:

Tprr = @y — (VT(a@)) T ().

Pre spocitanie nasledovnej aproximécie riesenia stustavy je potrebné vyriesit su-
stavu linedrnych rovnic (rovnakého poctu, ako je nelinedrnych rovnic) prislusni
virazu (VT'(a@)) T (a@). Tito ststavu riesime LU rozkladom pomocou priameho
rieSica MUMPS. Newtonova metdéda prebieha dovtedy, dokym nie je splnené
niektoré zo zastavovacich kritérii. Pouzivame tri zastavovacie kritérid zaroven:
absoltitna tolerancia (2-norma rezidua mensia ako 1078), relativna tolerancia
(2-norma rezidua vodi ||T'(d@y)||2, teda podiatofnému odhad mensia ako 10719) a
maximalny pocet iteracii 20. Ak sa iteracia zastavila kvoli prvému alebo druhému
kritériu, povazujeme posledni aproximaciu za riesenie, v opac¢nom pripade prehla-
sime zlyhanie riesica. Hlavnym kritériom je pre tito pracu absolutna tolerancia a
relativna tolerancia slizi ako poistka pre pripad, ze by reziduum v pociato¢nom
odhade bolo prilis velké.

Zastavovacie kritéria prvej fazy

Zastavovacim kritériom pre prvu fazu je ¢(Zs,t) < 0, teda dosiahnutie ciela
frontom dosiahnutelnosti, alebo t > T,,.., teda uplynutie stanoveného maximal-
neho ¢asu riesenia. Ak sa riesi¢ zastavi kvoli prvému kritériu, rieSenie je tispesné,

3Teda thy1r =ty + T

4Pretoze riesime jednu skaldrnu parcidlnu diferencidlnu rovnicu a pouzivame po ¢astiach
bilinearnu aproximaciu.

Shttps://petsc.org/release/manual/snes/#convergence-tests
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aktudlny cas ty ulozime ako T ¢ a pokracujeme druhou fazou. Ak dosiahneme
cas Thax a front nepretol ciel, prehlasime, zZe riesenie neexistuje. Druhé kritérium
sa da interpretovat ako presiahnutie maximalneho pripustného casu letu zada-
ného pouzivatelom. Cas letu nie je ohraniceny (uvazujme konstantny protivietor
o rychlosti Fa.x — €, kde € > 0 je malé) alebo dokonca rieSenie nemusi existovat
(protivietor rychlejsi ako vzducholod), ¢o sa numericky prejavi ako nekoneény cas
letu. Preto je druhé kritérium potrebné.

Poznamky

Okrem levelsetu v kazdom casovom kroku v implementécii prvej fazy ukladame
aj velkost adaptivneho casového kroku 7, a ¢as t,, v danom kroku (t.j. kumulativny
sucet predoslych ¢asovych krokov). Tieto hodnoty st potrebné pre riesenie druhej
fazy, vykreslovanie vystupov atd.

Maximalnu rychlost vetra v danom case t,, pre urcenie adaptivneho ¢asového
kroku poc¢itame ako maximum z velkosti V(f,tn) cez vSetky uzlové body siete.

3.2 Reinicializacia

Riesi¢ popisany v casti 3.1 nie je pouzitelny pre véacsinu netrividlnych za-
dani. Numerické chyby a veterné pole (okrem trividlnych pripadov) sposobuji
deformaciu levelsetu mimo front, takze uz nepredstavuje znamienkovi vzdiale-
nost. Zaroven hodnoty levelsetu mimo front nie st pre tlohu podstatné. Tato
deformaécia sposobuje vazne numerické komplikacie a riesi¢ kvoli nim zlyhava uz
po niekolkych prvych krokoch. Preto je potrebné umelo zasiahnut do levelsetu
pocas riesenia prvej fazy tak, aby ¢ predstavovalo znamienkovi vzdialenost od
frontu — reinicializovat. Reinicializujeme po kazdom c¢asovom kroku. Pre levelset
¢ definujeme znamienkovi vzdialenost od frontu ako:

(%) = sign $(2). min |7 — 7l
y€l'g

A nt1
Reinicializa¢ny algoritmus dostane na vstupe levelset qb’n (v tejto Casti
budeme znacit skratene ¢') po spocitani jedného ¢asového kroku. Predpokladédme,

ze mimo front nie je gb’ znamienkovéa vzdialenost. Na vystupe algoritmus vrati
opraveny levelset qb, ktory méa rovnakd nulovd droviiovi mnozinu ako gb’ a spliia
podmienku znamienkovej vzdialenosti. Hodnotu levelsetu v spocitanom kroku

~n—+1 A
nastavime na ¢ e ¢ a tento levelset pouzijeme pre vypocet dalSieho kroku.
Na reinicializaciu pouZijeme fast marching method (FMM) tak, ako je popisana
v knihe Level Set Methods and Fast Marching Methods [4], s. 86-100.

Staticka Hamilton-Jacobiho rovnica

Znamienkové vzdialenost spliia staticktt Hamilton-Jacobiho rovnicu

IVd(Z)| =1 VieQ

Y
s podmienkou sign d(Z) = sign ¢ (Z) na €2, Specidlne d(Z) = 0 na I'y. Ponika sa
moznost reinicializovat priamo rieSenim tejto rovnice napr. metédou konecnych
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prvkov. Implementovali sme reinicializaciu riesenim rovnice

Zf(f,s) +sign ¢’ (Z,t) - ([Vo(Z,8)| —1) =0

pre ¢(Z,s) s podiatocnou podmienkou ¢(Z,0) = ¢'(Z,t). Presné riefenie tejto
rovnice konverguje pre s — oo ku znamienkovej vzdialenosti, pricom zachovava
nulovi droviiovi mnozinu. Tento pristup sa ukazal ako numericky nespolahlivy a
¢asova narocnost vypoctu bola prilis velka. FMM riesi statickit Hamilton-Jacobiho
rovnicu, ale kedze nas pristup k reinicializa¢nému algoritmu je Cisto informaticky,
tento fakt budeme vyuzivat skor pre nazornost ako pre vypocty.

3.3 Fast marching method

Fast marching method (FMM) je zaloZena na principe Djikstrovho algoritmu,
grafového algoritmu pre hladanie vzdialenosti vsetkych vrcholov od zadaného
vrcholu v ohodnotenom neorientovanom grafe. Implementuje sa ako grafovy algo-
ritmus a preto je potrebné levelset ¢’ na vstupe previest na graf. Levelset budeme
reprezentovat grafom, ktorého vrcholy predstavuju uzly siete a hrany spajaja
dvojice uzlov, ktoré sa lisia v prave jednej priestorovej stradnici o h (a druhd
maji rovnaki). Hodnoty vo vrcholoch st hodnoty levelsetu v uzlovych bodoch
siete a vSetky hrany majui hodnotu h, teda dlzka hrany je velkost priestorového
kroku®l

Oznacme pre potreby tejto casti Z;; suradnice uzla siete priradenému k vrcholu
grafu v i-tom riadku a j-tom stipci grafu. Dalej oznaéme Gij = &5(@])

Djikstrov algoritmus

Kedze FMM je modifikdciou Djikstrovho algoritmu, najprv popiseme Djikstrov
algoritmus a potom na jeho principoch postavime FMM. Djikstrov algoritmus
ma na vstupe ohodnoteny neorientovany graf a jeden vychodzi vrchol. V nasom
pripade je graf Stvorcova siet. Algoritmus spocita pre kazdy vrchol jeho vzdialenost
od vychodzieho vrcholu, ktora je dana ako najkratsia cesta do tohto vrcholu
z vychodzieho vrcholu (diikou cesty rozumieme sucet hodndt hrén tejto cesty).
Odtial je zrejmé, ze Djikstrov algoritmus v nasom pripade riesi reinicializaciu
v l-norme.

Algoritmus postupne spracovava vrcholy. Vrcholy grafu st rozdelené do troch
kategorii (stavov): zndme (2), otvorené (1) a daleké (0). Pre strucnost budeme
pouzivat obrat ,,vrchol je v stave (1)¢, resp. ,, vrchol je (1) namiesto ,, vrchol je
otvoreny“. Velkostou vrcholu budeme rozumiet hodnotu v tomto vrchole. Otvorené
vrcholy ukladame v halde, aby sme mohli vyberaf najmensi z nich a pridavat novy
vrchol do (1) v logaritmickom ¢ase. Na zaciatku je vychodzi vrchol v stave (2)] a

67 tohto dévodu pouzivame viade ako elementy siete Stvorce.

"V kontexte FMM dédva zmysel vychodzi vrchol oznacit (2) uz pri inicializacii algoritmu,
narozdiel od beZnejsieho pristupu, kedy sa vychodz{ vrchol oznaci (1) a na (2) sa preznaci az po
prvom kroku algoritmu (teda vrchol je (1) prave vtedy, ak je v halde). KedZe v tomto pripade je
vychodzi vrchol jeden, na jeho oznaceni nezalezi, rozhodujuci je fakt, Ze sa na zaciatku nachadza
ako jediny v halde.
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vSetky ostatné vrcholy su (0). V halde je vychodzi vrchol. Hodnota vo vychodzom
vrchole je 0 a v ostatnych vrcholoch je nedefinovand, resp. 4o0.
Beh algoritmu (zndzorneny na obr. je nasledovny:

dokym je halda nepréazdna:
vyber najmensSi vrchol z haldy v
prepi§ stav v na (2)
pre kazdého suseda u vrcholu v:
ak u je (2): nic
ak u je (1): prepolitaj hodnotu u podla v
ak u je (0):
prepoc¢itaj hodnotu u podla v
pridaj u do haldy
prepis§ stav u na (1)

Obr. 3.1 Priebeh Djikstrovho algoritmu. Kriziky st vrcholy v stave (0), sivé vrcholy
s (1) a ¢ierne su (2). Vsetky vrcholy v stave (1) s v halde, algoritmus z nich vyberie
najmensi, oznac¢i ho (2) a podla neho prepocita vsetkych jeho susedov, ktori nie st (2).

Prepocet hodnoty vrcholu u podla v prebieha tak, Ze do vrcholu v sa napise
minimum z hodnoty u a hodnoty v zviac¢senej o hodnotu hrany spajajicej u a v.
V nasom pripade Stvorcovej siete, ak prepocitavame ¢;; podla ¢y, nastavime
¢ij = min{¢y;,¢17 + h}.

Ak je graf suvisly (v nasom pripade zrejme je), po skonceni algoritmu kazdy
vrchol mé spocitani hodnotu a je v stave (2). Algoritmus bezi v ¢ase O(N log N),
kde N je pocet vrcholov grafu (v nasom pripade je pocet hran grafu O(N)).

Inicializacia FMM

KTacové pre FMM je spravne identifikovat front levelsetu qg’ na vstupe. To
znamena urcit, ktoré vrcholy budeme povazovat za vychodzie pre FMM.

Za vychodzie vrcholy, teda vrcholy na fronte (presnejSie tesne pri fronte),
prehlasime vsSetky vrcholy s hodnotou mensou ako tolerancia v absolitnej hodnote.
Tymto vrcholom nebudeme menif hodnotu. Ako toleranciu volime priestorovy krok
h. Keby bola tolerancia prilis mala, vo fronte, ktory predstavuje spojitu krivku, by
umelo vznikali diery a to by sa prejavilo ako nepresnosti vo vysledku, pri vac¢som
rozsahu dier dokonca ako nespojitost vystupného levelsetu na fronte. Pri prilis
velkej tolerancii by sme ponechali viac vrcholov nezmenenych, ako je nutné, a
teda by ndm ostala vacsia cast levelsetu neopravend (prave v okoli frontu, kde je
presnost najviac podstatnd). Problematiku ilustruje obr. Kedze v predoslom
kroku bol levelset znamienkova vzdialenost, je rozumné sa spoliehaf na to, ze sa
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za jeden krok riesica od znamienkovej vzdialenosti velmi neodchylil. V pripade, ze
levelset je presne znamienkova vzdialenost, vrchol je v susedstve frontu ak je jeho
hodnota mensia ako h v absolitnej hodnote. Kedze nevieme, ¢i po jednom kroku
je V| > 1 alebo [Ve| < 1, volba tolerancie ako h je rozumné.
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Obr. 3.2 Tri rézne volby tolerancie pri identifikacii frontu vo FMM, pre nazornost
ilustrované na extrémnych prikladoch deformaécie vstupného levelsetu, aké v praxi
nestretneme. Stradnice predstavuju indexy uzlov grafu v mriezke. VIavo: prilis mala
tolerancia, vo fronte vznikaji diery a vystupny levelset je nespojity. Stred: prilis velka
tolerancia, okolo frontu zbytoc¢ne ostal deformovany levelset. Vpravo: vhodna volba
tolerancie.

Obr. 3.3 Identifikicia frontu vo FMM. Prerusovana ¢iara znézornuje presné riesenie
reinicializacie. Zvyraznené su uzly identifikované ako blizke frontu — tym sa nezmeni
hodnota. Cierna ¢ara znazoriuje vystup z prechddzania vrcholov, sivou je zndzorneny
vystup z FMM po prendsobeni znamienkom. Horizontdlne linie s hranice |¢| < h.
VTIavo: na zaciatku sme nechali hodnoty pri fronte aj so znamienkom a to spo6sobilo
posun frontu a systematicktl chybu. Vpravo: inicializacia FMM absoliitnou hodnotou ¢,
chyba sa redukovala na deformaéciu levelsetu v blizkosti frontu.

Vsetky vrcholy spliiajice |6(Z5)| < h oznacime (2) a priddme do hald. Ich
hodnotu nastavime na ¢;; := |¢(Z;;)|. Kedze FMM tak ako Djikstrov algoritmus
pocita absolitnu vzdialenost (bez znamienka), ak by sme ponechali v stave (2)
zaporné hodnoty, vnutri frontu by sme tym vyrobili systematickt chybu a nasledne
falosny front tesne vedla spravneho. Vid obr. Vsetky ostatné vrcholy nech
maju hodnotu nedefinovant (resp. nekonecni). Vid obr. Nésledne prebieha
spracovanie vrcholov sposobom Djikstrovho algoritmu.

8Tu sa nemozeme drzaf konvencie, Ze vrchol je (1) prave ak je v halde, pretoZe potrebujeme
zabezpecit, ze vychodzie hodnoty na fronte sa nezmenia.
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Obr. 3.4 FMM po identifikacii frontu. Cierne vrcholy st vrcholy na fronte, ktorjm sa
nezmeni hodnota, tie st v stave (2) a vsetky su v halde. Kriziky si vrcholy v stave (0)
s nedefinovanou hodnotou. Na obrazku je velkost gradientu deformovaného levelsetu
v hornej ¢asti mensia ako 1 a v dolnej casti je vacsia ako 1.

Spracovanie vrcholov

FMM prechadza vrcholy rovnakym sposobom ako Djikstrov algoritmus. LiSi sa
len v prepocte suseda spracovavaného vrcholu. Kym Djikstrov algoritmus prepocita
hodnotu v kazdom susede ¢;; vrcholu ¢y, ak ¢;; nie je (2), vztahom

¢i; = min{e;;,¢r5 + h},

FMM prepocita hodnotu ¢;; podla vsetkych jeho susedov tak, aby bola splnena
rovnica

1= (maX{Di;Iva - D;SIQS?O})Q + (maX{Di;yQS? - D;;y¢70})2’ (31)

kde D*¢ = ¢<+127f¢’17 a Di;x,D;;y,Di;y je definované analogicky.

Tato rovnicu sme museli vyriesit, aby sme ziskali instrukcie pre prepocet
vrcholu (4] inStrukcie rieSiace rovnicu neuvadza). Jej riesenie je z priestorovych
dovodov popisané v casti 3.4 a tu uvedieme len vysledny algoritmus. Pre struc-
nost budeme hovorit, Ze vrchol existuje, ak je to vrchol grafu, ktory nie je (0).
Pre kazdého suseda ¢;; prave spracovavaného vrcholu ¢r; vykoname nasledovny

prepocet v pripade, ze ¢;; nie je (2):

o ak existuje ¢gi11); aj Pi—1);, definujme x4 := min{P11)j,06-1);},
« ak existuje len jedno z nich, definujeme nim x4,
« inak nech x, neexistuje,
o ten isty postup vykoname pre smer y,
o« ak existuje x4 aj yy:
— ak |z — yg| < h, polozime ¢;; = L(xg +yy + \/2h2 — (g — Yo)?),

- inakﬂ ¢ij = min{xy,ys} + h,
« ak existuje len jedno z x4, y4, definujeme nim z4 a polozime ¢;; = z4 + h,
tym sme vycerpali vsetky moinostim.

9Ako sa ukdze v ¢asti 3.4, vzdy je |4 — yg| < V2R, ak by sa poéas FMM ukazalo, Ze to
neplati, je to spésobené konecnou aritmetikou. V kdéde sa tdto nerovnost nekontroluje.

10Vzdy existuje aspont jedno z x4, ys (uvidime v éasti 3.4). Ak by neexistovalo ani jedno,
jedna sa o chybu v kéde a program v sucasnej implementacii spadne. To sa nedeje.
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Prepocet je graficky znazorneny na obrazku Tymto spésobom spocita
algoritmus absolitnu vzdialenost kazdého vrcholu od frontu.

‘ gbl.]

'/|\|1' — g
Ly 1T — Yo

(a) |z —yg| < h (b) |zg — yg| je takmer b (c) V2h > |24 — yg| > h (d) yg neexistuje

Obr. 3.5 Prepocet vrcholu ¢;; vo FMM. V pripadoch (a), (b), (c) existuje x4 aj vy,
v pripade (d) neexistuje y, a je zndzornend volba x.

Prevod na znamienkovu vzdialenost

Po skonceni hlavnej casti programu sa hodnota v kazdom vrchole prenasobi
znamienkom levelsetu na vstupe, ¢im sa splni znamienkova konvencia a poziadavka
na znamienkovi vzdialenost. Vysledna funkcia sa ako hodnoty v uzlovych bodoch
vracia na vystup.

Poznamky

FMM, ako aj Djikstrov algoritmus, sme naprogramovali v ¢istom Pythone bez
pouzitia akychkolvek kniznic. Tak isto sme implementovali haldu pre otvorené
vrcholy. Naprogramovali sme aj verziu pouzivajicu na uloZenie grafu numpy.array
namiesto Pythonovského 2D pola, tato verzia vsak bola dvojnasobne pomalSia
ako verzia v ¢istom Pythone.

Reinicializacia trva oproti rieseniu problému v slabej formulécii Newtonovou
metodou zanedbatelny cas.

3.4 RiesSenie rovnice prepoctu vrcholu vo FMM

V tejto Casti popiSeme postup, akym sme z rovnice (3.1)) odvodili instrukcie
pre prepocet vrcholu ¢;;. Riesime rovnicu

1= (maX{Di;x(ba - DZI¢7O})2 + (maX{D;qub? - D:;y(bvo})z

pre vrchol ¢;;, ak tento vrchol nie je (2), pricom hodnoty vsetkych jeho suse-
dov povazujeme za dané a v rovnici je jedna nezndma - hodnota ¢;;. Zacneme
pozorovanim:

e, Ourn; — Gij
D¢ = == —— <0 & ;> Purny-
Podobne s s
. ij — Pli-1)j
D¢ = % >0 & ¢y > Py

Rovnaky vztah plati pre smer y.
Zrejme nezahiname do vypoc¢tu susedné vrcholy v stave (0), ¢o plynie z toho,
ze ich hodnota je nedefinovand (resp. +00). Podobne ako v predoslej ¢asti budeme
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hovorit, ze vrchol neexistuje, ak to nie je vrchol grafu alebo je (0). V dalsich

vypoctoch nebudeme BUNV neexistenciu vrcholu uvazovat a budeme predpokladat,

ze neexistujuce vrcholy maji hodnotu 400, ¢o nema na vysledky vypoctov Vplyvﬂ.
Vidime, Ze vo vypocte maxima v rovnici (3.1)) m6zu nastat tri moznosti:

« obe susedné hodnoty neexistuji = prislusny clen je nulovy,

o existuje jedna susednd hodnota == prislusny c¢len je nulovy alebo je nou
urceny,

 existuji obe susedné hodnoty = prislusny clen je urceny menéou@ z nich
alebo nulovy.

Vsimnime si, ze vzdy existuje aspon jedna susedna hodnota - vrchol ¢y y, ktory
bol préave preznaceny z (1) na (2). To znamend, ze vzdy je nejaky clen na pravej
strane rovnice nenulovy. Zaroven ak je dany ¢len nenulovy, je jeho hodnota
ur¢end mensim zo susedov (resp. jedinym, ak druhy sused neexistuje). Preto
mozeme BUNV uvazovat len D;;””qb a D;;ygb. Tento predpoklad, ktory je BUNV,
sa premietne do vysledného postupu ako volba x4 resp. ye.

Ak je nenulovy len jeden c¢len, BUNV nech je to z,4 (prejavi sa ako volba zy).
Z tvah vyssie plynie, Ze y, > ¢;; > x4 a preto je y, > x4 (ak oba existuji).

Doterajsie ivahy mozeme zhrnut nasledovne. V rovnici nastane prave
jeden z pripadov:

e oba cleny st nenulové, predpoklad ¢;; > x4 a ¢i; > yg,

e len ¢len s mensim susednym ¢ je nenulovy.
Budeme riesit rovnicu (3.1)) pre dva rozne pripady a nasledne overime predpoklady.
Dostaneme riesenie ¢;; pre rozne pripady.
Riesenie pre oba c¢leny nenulové

BUNV uvazujeme len Dj]'f”gb a D;;ygb a 0znacme Ty := Q(i+1); & Yo := Qi(j+1)-
Predpokladame, Ze oba ¢leny v rovnici (3.1]) st nenulové, ¢o znamena, ze ¢;; > 4
a ¢;; > Y. Rovnica ma za tychto predpokladov tvar

(=) vo — i\
=) )

¢o upravime do tvaru:

1
0= o7 — dij (g + ys) + 5(1335 +y5 — 7).

Diskriminant tejto rovnice je 2h* — (x4 — yy)* a teda pre existenciu rieSenia
potrebujeme |24 — yg| < v/2h. Tato podmienka mé jasny geometricky vyznam,
pretoze vzdialenost medzi vrcholmi x4 a ys je v2h a [Ve| = 1.

1V implementécii maji neexistujtice vrcholy hodnotu nedefinovant.

.....

ale nepozname.
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Riesenie kvadratickej rovnice je

1
$ij = 5 (% +yp \/Qh2 — (g — y¢)2> :

Overime predpoklady.

¢i; > x4 prave vtedy, ak —(zy — yp) £ \/2h2 —(xp —Yp)? >0,

¢ij > yp prave vtedy, ak  (ry —ys) \/2h2 — (g — yp)? > 0.

Okamzite vidiet, ze aby boli splnené obe nerovnosti zaroven, potrebujeme vybrat
riesenie s kladnym znamienkom odmocniny a musi platit

2y — Y| < \/2’12 — (2 —yg)?.

Vieme, 7e |14 — yy| < v/2h a teda moézeme nerovnost upravit ekvivalentne na
|2 — Yol < h.
Dokopy dostavame vysledok:

1
P =5 (9% +ys + \/2h2 — (g — y¢)2> ak [Ty —yy| < h.

V opac¢nom pripade nemozno splnit predpoklady a musime pristipit k rieseniu
pre jeden nulovy c¢len.

Riesenie pre jeden nenulovy clen

BUNYV uvazujeme len D;;”“"(b a D;yqb a pri doterajsom oznaceni naviac 4 < yg.
Predpokladame ¢len prislusny smeru x nenulovy a ¢len pri y nulovy, to znamena
Yp > ¢ij > . Rovnica ma tvar

T — @i ’
(-5

0= ?j — 2-T¢¢ij + (ZE; — hQ)

¢o upravime do tvaru:

Rovnica mé diskriminant 4h?, ktory je vzdy kladny a teda rieSenie vzdy existuje.
Riesenie rovnice je
Qﬁm’ =Ty + h.

Z predpokladu ¢;; > x4 plynie, Ze volime znamienko plus. Overime predpoklad
Ys > ¢ij (ak y,s existuje). Dostavame y, — x4 > h. Vsimnime si, Ze |yy — 24| > h
je doplnkové s predpokladom pre riesenie rovnice s oboma ¢lenmi nenulovymi.
Zaroven z predpokladov BUNV je z4 < y, a teda je nerovnost splnena aj bez
absolutnej hodnoty. Celkovo sme ukazali, ze rovnica (3.1) ma vzdy jednoznacné
riesenie. V pripade, Ze je jeden ¢len nulovy a jeden nenulovy, mame riesenie:

Gij =+ h ak |xy—ysl > h

Moézeme si vsimnit, ze ak |xy — ys| = h, davaji oba vztahy pre rieSenie ten
isty vysledok (mame BUNV z, < y4 a teda y, = x4 + h).
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3.5 Druha faza vypoctu

Ak prva faza skoncila uspesne, teda prekrocenim ciela frontom, pokracuje
vypocet druhou fazou. Z prvej fazy pozname cCas cesty Tf a levelset v kazdom
¢asovom kroku (a tiez velkosti ¢asovych krokov v kazdom kroku). Dalej z teérie
vieme, Ze vzducholod sa v case T, kedy front pretne ciel, nachadza v cielovom
bode Z¢ a Ze jej trasu mozZeme rekonstruovat rieSenim rovnice :

- . Vo (Pt

£ = V(p>t) + Fmax—'LIz)

dt IVo(p.t)|
spatne v ¢ase s pociato¢nou podmienkou p(7y) = Z; do ¢asu t = 0 (resp. do Casu
startu, ak je nenulovy). Vyraz Igi\ predstavuje natocenie kormidla v danom case.

Pocas druhej fazy teda ukladame natocenie kormidla a trajektériu. Zrejme
front posledného levelsetu neobsahuje cielovy bod, ale front ho mierne (nanajvys
0 %) preskocil. Kedze potrebujeme pocitat vystupy z bodov na fronte, najprv
projektujeme Z; na posledny levelset a integraciu rovnice (2.6)) zaciname v projek-
tovanom bode, teda numericka pociatoéna podmienka je gy = | oV Projekciu

pocitame ako Zy|.n = Ty — ﬁqﬁN@f)m
¢ Vo (Zp)12

Nasledne integrujeme rovnicu explicitnou Eulerovou metddou, ktora je prvého
radu: .
V —

max = AN

Vo ()]
V kazdom kroku sa posunie vzducholod o jeden levelset dozadu. Kormidlo pre dany
krok sa pocita z aktualneho levelsetu. Pouzivame vietor z aktualneho kroku n a

¢asovy krok z predoslého kroku n—1 (ktory sa pocital na zéklade vetra v ¢ase t,,_1),
pretoze na zéklade 7,,_1 sa pocital posun frontu do kroku n. Preto moze byt obcas

ﬁn—l = ﬁn - Tn,1 (V(ﬁrutn) +

CFL podmienka miern porusena. Ukladame kormidlo En = % a trasu p,.

Pociatocny levelset dany ako ¢(Z,0) = |Z — Z5| nema normélu k frontu a v tomto
kroku presné riesenie dosiahlo Startovny bod. Preto v case ty uz nepocitame
kormidlo ﬁo a neaktualizujeme polohu Vzducholod. Ked dosiahneme tento krok,
kon¢i vypocet druhej fazy.

Kedze levelset predstavuje znamienkovu vzdialenost, ak by sme mali z Tprvej
fazy presné levelsety vo vSetkych krokoch, mohli by sme pomocou hodnoty ¢ (7,),
ktora je pri presnom vypocte nulova, urc¢ovat priebeznta chybu. Avsak ako sme
videli v ¢asti o FMM, hodnoty levelsetu v blizkosti frontu sa neupravuji a preto
ma tento odhad chyby obmedzeni vypovednd hodnotu. Z toho istého dévodu
v numerickej spatnej integracii ponechavame normovanie gradientu levelsetu.

Vypocet druhej fazy konc¢ime v case ¢y, na polohe p,, ktord je pri presnom
vypoéte rovna Z,. Vzdialenost |p, — Zs| moZeme pouzit ako dalsi odhad presnosti
riesenia. Nazvime ho koncovéa chyba spétnej integracie (KCS). Vypovednost KCS

13Ak sa veterné pole v ¢ase meni rozumne.

14Keby sme spocitali kormidlo z tohto levelsetu, numericky by sme vysledok dostali. Toto
kormidlo EO je ale cisto vysledok vlastnosti konec¢nej aritmetiky a od riesenia tlohy je pravdepo-
dobne velmi odchylené. Zapocitanie tohto kormidla a jeho pouzitie v prvom kroku tretej fazy
spdsobi velké chyby, ktoré sa prejavia v KCI (vid dalsia ¢ast), ¢o sme pozorovali pri prakticke;
implementacii.
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nie je zavisld na presnosti levelsetu v okoli frontu. Jej stvislost s riesenim tlohy;,
teda odpovedou na otazku ako riadit vzducholod, aby sa dostala (v najkratSom
¢ase) z bodu Zs do bodu %y, je vSak vzdialend a preto je vypovednost aj tohto
¢isla obmedzena.

3.6 Odhad chyby

V predoslej casti sme videli, ze z druhej fazy vypoctu vieme sice ziskaf vsetky
chybajice instrukcie pre vzducholod, ale len obmedzené informacie o ich presnosti.
Preto pridavame este jednu fazu, ktorej myslienka je nasledovna: ak sa bude
vzducholod riadit spoc¢itanymi instrukciami, ako blizko k cielu sa dostane v case
T?

V tretej faze vypoctu integrujeme rovnicu pohybu vzducholode s dosadenym
znamym kormidlom:

dg

o = V@) + Fusch(t). (32)

Pociato¢nd podmienka je G(to) = ¢, = @s. Opat pouzivame explicitni Eulerovu
metodu:
CY‘n—i-l = an + Tn(V(Cfn,tn) + Fmaxhn—l—l)-

Tretia faza uz nevyuziva spocitané levelsety, len ulozené kormidlo. Avsak kormidlo
mame definované len od kroku 1 do posledného kroku vratane, v nultom kroku
nemd front normalu. V poslednom kroku pre presné riesenie plati ¢(1y) = Z.
Preto v poslednom kroku N uz nepotrebujeme poznaf kormidlo h ~, ktoré by sa
pouzilo pre vypocet polohy v dalsom kroku, a ktoré sme v druhej faze spocitali.
Preto na vypocet polohy pouzivame kormidlo v nasledovnom kroku n + 1.

V presnom vypocte je ¢(1y) = Zy. Vzdialenost |Gy —Z | pouzijeme ako indikédtor
presnosti vypocCtu a nazveme ju koncova chyba instrukcii (KCI). Ak je presny
len vypocet tretej fazy, KCI zohladniuje nepresnosti vo vypocte levelsetu v prvej
faze, preskocenie ciela poslednym frontom (teda rozdiel T 7 oproti T'f), nepresnost
integracie v druhej faze, aj nepresnost urcenia kormidla v druhej faze dant
deformaciou levelsetu v okoli frontu. KCI je najvypovednejsi indikator presnosti
vypoctu, ktory pouzivame. Jeho vypovednost je obmedzena len presnostou vypoctu
tretej fazy. KCI ukladdme ako vystup riesi¢a indikujuci presnost vypoctu.

Kedze tretia faza je vypovednejsia, ¢o sa odpovede na zakladni otazku tyka,
ukladame trasu ¢,, a tuto trasu prehlasime za vystup riesica, teda vypocitanu
trajektoériu vzducholode.

3.7 Zaverecné poznamky

CFL parameter p volime aspon 1 a spolu s po¢tom uzlov siete (resp. priesto-
rovym krokom) charakterizuji jemnost diskretizacie, pricom volbou p urcujeme
casovu diskretizaciu, ktora je ale naviac automaticky prisposobena konkrétnej
situacii na sieti. Typicky sme volili v tejto praci u = 2.

Velkost ¢asového kroku sa prepocitava v kazdom kroku podla aktualneho vetra,
¢o vyzaduje ziskat hodnoty levelsetu (ulozeného ako Firedrake funkcia) vo vsetkych
uzloch siete a najst v nich maximum. Tato operacia moze trvat nezanedbatelny
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cas a v kone¢nom dosledku spomalovat vypocet. To je zbytocné, ak je vietor v ¢ase
konstantny. Preto je pripad ¢asovo premenlivého vetra implementovany osobitne
— implementacia obsahuje naviac aktualizaciu veterného pola v kazdom kroku a
vypocet velkosti ¢asového kroku.

7 tedrie aj implementacie druhej fazy vyplyva, ze nie je mozné tlohu riesit
bez ukladania vsetkych vypocitanych levelsetov, pretoze druha faza ich pouziva
v opac¢nom poradi, ako boli ziskané v prvej faze. Problémy s nedostatkom pamaéte
sme nezaznamenali.

Pocas vypoctu prvej fazy je zaujimavé sledovat, ako sa vyvija v ¢ase vzdialenost
frontu od ciela. Kedze levelset po kazdom kroku reinicializujeme na znamienkov
vzdialenost, stac¢i ho vyé¢islit v bode Z;. Hodnota ¢(Zy,t) nevypoveda o Case
ostavajucom do dosiahnutia ciela (ani pri vetre, ktory sa v ¢ase nemeni) a nemusi
byt monoténnou funkciou casu.

Technicky detail — komunikacia Firedrake a Pythonu

Ziskanie hodnot levelsetu vo vSetkych uzlovych bodoch je potrebné pre vypocet
Tn, ako aj pre FMM (pre ktort naviac treba implementovat aj opacny proces).
Firedrake neposkytuje priamy sposob, ako dostat z funkcie na obdlZnikovej sieti
stvorcovych elementov dvojrozmerné pole hodnot v uzlochﬁ. Je mozné ziskat zo
siete zoznam suradnic jej uzlov (v nespecifikovanom poradi)lf]. Z funkcie sa da
ziskat zoznam jej hodnot v uzloch siet, bez stradnic uzlov, ale v rovnakom
poradi, v akom dostaneme zo siete siradnice jej uzlov. To umozinuje implementovat
algoritmus, ktory prevedie Firedrake funkciu na sieti na pole hodnét v uzloch siete.
Pre siet m xn uzlov, zoradime zlozky vSetkych stradnic v smere x (pozerame len na
prvi zlozku siradnic vrcholu) vzostupne, dostaneme zoradeny zoznam n roéznych
hodndt. Nasledne vytvorime slovnik, ktory priradi stradnici jej index v zoradenom
zozname. To isté urobime pre smer y. Potom prechadzame stbezne zoznam
suradnic sietovych uzlov a funkénych hodnoét (oba o dizke mn) a pomocou dvojice
slovnikov priradujeme hodnoty do prislusnych pozicii v poli. Tym je zabezpecena
konverzia v ¢ase O(nlog(n) + mlog(m) + nm). To je lepsia ¢asova zlozitost ako
samotnd FMM, ktord je O(nmlog(nm)), preto je tento ¢as zanedbatelny. Opacna
konverzia funguje na rovnakom principe. Konverzia je implementovana ako funkcia
f na_array resp. array_na_f.

Vzducholod opusti siet

Moze sa stat, ze vzducholod v niektorej faze opusti siet. V prvej faze to
nastane, ak front cely prekroci hranicu €2 — hodnota levelsetu je na celej oblasti
kladna. Riesi¢ rovnice v slabej formulacii to dokaze spracovat. FMM v stcasnej
implementacii zlyha. Neidentifikuje front a preto zacina s prazdnou haldou a
vSetkymi vrcholmi v stave (0), teda s hodnotou nedefinovanou. Kedze halda je
prazdna uz na zaciatku, hlavna cast programu sa nevykona vobec, ako keby uz boli
vsetky vrcholy prejdené. Nésledne pri prenasobeni hodnot znamienkom levelsetu

15Je mozmé vyéislit funkciu v konkrétnom bode a teda v cykle prejst vietky uzly siete. V praxi
sa to ukéazalo pomalé.

16Pre siet ulozent ako mesh je to mesh.coordinates.dat.data.

17Pre funkciu f je tento zoznam v premennej f.dat.data, zarovell sa d premennd prepisat,
¢o vyuzivame v obratenom procese po ukonceni FMM.
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na vstupe Python vyhlasi chybu, pretoze vsetky hodnoty st nedefinované. Ak by
sme aj implementaciu FMM upravili tak, aby sme nedostavali chybu, nedokazali
by sme reinicializovat standardnym spésobom a po niekolkych krokoch by zlyhal
hlavny riesi¢ vplyvom deformacie levelsetu bez reinicializacie. Okrem pochybného
praktického vyznamu pokracovania vypoctu je toto dalsi dovod, preco v takom
pripade zastavime integraciu a prehlasime nenajdenie riesenia rovnako ako pri
dosiahnuti ¢asu T ax.

Ak vzducholod neopustila siet v prvej faze, moze opustit sief v druhej faze,
ak cast frontu dosiahla pocas prvej fazy hranicu oblasti. V tretej faze je to
sposobené numerickymi chybami. Firedrake dokaze vycislit funkciu mimo siet
do vzdialenosti priblizne jedného priestorového kroku, potom dostaneme chybu.
V dalsich fazach kontrolujeme polohu vzducholode a ak opusti siet (skor ako
vyhlasi chybu Firedrake), zastavime vypocet a prehlasime nendjdenie riesenia.

Spresnenie vypoctu druhej fazy

Ako pociatocni podmienku druhej fazy pouzivame projekciu Z; na posledny
front. Alternativnou moznostou je obrateny pristup — interpolovat front do Zy.
Zistime vzdialenosti cielového bodu od oboch susednych frontov ako uy 1= |¢y ()]
auy = |pn_,(Zf)| a pomocou nich nésledne spocitame odhad frontu pretinajiceho
Zy linedrnou interpoléciou@. Nasledne interpolovanym levelsetom predefinujeme
posledny levelset a prepocitame zdznamy velkosti ¢asovych krokov 7n_; (Cas,
ktory ubehol medzi krokmi N — 1 a N) a 7n (nepouzity, lebo vypocet skondil;
prepocita sa nanovo na zaklade vetra v nanovo ur¢enom case ty) a ¢asu cesty
ty="T . Pouzivame nasledovné vztahy:

~interp ~ U9 ~ (75}
N =0n + On_1 ;
Ul + Usg U + Usg
Tinterp — T U2
N-1 -— IN-1
Uy + Us
interp ,__ interp
tN — tN—l_I_TN_l 5
. h N .
interp ,__ — jinterp -1
TN T o= ;(mgx V(Z 68 ") + Fax) -

Implementovali sme aj tiato variantu riesica, KCS aj KCI boli s interpolaciou
porovnatelne velké ako s projekciou. Riesenie pre problematické pridenia sa
nezlepsilo. Vysvetlenie je, ze levelset ostava v blizkosti frontu po FMM deformovany
a preto interpola¢nd metdda postavena na jeho presnosti zlyhava. Vysledky v tejto
préci ako aj riesi¢ pre redlne déta pouzivaji projekciu Zy na posledny front. Viac
ku moznym zlepseniam vypoctu druhej a tretej fazy uvedieme v diskusii.

18441 a ug nie st presne vzdialenosti od frontov, pretoze FMM ponechéva levelset v okoli frontu

deformovany.
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4 Vysledky

V tejto casti uvedieme vyznamné vysledky, ktoré sme dosiahli pouzitim metdd
popisanych v casti 3. Najprv ukazeme zopar umelo skonstruovanych prikladov
ilustrujacich vlastnosti tilohy alebo riesica. Nasledne porovname nas riesic s rie-
senim tulohy s konstantnym vetrom pomocou systému ODR. Nakoniec popiSeme
sposob pouzitia riesi¢a na redlne data a uvedieme dosiahnuté vysledky.

Ako vystup z riesica ukladame nasledovné tdaje:

 trajektéria vzducholode — textovy stbor obsahujtci pre kazdy casovy krok
na samostatnom riadku tri idaje: ¢as a suradnice x a y vzducholode v danom
¢ase (suradnice §,, z tretej fazy); ukladd sa vratane bodov Zs a qy,

» navigacné instrukcie — textovy subor obsahujuci pre kazdy casovy krok na
samostatnom riadku tri idaje: ¢as a smerovanie kormidla v tomto ¢ase (ako
popisané v Casti 3.6 o tretej faze) ako zlozky x a y jednotkového vektora

—

hpn+1; uklada sa pre n € {0,1,... N — 1},
e Cas cesty Tf,

o Cas Startu ty — je vyznamny pri pouziti redlnych dat, ale ukladame ho aj
v pripade, ked je nulovy,

o Casova peciatka predpovede pocasia — tyka sa len riesica pre realne data,
blizsie vysvetlenie neskor,

» vychodzi bod 7y,

o cielovy bod 7y,

o velkost priestorového kroku h,
o CFL podiel p,

o KCI

Okrem pouzitia redlnych dat uvazujeme vo vsSetkych prikladoch bezrozmerné
Veliéinyﬂ V riesici pre redlne data meriame vzdialenosti v kilometroch, relativny
cas v hodinach od zaciatku prvého dna cesty, absoltutny cas je pre tuto pracu
GMT. Sférické stradnice pouzivame standardné zemepisné sturadnice.

4.1 VsSeobecné postrehy

Vypocet na notebooku trva priblizne do desat minuit. Vacsinu ¢asu sa pocita
prva faza. V prvej faze trva najdlhsie konvergencia Newtonovej metody, resp.
rieSenie sustavy linearnych rovnic. Newtonova metdéda vdaka reinicializacii ty-
picky skonverguje po 3 az 4 iteraciach. Reinicializacia trva oproti Newtonovej
metode zanedbatelny ¢as. Aktualizacia veterného pola a velkosti ¢asového kroku
pri premenlivom vetre netrva tak dlho ako Newtonova metéda, jej vplyv na
trvanie vypoctu je maly, ale pre zlepsenie casovej efektivity je stacionarny vietor
implementovany osobitne. Vypocet druhej fazy trva niekolkondsobne kratsie ako
vypocet prvej fazy. Tretia faza trva najkratsie, niekolkokrat kratsie ako druha

1A% na trvanie vypoctu, ktoré meriame v sekundéch.
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faza, pretoze v druhej faze pocitame a vycislujeme gradient levelsetu, kym v tretej
faze len ¢itame ulozené kormidlo.

Vypocty dosahuji vzhladom k pouzitym numerickym metédam velkt presnost.
KCT je typicky mensia ako priestorovy krok, radovo aj 1%. Priebezna chyba spéatnej
integracie sa typicky pohybuje zo zaciatku vypoctu na hodnotach radovo tisiciny
priestorového kroku, ku koncu stiipa na rad desatin h, obc¢as mierne prekroci h.
Vypovednost tohto ¢isla ale zavisi na presnosti levelsetu na okoli frontu, kde FMM
neopravuje deformacie. Na zlepsenie presnosti sa pontka moznost projektovat
polohu vzducholode v kazdom kroku druhej fazy na aktudlny front. Ked sme
implementovali tito verziu, priebezna chyba spéatnej integracie sa zvysila o dva rady
v priebehu vypoctu a na konci sa pohybovala rddovo v desatinach az jednotkach h.
KCT sa niekolkonésobne zhorsila. Vysvetlujeme si to deforméaciou reinicializovaného
levelsetu v okoli frontu, ktora spdsobila znehodnocujicu nepresnost projekcie.

S niektorymi zadaniami mé tloha viacero rieseni. Typicky priklad je radialne
prudenie, ktorého charakter spésobuje, Ze je vyhodnejsie ho obist ako prejst
stredom. Ak si Z; a ¥y stredovo simerné podla stredu tohto prudenia, tloha
mé dve rieSenia. Matematicky sa to prejavi neexistenciou (resp. nespojitostou)
normaly v niektorom bode frontu. Numericky, ked v druhej faze vzducholod
dosiahne takyto bod, riesi¢ typicky nezlyhd a spocitané kormidlo smeruje medzi
(limitné) hodnoty normaly z jednotlivych strénﬂ. To vedie v pripade popisaného
pridenia k velkym chybam vypoctu, ktoré sa prejavia (okrem iného) v KCI — ¢ize
vieme zlyhanie tohto typu odhalif.

4.2 Umelé priklady

V tejto casti predstavime niekolko prikladov riesenia tlohy vybudovanym
riesicom. Priklady st vymyslené a ich vyznam je demonstra¢ny. Ak nie je povedané
inak, pracujeme na Stvorcovej oblasti o rozmeroch 15 x 15, rychlost vzducholode
je Fpax = 1 a siet ma 100 elementov v kazdom smere (teda h = 0,15). Cas Startu
je to = 0. CFL podiel je p = 2.

Casovo premenny vietor

Zadané veterné pole je konstantné v priestore v kazdom case, ale s ¢asom sa
harmonicky meni. Demonstruje schopnost riesica riesit lohu s nestacionarnym
pradenim. Zadanie je nasledovné:

(=25 -5),
« Ty =(0;5),
« V(Zt) = (2sin(2t); 0).

o T

Riesi¢ vypocital optimalnu trajektoriu tispesne a presne. Vypocitany cas cesty
je 10,08, riesi¢ vykonal 300 krokov s adaptivnou dlzkou kroku v rozmedz{ 0,025 az
0,075. KCI je 0,076, co je priblizne polovica priestorového kroku. Vypocet trval
121 sekind. Spocitana trasa je vykreslend na obrazku [4.1]

2Bezne presne do stredu.
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Trasa vzducholode
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Obr. 4.1 Trasa vzducholode ¢ v ¢asovo premenlivom vetre.

Radialne prudenie

Zadané je statické radidlne symetrické pridenie s nulovou radidlnou zlozkou —
vzorec nizsie. Rychlost vetra v zavislosti na vzdialenosti od stredu je zobrazend
na obr. Vzducholod zacina v strede viru — v strede symetrie prudenia.

Rychlost vetra

3.0
—— rychlost vetra
F_max
2.5

2.0 A

L5 A

[vir)|

1.0 A

0.5 1

0.0 1

Obr. 4.2 Priebeh uhlovej zlozky vetra v zavislosti na vzdialenosti od stredu symetrie.
Radialna zlozka je nulova. Horizontalna ¢iara je maximélna rychlost vzducholode.

Front je v kazdom case kruznica, ale trajektéria vzducholode nie je priama
a zavisi na priebehu pridenia. Priklad demonstruje delokalizaciu vzducholode
vo fronte pocas prvej fazy vypoctu. Veterné pole ma vzhladom na front len
dotycnicovu zlozku a teda nevplyva na pohyb frontu, avsak ovplyviuje pohyb
vzducholode v ramci frontu. Pre rézne priebehy pridenia dostaneme rézne tra-
jektorie vzducholode s rovnakym c¢asovym vyvojom frontu a preto nie je mozné
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vylicit ,, neperspektivne* casti frontu za tcelom zniZenia vypoctovych narokov.
V tomto pripade mame dvakrat jemnejsie priestorové delenie — v kazdom smere
200 elementov a teda h = 0,075.

Parametre zadania su:

o fs - <070>7
* ff = (Oa 5)7
=, 1 2|7
e V(Zt)=(y,—x)- [Z[+0.01 1+%||,—5\4-

Vypocitané instrukcie st presné — KCI je 0,035, ¢o je asi polovica priestorového
kroku. Vypocitany cas cesty je 4,98, vypocet trval 665 sektiind a riesi¢ urobil v kaz-
dej faze 510 krokov. Velkost ¢asového kroku bola uréend na zédklade maximalnej
rychlosti prudenia, priestorového delenia a CFL pomeru ako 0,00974. Vysledok
vypoctu je znazorneny na obrazku 4.3
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Obr. 4.3 Vypocitana trajektéria vzducholode. Trajektoria nie je priama, ale front je
v kazdom case kruznica. Zobrazeny front v ¢ase 3,7.

Existencia viacerych rieseni

Posledny priklad na neredlny vietor demonstruje odhalitelné zlyhanie riesica.
Zadanie ma dve riesenia a front v niektorych miestach nemé definovani normalu.
Bod, v ktorom front nema normalu, bude dosiahnuty vzducholodou v druhej
faze. Dokonca front pretne Z; prave v tomto bode. RieSi¢ neskonci chybovou
hlaskou, ale dopocita riesenie az do konca. V mieste, kde matematicky front nema
normalu, numericky spocitand normala smeruje do stredu medzi limitné normaly
z jednotlivych stran. Parametre zadania su:
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T S|
» V(Zt) = Z+0.01 ~ T+1[z*

Veterné pole je opat radidlne symetrické, avsak oproti predoslému prikladu je
jeho smer cisto radidlny a vietor smeruje do stredu. Jeho priebeh je kvalitativne
rovnaky ako v predoSlom priklade, zndzorneny na obrdzku [4.2] Podstatna je
skutoc¢nost, ze vzducholod nemé dostatocnu rychlost na to, aby unikla zo stredu
prﬁdeniaﬂ. Zaroven zacina dostatocne daleko od stredu na to, aby sa dokazala
vyhnut vtiahnutiu do stredu a dosiahnut ciel. Vzducholod musi nebezpeént oblast
obist. Kedze Z; a ¥ st stredovo simerné podla stredu prudenia, existuji dve
rieSenia a riesi¢ zlyhd. Spoéitand trajektoria je zndzornend na obréazkud.4l V druhej
faze je numerickd normala v mieste, kde matematicky norméla neexistuje, presne
medzi jednostrannymi limitami. Preto vzducholod sleduje nehladké miesto frontu.
Chybne spocitané kormidlo sa néasledne prejavi v tretej faze.

Vypocet trval 155 sekund, riesi¢ urobil 406 krokov, dokym front dosiahol
ciel. Velkost casového kroku bola vypocitana ako 0,023. KCS je 4,32, KCI je
2,65. Velkost indikatorov chyby je omnoho vécsia ako h a pohybuje sa v radoch
|Z; — 2], Co je jasny signal, ze vysledky vypoctu nie st pouzitelné. Cas cesty bol
vypocitany ako 9,46, to stale moze byt déveryhodné cislo, pretoze je to cas, kedy
front dosiahol ciel a chyba riesi¢a vznikla az neskor, v druhej fézeﬁ Nepouzitelnost
vysledkov vypoctu vieme v tomto pripade odhalit a je zrejma z KCI, ktora je
stucastou ulozeného vystupu.
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Obr. 4.4 Vypocitana trajektoria vzducholode z fazy 2 aj 3. V ani jednej faze vzducholod
nedosiahla druhy koniec pozadovanej trasy. Vo faze 2 je to sposobené neexistenciou
normaly v bode frontu, kde sa vzducholod nachidzala. To spdsobilo chybne urcené
kormidlo, ktoré nasledne spdsobilo zlyhanie aj vo faze 3. Znézorneny je front v case
7,09, nehladké miesto frontu postupuje v smere osi x a dosiahne bod Zy, ¢o je vidiet
z trajektérie vzducholode z druhej fazy, ktora ho nejaky cas sleduje.

3Ale v strede je oblast, v ktorej sa méze pomerne volne pohybovat.
4Tiez tispech prvej fazy znamend, Ze je mozné dosiahnut ciel.
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4.3 Porovnanie s rieSenim sustavy ODR

Nas riesi¢c sme porovnali s pristupom predstavenym v casti 2.5 za tcelom ove-
renia jeho presnosti a konvergencie. Riesi¢ sme testovali na priklade stacionarneho
prudenia s charakterom jednoduchého smyku. Numerické parametre st rovnaké
ako v Casti 4.2 okrem jemmnosti priestorového delenia, ktori budeme postupne
zvysovat. Zac¢iname v case tg = 0 a rychlost vzducholode je Fi,.x = 1. DalSie udaje
zadania su:

o 7, = (3,66;—1,86),

* ff = (O; 0)7

—

o V(Zt) = (—y,0).

Sustavu ODR (22.8) mozno pre toto Specidlne zadanie dalej upravovat az naﬂ:

dx

ditl = cos 3 — xo,
(EE; = sin j3,

d

df = cos® 3.

Nepozname cas cesty ani pociato¢nti podmienku pre tretiu rovnicu. Upravova-
nim tejto stistavy mozno dostat nelinedrnu sustavu dvoch algebraickych rovnic,
ktorych riesenim je 5(1y) a [(to). Tato ststavu je potrebné riesit numericky —
pouzita je Newtonova metdéda. Mozno tiez odvodit rovnicu

tan 5(t) — tan 5(1y) =t — 1y,

z ktorej ziskame cas cesty dosadenim ¢ za t a tiez z nej ziskame priebeh natocenia
vzducholode. Nésledne so znalostou T vieme analyticky vyriesit rovnice pre
trajektoriu. Z uvedeného vyplyva, ze vdaka takmer tplnej eliminacii numerickych
faktorov v tejto technike je spocitané referencné riesenie velmi presné.

Referencné riesenie je 5(0) = 1,83293, B(1}y) = 4,18847 a Ty = 5,45787 (mozno
najst v [5]). Referenénu trajektoriu vyjadreni analyticky pomocou numericky
ziskanych parametrov pouzivame vy¢islent v casoch s krokom 0,001. Budeme zjem-
novat delenie nasho riesica a sledovat priebezni odchylku numerickej trajektorie od
referencnej a celkovi odchylku ako integralny priemer velkosti priebeznej odchylky,
ozna¢me celkovi odchylku |Ag|. Rozdiel trajektérii ur¢ime pomocou linedrne;
interpolacie nasledovne. Pre kazdy cas t,, interpolujeme referen¢nu trajektoriu
z dvoch susednych bodov do ¢asu t,, a vypocitame rozdiel interpolovaného bodu
referencnej trajektorie a q,.

Pre rozne jemné siete M x M elementov sme riesili popisant tlohu a sledovali
konvergenciu k referencnému rieseniu. Celkovy pohlad na spocitant trajektériu
(obr. ukazuje, ze vsetky numerické vysledky su blizko referenénému. Zobrazu-
jeme len trasu pre M = 50 a M = 100, pretoze presnejsie vysledky by na obrazku
neboli aj tak odlisitelné. Priebezna odchylka so zjemnovanim delenia klesa, ako
je vidiet na obr. V nasledovnej tabulke st zhrnuté vysledky pre celkova
odchylku. Pozorujeme konvergenciu numerickej trajektorie k referencne;j.

5Tieto vysledky s prevzaté rovnako ako vysledky predstavené v ¢asti 2.5.
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M |Aq]

50 0,101
100 0,053
150 0,052
200 0,025
250 0,021

Tabulka 4.1 Celkovéa odchylka numerickej trajektorie v zavislosti na jemnosti delenia.
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Obr. 4.5 Porovnanie spocitanej trajektérie pre 50 a 100 elementov siete v kazdom
smere s referenénym rieSenim.
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Obr. 4.6 Priebezné odchylky numerickych trajektérii od referencnej pre rézne jemné
delenia.
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Poznamka

Uvedeny priklad jednoduchého smyku je priklad na tlohu so stacionarnym
pridenim, kedy casovy priebeh vzdialenosti frontu od ciela, t.j. ¢(Zy,t), nie je
monoténny. Vzdialenost najprv rastie a od urcitého casu zacne klesat.

4.4 Realne data

V tejto Casti popiSeme spdsob pouzitia predpovede pocasia v nadej praci. Ulohu
riesime na obdlznikovej sieti, ktorej elementy st étvorceﬂ Budeme rozlisovat tri
suradné sustavy: sietové kilometre, teda stiradnice na sieti s rovhomernym delenim,
mapové suradnice, teda pixely na obrazovke grafického rozhrania riesica, a stérické
GPS sturadnice. Predpoved pocasia poskytuje Open—Meteo.conﬂ a ziskavame ju
z internetu pomocou Python modulu openmeteo_requests. Open-Meteo.com
v zakladnej verzii poskytuje obmedzeny pocet Volan, ktory ale pre nase pouzitie
nepredstavoval vyrazné obmedzenie.

Ziskavanie dat o vetre

Open-Meteo.com poskytuje predpoved pocasia pre vietor vo vyske nad povr-
chom 10m, 80m, 120m a 180m, pouzivame predpoved pre vysku 180m. Obdobie,
na ktoré je predpoved vydana, nie je zdsadne obmedzené a je mozné ziskat
aj minulé data. Modely, z ktorych Open-Meteo.com cerpa data, maju v nasej
oblasti priestorové rozliSenie 15km a Casové rozlisenie 1 hodinu (uvedené v do-
kumentéacii Open Meteo [6]). Jedna poziadavka obsahuje data po hodinéch pre
niekol’kdﬂ priestorovych bodov. Ak zadame bod, ktory nie je uzlovym bodom siete
v Open-Meteo.com, dostaneme interpolované hodnoty. Nema preto zmysel ziskavat
surové data s jemnejsim priestorovym krokom ako 15km. Open-Meteo.com pouziva
GMT™

Kedze pocet volani je obmedzeny, naprogramovali sme stahovac, ktory v pri-
pade poziadavky na viac ako 500 bodov davkuje volania po minutach, aby nebol
poruseny limit na pocet volaniErI. Z rovnakého dovodu ukladame ziskané predpo-
vede do suboru a stahova¢ umoznuje volif medzi volanim na novi predpoved a
¢itanim ulozenej predpovede. Kazda ulozena predpoved obsahuje v hlavicke okrem
parametrov volania aj ¢asovu peciatku volania.

Volanie do Open-Meteo.com méa nasledovné parametre: stiradnice bodov, v kto-
rych chceme predpoved ziskat, ¢asovy interval v dnoch a zoznam ziadanych veli¢in.
Implementovany stahova¢ je funkcia, ktord vrati predpoved ako 3D pole (dve

6Musia to byt stvorce kvoli FMM.

"https://open-meteo.com/

8Najviac 600 za minttu, 5000 za hodinu a 10000 za defi. Jedno volanie obsahuje ¢asovy vyvoj
ziadanej veliciny po dobu niekolkych dni v jednom bode.

950 bodov, obmedzenie je dané tym, Ze prikaz do volania sa odosiela ako URL a URL mé
obmedzent dizku. Pre téely limitu po¢tu volani Open-Meteo.com povazuje kazdy bod v priestore
za samostatné volanie.

10Preto absoliitny ¢as v tomto riesici je v praci GMT.
1Pri poruseni limitu dostaneme chybu z modulu openmeteo_requests, ¢omu sa chceme
vyhnut.
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suradnice v priestore a jedna v Case) spolu s ¢asovou peciatkou predpoveddﬂ. Na
vstupe ma parametre siete, v ktorej uzloch ziskava predpoved, ¢asovy interval
v dnoch a instrukcie pre pouzitie a ukladanie predpovedi v stiboroch.

Projekcia zo sféry na rovinu

Pouzivame obdlZznikovi siet s rovnomernym priestorovym delenim v sietovych
kilometroch. Rozmery siete sit 845km x 585km. Priestorovy krok@ volime radovo
10km. Konstantny priestorovy krok na sieti povazujeme za konstantny aj v GPS
suradniciach. To znamenad, Ze pouzivame afinny prepocet siefovych kilometrov
na GPS sudradnice a teda siet ma konstantny priestorovy krok aj v zemepisnych
suradniciach (,A), ktory ale nie je konstantnym priestorovym krokom na sfére.
Zakrivena plocha skuto¢ného sveta je pre model rovina s rovnomernym delenim.
Pouzita projekcia je volena tak, aby bola presna priblizne v strede pouzitej mapy,
teda na suradniciach 50,479N, 16,559E, tento bod je zaroven pociatok v siefovych
kilometroch. Pri tejto volbe zodpoved4 1° zemepisnej Sirky 111,317km a 1° dlzky je
70,837km. Na severnom okraji mapy, kde je chyba projekcie najvacsia, zodpoveda
1° diék 67,837km, ¢o je relativna chyba 4,6%. Chyba je pre nase tcely prijatelna.

Spracovanie dat o vetre

Predpoved pocasia ziskavame v uzloch siete, ktorda mé v sietovych kilometroch
zhodné rohy s vypoctovou siefou a jej delenie je rovnomerné s krokom 15km,
mame teda necelych 3000 uzlovﬁ. Siefové kilometre sa pred volanim transformuju
na GPS stradnice. Ziskanu predpoved interpolujeme bikubicky na vypoctova
siet. Predpoved dostaneme v kazdej celej hodine daného dna. V case pouzivame
po castiach afinnt interpoléaciu, ktorou na zaklade vetra v susednych celych
hodinach T}, T}, ziskame vietor pre lubovolny éaﬁ t € [Ty, Tiy1) vztahom
V(Zt) = (1 — Ab) - V(ZT}) + At - V(2 Tit), kde At = (t — T},) /h. Interpolaciu
vykonavame pri kazdej aktualizacii veterného pola pocas vypoctu a adaptivny
casovy krok sa urcuje vzdy podla aktualneho interpolovaného vetra.

Mapa

Pouzivame mapu OpenStreetMa Pouzita ¢ast obsahuje Cesko a ¢asti bliz-
kych statov. Prevod GPS siradnic na mapové sa uskutoénuje pseudo-rovnikovou

12Qkutoény ¢as ziskania predpovede — odli§ime takto aktudlnu predpoved od predpovede
nacitanej zo suboru.

13 Aby boli elementy siete Stvorce a zaroven predpoved pocasia ziskavand po 15km (to nemozeme
menit, aby sme mohli pouzivat ulozené déata) obsahovala rohové uzly, musi byt kazdy rozmer
siete celociselnym nasobkom 15km aj h. To je splnené napriklad pre h = 15km, h = 9km.

14V zemepisnej Sirke st sietové kilometre presné v celej sieti.

15Cakanie na stiahnutie predpovede je teda 5 miniit.

1671 — T}, = 1h, tu h neznaéf priestorovy krok (h), ale hodinu (h).

Thttps://www.openstreetmap.org/#map=7/49.817/15.478
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projekciou, ktora je standardné pre digitalne mapy. Transformacné vzfahy si:

1
X = . 9mom . (r 4 )

2 (m+2),

1
Y= o2 (- lntan(% + g)).

Stradnice (X,Y") nasledne transformujeme afinne tak, aby mapové stradnice
mali pociatok v SZ rohu mapy a os y smerovala nado]@ Prevod medzi mapou a
GPS je ladeny podla trojmedzi CZ-PL-DE a CZ-PL-SK. Kedze mapové stradnice
nie st afinnou funkciou GPS stradnic, konstantny priestorovy krok sietovych km
nie je konstantny na obrazovke program.

Pouzivatelské rozhranie

Vytvorili sme pouzivatelské rozhranie umoznujice intuitivne zadat parametre
ulohy a vykonat vypocet. Tak ako vsetky stcasti prace, aj toto je implementované
v Pythone. Umoznuje zadat rychlost vzducholode, ¢as startu, maximalny pripustny
¢as letu, vichodzi a cielovy bod. Dalej indikuje priebeh vypoétu a zobrazuje jeho
hlavné vystupy. Dalej je mozné zadat nazov siboru, do ktorého sa ukladaji
vysledky a pokyny pre stahovac¢ predpovede pocasia — umoznuje rozhodnut, ¢i
stahovat z internetu novi predpoved, pouzif predpoved zo siboru alebo pripadne
pokusit sa stiahnut predpoved a v pripade netspechu pouzit predpoved zo stuboru.
Tiez je mozné ulozit stiahnutu predpoved alebo stiahnut predpoved bez vykonania
vypoctu. Podrobnosti si uvedené v napovede k programu, ktord je sucastou
pouzivatelského rozhrania, a tiez v sibore README. txt. Program, ako aj riesi¢ pre
umely vietor a ukazkové vystupy, sa nachadza v prilohe prace a tiez je dostupny
na stranke autora préceET]. Po skonceni vypoctu sa vykresli spocitand trasa a je
mozné zobrazit dolezité vystupy (navigacné instrukcie a idaje o vypocte, ktoré
sa ukladaji) a tiez vypoctovu siet, adaptivny ¢asovy krok, priebeh vzdialenosti
frontu od ciela, vietor a dalsie. Po skonceni vypoctu sa moze prehrat animécia
letu vzducholode vratane zobrazenia vetra. Ukazka grafického rozhrania je na obr.
4.7

Zhrnutie a zaverecné poznamky

Program na riesenie Zermelovej tlohy pre redlne data je funkény, vyladeny
a spolahlivy. Jeho jediny vyraznejsi nedostatok je, ze vyzaduje inStalaciu riesica
Firedrake. Presnost vypoctov je dobra.

V kdde je vyznacené, kde sa nastavuje CFL parameter, priestorovy krok a iné
vyznamné udaje, ktoré nie je mozné nastavif cez grafické rozhranie. Tiez vsetky
premenné, s ktorymi program pracuje, si pristupné cez prikazovy riadok. Program
dalej obsahuje vykreslovacie funkcie pre jednoduché generovanie grafov z vystupov
vypoctu. To isté plati pre riesi¢ pre umely vietor.

18To je prirodzené pre vykreslovanie v moduli tkinter, v ktorom sme vytvorili grafické
rozhranie.

19V smere y. V smere 2 je delenie rovnomerné.

2Onttps://simkovip.github.io/V%C3%BDpo%C4%8Det%20navighkC3%Alciel
Z20vzducholode.z1ip
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Obr. 4.7 Pouzivatelské rozhranie riesica ilohy pre redlne data.
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5 Zname nedostatky a diskusia

Vytvoreny riesi¢c dokaze riesif umelé aj realistické zadania s dostatocnou
presnostou. V pripade, ze vypocet je nepresny, vieme nepresnost zistit z vystupov
programu. V case pisania tejto prace si je autor vedomy niektorych nedostatkov
a moznych zlepseni riesica, ktoré tu zhrnieme a navrhneme mozny dalsi vyvoj.
Riesenie spomenutych nedostatkov je nad ramec tejto prace. Tiez uvedieme
diskusiu predpokladov tlohy, ich moznych oslabeni a pozrieme sa na riesentu
problematiku v SirSom kontexte.

Urc¢enie frontu vo FMM

Najviacsim znamym nedostatkom je spracovanie levelsetu vo FMM blizko
frontu. Front je identifikovany ako mnozina vrcholov, ktorych hodnota je v abs.
hodnote mensia ako tolerancia a tieto vrcholy sa pouziju ako vychodzie, s tym, ze
ich hodnota sa nezmeni. Vo vysledku FMM nechéva deformovany levelset v okoli
frontu, ¢ize v mieste, kde je presnost najviac potrebna. Z hladiska presnosti vypoctu
sa to neukazalo komplikujice — aj napriek tejto vade vypocet dosahuje tictyhodni
presnost. FMM plni svoj tcel v tom, ze riesi¢ prvej fazy nezlyhava a konverguje
po troch iteraciach. AvSsak deformécia levelsetu v okoli nulovej troviiovej mnoziny
znemoznuje pouzitie presnejsich metdd, ktoré sa prave na levelset v okoli frontu
spoliehaju, napriklad priebeznej projekcie v druhej faze. Tiez zhorsuje vypovednost
dat a indikatorov ziskavanych v priebehu vypoctu z levelsetu v blizkosti frontu,
napriklad priebeznej chyby v druhej faze. V dostatoc¢nej vzdialenosti od frontu,
kde FMM spracuje levelset spravne, tieto problémy nenastavaji, nakolko oblast
deformacie okolo frontu je mala.

Ako moznost riesenia navrhujeme pri inicializacii FMM na zaklade hodnot
vrcholov blizkych frontu interpolovat hodnoty levelsetu na celom okoli frontu.
Interpolovanym levelsetom odhadniit polohu frontu a na zaklade nej potom
preskalovat hodnoty uzlov blizkych frontu tak, aby predstavovali znamienkovt
vzdialenost. Nasledne by prebehla FMM tak, ako je implementovana.

Rad metd6d druhej a tretej fazy

Dalsim nedostatkom je nizky rad metéd pouzitych v druhej a tretej faze.
Problém suvisi s predoslym. Z prvej fazy mame ulozeny levelset v kazdom case
a adaptivny c¢asovy krok, ale nie sme na toto delenie odkazani, pretoze mozeme
interpolovat hodnoty do lubovolného casu a tym ziskaf levelset pre vypocet
kormidla v jemnejsom ¢asovom deleni v druhej faze (ktorej vypocet trva kratsie a
preto si mensi ¢asovy krok mozeme dovolit). To isté moézeme urobit s kormidlom
z druhej fazy a vypoctovo rychlejsiu tretiu fazu vykonat s jemnejsim c¢asovym
delenim. Dosiahneme tak vacsiu presnost vystupov a zlepsime vypovednost KCI,
napriklad metédou Runge-Kutta 4 alebo niektorou implicitnou metédou. Avsak
presnost interpolacie levelsetu zavisi opat na tom, ako presne levelset zodpoveda
znamienkovej vzdialenosti v blizkosti frontu. Preto je potrebné najprv vyriesit
problém identifikdcie frontu vo FMM.
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Optimalizacia vypoctovej narocnosti

Informaécie poskytované levelsetom daleko od frontu nemaji pre tlohu velk
hodnotu. Levelset definovany na celej oblasti zvysuje dimenziu problému a tym
vypoctové naroky. RieSenim spomenutym v praci [2] je poéitat vyvoj levelsetu
na pohyblivom tizkom pase okolo frontu. To by vyrazne znizilo trvanie vypoctu
prvej fazy. V pripade nasej implementéacie vo Firedrake by si to vyziadalo velké
zmeny v kdde prvej fazy. V savislosti s tym prichadza do tvahy volba adaptivneho
casového kroku, ktory sa zbytocne pocita z maximalnej rychlosti vetra na celej
oblasti. Ak by sme riesili vyvoj levelsetu na mensej mnozine, v niektorych pripadoch
by sa tym vylucili lokdlne rychle ¢asti priidenia vzdialené od frontu. Casovy krok
bolo mozné urcovat velkost casového kroku len na zaklade vetra v okoli aktudlnej
polohy, ¢im by sa znovu urychlil vypocet. Predtym ale musime vedief spolahlivo
interpolovat déta z predoslych faz (pretoze by sme mali rozdielny ¢asovy krok),
¢o stoji na presnosti FMM v blizkosti frontu.

Dalsie mozné vylepsSenia

Stucasna implementécia vyuziva riesi¢ Firedrake. Pre c¢ely komer¢ného vyuzitia
je potrebné implementovat niektoré pouzité metédy[] beznejsimi prostriedkami,
napr. pomocou kniznice scipy. To by si vyziadalo velké usilie, ktorého prinos je
v Case pisania tejto prace otazny.

Predpoklady na prudenie

V praci predpokladame, ze vertikalny profil vetra je konstantny — riesime
dvojrozmerny problém. Dévody na to su Cisto praktické. Zvysenie dimenzie o 1
by zvysilo naro¢nost vypoctov. Ziskavanie realistickych dat o vetre pre rozne
vysky nad povrchom je viac problematické. Aj ked v Specifickych pripadoch by
prinieslo vertikalne rozliSenie nové zistenia (napriklad pri lietani cez horské oblasti),
dvojrozmerna aproximdcia je pre tito pracu dostatoénd. Ulohu sme sice riesili pre
navigaciu vzducholode, vysledky st vSak pouzitelné aj pre plavbu po mori.

Dalsim zjednodusenim je, Ze predpoved pocasia povazujeme za presni. Sledova-
nie citlivosti riesenia na zmeny pridenia by prinieslo dalsi indikator spolahlivosti
v¥stupov. DalSou moznostou, ako zlepsit program, je priebezne aktualizovat vypo-
¢et na zaklade novej predpovede pocas letu.

Kritéria optimality

Trajektoriu sme optimalizovali pre ¢as cesty. Implementovali sme efektivny
algoritmus na vypocet takych instrukeii, ktoré dostant vzducholod do ciela v najk-
ratSom moznom case. To je priamociara tloha s jasnym praktickym uplatnenim.
Existuju vsak iné varianty pre let vzducholode. Neuvazovali sme napriklad moznost
zakotvenia pocas letu. Vzducholod by preckala nepriaznivé prudenie pripitana k
povrchu. Specidlne, tloha by sa dala riesit s tym, Ze sa vypoéita nielen optimélna
sada instrukcii, ale aj optimalny cas Startu v zadanom intervale — tato varianta
ma vyznam aj pre plavbu po mori.

'Metéda koneénych prvkov, viacrozmernd Newtonova metéda, riei¢ linedrnych ststav.
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Za optimalne riadenie povazujeme také, ktoré minimalizuje cas cesty. Na to sa
snazime vyuzivat pridenie tak, aby ndm pomohlo dostat sa do ciela (alebo skor
zistujeme, ako velmi sa d& pridenie vyuzit). Pritom sme ukézali, Ze optiméalne je,
aby sa vzducholod cely ¢as pohybovala plnou rychlostou. Pontka sa otazka, ¢i je
mozné dostat sa do ciela hlavne s pomocou pridenia a s minimalnym zasahom
vlastného pohonu vzducholode. Teda mdézeme optimalizovat nie cas cesty, ale
spotrebu paliva. Vystupom riesica by popri instrukciach, ktoré by zahtnali okrem
smeru aj velkost rychlosti vlastného pohonu, bolo aj mnozstvo paliva potrebné na
cestu (pripadne, ako sme videli, nemoznost dosiahnut ciel). Spolu s maximéalnym
casom by uzivatel zadal aj rozpocet, teda maximalnu spotrebu paliva. Zrejme sme
tym pridali ilohe stupen volnosti. Riesi¢ zohladnujici spotrebu paliva by mal
vacsi prinos ako riesi¢ optimalizujici cas cesty.

Sirsi kontext

Implementovany riesi¢ méze najst uplatnenie aj mimo zamyslané oblasti. Pro-
pagacia frontu dosiahnutelnosti riesend v prvej faze riesi ilohu, kam az sa moze
v danom prudeni dostat objekt s obmedzenou vlastnou rychlostou. V pripade, ze
nasim zamerom nie je letief z miesta startu do ciela, ale vypétrat stratené plavidlo,
pripadne odhadnit oblast, kde sa moze vyskytovat, je vyvinuty riesi¢ pripraveny
slazit aj tomuto ucelu. Pritom front dosiahnutelnosti nemusi reprezentovat vsetky
mozné smerovania hladaného objektu. Ak pozname priblizne smer vlastného po-
honu objektu, vyvojom frontu mézeme reprezentovat neistotu a pripadné odchylky
tohto smeru a ziskat presnejsie a vypovednejsie data. Otvara sa moznost sledovat
citlivost trajektérie na malé zmeny riadenia.
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Zaver

Vytvorili sme funkény riesi¢ Zermelovej tlohy. Dokazeme spocitat navigaéné
instrukcie pre rozne prudenia. Riesi¢ dokaze spracovat aj data z redlnej aktualnej
predpovede pocasia a pocitat inStrukcie pre skutocné zadania. Vyvinuli sme
intuitivne pouzivatelské prostredie pre pracu s riesicom pri rieSeni realnych tloh,
s automatickym stahovanim dat, ukladanim a zobrazovanim vystupov. Prostredie
sa charakterom blizi plnohodnotnému programu. Vypocet je aj napriek pouzitiu
priamociarych technik rychly a presny. Typicky trva riesenie tilohy do desaf mintt.
Koncova chyba instrukcii, hlavny pouzity indikator presnosti vyjadrujuci presnost,
s akou dosiahne vzducholod ciel, dosahuje hodnét az desatiny priestorového
kroku. Pri rieseni redlnych tloh to predstavuje minutie ciela o nanajvys niekolko
kilometrov pri letoch dlhych stovky kilometrov.

Druha a tretia faza vypoctu si ziada vylepsenia. Najma identifikacia a oprava
hodndt levelset funkcie v blizkosti frontu dosiahnutelnosti pri reinicializacii v prvej
faze vypoctu je slaba a zanechéva vo funkcii deformécie. Nasledky nedostatku
spocivajui, viac ako v nepresnostiach vypoctu, skor v nemoznosti pouzit presnejsie
metody v neskorsich fazach vypoctu. Napriek tomu dosahuju vysledky tctyhodni
presnost, ktorti dokazeme urcit koncovou chybou instrukcii. V niektorych pripadoch
je presnost vypoctu mala. Ak je vypocet nepresny, je to mozné zistit prave
z koncovej chyby instrukcii. Mame nastroj, ktorym vieme pripadni nizku presnost
alebo nepouzitelnost vystupov odhalif.

Ako sme uviedli v diskusii, implementovany riesi¢ je mozné pouzit aj na odlisné
ucely, napriklad odhadovanie polohy strateného plavidla alebo urcenie citlivosti
trajektérie na perturbacie riadenia.
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