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Uvod

Neékteré matematické tlohy zahrnuji vypocty s nepresnymi daty. Takové ulohy
se objevuji naptiklad v robotice, ekonomii, nebo pti rigoréznich vypoctech, kdy
nam samotnd floating point aritmetika vytvari béhem vypoctu nepresnosti.

Pro tyto typy problémi se od poloviny minulého stoleti rozviji intervalova
aritmetika a intervalova analyza, kdy nepresné hodnoty jsou reprezentované hornim
a dolnim odhadem. Za zakladatele této ¢asti matematiky je casto povazovan R. E.
Moore.

Intervalova analyza zahrnuje i zkoumani riznych typu fesitelnosti a reseni
intervalovych linearnich soustav. Mezi nékteré otazky patii: Existuje realizace
intervalii takova, aby vysledna soustava méla feseni? Nebo existuje pro kazdou
realizaci intervalii ohodnoceni proménnych, které soustavu resi?

V této praci se zamérime na AE fesitelnost intervalovych soustav, ktera zatim
neni prilis prozkoumana. Budeme vychazet ze ¢lankt M. Hladika Weak and strong
solvability of interval linear systems of equations and inequalities |3] a AE solutions
and AE solvability to general interval linear systems [4]

Cil prace

Cilem této prace je prostudovat transformace intervalovych soustav do jedno-
dussich tvaru. Popsat rizné podminky testujici AE fesitelnost intervalovych linear-
nich soustav, véetné specialnich typt. Tyto podminky implementovat v MATLABuU
s vyuzitim toolboxu Intlab a numericky porovnat.

Struktura prace

V prvni kapitole se seznamime se zéklady intervalové aritmetiky. Pfipomeneme
dilezita tvrzeni z linedarniho programovani. A fadné si definujeme slabou, silnou,
AE a EA fesitelnost intervalovych soustav.

Ve druhé kapitole se sezndmime se zndmymi poznatky o TesSitelnosti inter-
valovych soustav. Charakterizujeme slabou a silnou fesitelnost. PopiSeme jejich
dualitu. Pfedvedeme polynomidlni algoritmus testujici postacujici podminku pro
silnou tesitelnost. Také ukazeme postacujici podminku pro AE fesitelnost. Cha-
rakterizujeme dalsi specidlni ptiklad AE tesitelnosti a na zavér ukazeme dualitu
mezi AE a EA fesitelnosti.

Ve treti kapitole popiseme nové poznatky. Nejdiive ukazeme novy dikaz
tvrzeni, Zze test slabé rteSitelnosti je NP-tézky problém. Pak predvedeme, jak
prevést libovolnou intervalovou soustavu na soustavu rovnic s volnymi proménnymi.
Ukézeme si, jak upravit slabé a silné intervalové soustavy tak, abychom snizili
pocet nebodovych intervall, které obsahuji. Na zavér kapitoly popiseme dalsi
vlastnosti AE intervalovych soustav nerovnic a obecnych AE intervalovych soustav.

Ctvrté kapitola je vénovana implementaci naseho balicku aeintlin v prostiedi
MATLAB, ktery obsahuje diive diskutované testy resitelnosti. Kromé uzivatelské a
programatorské dokumentace uvedeme také vysledky numerickych testt testujici
uspésnost nutnych a postacujicich podminek.



1 Uvod do intervalovych soustav

V této ivodni kapitole se zamérime na matematické prerekvizity nutné k po-
chopeni vlastni prace.

V prvni podkapitole se sezndamime s intervaly a casti intervalové aritmetiky.
V druhé podkapitole se nachézi strohy tvod do linearniho programovani. Ve tieti
podkapitole tyto znalosti zkombinujeme a popiseme rtizné typy resitelnosti inter-
valovych soustav. Kapitola je uzaviena seznamem matematického znaceni, které
budeme pouzivat.

Ctenéf, ktery tyto oblasti ovlada, miiZe pieskodit az na seznam se znacenim.

1.1 Pocitani s intervaly

Pro zacatek si definujeme nékteré zédkladni pojmy z intervalové analyzy.

Intervaly

redlnym intervalem mnoZinu x = [z,7] = {ala € R,z < a < T} a z s T nazveme
dolni a horni mezi.

Definice 1 (Reélny interval). Pro z,T € R, pro které plati x < T, nazveme

Pokud plati, ze x = 7, fekneme o intervalu, Ze je bodovy. Mnozinu vsech
intervalt oznac¢ime IR = {[a.b]|a,b € R,a < b}. Také si zavedeme znaceni pro
stfed intervalu z. = % a jeho polomér zp = %

Zéakladni operace na intervalech jsou:

o SCitdni: a+b = [a+ b,a+ b]

. Odéitanf: a— b =[a—b,a— ]

« Nésobeni: ab = [min(ab, ab, ab, ab), max(ab, ab, ab, ab)]
« Déleni: a/b = [min(a/b, a/b,a/b,a/b), max(a/b,a/b,a/b,a/b)] pokud 0 & b

Intervalové sc¢itani a nasobeni jsou komutativni a asociativni. Obecné ale
nejsou distributivni. Rovnost a(b + ¢) = ab + ac plati napriklad pokud aa = 0,
nebo pokud b > 0 a ¢ > 0. O aritmetickych vlastnostech intervalt pise napriklad
G. Mayer [6].

Nerovnost mezi intervaly a < b plati, pokud nerovnost plati pro vSechny
hodnoty z intervalu. Proto musi platit podminka @ < b.

Intervalové matice

Definujeme si intervalové matice a intervalové vektory. (Kazdé porovnani matic
"<v nésledujici definici, ale i v celé préci, znamend mensi nebo rovno po prveich.)

Definice 2 (Intervalovd matice). Pro dvé redlné matice A, A € R™*™, pro které
plati A < A, nazveme intervalovou matici mnoZinu matic A = [A, A] = {A|A €
Rm™m A< A< A} aAs A nazveme dolni a horni mezi.



Obdobné jako pro redlné intervaly zavedeme znaceni pro stredovou matici
A. = 3(A+A) a matici priméru Ay = 3(A— A). Pokud plati, Ze A = A, fekneme
o intervalové matici, ze je bodovd. Mnozinu vsech intervalovych matic o rozmérech
m x n budeme oznacovat TR™*".

Intervalovou matici mizeme také chapat, jako mnozinu vsech matic, jejiz prvky
odpovidaji vsem kombinacim hodnot v prislusnych intervalech.

Intervalové vektory pak mizeme povazovat za specidlni ptipad intervalovych
matic s rozmérem m X 1. Mnozinu intervalovych vektoru takového rozméru ozna-
¢ime TR".

1.2 Linearni programovani

V tloze linearniho programovani se snazime najit maximum (nebo minimum)
zadané linedrni funkce, které spliiuje zadané linedrni podminky (linedrni rovnice
a neostré nerovnice). Pomoci véty o silné dualité linedrnich programu lze vsak
dokazat, ze jde v redlnych ¢islech o stejné naroc¢nou otézku, jako nalezeni feseni
splnujici linearni podminky bez hledani optima. V této praci budeme témér vzdy
uvazovat druhou variantu bez optimalizacni funkce. Tu vyuzijeme pouze v popisu
algoritmu [11]

Casto kromé rovnic a nerovnic rozlisujeme mezi proménnymi volngmi, ty
mohou nabyvat libovolné realné hodnoty, a nezaporngmi proménnymi, ty mohou
nabyvat pouze nezdporné realné hodnoty. Linedrni program pak mizeme zapsat
pomoci matic

Ar+ By =b,Cx+ Dy <d,x > 0. (1.1)

My budeme s linedrnim programovani pracovat ¢isté jako s nastrojem a neni
ho tedy tfeba znat do hloubky. Vétsinu casu si vystacime se dvéma poznatky:

Prvni dulezity poznatek je: Zjistit, zda linedrni program (soustava rovnic tvaru
(1.1)) mé& TeSeni je polynomidlni problém.

Druhy dilezity poznatek je Farkasovo lemma. To ndm tika, jak pro kazdy
linearni program vytvorit k nému dudini linearni program. Tedy takovy, aby pravé
jeden z nich mél feseni. To se nam bude hodit pro prechody mezi jednotlivymi
typy fesitelnosti. (Obvykle ma v linedrnim programovani slovni spojeni dudlni
problém trochu jiny vyznam v souvislosti s optimalizac¢ni variantou problému.
V této praci ale pokud budeme mluvit o dudlnich soustavach, méme na mysli
pravé takovou dvojici soustav, kdy je Fesitelnd pravé jedna z nich.) Konkrétni
znéni Farkasova lemmatu tak, jak ho budeme pouzivat, je:

Véta 3 (Farkasovo lemma). Prave jedna ze soustav

Ar+ By =b,Cx+ Dy <d,x >0

ATp+CTq>0,B p+DTq=0,b"p+d qg=-1,4>0
je resitelnd.

O linearnim programovani, véetné zminénych poznatki, detailné pise A. Schrij-
ver ve své knize [9].



1.3 Definice resitelnosti intervalovych soustav

Pokud do linearni soustavy vlozime intervaly misto realnych c¢isel, dostaneme
mnozinu linedrnich programi, ktera bude obsahovat vSechny mozné realizace
intervali. Naskytnou se ndm pak dvé ptirozené otazky. Prvni je, jestli je néktery
z téchto linearnich programii fesitelny. Tomu budeme tikat slabd resitelnost. Druhéa
otazka je, jestli jsou vsSechny takové linedrni programy fesitelné. Této otazce
budeme tikat silnd resitelnost. Jak si ukazeme v nasledujici kapitole, tyto otdzky
jsou uzce propojeny, protoze mezi nimi existuje urcita forma duality.

(Symbol R{ oznacuje mnozinu realnych nezapornych éisel.)

Definice 4 (Slaba feditelnost). Necht A € IR™", B € IR™", C ¢ IR™*",
D e IR™*" ,belR™ ad e IR™ . Linedrni intervalovd soustava

Ar+By=b,Cx+Dy <d,z >0
je slabé resitelnd prdvé tehdy, kdyz formule
dJAe A,dBe€B,3C € C,dD e D,dbe b,dd e d,dz € (Rg)",ElyeR”' :
Az + By =0b,Cz+ Dy <d (1.2)
je pravdivd.

Definice 5 (Silng Fefitelnost). Necht A € IR™", B € IR™" C e IR™*",
D e IR™* b e IR™ ad € IR™. Linedrni intervalovd soustava

Az +By=b,Cxr+Dy<d, x>0
je silne resitelnd prave tehdy, kdyzZ formule
VAe A\VBeB,YVC e C,VDeD,VbebVded,Jz e (R])",Ty € R™ :

Ax+ By =b,Cx+ Dy <d (1.3)

je pravdivd.
Zajimavé je si intervaly rozdélit do dvou skupin. Budeme jim tikat slabé a
silné. Otazka AE Tesitelnosti se pak ptd, jestli pro kazdou kombinaci hodnot ze

silnych intervalil, existuje kombinace hodnot ze slabych intervali takova, aby byl
vysledny linearni program resitelny.

Definice 6 (AE fesitelnost). Necht A¥ € TR™", A7 ¢ IR™*", BY ¢ TR™"
B? € IR™™, CY ¢ IR™*", C? € IR™*", DY € IR™*™, D? e IR™*",
b” € IR™, b2 € IR™, d¥ € IR™ o d° € IR™. Linedrni intervalovd soustava
tvary

(A" + A%z + (BY + By =b" + b7,
(CY+ChHa + (D" + D)y < d” +d7,
x>0
je AFE resitelnd prave tehdy, kdyz formule
VA" € AV VBY € B".YC" € C",¥D" € D", ¥b" € b",Vd" € d°,
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JA% e A7, 3B7 e B?,3C° € C2,3D7 € D7, 3° € b2, 3d° € d°,
3z € (RH)™, Iy e R™
(AY + A%z + (BY + By = (b° +1°),
(C" + CHa 4 (D" + D)y < (d” + d?) (1.4)
je pravdivd.

Jeden z moznych hlia pohledu na AE tesitelnost je, ze mame mnozinu mnozin
linearnich programt a chceme zjistit, jestli v kazdé mnoziné je alespon jeden
linearni program fesitelny.

Otazka EA Tesitelnosti se naopak pta, jestli existuje kombinace hodnot ze

slabych intervalii takova, aby pro kazdou kombinaci hodnot ze silnych intervalt
byl vysledny linearni program fesitelny.

Definice 7 (EA feSitelnost). Necht A3 € TIR™ ", AY € IR™", B? ¢ R™ "
BY € IR™", C? ¢ IR™*", C¥ e IR™*", D? € IR™*", DY e IR™*",
b? € IR™, b” € IR™, d® € IR™ a d” € IR™. Linedrni intervalovd soustava
tvaru

(A" + A%z + (B + By =b" + b7,
(C" 4+ C¥z + (DY + DY)y < d” + d°,
x>0
je FA resitelnd prave tehdy, kdyz formule
JA7 € A3, 3B7 € B?,3C° € C?,3D° € D3, 37 e b, 3d° € d°,
VAY € AV VBY € B".VYC" € C",¥YD" € D", Wb € b",Vd" € d",
3z € (RH)™,Jy e R™
(AY + AMx + (B" + By = (b + b7),
(CY+CFa + (D" + D)y < (d" + d?) (1.5)
je pravdivd.

Obdobné jako u AE fesitelnosti jeden z moznych thli pohledu na EA fesitelnost
je, ze mame mnozinu mnozin linedrnich programu a chceme zjistit, jestli v néjaké
z téchto mnozin jsou vsSechny linearni programy resitelné.

Jak si ukdzeme v nasledujici kapitole, dualita mezi slabou a silnou reSitelnosti
se da rozsitit na dualitu mezi AE a EA fTesitelnosti. Jinak se EA fesSitelnosti

nebudeme prilis zabyvat, a radéji se budeme vénovat AE fesitelnosti a nékterym
jejim zjednodusenym variantam.



1.4 Seznam znaceni

e jednickovy vektor (vektor, ktery ma vSechny prvky 1)

a interval, nebo intervalovy vektor

A intervalova matice

a dolni mez intervalu, intervalového vektoru
A dolni mez intervalové matice

a horni mez intervalu, intervalového vektoru
A horn{ mez intervalové matice

Qe sted intervalu, intervalového vektoru

A, stfed intervalové matice

an polomér intervalu, intervalového vektoru

Ap polomér intervalové matice
diag(s) diagondlni matice, kterd ma na diagondle hodnoty vektoru s

{£1}" mnozina n-dimensiondlnich vektoru s prvky —1 a 1

R mnozina realnych cisel
Ry  mmnozina nezdpornych redlnych ésel
IR mnozina intervali



2 Znamé poznatky

V této kapitole se podivame na znamé poznatky o fesitelnosti intervalovych
soustav a jejich primé implikace. V jednotlivych podkapitolach se podivame na
slabou, silnou, AE a EA fesitelnost.

2.1 Slaba resitelnost

O slabé tesitelnosti je toho znamé asi nejvice ze vSech typt fesitelnosti, kterymi
se budeme zabyvat. Jednim z davodu je i skutecnost, ze otdzka, zda je slaba
soustava TeSitelnd, splyva s otazkou, zda ma teSeni. Rozdil mezi resitelnosti a
fesenim intervalové soustavy se projevi az u silné fesitelnosti. Silné feseni je takové
ohodnoceni proménnych, které splinuje vSechny vzniklé linedrni programy. My se
v celé praci ovsem budeme zabyvat pouze otazkou resitelnosti.

Nejdrive si slabou Tesitelnost charakterizujeme. Podle ¢lanku M. Hladika [3]
plati véta:

Véta 8 (Charakterizace slabé Fesitelnosti). Intervalovd soustava ve tvaru (1.2)
z definice [{] je resitelnd pravé tehdy, kdyz redlnd soustava

Az + By < Baly| + b,
_zx - ch S BA|y| _ba
Cx + D,y < Daly| +d, x>0 (2.1)

je resitelnd.

Z této véty ihned vyplyva, ze tento vyraz charakterizuje i slabé intervalové
soustavy tvaru

Ar+By<b,—-Axr—By < —-b,Cx+Dy <d,z >0. (2.2)

Tedy z kazdé slabé intervalové soustavy lze vytvorit ekvivalentni slabou intervalo-
vou soustavu nerovnic. V nésledujici kapitole ve vété 20| si i ukazeme, jak vytvorit
ekvivalentni slabou intervalovou soustavu rovnic s volnymi proménnymi.

Druhy vysledek charakterizace je, ze otestovani, zda ma slaba intervalova
soustava Feseni, je v NP. Pokud bychom znali sgn(y), mohli bychom pak definovat
z = |y|. Proto by platilo y = diag(sgn(y))z a charakterizaci slabé TeSitelnosti pak
milzeme prepsat na

3s € {£1}" : Az + B.diag(s)z < Baz + b,

—Ax — B.diag(s)z < Baz — b,
Cx + D.diag(s)z < Daz +d, x>0,2>0.

Diky tomu mame piimocary algoritmus na testovani slabé resitelnosti.
Testovani slabé Tesitelnosti je dokonce NP-tiplny problém, jak dokazal napriklad

J. Rohn [7]. My dokézeme NP-tézkost tohoto problému v nasledujici kapitole

pomoci prevodu problému SAT na test slabé fesitelnosti intervalové soustavy.
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Se slabou fesitelnosti souvisi problém hledani mnoziny vSech slabych feseni.
Tato mnozina je sjednoceni az 2 konvexnich mnohosténtl, proto se ¢asto misto
samotné mnoziny hleda obdlka feseni. Ta ma tvar hyperkvadru, ktery obsahuje
celou mnozinu feseni. I hledani tésné obalky je NP-tuplny problém, nastésti existuji
aproximacni algoritmy, které umi najit hyperkvadr, ktery tésnou obalku obsahuje.
Prikladem muze byt intervalovd verze Gaussovy eliminace [2] nebo Rohnova
metoda [8].

2.2 Silna resitelnost

vvvvvv

existuje forma duality mezi slabou a silnou fesitelnosti. Mizeme tuto dualitu
povazovat za rozsiteni Farkasova lemmatu do slabé a silné resitelnosti.

Véta 9 (Dualita slabé a silné fesitelnosti). Pro kazdou silnou intervalovou soustavu
existuje slabd intervalovd soustava takovd, Ze je prdvé jedna z nich Tesitelnd. A
obrdcene.

Konkrétne pro intervalové soustavy

Ar+By=b,Cxr+Dy<d,z >0 (2.3)
- - BT D' 0
—A ' p-Cqg<0, p+ q= ,q=0 (2.4)
b’ d’ -1

plati, zZe (2.3) je slabé resitelnd prave tehdy, kdyz (2.4) nend silné resitelnd, a
obracene, (2.3)) je silné resitelnd pravé tehdy, kdyz (2.4)) nend slabé resitelnd.

Diikaz. Ukazeme, jak k silné intervalové soustavé vytvorit dudlni slabou intervalo-
vou soustavu. Budeme vychazet z tvaru ((1.3)) z definice

VAe A\VB e B,VC € C,VD € D,Vb e b,Vd € d,
3z € (RH)™, Iy e R™
Ax+ By =b,Cx + Dy < d.

Pouzijeme Farkasovo lemma ve tvaru z véty [3}
VAe A\VBeB,VC e C,VD eD,Vbe b,Vded:
ﬁ(EIp eR”,3g e (R)":

ATp+CT¢>0,B'p+D"qg=0,b"p+d'q= —1).

Na zavér presuneme negaci na zacatek formule. Tim se nam prohodi obecné
kvantifikatory na existencni. Pokud zapiSeme rovnosti pomoci blokovych matic,
dostaneme negaci formule

JAe A,dBe€B,3C € C,dD e D,dbe b,dd e d:
Ip e R™, 3g € (RH)™

9



T T
AT B D (o0
p—C q¢<0, p+ q=
b' d’ —1

Tento vyraz plati, pokud slabé intervalova soustava

T T
~ATp—CTg<o0 B b [ > ()
p q_7 p+ q_ 7q_
b’ d’ —1

neni fesitelna.

Dukaz druhé casti véty je totozny, pouze bychom zacinali s obecnymi kvantifi-
katory, které bychom v pritbéhu ditkazu zménili na existencéni. Proto ho nebudeme
ani uvadeét. O

Dalsi dilezity poznatek pro silné intervalové soustavy je jejich charakteri-
zace. Uvedeme ji ve stejném tvaru, jako M. Hladik v ¢lanku [3]. Samotny dukaz
charakterizace zde uvadét nebudeme. Jeho hlavni myslenka je vyuziti duality a
charakterizace Tesitelnosti slabych intervalovych soustav.

Véta 10 (Charakterizace silné fesitelnosti). Intervalovd soustava ve tvaru (1.3)
z definice [ je silné Tesitelnd prdvé tehdy, kdyz redlnd linedrni soustava

(Ae + diag(s)An)z + (Be + diag(s)Ba)y' — (B. — diag(s) Ba)y?
= b. — diag(s)ba.
Cr+ Dy' — Dy?* < d,
z, 9ty >0 (2.5)

je resitelnd pro kazdy vektor s € {£1}™.

Diky dualité a skutecnosti, ze slaba tesitelnost je NP-tiplny problém, miizeme
o silné Tesitelnosti Tict, ze je co-NP-tuplny problém. Proto posledni poznamka pro
silnou tesitelnost, kterou v této podkapitole uvedeme, bude algoritmus testujici
postacujici podminku pro silnou fesitelnost v polynomialnim case. Algoritmus je
také podle clanku [3].

Algoritmus 11 (Postacujici podminka silné fesitelnosti).
Nejdrive vytesime linedrni program
maxa : A.x + By =0b.,Cox + Dy + ae < d,x > 0.
Pokud soustava neobsahuje nerovnice, tak ho nahradime linedrnim programem:
max «a : A.x + By = be, v > ae.

Diky tomu dostaneme jedno mozné feseni z*, y*. Pokud TeSeni neexistuje, soustava
neni silné resitelnd. Pokud linearni program neni omezeny, tak vezmeme libovolné
reseni na jeho neomezené hrané.

Nésledné vytvoifme ¢tvercovou soustavu rovnic. Pokud z] = 0, tak odstranime
-ty sloupec z A a C. Tim snizime pocet proménnych. Takto jich odstranime
maximalné n + n’ — m, protoze jinak bychom misto ¢tvercové soustavy zacali
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vytvaret predpodminénou soustavu. Pokud (A B) stéle neni ¢tvercova matice,
pridame dalsi rovnice A’z + B’y = ¥/, kde radky matice (A" B’) jsou ortogonalni
bézi jadra matice (A. B.) a b/ = A'x* + B'y*.

Pak najdeme obdlku feseni upravené soustavy

Arx+By=b, Az +By=V.

Vysledna obalka x, y neobsahuje vSechny mozna feseni soustav Az + By = b, ale
pro kazdou realizaci intervali obsahuje alespon jedno fesSeni.

Na zavér porovname nerovnosti x > 0 a Cx 4+ Dy < d, kde je hodnota
Cx + Dy spocitand pomoci intervalové aritmetiky. Pokud nerovnosti plati, tak
kazda realizace intervalii dava fesitelnou soustavu. Pokud néjaka nerovnost neplati,
nebyly jsme schopni rozhodnout.

2.3 AE resitelnost

O AE fesitelnosti se toho zatim bohuzel mnoho nevi. Protoze slaba i silna
resitelnost jsou jeji specialni pripady, tak za predpokladu, ze NP se nerovné co-NP,
nepatii ani do jedné z téchto tiid. Sice jsou znamé nékteré nutné a postacujici
podminky, ale v souc¢asnosti neni znam zadny algoritmus, ktery by byl schopny
reSitelnost rozhodnout a zaroven by se jeho doba béhu dala seshora odhadnout
exponencialni funkei.

Vime, Ze jde o Tesitelny problém. Jde totiz o specialni pripad rozhodovaciho
problému v zékladni realné algebte. Jak dokdzal A. Tarski [10]. Tento postup umi
eliminovat kvantifikatory, ale za cenu dvojité exponencialni ¢asové slozitosti.

V nasi praci se proto zamérime na specialni pripady AE fesitelnosti a zaroven se
pokusime ukazat ruzné tvary AE fesitelnosti, které zachovavaji slozitost obecného
problému. Jeden specidlni tvar, ktery je co-NP-tplny, pospal M. Hladik v élanku [4].
Ten si ukdzeme v nasledujici vété:

Véta 12 (Specidlni varianta AE soustavy). Pokud jsou Ba = 0 a DX = 0, pak je
soustava (1.4) AE resitelnd pravé tehdy, kdyz je soustava

(A7 + AY + diag(s)AX)x + (B + BY + diag(s) BX)y

(B (s)BA)
—(BZ2 + BY — diag(s)BX)y, < @ — diag(s)a},
(A + A7 + diag(s)A})x — (B; + B} + diag(s) B )y
+(B2 + BY — diag(s)BX)y» < —a” — a + diag(s)a},
(C" +CHa+ (B2 + D)y — (B} + D")yo < b + 1,

T, 91,82 2 0 (2.6)
resitelnd pro kazdé s € {+1}™.

Z charakterizace slabé TeSitelnosti (véta [8)) vyplyva, Ze test slabé Fesitelnosti
intervalovych soustav, pro které je Bo = 0 a Da = 0, je polynomialni problém.
To ndm dalo nadéji, ze AE Tesitelnost intervalové soustav je co-NP-uplny problém
pokud B2 = 0 a D3 = 0. Véta |12/ nam dokazuje, Ze to tak skutecné je.

Ve stejném ¢lanku je tato ekvivalence zobecnéna na postacujici podminku pro
obecnou AE fesitelnost:
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Véta 13 (Postacujici podminka AE feSitelnosti). Intervalovd soustava (1.4)
z definice |6 je AFE resitelnd, pokud existuje z € {:i:l}"l takové, Ze pro vsSechny
s € {£1}™ je soustava
(A7 + AV +diag(s) ANz + (B — Bidiag(z) + BY + diag(s)BX)y

— (B2 — Bidiag(z) + BY — diag(s)BY)ys <@ + a} — diag(s)a},
—(ﬂa + AV +diag(s) ANz — (B + Bidiag(z) + BY + diag(s) BX)

+ (B2 4 Badiag(z) + B! — diag(s)BX)ys < —a” — a? + diag(s)a},

(C" + C?)z + (D? — DR diag(z) + D"y
— (D] = Ddiag(z) + D)y < b+,
T, Y1,Y2 Z 0 (27)

resitelnd.

2.4 EA resitelnost

Posledni typ tesitelnosti, kterym se zde budeme alespon c¢astecné zabyvat je
EA fesitelnost. Ta je jesté méné zndma nez AE TeSitelnost. Jednim z divodu pro
to je i skutecnost, ze mezi AE a EA TeSitelnosti existuje dualita stejné jako mezi
slabou a silnou Tesitelnosti. A proto neni nutné je zkoumat samostatné.

Jesté nez si ukdZzeme samotnou dualitu, je dobré si ukazat tvrzeni o vybéru
intervalu:

Tvrzeni 14 (Vybér z intervalu). Pro z € R a formuli f plati ekvivalence:

Quey: flez+y) < Quey+az:[f(y),
kde Q zastupuje kvantifikdtor (¥, nebo 3).

Tvrzeni tiké, zZe nezalezi, jestli vybereme hodnotu z intervalu a pak k ni
pricteme realné ¢islo, nebo jestli hodnotu vybirame z jiz posunutého intervalu.
Tvrzeni nam zjednodusi nékteré dikazy, protoze nebudeme muset nékteré véty
dokazovat pro slabou a AE feSitelnost zvlast, ale véty jiz dokazané pro slabou
resitelnost budeme moci primo zobecnit pro AE fesitelnost.

Diky tomuto tvrzeni mtzeme formuli z definice AE Fesitelnosti prepsat
na ekvivalentni

VAe A" VBeB'YC € C",VYD eD" Vbe b’ Vded’,

JA € AP+ A, 3B € B4+B,3C' € C*+C,3D' ¢ D?+D, 3 € b +b,3d' € d°+d,
3z € (R, Jy e R™
A+ By=V,0'z+ D'y <d. (2.8)

Nyni mizeme rozsitit vétu o dualité mezi slabymi a silnymi intervalovymi
soustavami na AE a EA soustavy.

Véta 15 (Dualita AE a EA fesitelnosti). Pro kaZdou AE intervalovou soustavu
existuje EA intervalovd soustava takovd, Ze je prdvé jedna z mich resitelnd. A ob-
racene.

12



Diikaz. Na (2.8) muzeme piimo vyuzit dualitu slabé a silné feSitelnosti. Tim
dostaneme

VAe A" VBeB",VC € C".VD e D" Vb e b".Vd e d" :
ﬂ(VA’ e AP+ A VB eB+BVC' € CP+C,¥D' € D° + D,

VW eb 4+ b,¥d ed®+d:3IpeR™ 3ge (RH™ :
B/T D/T 0
—ATp—-C"Tg <0, p+ q= ) :
b/T d/‘l’ -1
Po tpravé uz dostaneme negaci formule testujici EA fesitelnost:
JAe€ A", 3BeB",3C € C",3D e D", e b"’,3d € d°,
VA e A+ A VB e B+ B, V(' e CP+C,VD' € D° + D,
VW eb?+b,¥d ed®+d:3IpeR™ 3ge (RH™ :
B/T D/T 0
—A,Tp—C,TQSO, p+ q=
b/T d/T -1

Stejné jako v dikazu véty [9 nebudeme dokazovat druhy smér, protoze dikaz
dostaneme pouze prohozenim kvantifikatori. O

Diky dualité mnoho vét a tvrzenich o AE fesitelnosti ma obdobu i pro EA
reSitelnost. Na takové véty a tvrzeni v nasi praci upozornime, pripadné je i
dokazeme. Jinak se ale prevazné zaméiime na AE TeSitelnost.
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3 Ekvivalence soustav a
problémiu

V této kapitole se zamérime na srovnani ruznych tvart intervalovych soustav
a ekvivalenci problémiti. V prvni podkapitole si dokazeme, ze testovani slabé
resitelnosti je NP-tézky problém pomoci prevodu SATu. Ve druhé podkapitole
dokazeme, Ze test Tesitelnosti intervalovych soustav rovnic s pouze volnymi promén-
nymi je stejné narocny, jako test resitelnosti obecnych soustav. Ve tieti podkapitole
ukazeme, jak transformovat slabou intervalovou soustavu, tak aby se vSechny
nebodové intervaly nachazeli v jedné nerovnici. Za pomoci duality pak ukazeme,
ze silné intervalové soustavy lze pretransformovat tak, aby vSechny nebodové
intervaly byly nasobeny stejnou proménnou. Ve ¢tvrté podkapitole se zamérime
na soustavy nerovnic. Vyslovime hypotézu o slozitosti testu jejich resitelnosti
a popiseme jeji variantu, kterou je mozné rozhodnout v polynomidlnim case.
V posledni podkapitole popiseme podminky pro tvary AE intervalovych soustav,
které postacuji, aby test resitelnosti takového tvaru byl ekvivalentni s testem AE
resitelnosti obecnych intervalovych soustav.

3.1 Prevod SATu

Jak jsme jiz diskutovali ve druhé kapitole, testovani slabé fesitelnosti interva-
lovych soustav je NP-iplné. V disledcich charakterizace slabé Fesitelnosti (véta
jsme jiz oduvodnovali, proc je testovani slabé Tesitelnosti v NP. Nyni si dokdzeme,
ze je i NP-tézké, pomoci prevodu problému SAT v konjunktivni normalni formeé
(CNF) na slabou intervalovou soustavu.

Nejprve si budeme muset pomoci slabého intervalu vytvorit disjunkeci:

Lemma 16 (Disjunkce s rovnosti s nulou). Necht z € RS a y € R{. Pak formule
Jae[-1,1],3zeR:z2+y+az=0,x—y+2=0

je pravdivd prdve tehdy, kdyZ x = 0 nebo y = 0.

Diikaz. Ekvivalenci rozdélime na dvé implikace:

o Implikace z hora doli: Druha rovnice nam pro dané x a y jednoznacneé
urcuje hodnotu z = y — x. Tu mizeme dosadit do prvni rovnice a dostat
tim ekvivalentni formuli

dJae[-1,1]:z+y+aly—xz)=0,
ktera je ekvivalentni k formuli
Jae[-1,1]:(1—a)z+ (1+a)y=0.

Pokud by z ani y nebyly rovny nule, tak by vyrazy 1 —a i 1 + a musely byt
rovny nule a to je spor.
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e Druhy smér implikace: Pokud je x = 0, tak mizeme vybrat z =y a a = —1.
Pak obé rovnosti plati. A pokud je y = 0, tak muzeme vybrat z = —x a
a = 1 a vtom pripadé rovnost bude také platit.

]

Pridanim treti rovnosti miizeme vytvorit z  binarni proménou a y pak bude
jejl negace:

Lemma 17 (Bindrni proménnd). Necht x € Ry a y € R{. Pak formule
Jae|[-1,1],3zeR:z2+y+az=0x—y+2z=0c+y=1
je pravdivd prdve tehdy, kdyZ x =0ANy =1 nebox=1ANy=0.

Diikaz. 'V pridané rovnici z +y = 1 se nevyskytuje z ani a, proto miizeme prepsat
formuli na ekvivalentni

r+y=1AN(Faec[-1,1],3zeR: 2 4+y+az=0,2 —y+2=0).
Ta podle predchoziho lemmatu je ekvivalentni s formuli
r+y=1A(z=0Vy=0).
S vyuzitim distributivity ziskdme formuli
(x4+y=1A2z=0)V (z+y=1 A y=0),
ktera uz je trivialné ekvivalentni s formuli

(y=1ANzx=0)V (z=1 A y=0).

Pomoci binarnich proménnych uz muzeme dokazat nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 18 (Ekvivalence slabé fesitelnosti a SATu). Kazdy vyrok v konjunktivni
normdlni formé (CNF) lze v polynomidlni case prepsat na slabou intervalovou
soustavu.

Diikaz. Kazdy vyrok V v CNF je konjunkce klauzuli C € V. Kazda takova
klauzule je disjunkce literdli ¢ € C. Kazdy literal je pak vyrokova proménna p;,
nebo jeji negace —p;. Kazdy vyrok V' se da napsat, jako

AV

ceViel

Pro nase ucely si kazdou klauzuli rozdélime na dvé ¢asti. V prvni ¢asti P(C)
budou pouze literdly, které maji hodnotu vyrokové proménné a v druhé ¢asti N(C')
budou pouze literaly, které maji hodnotu negace vyrokové proménné. S timto
rozdéleni muzeme vyrok V' zapsat jako

() ()
cev LeP(C) LeN(C)
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Ke kazdému takovému vyroku s n vyrokovymi proménnymi miizeme priradit
slabou intervalovou soustavu:

x+y+[—In>[n]220,$—y+220,$+y:€a95ZO,yZOa (31)
VCeV: > z+ Y (1—y)>1 (3.2)
LeP(c) LeN(c)

Pokud mame ohodnoceni vyrokovych proménnych, které spliuje vyrok V', tak
podle néj mize ohodnotit proménné v soustaveé:

) (@,0) ifp
(%,yz’) = {(0’ 1) if —p; .

Takové ohodnoceni podle lemmatu |17| bude spliovat podminky . Zéaroven
bude splnovat i nerovnice , protoze v kazdé klauzuli musi byt alespon jeden
literal pravdivy, proto bude alespon jedno x; = 1 nebo y, = 0 a nerovnice pak
bude splnéna.

Obracené, pokud mame Teseni slabé intervalové soustavy, tak podle lemmatu
budou z; a y; splnovat formuli (r; = 0Ay; = 1)V (z; = 1 Ay; = 0). Pak
muzeme vyrokové proménné p; ohodnotit pravdivostni hodnotou x; = 1. Protoze
je splnéna kazdé& nerovnice z , musi byt i v kazdé klauzuli vyroku V jeden
pravdivy literal. [

3.2 Rovnicovy tvar

V prvni kapitole jsme definovali linearni intervalové soustavy pomoci rovnic,
nerovnic, volnych a nezapornych proménnych. Nabizi se otazka, zda bychom je
nemohli definovat jednoduseji.

Libovolny realny linearni program lze prepsat na soustavu rovnic s nezapor-
nymi proménnymi nebo nerovnic s volnymi proménnymi. Naopak soustava rovnic
s volnymi proménnymi je v oboru realnych ¢isel jednodussi problém, ktery se da
resit rychlejsimi algoritmy. Otézka tedy je, jestli podobné situace nenastavaji i
pro AE a EA feSitelnost intervalovych soustav.

Jak vyplyva z véty test AE Tesitelnosti intervalové soustavy rovnic a nerov-
nic s nezdpornymi proménnymi je co-NP-uplny problém. Proto zcela jisté ne kazdé
omezeni na soustavu nam zachova slozitost problému. V této podkapitole si uka-
zeme, ze pro kazdou AE i EA linearni intervalovou soustavu lze v polynomidlnim
case vytvorit ekvivalentni soustavu rovnic s volnymi proménnymi polynomialni
velikosti. Nejprve si dokazeme toto tvrzeni pro slabou a silnou fesitelnost a poté
ho rozsitime i pro AE a EA Tesitelnost.

Nejdiive potiebujeme prijit se zptisobem, jak pomoci slabé intervalové rovnice
vytvorit nerovnici. Konkrétné budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma 19 (Intervalova nerovnost). Necht x € R, pak plati:

(Ja € [0,1])(ax =1) <= x> 1.
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Diikaz. Prvni krok dikazu je vyuziti charakterizace slabé intervalové soustavy.
Zbytek dikazu je uz jenom aritmetika.

(Ja € [0,1])(ax = 1) <= 0.52 <0.5]z|+1 A —0.52 < 0.5|z] —1
e 052 —1<05z] A 1- 0.5z <0.5z|
< 0.5z — 1| < 0.5||
= |z —2| < |z
— r>1

]

S timto nastrojem jiz jsme schopni libovolnou slabou intervalovou soustavu
prevést na soustavu slabych rovnic s volnymi proménnymi.

Véta 20 (Slabé soustavy rovnic). Ke kazdé slabé intervalové linedrni soustavé
ve tvaru (1.2)) z definice 4] lze v polynomidlnim case vytvorit ekvivalentni slabou
soustavu rovnic s volngmi proménnymi. Jedna z takovych ekvivalentnich soustav
je:

JAe A, dBe€B,3beb,3C € C,3D € D,3dd € d,

31 €[0,1,],3] €[0,1,),3z € R*, 3y € R” 3z, € R™, 3z, € R™ :

A B 0 0 b
x
C D [m/ 0 d +e
Yy
-1, 0 0 I, = e
Z1
0O 0 I O e
Z2
o o0 0 J e

Diikaz. Ekvivalenci nejprve dokazeme pro konkrétni vybér redlnych matic. Za-
¢neme tedy s tvarem

3z € (RY)", Iy € R” : Az + By = b,Cz + Dy < d.

V této formuli se jiz zadné intervaly nevyskytuji, proto s nim miizeme pracovat
jako s linearnim programem v realnych c¢islech.

Nejprve se musime vyporadat s nezapornymi proménnymi. To lze udélat béznou
upravou, kdy kazdou nezadpornou proménnou nahradime volnou proménnou a
pridame nerovnici z > 0. Dostaneme tak ekvivalentni tvar

JreR", Iy eR” : Ax+ By =b,Cz+ Dy < d,—z < 0.

Druhy krok je odstranéni nerovnosti. Toho bychom mohli dosdhnout pomoci
pri¢teni nezapornych proménnych k mensi ¢asti nerovnice. Tim by se nam ale do
formule vratili zpatky nezaporné proménné. Proto misto nezdpornych proménnych
pouzijeme proménné, které jsou vétsi nebo rovno jedné:

Jr e R", Iy e R”, 3z € R™, 32, € R™ :
Ar+By=bCex+Dy+2zy=d+e,—x+20=1¢e,21 > €,25 > €.
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Vyuzijeme lemma [I9] kterd nerovnosti upravi na slabé rovnice.
Jr e R, 3y € R”, 3z € R™, 3z, € R*, 3 € [0,1,v],3J € [0,1,)] :

Ar+By=bCx+Dy+I,z1=d+e,—I,x+ I,z0=e,121 =¢,Jzp =¢

Diky tomu jsme dostali tvar bez nerovnic a nezdpornych proménnych.
Zmalost této ekvivalence muzeme primo pouzit na definici 4] o slabé resitelnosti
a diky tomu dostaneme ekvivalentni formuli pro slabou resitelnost.

JAe€e A, 3B e B,3C € C,dD € D,db € b,dd € d,

Jr € R*, 3y € R” 3z e R™, 3z, € R*,3I € [0,],/],3] € [0,1,,] :
Ar+By=bCe+Dy+ I,z =d+e,—I,x+ [,z0=e,121 =¢,Jzp =€

Pokud prohodime existen¢ni kvantifikatory a rovnice zapiseme jako jednu
rovnost pomoci slozené matice dostaneme tak pozadovany tvar.

JAe A,dBe€B,dbe b, 3C € C,dD € D,dd € d,

3I€[0,1,0],3J €[0,1,],3z € R",Fy € R", 3z, € R™ 3z, € R :

A B 0 0 b
x
C D [m/ 0 d +e
Yy
-1, 0 0 I, = e
21
0O 0 I O e
Z2
o o0 0 J e

Pro silnou resitelnost plati obdobné tvrzeni.

Véta 21 (Silné soustavy rovnic). Ke kazdé silné intervalové soustave ve tvaru ((1.3)
z definice [J] lze v polynomidlnim case vytvorit ekvivalentni silnou soustavu rovnic
s volnymi proménnymi. Jedna z takovich ekvivalentnich soustav je:

VAe AYBeB,YC € C,¥YDeD,Vbeb,Vded,VI e[0,l,],YJ € [0,1,] :
Jr eR", Iy eRY, Iy € R, Iz € R™,F2p € R*, Tz e R™

X

A B b 0 0 O 0
Y

¢ D d -1, 0 0 0
y/

—I, 0 0 0 I 0 =10
21

0 0 0 1, 0o J 0
zZ2

—e" 0 =1 el el el —1
Z3
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Diikaz. Pro dokazani ekvivalence vyuzijeme duality silné a slabé teSitelnosti
z véty [9) Ta ndm da negaci tvaru:

dJAe A,dBeB,3C € C,dD e D,db € b,dd € d,
Jp e R™, 3g € (RE)™ :
BT D' 0
~A'p—Clq<0, p+ q=
b’ d’ —1
Na ten muzeme primo aplikovat vétu [20| a ziskat tak negaci

JAe€e A, 3B e B,3C € C,dD € D,db € b,dd € d,

31 €[0,1,),3J € [0,1,y],Fp € R™, Ig € R™ ,Ir; e R™ , Iry € R™

D" BT 0 0 0
d’ b' 0 0 q —1
-CT AT I, 0 pl |e
— 1 0 0 I, 71 - e
0 0 I 0 T9 e
0 0 0 J e

Znova pouzijeme dualitu, aby jsme se dostali zpatky do silné tesitelnosti:
VAe A)VBeB,VC € C,VvD € D,Vbe b,Vd € d,VI € [0,1,,],VJ € [0,1,,] :

Jy e R,y € R, Iz € R*, 32y € R™,Fzp € R*, Tz e R™

)

D d -C —-I, 0 0 0
y/

B b —-A 0 0 0 0
x

o o I, 0 I 0 =10
21

0O 0 0 Ly 0 J 0
22

0 —1 ef el el el —1
Z3

Tento tvar jiz je ekvivalentni se soustavou ze zadani. O

Obdobné véty plati i pro AE a EA intervalové soustavy. My ovsem vyslovime
a dokazeme vétu pouze pro AE intervalové soustavy.

Véta 22 (AE soustavy rovnic). Ke kazdé AFE intervalové linedrni soustavé ve
tvaru z definice @ lze v polynomidlnim case vytvorit ekvivalentni AE inter-
valovou soustavu rovnic s volnymi promennymi. Jedna z takovych ekvivalentnich
soustav je:

VA" € AV VBY € B".VC" € C".vD" € D", Wb" € b",Vd" € d",
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JA% e A7, 3B7 e B?,3C° € C2,3D7 € D7, 3° € b2, 3d° € d°,
31 €[0,1,],3J €[0,1,),3z € R*, 3y € R” 3z, € R™, 3z, € R" :

A+ A7 BY+B7 0 0 b + b
X
C"+C? D"+D? I, O d"+d>+e
Yy
-1, 0 0 I, e
21
0 0 I 0 e
Z9
0 0 0o J e

Diikaz. Véta vyplyvé z tvrzeni [14 Konkrétné z ekvivalentniho zapisu AE interva-
lové soustavy (12.8). Na ten lze pifmo aplikovat ekvivalenci z véty 20 a tak ziskat
pozadovany ekvivalentni tvar AE intervalové soustavy. [

Dtikaz pro EA intervalové soustavy by jsme vytvorili stejné, pouze by jsme
misto véty 20| vyuzili vétu [21]

3.3 Ekvivalentni tvary slabych a silnych soustav

V této podkapitole se zamérime na slabou a silnou TeSitelnost. V predchozi
podkapitole jsme si ukazali, jak upravit slabou i silnou intervalovou soustavu na
soustavu pouze rovnic s volnymi proménnymi. Tento pfevod nam vyjma poctu
podminek a poc¢tu proménnych také zvysil pocet nebodovych intervali. Proto si
v této podkapitole ukdzeme transformace slabych a silnych intervalovych soustav,
které jejich pocet naopak snizi.

Pokud se podivdme na charakterizaci slabé fesitelnosti z véty [§] tak si muzeme
vsimnout, ze NP-tézkost zplisobuji volné proménné, které se nasobi s intervaly,
a ze nesouvisi s po¢tem podminek ve kterych se intervaly vyskytuji. Ukazeme si
postup, jak slabou intervalovou soustavu s volnymi proménnymi upravit, tak aby
se vsechny intervaly vyskytovali pouze v jedné nerovnici.

O podobném vysledku psali E. Garajova, M. Hladik a M. Rada [1]. Jejich
vysledky jsou silnéjsi. Rozdil se vyraznéji projevi ve varianté pro silnou resitelnost.
Dokazali, ze pokud ma silna intervalova soustava nebodové intervaly pouze ve
vektoru, ktery se zadnou proménnou nenasobi, zustava test reSitelnosti stéale
co-NP-uplny. Nase upravena silna intervalova soustava bude vSechny nebodové
intervaly nasobit stejnou proménnou. Nebudeme pouze dokazovat ekvivalenci
slozitosti ale transformaci mezi soustavami, kterou budeme moci pouzit i pro AE
resitelnost.

Véta 23 (Zjednoduseni slabych soustav). Ke kazdé slabé intervalové soustave
existuje ekvivalentni soustava s jednou slabou intervalovou nerovnici.

Diikaz. Jak jsme jiz vidéli v predchozi podkapitole, v intervalové soustavé mizeme
nahradit nezdporné proménné volnymi pridanim realné nerovnice x > 0. A jak
vime z prvniho dusledku charakterizace slabé Fesitelnosti (véty , tak ke kazdé
slabé intervalové soustavé existuje ekvivalentni slaba intervalova soustava nerovnic.
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Diky tomu nam staci ukazat ekvivalenci pouze pro slabou intervalovou soustavu
nerovnic s volnymi proménnymi. Proto nés pocatecni tvar intervalové soustavy je

dJAe A,daca,dxr e R": Az < a. (3.3)

V prvnim kroku dikazu vyuzijeme charakterizaci fesitelnosti slabych intervalovych
soustav (véta [3)):
dr e R": Asx < Aalz] + @.

Zde nahradime absolutni hodnotu vektorem novych nezapornych proménnych y.
Pro zachovani vlastnosti absolutni hodnoty ptidame vektor s € {+1}" a novou
sadu rovnic = diag(s)y. Tim ziskame formuli

Jr e R", Jy € (RY)™, s € {£1}": A.x — Aay < @,z = diag(s)y.

Nyni se podivame na kazdou nové pridanou rovnici x; = s;y; zvlast. Protoze s;
nabyva pouze hodnot +1, mtizeme jim rovnici vynasobit a ziskat ekvivalentni tvar
yi — s;x; = 0.

Déle diky vlastnosti y; = |z;| plati nerovnice y; > x; a zaroven y; > —x; a
diky tomu je muzeme pridat k podminkdam, aniz bychom zménili pravdivostni
hodnotu formule. Naopak, pokud budeme predpokladat pouze platnost téchto
dvou nerovnosti, tak plati

Yi—x; > x; —x; =0 pokud s; =1
i Sili =
Y Yi+x; > —v; +x;=0 pokud s, = —1

— y; — siw; > 0.

Diky tomu rovnost

Y yi—siri =0

i=1
muze platit pouze, pokud y; — s;x; = 0 plati pro kazdé i. A diky tomu mutzeme
rovnice x = diag(s)y nahradit nerovnicemi

x—yﬁO,—x—ySO,—sTx—i—eTng.
Nerovnice y; > z; a y; > —x; ndm navic jesté zajisti, ze y; bude nezaporné,

takze tuto podminku uz u kvantifikatoru nepotrebujeme. Diky témto poznatktim
muzeme napsat ekvivalentni formuli pomoci blokovych matic.

A, —Aa a
L, -1, x 0
Jr e R", 3y e R", Js € {£1}": <
_In _In Yy 0
—st el 0

Abychom dikaz dokonéili, je tfeba jesté ukazat, ze {+1}" je mozné nahradit
intervalovym vektorem. K tomu opét vyuzijeme charakterizaci slabé resitelnosti.
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Prvné oddélime vektor s od zbytku matice:

A, —Aa 0 0 a

I, -1, T 0 0 T 0
dr e R", 3y e R", s € {£1}": < -

0 el st 0 0

Hodnota s;z; bude maximéalni (nezdpornd), pokud s; = sgn(z;), jinak by byla
zaporna. Proto vyraz na pravé strané nerovnice bude nastavat svého maxima,
pokud s = sgn(z) a to konkrétné hodnoty e’ |z|. Tim dostaneme formuli

A, —Aa 0 O a
I, -1, T 0 O T 0
Jr € R", dy € R": < + )
0 el el 0 0
ktera charakterizuje slabou fesitelnost intervalové soustavy
A, —Aa a
-1, T 0
ds € [—e,e],Ir € R", Ty € R™: < (3.4)
-1, -1, Y 0
s el 0
[

Obdobnou vétu lze ukazat i pro silné soustavy. Rozdil je, ze misto jedné pod-
minky s intervaly se v silné varianté budou vSechny nebodové intervaly vyskytovat
u jedné proménné.

Véta 24 (Zjednoduseni silnych soustav). Ke kaZdé silné intervalové soustave
ezxistuje ekvivalentni silnda soustava, kde se vsechny nebodové intervaly ndsobi
stejnou proménnou.

Diikaz. Obdobné jako v dikazu pro slabou fesitelnost se budeme zabyvat pouze
rovnicemi s nezapornymi proménnymi. Nerovnice miizeme nahradit rovnicemi pfi-
dédnim nezdporné proménné a z dusledku charakterizace silné fesitelnosti (véta
mizeme ze silné intervalové soustavy s volnymi proménnymi vytvorit ekviva-
lentni soustavu s nezapornymi proménnymi. Tvar silné soustavy, ze které budeme
vychéazet je
VAe AVa€a,dr e (R))": Az = a.
Podle duality je tato soustava silné fesitelnd praveé tehdy, kdyz soustava
—AT 0
JAe A, Jaca,Ipe R™: p <

a’ ]
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neni slabé feSitelnd. Na ni muzeme pouzit ekvivalenci formuli (3.3)) a (3.4)) z mi-
nulého dikazu:

CAT A% 0
a,  —aj —1
ds € [—e,e],IpeR™,FgeR™: | 1, -1, b <10
-1, —I, ! 0
st e’ 0

Dikaz zavrsime zpétnym vyuziti duality. Tak dostaneme formuli:

Vs € [—e,e], 3z € (R)", Iy € (RH)™, Ty’ € (R§)™, Tz e Ry :

x

A, -1, I, -—s Y Qe

An L, I, —e] |y - —ana
z

]

Tyto ekvivalentni transformace vyuzijeme v nasledujicich dvou podkapitolach.
Diky nim lépe pochopime slozitost testovani AE fesitelnosti intervalovych soustav.

3.4 AE intervalové soustavy nerovnic

V této podkapitole jesté zustaneme vzdéleni od obecné AE teSitelnosti a podi-
vame se na AE fesitelnost intervalovych nerovnic. Vyslovime hypotézu o slozitosti
jejich Tesitelnosti a ukazeme si jeden specialni ptipad, ktery lze fesit v polynomi-
alnim case.

O AE intervalovych soustavach s nezdpornymi proménnymi vime, ze test jejich
resitelnosti je co-NP-tplny problém (véta . Nabizi se tedy otazka, zda se test
resitelnosti AE intervalovych soustav nezjednodusi, pokut se omezime pouze na
nerovnice.

Jiz vime, zZe test Tesitelnosti slabé intervalové soustavy nerovnic je NP-tuplny
problém (dusledek véty [§ a tvrzeni . Také vime, ze test silné tesitelnosti
intervalovych soustav nerovnic je polynomialni problém. (Piimy dusledek véty
Nabizi se tedy hypotéza: Testovdani resitelnosti AE intervalovych soustav nerovnic
je NP-tiplny problém. Tuto hypotézu zatim neumime dokazat, ale podivame se na
upravu AE intervalové soustavy nerovnic, ktera by mohla uvazovani nad timto
problémem zjednodusit:

Véta 25. (Alternationi tvar AE intervalové soustavy nerovnic) Ke kazZdé AE
intervalové soustavé nerovnic lez vytvorit ekvivalentni AE intervalovou soustavu
nerovnic tvaru:

A b
VA€ A Vbeb,Ja € a,dr € R": x < ,

a’ 0
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kde matice A € IR™ " a vektory a € IR", b € IR™ jsou rizné od matic a vektori
v puvodni soustave.

Dikaz. Pro zjednoduseni dikaz budeme predpokladat, ze v soustavé jsou pouze
volné proménné. Kazdou nezdpornou proménnou miizeme nahradit volnou pro-
ménnou a jednou nerovnici.

Podobné jako v dikazu véty 22| budeme vychazet ze zapisu AE intervalové
soustavy z tvrzeni . Na ten lze ptimo aplikovat vysledek z véty . Tak

dostaneme pozadovany tvar

VD" € DY,Vd” € d”,3s € [~e,e], Ir € R", Iy € R™:

D+ D" -D3 d+d
I, I, | (= 0
—1, -1, | \y) 0
s’ el 0

Pak A odpovida blokové intervalové matici bez posledniho radku. Ten odpovida
vektoru a’. A b odpovid4 blokovému intervalovému vektoru také bez posledniho

radku. ]

Jak vime z dikazu véty , pokud nahradime vektor s € [—e, e] vektorem
z € {£1}" dostaneme ekvivalentni tvrzeni. Proto a neni tfeba vybirat z nekoneéné
mnoha moznosti, ale pouze z exponencialné mnoho. Pak je AE intervalova soustava
resitelna prave tehdy, pokud kazdy mnohostén Az < b protind nékterou z nadrovin
a'x = 0. Pokud si pohrajeme s negacemi, dostaneme tvrzeni: Neni pravda, Ze by
existoval mnohostén z Az < b, ktery mé prazdny priinik se vSemi nadrovinami
a'r = 0. Tyto formulace by mohli pomoci s diikazem hypotézy, ale zatim je
musime takto ponechat.

Proto si alespon popiseme, jak otestovat resitelnost specidalniho pripadu AE

intervalové soustavy nerovnic, kterd je tvorend nezapornou matici.

Véta 26 (AE intervalova soustava nerovnic s nezdpornou matici). Pokud pro AE
intervalovou soustavu nerovnic

(C"+CHz + (D" + D)y <d” +d?,2>0

plati nerovnost D + D3 >0, tak je resitelnd pravé tehdy, kdyz je resitelnd i redind
soustava . . .
(C"+Ce—(D"+D )y <d +d,z>0,y>0.

Diikaz. Opét budeme vychazet ze zépisu AE intervalové soustavy (2.8)) z tvrzeni
14} Pokud vyuzijeme charakterizaci slabé intervalové fesitelnosti dostaneme formuli

VC" € CY, VDY e DY Vd" € d”, 3z € (R{)",Fy € R™ :

(CY+CHa+ (D" + DIy < Dily|+d" +d .

Absolutni hodnotu nahradime novou nezapornou proménnou y’ a puvodni y =
diag(s)y’, kde s € {+1}""

VC" € CY VDY e DY, Vd" € d¥,3s € {£1}", 3z € (R)", 3y € (RY)™
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(C¥ + ™)z + (DY + DJ)diag(s)y' < DRy +d* +d.

Pokud s; = 1, tak se ke kazdé levé strané i-té nerovnice pfic¢te hodnota (BY +
Bcﬂ)i7jy;, kterd je kladnd. Pokud je s; = —1, tak se stejnd hodnota odecte. Proto pro
minimalizaci levé strany musi kazdé s; = —1. Diky tomu dostavdme ekvivalentni
soustavu

VO € CY, VDY € DY, Vd" € d”, 3z € (R])", 3y’ € (RY)"

(C"+CHr— (D" + D)y <d”+d .
Znova pouzijeme tvrzeni [I4] Tentokrat pro silné intervaly. Diky tomu dostaneme

silnou intervalovou soustavu nerovnic s nezapornymi proménnymi. Kdyz pouzijeme
charakterizaci silnych soustav z véty [10] dostaneme chtény tvar

Sw e (RY)", 3y € (R : (O + o — (D" + D)y <d’ +d

]

3.5 Ekvivalence tvarti AE intervalovych soustav

V predchozich podkapitole 3.2 jsme si ukazali, ze testovani resitelnosti inter-
valovych soustavy je ekvivalentni s testovanim fesitelnosti intervalovych soustav
rovnic s volnymi proménnymi. V této podkapitole se podivame na dalsi tvary
intervalovych soustav, které jsou ekvivalentni. Hlavné si dokazeme, Ze soustavy,
které maji vSechny slabé intervaly v jedné nerovnici s volnymi proménnymi a
zaroven maji vsechny silné intervaly v rovnicich s nezapornymi proménnymi jsou
ekvivalentni k obecné AE intervalové soustave.

Pro jednoduchost budeme vychazet z rovnicového tvaru z véty

VAe AVacea,dBeB,Fbe b,z cR": (A+ B)r=a+b. (3.5)

Nejprve si ukazeme, ze nebodové silné a slabé intervaly nemusi sdilet proménné,
ani podminky.

Véta 27 (Rozdéleni matice AE intervalovych soustav rovnic). KaZdou intervalovou
soustavu lze v polynomidlnim case pretransformovat na takovou, aby nebodové silné
a slabé intervaly nesdilely podminky, ani promenné. Jednim z takovijch upravenych
tvari je:

VAe A)Vacea,dBe B, dbeb,dr e R" dy ¢ R, d2 ¢ R":

A I, 0 z a
L, 0 —L|lyl=10], (3.6)
o -1, B z b

kde A € TIR™" a € IR™, B € IR™" a b € IR™.
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Diikaz. Podle véty [22| 1ze kazdou AE intervalovou soustavu prepsat do varu (3.5)).
Rovnice, které obsahuje, 1ze rozdélit na dvé ¢asti pomoci pridani nové proménné
pro kazdou rovnici. Tak dostaneme:

VA€ A)Vaea,dBe B, db e b,dr € R", dy € R™ :

Ar+y=a,Bx—y=0b.

Pokud chceme, aby spolu nebodové slabé a silné intervaly nesdilely proménné,
staci zavést dalsi sadu proménnych, které budou mit stejnou hodnotu jako z.

VAe A)Vaea,dBe€ B,db e b,dr ¢ R", dy € R™, 3z € R":

Ar+y=a,Bz—y=bx ==z

Tato soustava je jiz totozna se soustavou ve vété, kde je zapsana pomoci slozené
matice. O

Nyni ukazeme, jak upravit AE intervalovou soustavu tak, aby vSechny nebodové
silné intervaly byli ndsobené nezapornymi proménnymi. Tato transformace je
nejvétsi ze vsech transformaci uvedené v této préaci. Pocet podminek a proménnych
v nové soustavé je vsak stale polynomialné velky vici pivodnimu zadani.

Véta 28 (Nezaporné proménné v AE intervalovych soustavach). KazZdou interva-
lovou soustavu lze v polynomidlnim case pretransformovat tak, aby nebodové silné
intervaly byly v rovnicich s pouze nezdpornymi promennymi. Mozny tvar takové

soustavy je:
VAe A,3BeB,3beb,3zc (RH)", Iy € R" :

Ax =0,Cx + By = b, (3.7)

kde matice A € IR™™, B € IR™ ™, C' € R™*" g vektor b € IR™ jsou rizné od
matic a vektoru v puvodni soustave.

Diikaz. Podle predchozi véty, 1ze kazdou AE intervalovou soustavu v polynomial-
nim case pretransformovat na tvar . Ten budeme postupné upravovat.
Proménné x si muzeme rozdélit na kladnou z™ a zdpornou z~ ¢dst. Abychom
zajistili, Ze alesponl jedno z z; a z; bylo nulové, piiddme si vektory nezdpornych
proménnych ¢+ a ¢, které nam budou indikovat znaménko x. Chceme, aby t;
bylo nenulové, kdyz hodnota z; je kladnd, a aby ¢; bylo nenulové, kdyz hodnota
x; je zaporna. Proto priddme nerovnice t* > ot a ¢t~ > x~. Diky nezdpornosti
vektori ¢ mizeme vyuzit lemma , které ndm zajisti, Ze minimalné jedno z ¢ a
t; bude nula. Diky tomu bude i minimalné jedno z x] a x; nula. Takto upravime

soustavu (3.6)) na tvar:
VA€ AVa € a,dB € B,3b e b,3s € [—e, €],
3t e (Ry)", 3t~ € (RY)", Ju € R,
Jrt e (R)™, Iz~ € (R{)", Jy e R™, Iz € R™:
Alzt -2 )+y=a,Bz—y=bat —2~ =z,
th>att > a7t +t +diag(s)u =0,tT -t~ +u=0.
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Pokud bychom vyraz A(z* — x7) nahradili vyrazem Az™ — Ax~, vyslednd
formule by nebyla validni AE intervalova soustava, protoze by se v ni hodnoty
z A vyskytovali vicekrat a byly by na sobé zavislé. Proto potfebujeme hodnotu
A; j(x7 — ;) nahradit jinak. Nejprve si pfiddme dalsi proménné & = |z| = 2+ +2~.
(Druhé rovnost plati, protoze z;7 = 0V z; = 0.) Pak pfiddme rovnost 4; ;7; =
W;; —W;;. Kde W a W~ jsou matice proménnych, urc¢ené k uchovani praveé této
hodnoty. Pfidénim nerovnic t] > |[W;5| a t; > |W,;| zajistime, Ze pokud je z; > 0,
tak W' obsahuje hodnotu A; jz; a W;; = 0, a obrdcené, pokud z; < 0, tak W
obsahuje hodnotu A; ;z; a W;; = 0. Diky tomu mizeme hodnotu 4; ;(z; — z;)
nahradit souc¢tem I/ij + W, ;. Nasi soustavu jsme rozsirili na:

VA€ AVa € a,3B € B,3b € b,3s € [—¢, €],

It e (R))™, 3t € (RY)", Ju e R, IWT € R™" IW~ € R™*"
Jzt e (RY)™, 3z~ € (R{)™, 3z € (RY)", Iy e R"™, Tz € R™ :
Whe+We+y=a,Bz—y=ba" —a =z,
tt>att™ >t +t +diag(s)u = 0,tT =t~ +u =0,
T=x"+a,

Vie {1.m},Vj € {l.n}: A ;7; = W5 = W,

Vie {l.m},Vje{l.n} tf > W5 t7 > W t;7 > W t7 > W

Zvj’ J — i’j’ J 7‘7j7 J — Zvj7

Takovato soustava jiz je témér v pozadovaném tvaru. Jednim z problémi je vyskyt
nerovnic. Ten lze vyTesit pridanim dalsich nezapornych proménnych. Dalsim
problémem je vyskyt volnych proménnych v rovnicich A, ;7 = VV;; - Wi Ty
se uz ale nevyskytuji u intervalii, a tak tento problém mizeme vytesit pridanim

vz 7z 7 v /. . . . _ + —
dalsich nezdpornych proménnych a rovnici upravit na A;;r; = U, — U;; a
U5 —U; = W5, — W, Poslednim problémem je vektor silngch intervalt v rovnici
Wte+W~e+y = a. Ten mizeme opét vytesit pfiddnim nezdpornych proménnych

arovniccv=1,r"—r"=avaWre+ W e+y=rt—1r".
Takto upravena soustava uz je tvorena pouze rovnicemi, a vsechny nebodové
silné intervaly se vyskytuji pouze v rovnicich s nezdpornymi proménnymi. [

Zbyva nam upravit tento tvar tak, aby vSechny slabé intervaly byly v jedné
nerovnici:

Véta 29 (Zjednoduseny tvar AE intervalovych soustav). KaZdou intervalovou
soustavu lze pretransformovat tak, aby nebodové silné intervaly byly ndsobeny pouze
nezdpornymi promennymsi a vsechny nebodové slabé intervaly se nachdazeli pouze
v jedné nerovnici. MozZny tvar takové soustavy je:

VAc A Fbeb 3z e (R, IyeR" : Az =0,b"y <0,Cz+ Dy < d,

kde matice A € IR™™, C e R™>*" D e R™*" g vektory b € IR, d € R™ jsou
riuzné od matic a vektori v puvodni soustavé.
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Diikaz. Zacneme ekvivalentni formuli (3.7)) z pfedchozi véty. Tu si upravime na
soustavu nerovnic s volnymi proménnymi:

VAeA,HBleB,HBQeB,EIbeb,Elxe]R”,ElyeR"':

A 0 0

-A 0 0
x

C DB <| b
Y

—C —Ds —b

-1, 0 0

Tato formule neni validni AE intervalova soustava, protoze hodnoty z A se v ni
pouzivaji vicekrat a jsou proto na sobé zavislé. Presto pro konkrétni A je soustava
korektni slabou intervalovou soustavou a muzeme vyuzit vétu 23] Tak ziskdme
formuli:

VAe A 3s' €[—e,€],3s € [—e,e],Fz € R*, Iy e R” 32’ e R", Ty e R :

A 0 0 0 0
-A 0 0 0 0
C B 0 —Ba b
—-C —-B., 0 —Ba T -b
-1, 0 0 0 Y < 0
I, 0o -, O x 0
0 I 0 —Iy Yy’ 0
-, 0 -1, O 0
0 —-Iy 0 —ILy 0
st st el el 0
Prvni dva tadky jsou ekvivalentni s rovnici Ax = 0. Paty rddek nam dava

r € (RF)™. Diky tomu, pokud je splnéna Sestd sada nerovnic je splnéna i ta osma.
Proto ji mizeme odebrat. Po téchto tipravach dostavame zjednodusenou formuli

VA e A, 35 €[—e,e],3s € [—e,e], 3z € (RF)", Iy € R”, 32’ e R, Ty e R

C B. 0 —Ba b
-C —-B. 0 —Ba T -b
1, 0 -1, 0 Y 0
Ar = 07 S )
0 ]n/ 0 —In/ ZL’/ 0
0 —In/ 0 —]n/ y’ 0
ST st el el 0



ktera je jiz validni AE intervalova soustava. Z charakterizace slabé resitelnosti
(Véta vyplyva, ze pokud je tato formule pravdiva, je pravdiva i pro s = [—e, e| =
—e.

Tteti sada nerovnic ndm dava nerovnost x < z’. Jedina dalsi nerovnice, kde
se 2’ vyskytuje, je ta posledni, kde se snazime minimalizovat e z’. To minimum
nabyva pro 2’ = x. Tim se ndm posledni nerovnice zjednodusi na s'y +e'y’ < 0.
Dostavame tak pozadovany tvar

VA e A,3s € [—e,e], 3z € (R)", Ty € R™, 3y € R" :

C B, —Ba b
-C —-B. —B —b
Az =0,5Ty+eTy <0, T+ I
0 [n/ —[n/ y’ 0
0 —1,, =1, 0

]

Tato véta nam rika postacujici podminky pro tvary AE intervalovych soustav,
které jsou ekvivalentni k obecnym AE intervalovym soustavam z definice [6] Pokud
takova soustava obsahuje rovnice nebo nezaporné proménné, slabou nerovnici ¢i
rovnici a nékolik silnych rovnic, tak testovani jeji resitelnosti je stejné obtizné, jako
testovani AE fesitelnosti pro obecné soustavy. Zajimava tvaha je, jak jsou tyto
podminky tésné. Neni vylouceno, ze v ekvivalentni soustavé miizou byt vSechny
silné intervaly nasobeny stejnou proménnou, obdobné jako u silnych intervalovych
soustav podle véty [24]
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4 Implementace testovani
resitelnosti intervalovych soustav

V posledni kapitole si popiseme balicek aeintlin pro MATLAB. Jak jsme disku-
tovali v predchozich kapitolach, neni znam zadny exponencialni algoritmus, ktery
by byl schopny otestovat AE Tesitelnost linearnich intervalovych soustav. Proto
jsme v knihovné aeintlin naimplementovali nékteré nutné a postacujici podminky
obecné AE resitelnosti spolecné s nutnymi, postacujicimi i charakterizacnimi pod-
minkami pro jeji specidlnich varianty. Vétsinu z naimplementovanych podminek
jsme detailné popisovali ve druhé kapitole.

V této kapitole si postupné popiseme uzivatelskou dokumentaci, programator-
skou dokumentaci a na zavér numericky otestujeme tispésnost nutnych a postacu-
jicich podminek.

4.1 Uzivatelska dokumentace

Instalace

Pro instalaci naseho balicku je tfeba pridat rozbalenou slozku aeintlin do cesty
MATLABu pomoci funkce addpath('cesta/ke/sloZzce/aeintlin/') a zavolani
funkce startaeintlin. Ta ptida vsechny ostatni dilezité cesty. Tyto dva prikazy
lze pouzit primo v REPLu MATLABu, ve skriptu, nebo ve startup skriptu vaseho
MATLABu.

Pro pouzivani balicku aeintlin je také zapotiebi mit jiz nainstalované balicky
Optimization Toolbox a Intlab.

Optimization Toolbox je balicek vyvijeny firmou MathWorks, ktera vyviji i
samotny MATLAB a je sifen jako add-on. Proto pro jeho instalaci stac¢i primo
v programu MATLAB v karté HOME oteviit Add-Ons. Vyhledat balicek podle
nazvu a stahnout ho. V nasem balicku se pouziva pouze interné pro testovani
fesitelnosti redlnych linedrnich programii. Blizsi informace lze ziskat na webovych
strankach https://www.mathworks.com/products/optimization.html.

Druhy zminény — Intlab — je potfeba nejen pro vnitini fungovani balicku,
ale zaroven i pro vytvareni vstupt pro jednotlivé funkce testujici resitelnost. My si
ukazeme pouze nékolik uziteénych funkcei, které nam Intlab nabizi, pro vytvareni
vstupt. Blizsi préci s Intlabem, véetné instalace, popisuje napiiklad Horacek [5].
Dalsi informace lze ziskat na webovych strankach https://www.tuhh.de/ti3/
rump/intlab/.

Vytvareni matic

Pro testovani Tesitelnosti intervalovych soustav potrebujeme umét vytvaret
objekty reprezentujici intervaly, intervalové vektory a intervalové matice. K tomu
nam Intlab nabizi tii zakladni funkce:

o infsup(z, Z) vytvoii interval [z, T],

e midrad(z., xa) vytvori interval [z, — za, z. + A,
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e a intval(x) vytvari bodovy interval [z, x].

Vstupy pro vSechny tyto funkce muzou byt skalarni hodnoty, vektory i matice.

Pro reprezentaci AE intervalovych soustav je navic v balicku aeintlin objekt
AE(AY, A7), ktery representuje soucet silnych a slabych intervalll, stejné jako je
v definici @ Pokud je AY, nebo A7 bodové intervalovi matice obsahujici pouze
nulovou matici, 1ze ji nahradit prazdnou matici []1. Uvedeme pér prikladi vytvoreni
AE intervalovych matic, které budeme pouzivat i v dalsich prikladech.

K = AE(infsup([0, 11, [1, 11), infsup([5, 01, [5, 11))
L = AE(infsup([1, 0], [1, 11), infsup([-1, 11, [1, 11))
M = AE(infsup(0, 1), [1)

t = AE(infsup(0, 1), infsup(0, 1))

Testovani AE resitelnosti
Vstupem pro testovaci funkce je intervalova soustava zapsand pomoci matic:
Ar+ By =0b, Cx+Dy<d, x>0. (4.1)
Priméarni vystup vsech testovacich funkci v balicku je celé cislo s vyznamem:

e 1 — soustava je Tesitelna,

e 0 — soustava neni Tesitelna,

e -1 —Tesitelnost soustavy nebyla rozhodnuta kvili vnittni chybé,

e -2 — nutna ¢ postacujici podminka nebyla schopna rozhodnout zda je

soustava resitelna.
Nejobecnéjsim funkce pro testovani AE resitelnosti je
aesolvable(A, B, b, C, D, d, usesufnec).

Implementuje postacujici podminku z véty Zaroven pokud B =0a D3 =0,
funkce vyuziva vétu |12/ a je diky tomu schopna resitelnost rozhodnout jednoznacné.

Pokud argument usesufnec neni roven 0, nebo je vynechan, tak pred vyuzitim
implementace téchto vét se vyzkousi nutna

aesolvablenec(A, B, b, C, D, d)
a postacujici
aesolvablesuf(A, B, b, C, D, d)

podminka. Ty je mozné spoustét i samostatné. Jsou vybrané tak, aby je bylo
mozné rychle spocitat.

Nutna podminka je splnéna, pokud pro stredy silnych intervalii existuje vybér
ze slabych intervali takovy, aby vyslednd soustava byla reSitelna. Jinak feceno
zafixujeme stredy silnych intervali a pak otestujeme slabou fesitelnost soustavy
pomoci funkce weaksolvable, o které budeme mluvit.

Postacujici podminka je splnéna, pokud pro vSechny kombinace hodnot ze
silnych intervalti po vybéru stfedi ze slabych intervalii dostaneme vzdy fesitelnou
soustavu. Tedy naopak zafixujeme stredy slabych intervali a otestujeme silnou
resitelnost soustavy pomoci funkce strongsolvable.

Vsechny tii tyto funkce je mozné spoustét pouze s prvnimi tfemi argumenty:.
Pak testuji resitelnost pouze AE intervalové soustavy rovnic.

Priklady uziti funkci aesolvable, aesolvablenec, aesolvablesuf:
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>> aesolvable(X, L, t, [1, [1, [1)

ans =
1
>> aesolvable(M, [], t)
ans =
0
>> aesolvable([], [1, [1, M, [I, t)
ans =
1
>> aesolvablesuf(K, L, t, [1, [1, [1)
ans =
1
>> aesolvablenec(M, [], t)
ans =
-2

Ctvrta implementovand funkce
AEneqpos(C, D, d)

vyuziva vétu a umi rozhodnout tesitelnost AE intervalové soustavy nerov-
nic pokud plati D7 + DY > 0. Pokud tato podminka neni splnéna, vrati vzdy
hodnotu -2.

Priklad uziti:

>> AEneqgpos(M, [], t)
ans =
1

Testovani silné resSitelnosti

Pro slabou a silnou fesitelnost (specidlni pripady AE fFesitelnosti) obsahuje
balicek samostatnou sadu funkeci. Nejdiive se podivame na testovani silné slozitosti.
Primarni nastroj v balicku pro testovani silné slozitosti je funkce

[res, cer] = strongsolvable(A, B, b, C, D, d, usesufnec).

Resitelnost silné intervalové soustavy (4.1 je rozhodnuta podle charakterizacni
véty [I0] Stejné jako ve funkci aesolvable, pokud argument usesufnec neni
roven 0, nebo je vynechan, tak pred vyuzitim implementace této véty se vyzkousi
nutna

strongsolvablenec(A, B, b, C, D, d)
a postacujici
strongsolvablesuf(A, B, b, C, D, d)

podminka. Na rozdil od aesolvable funkce strongsolvable vraci dvé hodnoty.
Prvni hodnota je ¢islo urcujici resitelnost a pokud soustava neni fesitelnd, druha
hodnota obsahuje certifikat o nefesitelnosti. Ten se da pouzit pro zavolani funkce

[A, B, b, C, D, d] =

strongsolvablecounterexample(A, B, b, C, D, d, cer),
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ktera vrati redlnou soustavu, ktera je obsazena v ptuvodni intervalové soustave a
zaroven neni fesitelnd.

Funkce pro nutnou a postacujici podminku lze opét volat samostatné. Nutna
podminka je splnéna, pokud soustava vytvorend ze stredil intervali je Tesitelna.
Postacujici podminka je testovdna algoritmem [11}

Opét vsechny tfi funkce testujici silnou resitelnost je mozné spoustét pouze
s prvnimi tfemi argumenty. Pak testuji silnou fesitelnost pouze intervalové soustavy
rovnic. Navic k strongsolvable jsou pripravené jesté tii alternativni funkce
s rtiznou kombinaci parametrii pro uzsi varianty intervalovych soustav:

e pro obecnou soustavu: strongsolvable(A, B, b, C, D, d),

e pro soustavu rovnic: strongsolvable(A, B, b),

e pro soustavu s volnymi proménnymi: strongsolvablegen(B, b, D, d),

e pro soustavu rovnic s volnymi proménnymi: strongsolvablegen(B, b),

e pro soustavu nerovnic: strongsolvableneq(C, D, d),

e pro soustavu nerovnic s volnymi proménnymi: strongsolvableneq(D, d),

e pro soustavu s nezapornymi proménnymi: strongsolvablepos(A, b, C, d),
e pro soustavu rovnic s nezapornymi proménnymi: strongsolvablenpos(A, b).

Uvedeme si nékolik prikladi uziti téchto funkei pro intervalovou soustavu

([1,2] 0, 1]) v =[0,1], <[—1, 1] 2) r<1

a soustavu [0, 1]z = 1:

>> strongsolvable([], infsup([1, 0], [2, 11), infsup(0, 1),
(1, infsup([-1, 2], [1, 2]), infsup(l, 1))

ans =

1
>> strongsolvablegen(infsup(0, 1), infsup(1, 1))
ans =

0

>> strongsolvablesuf ([], infsup([1, 0], [2, 1]), infsup(0, 1),
[1, infsup([-1, 21, [1, 2]), infsup(1, 1))
ans =
1
>> strongsolvablenec([], infsup(0, 1), infsup(1, 1), [0, [I, [1)
ans =
-2

Testovani slabé resitelnosti

Uzivatelskou dokumentaci zavrsime popisem funkci testujicich slabou resi-
telnost. Tato sada funkci je analogicka k sadé funkci testujici silnou resitelnost.
Jména funkci se lisi pouze prefixem:

e pro obecnou soustavu: weaksolvable(A, B, b, C, D, d),

e pro soustavu rovnic: weaksolvable(A, B, b),

e pro soustavu s volnymi proménnymi: weaksolvablegen(B, b, D, d),

e pro soustavu rovnic s volnymi proménnymi: weaksolvablegen(B, b),

e pro soustavu nerovnic: weaksolvableneq(C, D, d),

e pro soustavu nerovnic s volnymi proménnymi: weaksolvableneq(D, d),
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e pro soustavu s nezapornymi proménnymi: weaksolvablepos(A, b, C, d),
e pro soustavu rovnic s nezapornymi proménnymi: weaksolvablenpos (A, b),
o nutnd podminka: weaksolvablenec(A, B, b, C, D, d),

o nutnd podminka pro soustavu rovnic: weaksolvablenec(A, B, b),

o postacujici podminka: weaksolvablesuf (A, B, b, C, D, d),

o postacujici podminka pro soustavu rovnic: weaksolvablesuf (A, B, b).

Jedind funkce ze silné Tesitelnosti, ktera nemé svoji variantu pro slabou te-
sitelnost je funkce vytvarejici protipriklad. Vytvoreni fesitelné soustavy béhem
testu pomoci charakterizace slabé soustavy je vypocetné jednodussi. Proto druha
hodnota, kterou vraci funkce weaksolvable je Cell array s prikladem Tesitelné
soustavy (cer == {A, B, b, C, D, d}).

Postacujici podminka je splnéna, pokud soustava vytvorena ze stiedii interval
je Tesitelna. Jako nutna podminka je vyuzita dualita silné a slabé tesitelnosti
spolecné s postacujici podminkou z testu silné resitelnosti.

Ukazeme si priklad testovani slabé fesitelnosti intervalové soustavy

1,2] 1
Tr =
[0,1] —1
a soustavy
0,1 1
01 -
[—1,0] -1

>> weaksolvable([], infsup([1; 01, [2; 11), intval([1; -11), [I, 0O, [
ans =

0
>> weaksolvableneq(infsup([0; -1], [1; 0]), infsup([1l; -11, [1; -11))
ans =

1
>> weaksolvablenec([], infsup([1; 0], [2; 1]), intval([1; -11))
ans =

0
>> weaksolvablesuf ([1, [1, [1, [1,

infsup([0; -11, [1; 01), infsup([1; -11, [1; -11))

ans =

4.2 Programatorska dokumentace
Balicek aeintlin je tvoTen Sesti ¢astmi, které jsou kazda ve své slozce:

» general: obsahuje funkce testujici obecnou AE fesitelnost,
e scripts: obsahuje numerické testy,

« strong: obsahuje funkce testujici silnou fesitelnost,

o test: obsahuje unit testy balicku,

e utils: obsahuje pomocné funkce,

» weak: obsahuje funkce testujici slabou fesitelnost.
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V kotenovém adresari je pouze funkce startaeintlin, kterad pridava podslozky
do cesty MATLABu. Lze ji také spustit s argumentem startaeintlin(1). Diky
tomu se do cesty pridaji i slozky scripts a test, které pro bézné pouzivani
balicku nejsou treba.

Obsahy slozek general, strong a weak jsme podrobné popisovali v uzivatelské
casti dokumentace. Skriptiim s numerickymi testy se budeme podrobné vénovat
v pristi podkapitole. Proto si v této podkapitole podrobné popiseme pouze unit
testy a pomocné funkce.

Funkce ve sloZce utils

Mezi pomocnymi funkcemi jsou dvé upravené assert funkce. Funkce
assertisinside(V, I)
testuje, jestli redlna matice V je obsazena v intervalové matici I. Funkce
assertisvalidlinsystem(A, B, b, C, D, d)

testuje, zda ma zadana soustava koherentni velikosti matic. Napriklad, jestli se
pocet proménnych v rovnicich a nerovnicich nelisi.
K vyuzivani duality napri¢ balickem slouzi funkce

[A, B, b, C, D, d] = farkaslemma(A, B, b, C, D, d)
a funkce
[A, B, b, C, D, d] = farkaslemmarev(A, B, C, D).

Prvni zminéna z intervalové soustavy vytvori dudlni soustavu. Druha zminéna
naopak z dualni soustavy vytvori puvodni soustavu. Toho se vyuziva ve funkci
strongsolvablecounterexample.

Funkce

dispim(A, B, b, C, D, d)

slouzi k jednoduchému zobrazeni celé intervalové soustavy. Slouzi hlavné v unit
testech pro vypsani soustavy, kvili které test neskoncil tspésné.
Dalsi pomocné funkce jsou

[A, B, b, C, D, d] = normalize(A, B, b, C, D, d)

[A, B, b, C, D, d] = aenormalize(A, B, b, C, D, d).

V MATLABuU mohou existovat prazdné matice, které maji nulovy pouze jeden roz-
mér. Naptiklad ones (0, 3) vytvofi prazdnou matici velikosti 0 x 3. To komplikuje
implementaci nékterych testt resitelnosti. Tyto dvé funkce v parametrech dosta-
nou intervalovou pripadné AE intervalovou soustavu a vrati upravenou soustavu,
kde vsechny prazdné matice maji velikost 0 x 0.

Posledni soubor ve slozce utils neni funkce ale objekt Onesvec. Ten slouzi
pro implementaci iterace ptes vektory z {£+1}". Mezi properties obsahuje hod-
notu Value, kterda obsahuje konkrétni hodnotu s € {£1}". Pomoci funkce next
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dostaneme nésledujici hodnotu. Pomoci funkce reset dostaneme prvni hodnotu a
zacneme iterovat od zacatku. Pokud pouzijeme logicky not a dostaneme pravdivou
hodnotu, znamené to, ze uz jsme vyzkouseli vsechny mozné hodnoty z {£1}".
Navic pomoci isempty se mizeme zeptat, zda obsahuje néjakou nenulovou hod-
notu. Ve skutecnosti Onesvec vytvari vektory z {—1,0,1}. V algoritmech, kde se
objekt pouziva, mohou nastat situace, kdy na hodnoté nékterych prvka nezélezi.
Napriklad pokud se vzdy nasobi s nulovym fadkem. Proto se pti jednotlivych
iteracich hodnota téchto prvkia neméni. To, které prvky budou nulové, se rozhodne
pri volani konstruktoru Onesvec(vec), kde vec je redlny vektor cileného rozméru,
ktery ma hodnoty 0 pravé na pozicich nulovych prvkia. Ostatni budou mit v prvni
iteraci hodnotu 1. Objekt Onesvec je vyuzit v implementaci vSech exponencialnich
algoritmu v balicku.

Unit testy

Neékolik zakladnich testii je v souboru basicfunctionality.m. Tyto testy
jsou dostatecéné jednoduché, aby sli rozhodnout tvahou. Zaroven nékteré testy
jsou inspirované prevodem ze SATu podle tvrzeni [18]

V souboru randomizetests.m se pak nachazeji testy, které vyuzivaji nahodné
generovana data. Nahodné soustavy se generuji funkcemi

[A, B, b, C, D, d] = randin(x, y, e, n, m, r)

[A, B, b, C, D, d] = randinae(x, y, e, n, m, r).

Ty vytvori soustavu s x nezdpornymi proménnymi, y volnymi proménnymi, e rov-
nicemi, n nerovnicemi, stied kazdého intervalu je uniformé vybran z intervalu
[—m, m] a polomér je uniformé vybran z intervalu [0, r]. K vytvareni intervalo-
vych matic vyuzivaji funkci randm(h, w, m, r), kde m a r maji stejny vyznam a
hxw jsou rozméry vytvorené matice.

Pro testovani spravnosti funkci pro slabou a silnou fesitelnost se vyuziva jejich
dualita. Pro AE Tesitelnost tyto testy spise testuji, ze funkce nevyhazuji vyjimky,
nez spravnost funkce jako takovou, protoze je obtizné najit druhy zpiisob jak
resitelnost vstupu otestovat.

4.3 Numerické otestovani tispésnosti nutnych a
postacujicich podminek

K numerickému testovani jsme vyuzili skripty ve slozce scripts, kde se nacha-
zeji 1 vystupy jednotlivych skripti. Pro obecnou AE fesitelnost jsme porovnavali
uspésnost obou implementovanych postacujicich podminek. Nasledné jsme pro
slabou a silnou resitelnost testovali tspésnost postacujici a nutné podminky.

Pro kazdou skupinu testi jsme predem vybrali sadu riznych tvara soustav.
V tabulkéch s vysledky testu jsou rozméry jednotlivych soustav ve tvaru: (po-
cet mezapornych promennijch):(pocet volnijch proménngch):(pocet rovnic):(pocet
nerovnic). Pro kazdy takovy tvar soustavy je ndhodné vygenerovano N soustav.
Stred kazdého intervalu v generované soustaveé je uniformé vybran z intervalu
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[—m,m] a jeho polomér je uniformé vybrén z intervalu [0, r], pro pfedem vybrané
hodnoty m a r. Pro testy reSitelnosti nejsou dilezité konkrétni hodnoty m a r,
ale pouze jejich pomér r/m, proto v tabulkach s vysledky testi — na rozdil od
vystupt skripti — budeme uvadét pouze tento pomeér.

Testovani AE resitelnosti

vvvvvv

z vety [13| i¢innéjsi nez primocard podminka implementovand v aesolvablesuf.
K tomuto testu slouzi skript aecompare.m a vystup tohoto skriptu je uloZen
v souboru ae.txt. Ten je z ¢asti prepsan do tabulky

Testovali jsme 28 rtznych tvari soustav a pro kazdou jsme jich vygenerovali
1000. Z toho polovinu s pomérem r/m = 0.1 a druhou polovinu s pomérem
r/m = 0.01. Tvary soustav jsme vybirali tak, aby byly zastoupeny rtizné kombinace
poctu rovnic, nerovnic, volnych a nezdpornych proménnych.

V tabulce je na kazdém tadku rozmér soustavy, pocet soustav spliujici libovol-
nou postacujici podminku a pomér soustav, které z nich splnuji pouze podminku
z véty [13] vyjaddieny v procentech. Tyto hodnoty jsou spocitéany zvlast pro soustavy
s pomérem 0.1 a 0.01.

Zajimavym ukazem je skutecnost, ze soustavy, které by splnovali pouze posta-
¢ujici podminku z aesolvablesuf, ale nespliiovali by podminku z véty [13] jsou
velmi vzacné. V nasem skriptu byly vygenerované pouze dvé takové a to mezi
soustavami se tfemi rovnicemi a tfemi volnymi proménnymi. Proto pocet soustav,
pro které byla tspésna pouze funkce aesolvablesuf v tabulce neuvadime.

Nahlédnutim do dat také zjistime, ze pocet soustav, které véta |13 oznaci za
resitelné, se zménou poméru r/m piili§ neméni. Bohuzel z nich nejsme schopni
zjistit, zda je tispésnost véty stejnd nezavisle na poméru, nebo se tispésnost méni
spolecné se skuteénym poctem resitelnych soustav.

Naopak je jednoznacné vidét, ze pomeér soustav, které je schopna oznacit za
reSitelné pouze podminka z véty , s klesajicim pomérem r/m klesd. To neni
prilis prekvapivé, protoze pro r = 0, je uspésnost jednodussi postacujici podminky
stoprocentni. To podporuji i zkusenosti z praxe. Kdyz poc¢itdme s nepresnymi
daty s dostatecné malymi rozptyly a z intervali vybereme hodnoty blizké jejich
stfedtim, casto dostaneme dostatecné blizky vysledek.

Testovani slabé a silné resitelnosti

Numerické testy slabé a silné fesitelnosti jsou ve skriptech weakcompare.m a
strongcompare.m. Jejich vystupy jsou uloZzeny ve weak.txt a strong.txt. Ty
jsou prepsané do tabulky pro slabou Tesitelnost a pro silnou FeSitelnost.

V téchto numerickych testech jsme se zamérili na tispéSnost nutnych a po-
stacujicich podminek pro intervalové soustavy rtznych rozmért. Na rozdil od
obecné AE ftesitelnosti jsme schopni rozhodnout fesitelnost kazdé soustavy, a
proto muzeme testovat jejich ispésnost a ne je pouze porovnavat mezi sebou.

Pro kazdy rozmér soustavy jsme generovali 1000 priklada podle predem vy-
braného m a r. Ty jsme vybirali tak, aby alespon tretina prikladi byla fesitelna a
alespon tretina prikladii Tesitelna nebyla. V tabulkach s vysledky je ke kazdému
typu soustavy kromé jejiho tvaru a poméru r/m také pocet fesitelnych soustav,
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r / m=0.1 r / m = 0.01

5 Splnujici Splnujici
Rozméry Resitelné pouze Resitelné pouze
soustavy vétu vétu

0:3:3:0 476 15.5% 500 3.0%
0:5:5:0 477 40.5% 496 4.2%
0:8:8:0 449 68.4% 493 6.9%
1:3:3:1 358 32.1% 361 3.0%
2:5:5:2 371 52.3% 348 5.2%
4:8:8:4 319 85.9% 296 13.9%
3:3:3:3 329 34.7% 310 1.9%
5:5:5:5 300 57.0% 319 5.3%
8:8:8:8 294 88.1% 292 13.4%
3:1:1:3 338 15.4% 341 2.6%
5:2:2:5 304 29.3% 305 2.3%
8:4:4:8 308 55.5% 310 8.4%
3:0:0:3 356 7.6% 333 0.0%
5:0:0:5 312 15.7% 310 1.0%
8:0:0:8 286 18.9% 282 3.5%
10:0:0:10 302 29.8% 298 2.0%
0:4:3:3 235 52.3% 230 6.1%
0:7:5:5 262 76.0% 239 8.8%
0:12:8:8 293 92.5% 307 13.4%
0:3:0:6 325 18.2% 323 2.2%
0:5:0:10 320 34.7% 324 4.6%
0:8:0:16 293 50.9% 320 6.2%
2:2:3:0 378 22.5% 380 0.3%
3:3:5:0 229 58.1% 237 5.5%
4:4:8:0 31 100.0% 26 30.8%
6:0:3:0 344 17.7% 323 1.5%
10:0:5:0 308 36.7% 321 3.1%
16:0:8:0 279 57.0% 278 4.3%

Tabulka 4.1: Vysledky testti postacujicich podminek AE fesitelnosti.
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pomeér tesitelnych soustav, které splnuji postacujici podminku, v procentech a
pomeér neresitelnych soustav, které byly tspésné odmitnuty nutnou podminkou,

také v procentech.

Prvni trividlni pozorovani z vysledki je, Ze nutné a postacujici podminka slabé
resitelnosti se chova obdobné jako postacujici a nutna podminka silné fesitelnosti.
To je diky dualité mezi témito typy resitelnosti, ktera se vyuziva i v implementaci

téchto podminek.

Kdyz se podivame na tspésnost podminek zalozenych na algoritmu L1} zjistime,
ze dosahuje vyrazné lepsich vysledkii u soustav rovnic s volnymi proménnymi, nez
kdyz soustava obsahuje nerovnice ¢i nezaporné proménné. To se projevilo i u prvni
varianty implementace nutné podminky pro slabou tesitelnost. Pro ni jsme vyuzili

. Uspésnost Uspésnost
Rozméry Pomér Resitelné postacujici nutné
soustavy r/m soustavy podminky podminky
0:5:6:0 0.08 601 0.0% 76.2%
0:8:10:0 0.08 552 0.0% 27.5%
0:10:13:0 0.08 481 0.0% 5.0%
2:5:7:0 0.03 466 51.9% 7.9%
3:8:11:0 0.03 448 24.1% 0.0%
4:10:14:0 0.03 471 13.4% 0.0%
5:5:9:0 0.05 565 33.6% 0.0%
8:8:15:0 0.05 507 7.9% 0.0%
10:10:19:0 0.05 515 2.1% 0.0%
0:5:3:5 0.03 662 79.0% 16.6%
0:8:4:1 0.03 573 63.0% 0.7%
0:10:5:1 0.05 472 30.7% 0.0%
0:5:0:1 0.05 544 73.2% 2.4%
0:8:0:2 0.05 497 55.5% 0.0%
0:10:0:2 0.05 518 42.9% 0.0%
0:5:5:1 0.01 556 87.1% 91.2%
0:8:8:2 0.03 547 41.9% 6.6%
0:10:10:4 0.05 605 11.2% 0.0%
5:5:5:6 0.02 584 81.2% 1.7%
8:8:8:9 0.01 620 85.0% 1.6%
10:10:10:1 0.01 453 73.3% 0.0%

Tabulka 4.2: Vysledky testii iispésnosti nutnych a postacujicich podminek slabé

resitelnosti.
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jinou formu Farkasova lemmatu, kterd misto rovnice b'p +d'q = —1 z véty
obsahovala nerovnici b'p+d'q < —1. To zptisobovalo, ze nutnou podminku slabé
reSitelnosti nesplnovaly pouze jednotky z vygenerovanych soustav.

Podminky, které jsou zalozené na tesitelnosti stiedl intervalli, naopak nejsou
uc¢inné pro rovnice s volnymi proménnymi, ale pro soustavy obsahujici nerovnice
nebo nezaporné proménné jsou prekvapivé uspésné. Aby pro silnou soustavu
rovnic s volnymi proménnym byla takova podminka tspésna, musela by soustava
vytvorend ze stiedl intervalii byt tvorena matici s mensim rankem, nez je pocet
rovnic. A pravdépodobnost, ze takovou matici nahodné vygenerujeme, je nizka.

Obdobnéa tvaha plati i pro slabou fesitelnost.

5 Uspésnost Uspésnost
Rozméry Pomeér Resitelné postagujici nutné

soustavy r/m soustavy podminky podminky
0:5:5:0 0.08 545 89.9% 0.0%
0:8:8:0 0.05 420 79.0% 0.0%
0:10:10:0 0.03 486 85.8% 0.0%
0:5:5:1 0.01 426 72.1% 91.3%
0:9:8:2 0.02 527 5.3% 50.3%
0:11:10:3 0.01 359 8.6% 75.4%
0:8:5:5 0.04 564 0.5% 39.4%
0:13:8:8 0.03 504 0.0% 32.3%
0:16:10:10 0.02 573 0.0% 37.0%
4:3:5:0 0.03 575 16.9% 74.1%
8:4:8:0 0.02 483 6.2% 73.3%
10:5:10:0 0.01 525 7.0% 83.2%
10:0:5:0 0.04 495 4.8% 73.1%
16:0:8:0 0.02 506 3.2% 77.5%
20:0:10:0 0.01 512 3.9% 87.9%
1:5:5:1 0.05 461 7.6% 47.9%
2:8:8:2 0.03 381 1.0% 53.6%
3:10:10:3 0.01 548 4.6% 73.5%
5:5:5:5 0.03 476 1.1% 65.8%
8:8:8:8 0.02 420 0.2% 69.3%
10:10:10:10 0.01 485 0.0% 79.2%

Tabulka 4.3: Vysledky testii ispésnosti nutnych a postacujicich podminek silné

resitelnosti.
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Z.aver

Na zacatku préce jsme shrnuli zndmé poznatky o AE TeSitelnosti intervalovych
soustav. Vénovali jsme se i jejim specidlnim pripadim, slabé a silné Tesitelnosti.
Zopakovali jsme razné nutné a postacujici podminky jejich resitelnosti. Néekteré
zjednodusené varianty jsme i charakterizovali.

V ¢ésti prace vénované novym vysledkiim jsme ukazali novy dukaz dokazujici
NP-tézkost tesitelnosti slabych intervalovych soustav. Nésledné jsme se vénovali
ekvivalentnim tupravam. Popsali jsme, jak intervalové soustavy transformovat na
soustavy rovnic s volnymi proménnymi, jak ze slabé intervalové soustavy vytvorit
takovou, kterd bude mit vSechny nebodové intervaly v jedné nerovnici, a jak
naopak ze silné intervalové soustavy vytvorit takovou, kterd méa vsechny nebodové
intervaly u stejné proménné. Popsali jsme specialni pripad AE intervalovych sou-
stav nerovnic, jejichz tesitelnost 1ze otestovat v polynomialnim case. Na zavér této
¢asti jsme popsali sérii uprav, ktera zachovava reSitelnost AE intervalové soustavy.
Nové vytvoreny tvar nam pak dal lepsi vhled, které varianty AE intervalovych
soustav jsou ekvivalentni s obecnou variantou a které mohou byt jednodussi.

V ¢asti prace s novymi vysledky jsme i vyslovili hypotézu o casové slozitosti
testovani AE fesSitelnosti intervalovych soustav nerovnic. Tu se nam nepodarilo
dokazat, ale navrhli jsme zjednoduseny tvar tohoto problému, ktery by mohl vést
k dikazu této hypotézy.

Soucasti této prace byla i implementace nutnych, postacujicich a charakteri-
zacnich podminek Tesitelnosti intervalovych soustav, které jsme v praci popsali.
Ty jsme zapouzdrili do balicku aeintlin pro prosttedi MATLAB, pomoci kterého
jsme numericky otestovali ispésnost nutnych a postacujicich podminek.
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