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ABSTRAKT

Tato diplomova prace se zabyva jednou z neeuklidovskych geometrii, nazyvanou taxikarska
geometrie, a poskytuje tak materidl vhodny ke studiu této problematiky, aniZ by kladla velké
naroky na matematické znalosti ¢tendre. Je totiz podobna euklidovské souradnicové geometrii.

Dosavadni vyzkum ukazuje, Ze pozorovanim vlastnosti Gtvart a formulovianim hypotéz
v neeuklidovskych geometriich mohou Zici a studenti 1épe rozvijet své pochopeni euklidovské
geometrii. Je navic zndmo, Ze v matematice jsou definice nedilnou soucdsti pochopeni pojmii,
ale Casto nejsou zaky a studenty spravné pouzivéany. Tato price proto zkoumd a poskytuje da-
kazy o tom, jak Zici prenaseji své stavajici poznani do prostredi taxikarské geometrie a ana-
lyzuje, jak mohla pfipadné tato jejich Cinnost pfispét k lepSimu porozuméni pojmu a definic,
a to diky castym krizovym momentim, na které zde narazeli. Poskytuje navic i dikazy o tom,
Ze prizpusobovanim a pfenasenim znalosti mezi euklidovskou a taxikarskou geometrii dochézi
u zaku k interakci mezi jejich stavajicimi a nové nabytymi schématy. Toto propojeni muZe pod-
porit vznik koherentnéjsich a 1épe strukturovanych kognitivnich schémat, ktera jsou zakladem
pro pokrocilej§i matematické mySleni a schopnost aplikovat ziskané poznatky i v jiném kon-
textu. Pf1 ndvrhu vhodnych pedagogickych aktivit byla pouZita teorie APOS a teoretické ramce
pro vzdjemnou interakci schémat.

Vysledky prace ukazuji, Ze zaclenéni taxikafské geometrie do vyuky matematiky muze obo-
hatit vzdélavani zaka a pfispét k jejich lepSimu matematickému mysleni a porozuméni geome-
trickym pojmutim.

KLICOVA SLOVA

Taxikarska geometrie, neeuklidovska geometrie, APOS, schéma, predstava pojmu, definice
pojmu.



ABSTRACT

This master’s thesis focuses on one of the non-Euclidean geometries known as Taxicab geome-
try, providing material suitable for studying this subject without imposing significant demands
on the reader’s mathematical knowledge. It is akin to Euclidean coordinate geometry.

Existing research indicates that by observing the properties of shapes and formulating hypo-
theses in non-Euclidean geometries, students can develop a better understanding of Euclidean
geometry. It 1s also known that, in mathematics, definitions are integral parts of understanding
its concepts, and yet students often use them incorrectly. Therefore, this thesis examines and
provides evidence of how students transfer their existing knowledge into the realm of Taxicab
geometry and analyzes how this activity could potentially contribute to a better understanding
of concepts and definitions, taking into account frequent misconcepts students encountered the-
rein.

Additionally, it provides evidence that by adapting and transferring knowledge between
Euclidean and Taxicab geometries, students engage in interaction between their existing and
newly acquired schemas. This connection can support the development of more coherent and
better structured cognitive schemas, which are fundamental for achieving a more advanced
mathematical thinking and being able to apply acquired knowledge in different contexts. The de-
sign of suitable pedagogical activities drew upon APOS theory and theoretical frameworks for
schema interaction.

The results of the thesis demonstrate that integrating Taxicab geometry into mathematics
education can enrich students’ learning experience and contribute to the enhancement of their
mathematical thinking and understanding of geometric concepts.

KEYWORDS

Taxicab geometry, non-Euclidean geometry, APOS, schema, concept image, concept definition.
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Uvod

Matematika je casto povazovina za veédu, kterd nds vede k logickému usporadani svéta: k ,logu*.
.,Logos® zde znamend v pavodnim feckém smyslu ,legein® nejen ,,slovo™ nebo ,rozum®, ale
také ,,usebrat”. Heidegger pak k tomuto terminu pfidava dali dimenzi — ,,uvlastnit®, tedy po-
chopit néco tak, Ze to pfijmeme za své. KdyZ se ponofime hloubé&ji do matematiky, zjistime, Ze
jeji podstata spociva v abstrakci. Aristotelova koncepce abstrakce jako ,legein” — schopnosti
vybrat a pojmenovat — se rozsifuje u Piageta o ,,reflexivni abstrakci®, ktera zahrnuje schopnost
uvédomovat si v prib&hu poznavani vlastni mySlenkové procesy a nakonec toto nové poznani
LHuvlastnit™,

Historie matematiky je sama o sobé takovym prikladem reflexivni abstrakce. Od empi-
rickych poznatkil starych Egypt'ana, ktefi pouzivali praktickou geometrii pro zemémericstvi
a stavby, az po revoluéni koncepty neeuklidovskych geometrii, zde ve své podstaté sledujeme
cestu lidského poznani. Kazdy novy matematicky objev a koncept je vysledkem reflexe a abs-
trakce pfedchozich znalosti. Tato evoluce myslenek ukazuje, jak se toto lidské myS§leni neustile
vyviji a prohlubuje.

Definice pojmt se Casto lis{ od naSich ptedstav o nich, coz plati obzvlasté v geometrii, kde
vizudlni aspekt hraje silné dominantni roli, coZ je hluboce zakofenéno v historickém vyvoji
lidského mozku. Evoluce ¢lovéka totiz davala prednost rozvoji vizualniho systému jako pro-
stfedku k preZiti. Zrakové centrum mozku se tak vyvijelo déle a podstatné drive neZ vyssi raci-
onalni funkce umoziujici reflexi a abstraktni mysleni. To se pak odrazi v tom, jak lidé pfistupuji
ke geometrickym problémiim a pojmum, kde vizudlni vnimani Casto prevlada nad analytickym
a racionalnim uvazovanim.

Podle Piageta se ¢lovék uci neustalym porovnavanim. Taxikarskd geometrie, specificky druh
geometrie zaloZeny na odliSné metrice nez euklidovskd geometrie, je bohata na tyto kontrasty,
nabizi nim tim mnoho mozZnosti pro toto porovnavani a naslednou reflexi. Stejné jako nase
predstavy o svété mohou byt rizné, ale dokud nedojde ke stietu riznych ndzora, nejsme schopni
provést reflexi a zménit svij pohled na véc. Tato geometrie nds tak nejen uc¢i netradi¢nim zpu-
sobem o prostoru a vzdalenostech, ale také nam nabizi filozoficky pfesah: nase vnimani reality
muzZe byt odli$né, teprve konfrontace riznych perspektiv nis vede k jejimu hlub$imu pochopeni.

Cilem této diplomové prace je prozkoumat taxikafskou geometrii jako prostfedek k porozu-
méni geometrickym pojmiim na stiedni Skole. Prace je rozdélena do dvou Casti: prvni cast se
zabyva matematickymi vychodisky, druha ¢ast se zaméfuje na didaktické aspekty a didakticky
experiment.

Prvni cast se sklada ze Ctyr kapitol. Prvni kapitola nam poskytuje motivaci, jak by mohla
tato geometrie obohatit vyuku matematiky na stfedni Skole prostfednictvim zminéného kon-
trastu s euklidovskou geometrii a podnitit tim Zaky k aktivnimu a kritickému mysleni v sou-
vislosti s matematickymi definicemi a jejich aplikaci. Ve druhé kapitole se zabyvame velmi
struénym popisem historického vyvoje geometrie od praktickych méfeni ve starovékém Egypte,
pres analyzu fecké axiomatiky a Euklidovych Ziklada, polemiku kolem patého postuldtu, az po
vznik neeuklidovskych geometrii. Tato kratka historicka vsuvka nam otevira prostor k zamys-



leni se nad evoluci lidského poznani. Kapitolu uzavirime pojednidnim o moznych pfistupech
ke geometrii, které ndm pomahaji prekrocit nase Cisté intuitivni predstavy o ni. Ve treti kapi-
tole se vénujeme pojmu metrika a metricky prostor. Pomoci intuitivniho pristupu zde uvadime
ruzné piiklady metrik v roviné, pficemz na piikladu kruznice ilustrujeme, jak se jeji podoba
prekvapivé méni v zavislosti na daném meéteni vzdalenosti. Nakonec vysvétlujeme pojem ma-
nhattanska (taxikarskd) metrika, ktery je zasadni pro tuto praci. Pomoci ni a uvedené metrické
definice euklidovské geometrie pak jiZ vstupujeme do svéta taxikarské geometrie. Ve ctvrté
kapitole zkoumame rozdily mezi taxikarskou a euklidovskou geometrii, s durazem na platnost
axiomu sus. Poukazujeme zde na skutecnost, Ze nejkratsi cesta mezi dvéma body v této geome-
trit nemusi byt vZdy jedind. Sledujeme také, jak se ndm v tomto svété méni podoba znamych
geometrickych utvart, jako jsou kruZnice, osa tsecky, elipsa, parabola a hyperbola. Tim i upo-
zornujeme na mozné nedostatky naSich intuitivnich predstav. Zabyvame se také konstrukcemi
techto mnozin bodu, ke kterym pristupujeme pres mnozinu nejkratich cest.

Didakticka Cast se sklada ze Ctyr kapitol. V prvni kapitole zde predstavujeme teoreticka vy-
chodiska, pfi¢emz klademe dutiraz na psychologické a vzdélavaci teorie. JelikoZ je cela tato prace
koncipovana v duchu konstruktivismu, thned v ivodu se zabyvame vysvétlenim tohoto pojmu
jakoZto pristupu, ktery klade duraz na konstrukei pozndni skrze mentdlni modely a schémata.
Pokracujeme sezndmenim s Piagetovou teorii pozndvéani prostiednictvim procesu abstrakce,
akomodace a asimilace, které formuji naSe mentalni reprezentace svéta. V kontextu taxikarské
geometrie pro nds totiz bude dulezité, aby jedinec adaptoval sva existujici mentdlni schémata
(akomodace) na nové typy prostorovych vztaht a pravidel (abstrakce), které jsou odli$né od eu-
klidovské geometrie. Tento proces je podporovan asimilaci novych informaci do jiZ existujicich
kognitivnich struktur. Nasleduje popis teorie APOS (Action, Process, Object, Schema), ktera
navazuje na Piagetovo uceni a umoznuje nam pochopit mentalni struktury a mechanismy po-
znavaciho procesu se zaméfenim na interakci mezi riznymi schématy. Poté se snazime objasnit,
co jsou to v geometrii pojmy a jejich mentalni obrazy, a upozornit na skute¢nost, Ze jedinci maji
Casto predstavy o pojmech, které nejsou v souladu s formalnimi definicemi. Tento problém pak
podrobnéji vysvétlujeme prostfednictvim teorie Talla a Vinnera (concept definition a concept
image), kterd naim pomaha objasnit, jak Zaci vnimaji matematické pojmy a jak je vést k jejich
presnému a hlub§imu porozuméni. Podaviame také vysvétleni, pro¢ ma u zdku vizualni aspekt
silny vliv na jejich pfedstavy pojmu v kontextu takzvanych Fischbeinovych figurdlnich pojmu.
Snazime se rovnéz osvetlit, pro¢ se Zaktim na hodindch geometrie Casto zda, jako by na né uci-
tel mluvil jinym jazykem, a to v kontextu van Hielovy teorie uceni. Pro taxikarskou geometrii
rovnéz poskytujeme vhodnou alternativu pro neeuklidovské geometrie.

Druha kapitola této ¢asti se zamétuje na popis didaktického experimentu, ktery ma za cil
ukazat, jak by zaclenéni taxikarské geometrie do stfedoskolského vzdélavaciho procesu mohlo
prispét k porozuméni geometrickym pojmum. Formulujeme zde dvé vyzkumné otazky. V prvni
z nich se snaZime zjistit, jak Zaci v ramci pripravenych aktivit prenaseji a aplikuji své osobni
definice geometrickych pojmu, jako jsou kruznice, elipsa, parabola, hyperbola a osa tsecky,
které ziskali béhem svého stfedoskolského studia, do kontextu taxikarské geometrie, a analy-
zovat, jak tyto aktivity mohly pfispét k jejich porozuméni témto pojmim. Ve druhé otizce se
pak snazime zjistit, zda je mozné na zakladé vhodné navrZenych aktivit v prostredi euklidovské
a taxikarské geometrie, které byly sestaveny v kontextu teorie APOS a s ohledem na vzijem-
nou interakei schémat, dosahnout toho, aby Zaci ztematizovali pojem ,kruZnice* a byli schopni
odvodit jeji rovnici v maximdlni metrice. Ve tieti a Ctvrté kapitole se zabyvame nejdiive struc-
nou reSer$i a poté popisem aktivit k jednotlivym vyzkumnym otdzkam, pribéhem experimentu,
analyzou jeho vysledkt v kontextu poskytnutych teoretickych ramet a zavére¢nymi zjisténimi.
V pité kapitole pak poddvime odpovédi na vyzkumné otizky. Sestd kapitola se zabyvi moz-



nymi ndvrhy pro pokracovani vyzkumu v této oblasti. Posledni kapitola obsahuje shrnuti celé
prace s ohledem na matematicka a didakticka vychodiska.
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Cast I

Matematicka vychodiska
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Kapitola 1

Motivace

Matematika je ndstrojem pro reSeni problému. Je to zpusob modelovani. Je svym vlastnim ja-
zykem. Matematici jsou inovatofi. Jsou tvurci problému a jsou hledaci feSeni. Presto se spousta
naseho vzdélavani v matematice skldda z postupt a ndavodu, které se lze naucit mechanickym
opakovanim. Zdci jsou pak schopni je jen aplikovat bez skute¢ného pochopeni. Jak ale pre-
klenout onu propast od bezduchého napodobovani ke schopnosti pouzivat matematiku k feSeni
naro¢néjSich problémt? Klicem je porozuméni matematice. Jen Zici, ktefi chdapou, pro¢ dané
postupy funguji, je mohou dale aplikovat v novych a odliSnych situacich. Otiazkou vsak je, ja-
kym zptisobem zajistit toto porozuméni a co muzeme v této oblasti my, ucitelé matematiky,
zlepsit?

Zika nelze chdpat jako pouhou pasivni nddobu matematickych znalosti. Je to naopak prdvé
on, kdo musi tyto své matematické znalosti poskytnuté v ramci riznych situacich na hodindch
vytahnout z kontextu a znovu je rekonstruovat. I kdyZ se miiZeme zjednodusené bavit o preddvani
znalosti, a dokonce je mozné v kaZdé generaci rozpoznat podobny klastr stejnych znalosti, jsou
to prave oni Zdci, kteri jsou zaméstndani pretvdarenim a rekonstrukci matematickych znalosti
generace svych rodicit a kteri ve svém diisledku strukturuji a prevadéji matematické znalosti do
Jiného kontextu, z néhoz ho mohou zase generace jejich déti vytahnout a zasadit do iplné jinych
souvislosti a vytvorit znalosti nové. “Bishop (Bishop a kol., 1992, vlastni preklad ). !

Matematické definice ndm slouZi jako zdkladni stavebni kameny pro porozuméni matema-
tickym pojmtim. Je vSak otizkou, zda Zici dokdazou pojmy, které se naucili, definovat a jakou
roli vubec hraji definice v ramci jejich porozuméni. Ukazuje se, Ze ucitelé by se v ramci podpory
porozuméni v matematice méli snazit zasit seminko rigor6znéjiiho pfistupu k zduraziovani
vyznamu definic a jejich pouzivani jiz dfive, nez zacnou tito Zaci navstévovat vysokoskolské
kurzy, v nichz se hojné objevuji dikazy. Podnécovinim zaku k formulacim a pouzivinim definic
v ramci problémovych tloh tak muzeme podporit porozuméni danym matematickym pojmtim
a pomoci tak odhalit pfipadné nedorozuméni ¢i mezery v porozuméni. Budeme-li u nich zdu-
raznovat dualezitost pochopeni ,,pro¢*, nikoli jen ,,jak", mizeme tim podpofit i rozvoj jejich
kritického mysleni a zlepsit jejich schopnosti aplikovat matematiku v riiznych kontextech. Sa-
motnd historie je ndm piikladem toho, Ze pravé kontext je v matematice velmi dulezity. Na-
priklad dobfe zndma véta, ktera rikd, ze soucet Gihlu v trojihelnika je roven 180°, neplati vzdy.

IThe pupil is not to be thought of as a receptive vessel for mathematical knowledge. On the contrary the
pupil is the person who must decontextualise and reconstruct the mathematical knowledge from the contextualised
situation offered in the classroom. Although we can glibly talk of 'knowledge transmission’, and although it is
clearly possible to recognise similar knowledge existing in consecutive generations, it is the pupils in any one
generation who are busy recreating and reconstructing the mathematical knowledge of their parents’ generation
and who in their tum structure and recontextualise the mathematical knowledge into situations within which their
children’s generations can do their own de-contextualising and re-creation of the knowledge.
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Je sice pravdiva v euklidovské geometrii, ale neni pravdiva v neeuklidovské geometrii. Mala
modifikace predpokladi muze totiz vést k novym, ponékud prekvapivym zaveérum.

ProtoZe v8ak tradicni euklidovskd geometrie dobre souzni s nasim vlastnim pojetim fyzické
reality, jsme naklonéni véfit, Ze matematika je pouhym odhalenim toho, co vidy existovalo.
Zici tak &asto mohou vnimat pojmy euklidovské geometrie jako néco, co je pfece samoziejmé,
dokud nedostanou pfileZitost se setkat s okolnostmi, které budou odporovat jejich dosavadni
predstaveé. Seznameni s jakoukoliv jinou geometrii mtize pomoci poukdzat na fakt, Ze pravé
kontext je v matematice velmi dulezity, prohloubit porozuméni samotné euklidovské geometrii
a navic 1 ukazat, Ze matematika je vlastné tvorbou lidské mysli a vyjadfenim svobody lidského
ducha.

Dobre znamé neeuklidovské geometrie, které jsou sice dost jednoduché, aby je Zici na
stredni §kole pochopili, maji tendenci byt az prili§ odlisné od euklidovské geometrie, aby pro né
byly dostatecné atraktivni. Naopak dobfe zndmé neeuklidovské geometrie, které jsou dostatecné
podobné euklidovské geometrii na to, aby vyvolaly pripadny zdjem zaku, maji zase tendenci byt
prili§ obtizné. Nastésti existuje neeuklidovskd geometrie, ktera z néjakého zahadného duvodu
unikla systematickému zkoumani a publikovini, a kterd by mohla byt zaktim pfistupnd jak ve
své velmi konkrétni formé, tak v zakladni struktute, kterd je velmi blizka euklidovské geometrii
(Krause, 1973). Tou je taxikarska geometrie, jejimz modelem je méstska geografie, se kterou
zaci prichazi bézné do kontaktu. UcCiteli tak umoZnuje integrovat znamé pojmy a jejich definice
do feSeni skutecnych problémi a situaci v takovém kontextu, se kterym maji zaci kazdodenni
zkuSenosti. Nendsilnou a pfirozenou cestou je muze dovést k poznani existence jinych geome-
trif, ¢imz se roz8ifi i jejich pohled na nové sméry a oblasti matematiky. Geometrie z taxikéarské
perspektivy je plnd porovnavani a kontrastu a je to velmi ucelny ndstroj k tomu, aby donutil
zdka se na chvili zastavit a pfehodnotit to, co se doposud (ne)naucil. Muze také podnitit zdra-
vou diskusi o definicich a pojmech, coz zakiim umozni tyto koncepty 1épe pochopit a osvojit si
je novym a netradi¢nim zptsobem.
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Kapitola 2

Pocatky geometrie

2.1 Historie jako zrcadlo rozumu

.Lze nahliZet na vzdélavani v matematice jako na dé€jinami matematiky nastinénou (evolucni)
vétev, kterd vyrtstd na zakladé jakychsi skrytych pfedpokladd, jak se matematika sama o sobé
vyviji a jak na n1 mame pohliZzet?* (Benediktova, 2011, str.173).

»~Zoologové fikaji, Ze embryonalni vyvoj zvifete opakuje ve velmi kratké dobé celé déjiny
jeho predki v rozsahu geologickych obdobi. Zda se, Ze je tomu stejné s vyvojem rozumu. Ucitel
musi nechat projit Zaka tim, ¢im prosl jeho predci. Rychle, ale bez vynechani nékteré etapy.
K tomu pak ndm maji byt prvnim voditkem déjiny védy (Poincaré, 2010, str. 33)*.

Celou historii vyvoje matematiky od starovéku az po soucasnost lze povazovat za piiklad
procesu reflexivni abstrakce (Piaget, 1985, str. 149).

,Prvni matematické teorie v geometriii vznikaly ve snaze porozumét nasemu svétu. Ge-
ometrické poucky jako podobnost trojihelniku ¢1 Pythagorova véta nevznikaly jako vyplody
prace abstraktni matematiky, ale jako ndstroj pro vymérovini redlnych ttvarud. Jejich pravdivost
nebyla prvotné zalozena na dokazatelnosti z néjakych axiomu, ale na tom, Ze fungovaly pfi
aplikaci na realny svét (Krtous, 2011, 69).°

Abstraktni pojmy matematiky dnes predstavuji obrovsky pokrok, avsak skute¢né porozu-
méni jejich vyznamu neni mozné bez znalosti historického vyvoje. Tento vyvoj jasné ukazuje,
Ze matematické abstrakce nejsou pouze "svobodnym vytvorem cistého rozumu", ale spise syn-
tézou mnoha konkrétnich fakta, které odrazeji zakony redlného svéta. Abstraktni matematické
teorie prindseji skutecny pokrok védy, pouze pokud vedou k feSeni novych praktickych pro-
blému.(Pavlicek, 1953, str. 5).

Je proto nutné, aby si tak kazdy z nds byl dobfe védom toho, Ze matematika nemuze byt
nikdy chdpana oddélené od obklopujici reality, od praxe, ale na druhé strané také toho, Ze v du-
sledku vysokého stupné abstraktnosti matematiky neni jeji vztah k praxi vZdy bezprostiedni,
nybrz je Casto aZ pozdéji zprostiedkovan jinymi védeckymi a technickymi disciplinami (Pavli-
cek, 1953, str. 14).

Matematici tak v prubéhu historie nejen vyvijeli nové matematické myslenky a postupy, ale
také reflektovali a zdokonalovali existujici, coZ vedlo k postupnému pokroku v matematickych
znalostech a porozumeéni.
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2.2 Vliv Egypta a Mezopotamie na starovékou reckou geo-
metrii

Z hlediska etymologie vychazi slovo geometrie (fecky geometrein) z méteni Zeme a je védou,
ktera vznikla pravé k tomuto tucelu. Zacala se rozvijet jiZ pfed mnoha lety v Egypté, a to s prv-
nimi zeméméfici. Ti byli povéfeni pfesnym méfenim pozemka po povodnich Nilu a jiz tehdy
pouzivali Pythagorovu vétu. Na papyru z Rhindu (obr. 2.1) a z Moskvy lze najit vypocty obsaht
a objemu ruznych geometrickych dtvaru (Cajori, 2010). Ve stejné dobé se v davné Babylénii
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Obrazek 2.1: Rhindiiv matematicky papyrus (2000 pf. n.l)
https://www.mathematicsmagazine.com/Articles/AncientMathematicalTexts.php

(Mezopotamie) postupné vyvinuly geometrické znalosti, které dokonce prekonavaly ty egypt-
ské. Babyl6nané kromé vypocti obsahti a objemu navic zdarné mérily i thly a znaly trigonome-
trické vztahy, tyto vypocty pak provadeéli s Ciselnym systémem o zakladu 60. Cela matematika
tohoto obdobi vSak byla charakterizovana pfisné dogmatickym pristupem. Nejstarsi ucebnice
(obr. 2.2) pouze ukazovaly, a to bez zduvodnéni, postupy feSeni konkrétnich geometrickych
uloh a zdkladni otidzkou veSkerych problému bylo ,JAK?* a ne .PROC?* (Lavicka, 2007).
Proto zde nelze jesté hovorit o geometrii jako o véde.

2.3 Recka axiomatika

Reckd matematika pak predstavovala velmi dileZitou zménu ve zptisobu mysleni. Babyléfiané
a Egypt'ané sice provadeéli konkrétni vypocty, jako napiiklad méfeni ploch pozemku nebo vy-
Sek pyramid, vychazeli viak pouze na zdkladé empirickych zkuSenosti. Az Rekové byli schopni
vytvaret abstraktni pojmy a mySlenky a zavedli do matematiky dikaz, kterému mohli viechny
dosavadni ,,pravdy* podrobit. Pravdépodobné to pak byl Thales z Milétu (640-546 pf. n. L.),
kdo na svych cestach pozoroval rozpory v prehelénské matematice - napfiklad v egyptskych
a babylonskych pravidlech pro vypocet obsahu kruhu - a diky tomu si uvédomoval i duleZitost
prisnéjsiho raciondlniho pfistupu. Zavedl tak systém geometrie, kdy misto méreni fyzickych
objektu hodnotil vlastnosti abstraktnich tvard. Umoznilo mu to poté prozkoumavat hutny mix
vSech téch geometrickych postupt, pravidel a empirickych vzorcu, které byly predavany z Ba-
bylénie a Egypta, a vytvofit v nich systém a poradek. Zacina tak vznikat teoretickd matematika.
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Obrazek 2.2: Vlevo: Tabulka obsahujict pythagorejské trojice (Plimpto-
nova sbirka na Kolumbijské univerzit€). Uprostied: Vyryté pozndmky o vypo-
¢tu obsahu kruhu (Babylonsk4 sbirka na Yale University). Vpravo: Vyryté po-

zndmky o vypoé&tu plochy lichob&Zniku (Babylonsk4 sbirka na Yale University).
Zdroj:https://shroudedscience.medium. com/
ancient-mathematical-origins-c59096bd2920

Tento pristup vSak vyzadoval jiz presné definice pojmu, o které by se pri odvozovani a doka-
zovani dalSich skutecnosti dalo opiit. Kresby a schémata jiz mély jen pomocnou roli a nebyly
prostredkem k ovérovani poucek (Mlodinow, 2001).

V obdobi helénismu, v egyptském mésté Alexandrii, dosdhli fecti matematici ohromujicich
vysledki. Ptolemaios I. zde polozil zdklady dvéma institucim, které ji ucinily prednim centrem
vzdélanosti po nékolik dalSich generaci. Bylo to muzeum a knihovna (dnes znidma jako Ale-
xandrijska knithovna, nejvétsi a nejslavnéjsi knthovna starovéku). Obé instituce byly hojné pod-
porované nejen jim samotnym, ale 1 jeho synem Ptolemaiem II., ktery do tohoto vyzkumného
centra privedl vyjimecné ucence z riznych oblasti. Mezi nimi byl i Euklides, autor nejispéSnéjsi
ucebnice matematiky, ktera kdy byla napsana. Ta nesla nazev Zaklady (Mlodinow, 2001). Ma-
tematika, a zeyména geometrie, tak zacala byt postupné chapana jako samostatna véda a zacala
se rozvijet s presné danymi a pevnymi pravidly.

2.4 Eukleidovy Zaklady

Euklides (3. stol. pf. n. 1.) byl v§znamnym matematikem starovékého Recka, ktery se snazil
systematicky shromazdit a usporadat vS§echny znamé geometrické vysledky své doby. Jeho vy-
znamnym piinosem v tomto oboru predstavuje jiz zminéné dilo s nazvem ,.Zdklady". Tento
matematicky traktdt je sloZen z tfindcti knih, z nichz kazda obsahuje sled vét tykajicich se
geometrie, aritmetiky a algebry. VSechny tyto knihy maji stejny zpusob vykladu. Nejprve jsou
definovany pojmy, které se v dané knize zminuji, poté nasledu;ji postulaty (poZadavky) a obecné
principy, které jiZ Aristoteles nazyval axiomy. Dalsi poucky, které jsou v jednotlivych oddilech
obsazeny, jsou poté odvozeny na zdkladé téchto definic, postuldti a axiomu. Jednotlivé véty
jsou nejdiive formulovany, potom se konstatuje, co je dino a co je tfeba dokdzat. Nasleduje
dikaz se vSemi odkazy na pfedchozi véty, postulity a axiomy. V3e je zakonceno zopakova-

nim a standardni formuli ,,Coz bylo tfeba dokazat”, konstrukce pak spojenim ,,CoZ bylo tfeba
provést™ (Halas, 2016).
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Obrazek 2.3: Fragment papyru Euklidovych Zdklada.
(zdroj:-https:personal .math.ubc.ca/~cass/Euclid/papyrus/tha. jpg)

Celkem jeho dilo obsahuje 131 definic a 465 vét (Becvarova, 2005). Jedna se tak o prvni
pokus o axiomaticky vyklad matematiky, v ¢emzZ také spociva jeho velky vyznam a zasluha.
Euklides v8ak nebyl viude zcela dusledny, a proto jsou jeho Ziklady skutecné jen pokusem
o axiomatizaci matematiky. Sviij vyklad sice za¢ind vyctem axiomu, pii dikazech se vSak ne-
védomky dovoléva také téch vét, které neuvadi ani mezi axiomy, ani je nedokazuje. Podat du-
sledny axiomaticky vyklad geometrie nebo jiné matematické discipliny vSak nebylo v jeho dobé
jesté tplné dost mozZné, uvazime-li, Ze to byla doba, kdy se matematika jakozZto abstraktni véda
teprve zacala vytvaret (Pavlicek, 1953). Presto je dilo diikazem toho, Ze zde jiZ matematické
mysleni postoupilo daleko za empirické metody, které byly charakteristické pro matematiku
provozovanou starovékymi civilizacemi. Az do 19. stoleti pak byly Ziklady cenény pro svuj
pfinos geometrii a slouZily jako ucebnice geometrie. Jednd se o knihu, ktera po Bibli dosdhla
viibec nejvétsiho poctu vydani ( Sir, 2011). Euklidovy Zéklady jsou timto jedno z nejvlivné;jsich
dél vsech dob a tvori neodmyslitelnou soucast nasi kultury a vzdélanosti.

Zde je pro predstavu ukazka prvnich osmi Euklidovych definic, které se objevuji na zacatku
knihy I (Sir, 2011):

(I) Bod je to, co nemd Zadnou cast.
(IT) Cara je délka bez &iiky.
(III) Hranice céry jsou body.
(IV) Piimad cara je ta, ktera je viici bodim na ni lezicim umisténa stejné.
(V) Plocha je to, co ma pouze délku a Sitku.
(VI) Hranice plochy jsou cary.
(VII) Rovinnd plocha je ta, kterd je vuci pfimym na ni lezicim umisténa stejné.

(VIII) Rovinny thel je vzdjemny sklon dvou ¢ar, které se navzdjem stykaji v roviné a které nelezi
v jedné primé.

Pét postulatd Euklida predstavuji zakladni geometrické konstrukce, v nichz pak pozadoval
nasledujici (Sir, 2011):

(I) Necht' se pozaduje vést piimou caru z kazdého bodu do kazdého bodu.

(IT) A omezenou pfimou caru souvisle prodlouzit pifimym smérem.
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(III) A pro kazdy stred a kazdy rozestup narysovat kruh.
(IV) A aby si vSechny pravé thly byly navzajem rovny.

(V) A jestlize néjaké dvé pfimé protne jind pfima tak, Ze vytvori na jedné strané vnitini thly
mensi nez dva pravé, pak aby se tyto pfimé, budou-li prodlouzeny do nekonecna, setkaly
na té strané, na které jsou ihly mensi nez dva pravé.

Pfi zvazeni vySe uvedenych postuldti je ziejmé, ze Eukliduv piistup ke geometrii se vyrazné
odliSuje od empirického piistupu Egypt'ant. V prvnich tfech postuldtech se Euklides neodvo-
lava na konkrétni pozemni méreni, nebot’ si pravdépodobné uvédomoval, Ze tyto konstrukce
nemusi vzdy byt mozné v redlném svété kvuli moznym prekazkdm, jako jsou more a feky.
Pro Euklida bylo teoreticky moZné tyto konstrukce provést kdykoliv. Jeho geometrie tedy ob-
sahovala tvrzeni o idedlnich podminkach v idealnim svété, a lze proto tvrdit, Ze euklidovska
rovina je vlastné jen soucdsti urcCité predstavivosti, stejné jako rovina, na nizZ se vztahuji poz-
déjsi neeuklidovské geometrie. Ctvrty postult se nim muze zdat jako zjevné tvrzeni, avSak
Euklides definoval pravy thel jako thel rovny svému dopliiku, a tak zde nebylo logicky ziejmé,
Ze vsechny pravé thly jsou stejné, coz musel explicitné stanovit (Sir, 2011). Péty postulat je na
prvni pohled mnohem sloZitéjsi nez ty predchozi. Euklides si totiz pravdépodobné uvédomo-
val, Ze postulat o tom, co se déje v nekonecnu, by nebyl prilis pfesvédcivy, protoZe piesahuje
omezené zkuSenosti ¢loveéka. Proto ho formuloval tak, aby zahrnoval podminky, za kterych se
dvé primky setkaji v konecné vzdalenosti, spiSe neZ podminky, za kterych by se nesetkaly po
celé své délce (Kline, 1980). VSechny postulaty kromé posledniho jsou ve své podstaté jedno-
duché. Pity postulit se vSak zdal matematikum slozity uz za Euklidova Zivota a nakonec sehril
klicovou roli pii objevu neeuklidovskych geometrii.

Obrazek 2.4: Tlustrace Euklidovych postuldtd (I-V) a al-
ternativnf verze pitého postuldtu (V’) podle Playfaira
zdroj: https://ru.wikipedia.org

2.5 Polemika kolem patého postulatu

Prvni Ctyfi postuldty byly v prabéhu historie vesmés prijaty vSemi matematiky. Nicméné co se
tyka patého postulatu, vznikla kolem néj velka polemika, protoZe se véfilo, Ze ho lze dokazat
z predchozich ¢tyf. AZ do 18. stoleti se ho tak mnozi matematici jako Ptolemaios (2. stol. n. 1.),
Proklos (410—485 n.1.), Nasiraddin (1201-1274), John Wallis (1616-1703), Gerolamo Saccheri
(1667-1733), Johann Heinrich Lambert (1728-1777), Adrien-Marie Legendre (1752-1833),
pokouseli bezispésné dokazat. Tato $tvanice trvala Sestkrat déle nez honba za dukazem velké
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Fermatovy véty. D’ Alembert (1717 - 1783) dokonce oznacil paty postulat jako ,.skandil geo-
metrie** (Trudeau, 1987).

Mnoho matematikt v domnéni, Ze jej dokdzalo, nalezlo jen mnoho rtiznych ekvivalentnich
formulaci. Skotsky matematik John Playfair (1748-1819) tak publikoval slavny Playfairav po-
stulat (obr. 2.4V’), ktery pro svou jednoduchou podobu ziskal zna¢nou popularitu a nahradil tak
puvodni verzi Euklida. Jeho znéni je: ,.Pro kazdou danou piimku / a pro kazdy bod P mimo
ni existuje jedind pfimka prochdazejici timto bodem P, ktera je rovnobézna s danou pfimkou [*
(Trudeau, 1987).

Historie ndm ukazuje, Ze prace matematiku zahrnuje vice neZ jen nalezeni spravného fesSeni
daného problému, coz je patrné u tohoto postuldtu o rovnobézkdch. Dulezité je také pretvofeni
problému, jeho umisténi do kontextu a kriticka reflexe.

2.6 Neeuklidovské geometrie

Zda se, ze to byl az Karl Friedrich Gauss (1777-1855), kdo dospél k zaveru, Ze pfijetim prvnich
Ctyf axiomu a negaci patého nedojdeme k zadnému sporu. Toto vSak nezvefejnil z velké obavy
z mozné kritiky svych soucasnikl. Problematiku dukazu patého postulatu hodnotil jen v néko-
lika dopisech svym pratelim. Gauss vSak byl nastésti peclivym kronikirem vSeho kolem sebe
a vSe si proto peclivé zaznamenaval. Po jeho smrti se tak odbornici dukladné zabyvali jeho po-
znamkami a korespondenci a objevili tak jeho vyzkum o ponékud jiné geometrii, u které pravé
on pouzil jako prvni oznaceni ,,neeuklidovska®.

,,Veéty této geometrie se mohou zddt paradoxni a pro nezasvécené absurdni; ale klidnd a du-
kladna reflexe odhaluje, Ze neobsahuji nic nemozného. “(Gauss v dopise napsaném 8. listopadu
1824 F.A. Taurinovi) !

Nakonec to vSak byli Nikolaj Lobacevskij (1792-1856) a Janos Bolyai (1802-1860), ktefi
dokdzali SirSi vefejnosti nezavislost patého postuldtu na pfedchozich Ctyrech, tedy dokazali,
ze se z ostatnich Euklidovych zidkladnich postulati odvodit neda. Zacali tak uvazovat o nové
geometrii, v niZ misto patého postulatu plati jeho negace.

Obrazek 2.5: Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Janos Bo-
lyai (1802—1860) a Nikolaj LobatSevskij (1792—-1856)
(Zdroj: Wikipedia)

Objev neeuklidovskych geometrii byl nevyhnutelny a ukazuje, jak matematici stavi na praci
svych predchidct a vyuZivaji nové poznatky. PrestoZe pro n¢ doba nebyla prili§ pfizniva, tyto
objevy se zrodily soucasné u nékolika nezavisle pracujicich matematik.

! [The theorems of this geometry appear to be paradoxical and, to the uninitiated, absurd; but calm, steady
reflection reveals that they contain nothing at all impossible™ Gauss (in a letter written on 8th November, 1824 to
F.A. Taurinus)
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Zacalo se tak ukazovat, Ze neexistuje pouze jedind ,,spravnd‘* geometrie, a Ze je obcas nutné
se odchylit od svych ustilenych predstav, které nim sice na jedné strané mohou pomoci poro-
zumeét slozitym abstraktnim pojmum, jindy ndm vSak naopak mohou zcela zkreslit nase cha-
znama, protoze vSak odporovala béZn¢ uZivané geometrii, byla zamitnuta jako absurdni. Neeu-
klidovska geometrie naim dala moZnost pfijmout obecné;si pohled na geometrii, kterou lidstvo
do 19. stoleti znalo pouze jako jednu jeji ¢ast - euklidovskou geometrii.

2.6.1 Hyperbolicka geometrie

Jednalo se o tplné prvni z neeuklidovskych geometrii, ktera byla objevena. Za konstrukei této
logicky jednotné geometrie stali jiZ vySe zminéni Nikolaj Lobacevskij (1792-1856) a Janos
Bolyai (1802-1860).

Mlady matematik Lobacevskij byl prvni, kdo se odvazil v roce 1829 zverejnit své vysledky
v praci ,,0 nacalach geometrii®, toto rozhodnuti mu v8ak prislo nakonec pomérné draze. Byl
anonymné Sikanovan a posléze 1 tifedné degradovan. Jeho matematicky kolega Michaill Os-
trogradskij (1801 - 1862) totiz neakceptoval Lobacevského pochybnosti o Euklidové postulatu
a postaral se tak o jeho propusténi z prace. Seznamilo se s ni nakonec i velmi malo lidi a ani poz-
déjsi némecké vydani mu neprineslo o mnoho vic Ctenart, a to i presto, ze o praci tehdy projevil
zdjem i samotny Gauss. Ten vSak verejné tuto mySlenku nikdy nepodporil (Gray, 2007).

Nezavisle na Lobacevském publikoval vysledky své prace v roce 1832 1 mlady Bolyai jako
dodatek knihy svého otce pod nazvem ,,Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens®.
Zde se 1 poprvé objevil pojem ,absolutni geometrie® pro oznaceni geometrického systému,
ktery je nezavisly na patém postulatu (Kline, 1981). Ani jeho praci se vSak nedostalo prili§ velké
pozornosti a zklamany Bolyai se poté tiplné prestal matematikou zabyvat (Pavlicek, 1953).

Tato geometrie byla po urcitou dobu odmitina jako nesmyslnd teorie s nesrozumitelnou
tématikou. Vyznam objeva obou védct se projevil az po jejich smrti, kdy byly vytvofeny eu-
klidovské modely, které potvrzovaly platnost jejich principt. Prvnim takovym modelem byl
Beltramiho model na pseudostére z roku 1868 (Trudeau, 1987).
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Obrazek 2.6: Pseudosféra a ilustrace hyperbolického postuldtu, kdy
jsou danym bodem vedeny dvé pifmky rovnob&Zné s danou pifmkou.
Zdroj: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:PseudoSphere.svg

Hyperbolickd geometrie je vysledkem nahrazeni patého postulatu timto nasledujicim (Wolfe,
1945):

Danym bodem, ktery nelezi na dané primce, lze vést vice nez jednu primku, ktera
danou piimKku neprotina.
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Obrazek 2.7: Pokud bychom sestrojili na pseudosféfe troj-
thelnik, soucet jeho vnitfnich dhld bude mensi nez 180°.
(Zdroj: Zdroj: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:PseudoSphere.svg, upraveno).

Ten pak vede k velmi prekvapivym zdavérim. Prvni z nich je, Ze soucet vnitinich Ghlu v hy-
perbolickém trojihelniku je mensi nez 180° (obr. 2.7) :

a+p+y < 180°. (2.1)

Dalsim prekvapenim je, Ze obsah hyperbolického trojihelniku zavisi na thlech, nikoliv na jeho
stranach:

S=(mr—a-B-y) C, (2.2)

kde C je konstanta, kterd je dana zakfivenim hyperbolické roviny, na niZ se zrovna dany
trojihelnik nachazi (Wolfe, 1945).

Obrazek 2.8: Hyperbolicky paraboloid jako model hyperbolické roviny
Zdroj: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/8/89/Hyperbolic_triangle.svg

Model ,;sedla na konském hibeté™ nam muze poskytnout jinou ndzornou grafickou repre-
zentaci této hyperbolické roviny. Na obrizku (2.8) se pak muzeme znovu presvedcit, ze libo-
volny trojihelnik, ktery zde sestrojime, bude mit soucet Ghli mensi nez 180°, navic zde vidime
i tu skuteCnost, Ze rovnobézky zde neziistavaji vaci sobé ve stejné vzddlenosti, ale postupné se
od sebe vzdaluji.

2.6.2 Elipticka geometrie

Kritce po objevu a zduvodnéni hyperbolické geometrie se objevila na fadé daldi z neuklidov-
skych geometrii nazvana eliptickd geometrie. Vytvoril ji matematik Bernhard Riemann (1826-
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1866), ktery byl prvni, kdo neeuklidovskym geometriim zcela porozumél a zacal postupné
zkoumat jejich vzajemné vztahy. Své myslenky pak predstavil v roce 1854 béhem své habili-
tacni prednasky nazvané ,,O hypotézich tvoricich zaklady geometrie® (Mlodinow, 2001). Dnes
viechny tyto geometrie souhrnné nazyvame Riemannovy geometrie.

Elipticka geometrie je pak tou geometrii v roving, u které je paty postulat euklidovské geo-
metrie nahrazen timto nasledujicim (Wolfe, 1945): Dvé primky se vZdy protinaji.

(a) Sféricky trojihelnik je troju- (b) Soucet tihli sférického trojihelnika
helnik na povrchu koule, tvofeny neni 180°. Lokdlné v malém trojthel-
praseciky tif hlavnich kruZnic. niku na povrchu Zemé se soucet thla

jiZ bliZ{ 180, 1ze ho zde tak aproxi-
movat euklidovskym trojtihelnikem.

Obrazek 2.9: Model sférické geometrie.
Zdroj: Zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_geometry

Stejné jako v hyperbolické geometrii, 1 zde ziskavame prekvapivé zavéry. Prvnim z nich je,
Ze soucet vnitfnich Ghli trojihelniku je vétsi nez 180° (obr. 2.9b):

a+p+y> 180°. (2.3)

V pripadé sférické geometrie je dan obsah trojihelniku nasledujicim vztahem:

S=(@+B+y-n)-C% (2.4)

kde konstanta C je koeficient imérnosti, ktery lze ur€it, jakmile je vybran trojihelnik s jednot-
kovym obsahem (Wolfe, 1945).

Na obrazku 2.9a) vidime model dvourozmérné eliptické geometrie, povrch koule. Na ku-
lové plosSe zjevné neexistuji piimky a tsecky, jak je zndme z euklidovské geometrie. Pfimky
zde jsou hlavnimi kruznicemi na sféfe, tedy kruznice, které maji stied ve stfedu koule. Na po-
vrchu idedlni Zemé by to byl rovnik, a také vSechny poledniky. Tyto pfimky pak vzdy vymezi
i nejkratsi spojnici dvou bodut-tsecku. Useckou je tedy kratsi ¢ast hlavni kruZnice mezi dvéma
body (kruhovy oblouk). Je pak navic 1 zfejmé, Ze dvéma body (napriklad Severnim a JiZnim
po6lem) prochazi nekonec¢né mnoho takovych primek.

2.6.3 Filozofické a jiné uvahy neeuklidovskych geometrii

Ukazuje se, Ze lidska mysl nemusi byt vzdy schopna si okamzité uvédomit viechny své zaryté
predpoklady, na kterych stavi své tvahy. Ty mohou byt silné ukotveny v nasi kultute, zkuSe-
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nostech nebo presvédcenich a mohou ovliviiovat nase postoje a chovini, aniz bychom si toho
byli pIné védomi. Pro starovéké Reky byly postulaty euklidovské geometrie brany jako samo-
ziejmé pravdy, které nemusely byt overovany. Nicméné skutecnost, Ze neeuklidovské geometrie
lze rovnéz pouzit k popisu fyzického prostoru, pozdéji naznacila, Ze matematika jako absolutni
pravda je vlastné iluze. Matematici tak zacali najednou svou praci provadét s mnohem veétsi
svobodou a tim se ukdzalo, do jakych vySin miZe nakonec lidskd mysl vystoupat po prekonani
viech té€ch omezujicich Gc¢inku ,,zdravého selského rozumu®, ,intuice® ¢i nejpopuldrné;jsich fi-
lozofickych doktrin své doby. Slovy George Cantora (1883, str. 564, vlastni preklad): ,,Podstata

matematiky spocivi ve svobodé*?.

Obriazek 2.10: Pti volbé geometrie je nutné zvaZit kon-
text. Teorie relativity napfiklad vyuZiva zakfiveného prostoru.
Zdroj: https://physicsworld.com/a/a-simpler-route-to-invisibility/

Vzhledem k tomu, Ze matematika tizce souvisi s védou a filozofii, jakdkoli hlubokd zména
v tomto pojeti matematiky se nakonec projevila 1 v téchto oblastech. V okamziku, kdy se pfe-
staly povazovat postulaty euklidovské geometrie za samozfejmé pravdy, 1 védecké teorie, které
byly na nich postavené, ztratily tento svuj status. Védci si proto zacali pokladat otizky, zda
viibec jsou schopni objevit pravdu o piirodnich jevech. Napfiklad kosmolog, teoreticky fyzik
a matematik John Barrow ve svém bestselleru ,,Theories of Everything* zkouma hledani jediné
sjednocuyjici teorie, ktera by odhalila tajemstvi pfirody, a poskytuje reflexivni komentar k tomu,
co by skuteénd Teorie vieho méla obsahovat. Zatimco Rekové povazovali &lovéka za toho, kdo
jen odhaluje dané zdkony prirody, dne$ni védeckd komunita si jiZz uvédomuje, Ze jejich teorie
jsou pouze popisem téchto zdkonu jen z jakési lidské perspektivy a v daném kontextu. Stejné
jako filozofové jiz nehledaji dokonaly systém vlady nebo dokonaly ekonomicky systém, ale
spiSe takové feSeni, které nejlépe odpovida danym okolnostem.

Nelze tedy tvrdit, Ze jedna geometrie je lepsi neZ druha. Volime konkrétni geometrii podle
toho, jak nejlépe odpovida danym situacim. Zednik napfiklad pouzije euklidovskou geomet-
rii k postaveni domu, zatimco védec zkoumajici gravitacni pfitazlivost mezi télesy ve vesmiru
pouzije eliptickou geometrii. Nové pohledy na geometrii tak zacaly prekracovat hranice mate-
matiky, a nakonec 1 Albert Einstein ve své Teorii relativity vyuzil zakfiveny prostor. Tato teorie

2, The very essence of mathematics is its freedom*
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tvrdi, ze pfitomnost hmoty muze ,,ohybat™ prostor (obr. 2.10) a meénit Cas, coz dokazuje, Ze
neeuklidovské geometrie maji své praktické vyuziti (Mlodinow, 2001).
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Obrazek 2.11: Lidské t&lo je sloZitd trojrozmérnd forma, kde kazda
jeho €4ast m4 sviij vlastnf typ geometrie se specifickymi vlastnostmi.
Zdroj: Liu (2015).

Nemusime vSak letét az do vesmiru. V odévnim prumyslu se napiiklad objevovaly casté pro-
blémy s tim, aby obleéeni perfektné sedélo na zdkaznicich. Snahou médnich navrhait a vyrobet
tak bylo tyto problémy najit a vyresit. Mark Liu (2015) pouzil k vysvétleni téchto systémovych
problému privé neeuklidovskou geometrii (obr. 2.11). Vynalezl nové zafizeni nazvané ,.drape
measure” (méfici krivky), kterymi bylo mozné méfit zakfiveni povrchu a zaznamenat ho jako
thlovou hodnotu. Tento neeuklidovsky systém, ktery ma v daném kontextu vySsi presnost, tak
pomohl zlepSit efektivitu médni vyroby. Privadi nds to k tomu, Ze by bylo vice nez vhodné
zahrnout do vzdélavaciho programu i jiné geometrie, aby Zici a studenti byli postupné vysta-
veni témto ruznym pristuptim a byli schopni vidét, jaké nové vysledky a myslenky tak mohou
v ramci ruznych axiomatickych systému vznikat.

2.7 Pristupy k neeuklidovské geometrii

S velkym rozvojem geometrie, ktery pfinesl vznik neeuklidovskych geometrii, bylo nezbytné
poskytnout jeji formalni definici, ktera by prekracovala pouze nasi intuitivni pfedstavu o ni.
Bylo tak postupné praktikovano nékolik pfistupu, kterymi se matematici snazili geometrii for-
mulovat rigordzné, sty¢nymi se vSak nakonec staly tyto dva odlisné pohledy (Hlavaty, 1926):

1. Kleinuv piistup: Toto pojeti je formalizovano v Erlangenském programu Felixe Kleina
(1849-1925), ktery vyuzil prace Arthura Cayleye (1821-1895). Podstatou tohoto pro-
gramu je, Ze kazda geometrie ve skutecnosti studiem urcitych vlastnosti, které zustivaji
zachovany pri aplikaci urcitych transformaci. Tyto neménné vlastnosti se nazyvaji inva-
rianty a bylo vypozorovano, Ze operace, které tyto invarianty zachovavaji, maji struk-
turu grupy. Podle Kleina je tak napfiklad euklidovskd geometrie studium invarianti po-
moci grupy symetrii, rotaci a translaci; afinni geometrie se pak omezuje jen na translace.
A obdobné to funguje pro dalsi geometrie. Klein dokonce tvrdi, Ze geometrie neindukuje
skupinu tranformaci, ale Ze se dana geometrie konstruuje na zaklade prijatelné skupiny

transformaci. Volbou riiznych grup transformaci tak ziskavame razné geometrie (Trkov-
skd, 2015).
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2. Axiomaticky pristup: Jak jiz bylo receno v tvodu, prvni pokus o axiomaticky vyklad
geometrie se objevuje u Euklida. Navzdory tomu, Ze jeho price byla velmi dikladné pro-
myslena, vedly nékteré aspekty jeho geometrie mezi matematiky k dlouhym diskuzim.
Tykaly se pfedevsim vlastnosti a konstrukei, jejichZ pravdivost se zdala byt intuitivné
zfejmd, ale které nebylo mozné pifimo odvodit z Euklidovy sady postulita a axiomu.
Kvili témto mezeram tak vznikla potfeba zavést novy axiomaticky systém geometrie.
Cilem bylo vytvofit takovy soubor axiomu, ktery by byl kompletni a umoznoval vybudo-
vat geometrii takovym zptsobem, aby bylo mozné kazdé tvrzeni z téchto axiomt odvodit.
Navic bylo dilezité zajistit, aby jednotlivé axiomy nebyly na sobé logicky zavislé, coz by
znamenalo, Ze zadny axiom nemuZe byt odvozen z jinych axiomu. Prvni novodobé snahy
vylepsit tradicni geometrii pozorujeme u némeckého matematika Moritza Pasche 3. Jeho
pozornosti neu$lo pravé nékolik skrytych predpokladu, které Euklides ve svych dukazech
pouzil, ale které nevyplyvaly z jeho ustanovenych axiomu ani postulatd. Vyjadril také
nesouhlas s nékterymi Euklidovymi definicemi. Nejvétsim jeho pfinosem jsou pak jeho
komentaie k problematice uspofadani bodu na piimce (Trudeau, 1987).

Na drovni matematiky dvacatého stoleti pak zpracoval eukleidovskou geometrii némecky
matematik David Hilbert v knize ,,Grundlagen der Geometrie®™ z r. 1899. Ten provedl
logickou rekonstrukei geometrie, a to odstranénim jakychkoliv vazeb s konkrétnimi fyzi-
kalnimi charakteristikami, a u¢inil tak prechod k modernimu axiomatizovanému systému.
Vysledkem jeho tsili bylo predstaveni geometrie v Cisté abstraktni a idealizované formé,
aby pak mohla v enormni jednoduchosti, lehkosti a prizracné Cistoté vystoupit jeji lo-
gicka struktura (Cizmar, 2012). Hilbert proto zac¢ind vyctem zdkladnich pojmu (ti razné
systémy objektl: body, pfimky a roviny) a popisuje vztahy mezi nimi (incidence, uspora-
dani, shodnost, rovnobeZnost a spojitost). VSechny tyto pojmy jsou nedefinované, nepii-
suzuji se jim apriérné zadné atributy, neni zde Zadna zminka o jejich povaze, a vSechno,
co lze ¥ici o jejich vlastnostech a vztazich, je obsaZeno v axiomech (CiZmdr, 2012). Sdm
Hilbert velmi vystizné vyjadfil abstraktni charakter své geometrie frazi: ,,Namisto bodu,
pfimek a rovin by kdykoliv mélo byt mozné mluvit o stolech, Zidlich a pivech *.

Pojem vzdalenost se vSak v Hilbertové axiomatice nevyskytuje. Problematika zavedeni
vzdalenosti v takto budované geometrii byla dosti slozita a nelze se divit, ze fada au-
torti hledala k vzdalenosti ,,schudnéjsi* cesty. Jiz v r. 1902 se snazil zavést axiomatiku
s primitivinim pojmem vzdalenost rusky matematik Benjamim Fedorovi¢ Kagan (1869-
1953). Patrné pod silnym vlivem hilbertovského pristupu se vSak toto pojeti uplatnilo aZ
po zavedeni pojmu metricky prostor, ktery v roce 1906 definoval francouzsky matematik
Maurice Fréchet > a ktery je dodnes vieobecné pfijiman. V ramci metrického prostoru
pak pojem vzdalenost jako primitivni pojem geometrické axiomatiky zaved!l v roce 1932
americky matematik George D. Birkhoft (Kufina, 2016).

*Pasch M., Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Druck und Verlag von B. G. Teubner,. Leipzig, 1882
“Reid, C. Tables, Chairs, and Beer Mugs. In: Hilbert. Springer, New York, NY. 1996
SFréchet, M.: Sur quelques points du Calcul fonctionnel, Rend. Circ. Math. Palermo. 1906.
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Kapitola 3
Metrika

3.1 Metry, metriky a triky méreni

Vstupujeme do tajemného svéta metrik, kde se vzdalenosti mezi body stavaji nasimi pravodci.
At uz se ztratime v méstskych ulicich nebo na dobrodruzné cesté mezi vzdalenymi mésty, velmi
Casto zazniva otazka: ,Jak je to daleko?" V piipadé mést, jejichZ ulice vytvari pravothlou sit’,
jako je napriklad slavny Manhattan v New Yorku nebo ¢tvrt’ Eixample v Barceloné, miizeme
jako obchodnici stat nad timto dilematem: ,,Jak nejefektivnéji dopravit zboZi z obchodu k zakaz-
nikim?* A co kdyZ mame na vybér mezi vrtulnikem a ndkladnim autem? Rozhodnuti o zvole-

ném dopravnim prostredku totiz mize zasadné ovlivnit ndklady spojené s touto prepravou (obr.
2.

Obrazek 3.1: Preprava ndkladu ve ¢tvrti Eixample v Barcelong.

Pokud zvolime vrtulnik, bude nas zde zajimat vzdusna vzdalenost mezi t€émito dvéma misty.
Preprava zboZi nakladnim autem nas ale donuti si zjistit délku lomené ¢ary, ktera nas postupné
provede danymi ulicemi. Bude totiz zalezet na tom, kolik bloki projedeme. Privé tento zptisob
meéreni vzdalenosti totiz v tomto daném kontextu vérné odrazi nasi skuteCnou vzdalenost, i kdyz
muze byt del$i nez ta vzdu$na.

Podobné mtzeme uvazovat i o vzdalenostech na nasi planeté. Pfedstavme si Prahu a To-
kio. Nejkrat$i vzdalenosti mezi témito mesty rozumime délku kratSiho oblouku hlavni kruznice
zemského povrchu, kterd je spojuje.

Vsechny tyto koncepty vzdalenosti viak spojuje jeden pojem: metrika.
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3.2 Definice metriky

Jak jsme jiZ v tvodu kapitoly naznacili, metrika je matematicky pojem, ktery odpovida nasi
kazdodenni a intuitivni pfedstavé o vzdalenosti. Denné se setkdavime s pojmem vzdilenosti,
ktery nds provizi na kazdém kroku. At' uz cestujeme z jednoho mésta do druhého, nebo se
jen pohybujeme po mistnosti, vZzdy vime, Ze tato vzdalenost nebude nikdy zaporna. Bez ohledu
na to, zda jdeme tam nebo zpaitky, vzdalenost téchto dvou mist bude stile stejna. A pokud
si po cesté do price vybereme okliku pfes oblibenou hosptidku, mtiZeme si byt jisti, Ze nase
cesta nebude krat$i nez ta prima. Tyto tfi intuitivni vlastnosti vzdalenosti pak tvorii zaklad pro
matematickou definici metriky (Fréchet, 1906).
Metrikou na mnoziné M rozumime zobrazeni

pMXM-—>R
spliujici pro vSechna A, B, C € M tyto podminky: :
1. p(A, B) > 0; p(A, B)=0& A =B,
2. p(A, B) = p(B, A),
3. p(A, B) +p(B, C) = p(A, C).

Mnozinu, na které je dand metrika zavedena , nazyvame spolu s touto metrikou metrickym
prostorem (M, p).

Metrika je nastrojem, ktery ndim umoziuje méfit vzdalenost mezi body v raznych prostoro-
vych strukturdch. Je to jakési matematické pravitko, které nim umozinuje urCovat vzdalenosti
a porozumet geometrickym vztahum mezi objekty. Definice metriky nam proto poskytne kli¢
k pochopeni a popisu riznych vzdalenosti a jejich vlivu na geometrii okolniho svéta. Objevime
totiz, jak muZze rizny zptusob méreni vzdalenosti tento svét zcela zdasadné ovlinit.

3.3 Kartézska soustava souradnic

Vzhledem k tomu, Ze se v ndsledujicich sekcich budeme zabyvat metrikami pro méreni vzda-
lenosti mezi body v roviné na zdkladé jejich souradnic, je vhodné strucné pripomenout definici
soufadnic bodu. Pfi tomto vykladu vyjdeme z geometrického modelu, ktery je znamy jiz ze
Skolni geometrie. Chceme se totiZ nejdfive intuitivné sezndmit s touto problematikou, pri¢emz
podrobnéjs$i matematicka definice euklidovské roviny bude predstavena aZ v pozdé&jsi casti. Za-
¢néme proto tim, Ze v roviné zavedeme kartézsky souradnicovy systém.

Dvojice stejnych Ciselnych os x, y v roviné, pro které plati, Ze

1. jsou obé tyto osy navzdijem kolmé;

2. jejich praseciku O odpovida na obou osich Cislo 0;
se nazyva kartézska soustava soufadnic v roviné a oznacuje se Oxy.

Bod O se nazyva pocdtek kartézské soustavy souradnic, primky x,y se nazyvaji souradnicové
osy (Kocandrle & Bocek, 1999).

Pokud jiz mame danou soustavu soufadnic Oxy (obr. 3.2), muzeme kazdému bodu A v ro-
viné jednoznacné pfifadit usporadanou dvojici ¢isel, oznacme ji [a), a;]. Jak toho dosdhneme?
Predstavme si, ze vedeme z bodu A rovnobézky s osami x a y. Rovnobézka s osou y, ktera
prochdzi bodem A, protind osu x v bodé, ktery zastupuje urcité ¢islo — nazvéme ho «;. Rovno-
bézka s osou x, ktera prochazi timtéz bodem A, protina osu y a tim ziskame druhé Cislo, a to a»
(Kocandrle & Bocek, 1999).
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Obrazek 3.2: Kartézsk4 soustava a soufadnice bodu v roving.

3.4 Ukazky metrik v roviné

Toto téma zde zavedeme spiSe ndzornou intuitivni cestou, pricemz korektni definice v plném
znéni lze pak v pripadé hlubsiho zajmu dohledat napriklad u Veselého (1997).

3.4.1 Euklidovské metrika

rrJi"‘l‘ll' fJ'I'_'|

p(P.Q)

(2 —Plprpal

q1

Obrazek 3.3: Euklidovskd vzddlenost.

Euklidovskd vzdalenost v kartézské roviné je ta, kterou bézné a intuitivné pouzivame. Je
to vzddlenost zfejmé s nejnazornéjsi geometrickou interpretaci. Jak vyplyva z obr. 3.3, tato
metrika pfirazuje dvéma bodim vzdalenost odpovidajici délce tisecky, ktera je spojuje. Hodnoty
|g1—p1| alg2—p2| predstavuji délky odvésen pravouhlého trojuhelniku APRQ, a délka dsecky PQ
se rovna délce prepony tohoto trojihelniku, kterou lze vypocitat pro dané dva body P[p;, p»]
a Q[q1.q2] € #? pomoci Pythagorovy véty jako

p(P, Q) = V(g1 — p1)? + (g2 — p2)?) (3.1)

Jinymi slovy, je to délka pfepony pravothlého trojihelniku definovaného v kartézské soustavé
soutradnicemi dvou bodu. Geometrickym mistem bodu s toutéz euklidovskou vzdalenosti od da-
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ného bodu je ve dvourozmérném prostoru klasicka euklidovska kruznice. V pripadé euklidovské
metriky maji kruZnice tvar, ktery je ndm pfirozeny a intuitivni (obr. 3.4).

k(S.ri=3)

-4

5

Obrazek 3.4: KruZnice v euklidovské metrice s tfemi vyzna¢enymi poloméry.

3.4.2 Maximalni metrika

Tato metrika je také nazyvana jako Cebysevova nebo $achova metrika.

Obrazek 3.5: Ukdzka maximélni metriky na Sachovnici(www . translatorscafe.com)

Vzdalenost mezi dvéma body je maximem absolutnich hodnot rozdilt mezi soufadnicemi:

d(P, Q) = max{|p\ — qil. |p2 — q2l}.

Na obrazku 3.5 vidime moZnou diskrétni interpretaci této ,.Sachové®™ metriky pomoci po-
hybu, které figurka krale provadi na Sachovnici. Ten se mtize pohybovat pouze po 8 polickich,
kterd ho obklopuji. Vzdalenost mezi dvéma policky je minimdlni pocet pohybt, které musi kral
udélat, aby se dostal z jednoho mista na druhé. Geometrickym mistem bodu s toutéz Sachovou
vzdalenosti od daného bodu je ve dvourozmérném prostoru ctverec. V pfipadé této metriky tak
kruznici s polomérem r odpovida ¢tverec se stranou 2r (obr. 3.6).
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Obriazek 3.6: KruZnice v maximdlnf metrice s tfemi vyznalenymi poloméry.

3.4.3 Ri¢ni metrika

Predstavme si nyni, Ze jsme v hustém lese, kterym protéka divoka feka. Chceme-li se dostat
z jednoho mista na druhé na stejné strané reky, muZeme chodit pouze po stezkach kolmych na
tok reky, které vytvorila divoka zvirata, nebo po brehu reky (obr. 3.7). Pokud bychom se chtéli
dostat pres les na opacnou stranu, musime vyuzit vytvofenych stezek a navic se plavit lodi po
fece (obr. 3.8).

Obrazek 3.7: Tlustrativnf obrazek fi¢ni metriky

Nyni si tak mtizeme udélat jiz lepsi predstavu o definici této ,ficni* metriky v roviné pro
kazdé P, Q € R?:

|p2 — g2, pokud py = q1;
P, Q)= 3.2
pE Q) { |2l + IP1 — q1l + q2l, pokud py # ps. (3:2)
PLP,.P:]
[ Pe|

Ipf' q1| \;llqal

Qlq,a,]

Obrazek 3.8: Mé&fenf vzdélenosti v , F¢n{* metrice



Podivejme se, jak v této metrice vypadaji kruZnice. Sestrojime proto geometrické misto
bodd, které jsou ve stdlé ,ficni “vzdalenosti r od bodu § (obr. 3.9). Vidime, Ze i zde kruZnice
ztraci svaj obvykly tvar a jedna se o jakysi excentricky postaveny ¢tverec vzhledem k zadanému
sttedu §, ktery je navic netiplny, soucasti této mnoziny je pak1bod v § + (0, r).

Obrazek 3.9: KruZnice v, fi¢n{* metrice s tfemi vyzna¢enymi poloméry.

3.4.4 Parizska metrika

K nasi dal$i metrice si opét najdeme inspiraci ze Zivota. Pfedstavme si, Ze potfebujeme cestovat
z jednoho francouzského mésta do druhého vlakem. Casto se zde pak stiva, Ze abychom se

dostali do svého cilového mista, musite nejprve cestovat do PariZe a odtud pak pokracovat dal
do svého cile. VSechny vlaky totiz jedou vétSinou praveé pres Pafiz (obr. 3.10).

Obrazek 3.10: Vzdélenost mezi body A, B v paffZské metrice je rovna eukleidovské vzda-
lenosti p,, jelikoZ leZf na stejné pifmce jdoucf pocdtkem O. V piipadé bodi C, D je vzda-
lenost rovna p,(C, O) + p.(D, 0), jelikoZ pfimka s body C, D potdtkem neprochaz{



Pokud se dva body P a Q nachazeji na stejné trati, pak vzdalenost mezi nimi je eukleidovska.
Pokud ale lezi kazdy na jiné trati, pak jejich vzdalenost je rovna souctu eukleidovské vzdalenosti
X od Parize a eukleidovské vzddlenosti Y od Pafize. Podle tohoto modelu definujeme parizskou
metriku pro kazdé P, Q € %#? jako

P.(P, Q), pokud P a Q lezi s pocatkem O na téze primce

3.3
p.(P,0) + p.(0, Q) v ostatnich pfipadech. (3:3)

p(P, Q) = {

Pokud nahlédneme, jak by mohla vypadat kruznice v této metrice, zjistime, Ze pro stied S
a polomér r mohou nastat v ramci definice kruznice jako mnoziny bodt stejné vzdalenych od
stfedu tyto mozZnosti:

a. Pror < p.(S, O) (,,do Pafize bych se nedostal ‘) se pafizska kruznice sklada ze dvou bodu
X a Y na polopfimce ﬁ, pro které plati p.(X,S) = p.(Y,S) = r (obr. 3.11a).

b. Pror > p.(S, O) (,,do Pafize se mohu dostat*) se pafizska kruznice sklada z euklidovské
kruZnice se stfedem v pocitku O a polomérem r = r — p,(S,0), navic z bodu X na

polopfimce ﬁ, pro ktery plati p,(XO) = p(S, O) + r (obr. 3.11b).

1 2 3 4 - ] f B ]

(a)Pror < p.(S,0). (b)Pror > p.(S,0).

Obrazek 3.11: MoZné podoby kruZnic v paffZské metrice s barevné€ vyznaCenymi poloméry.

3.5 Manhattanska metrika

V tomto oddilu se podrobnéji zaméfime na studium manhattanské metriky. Budeme se vénovat
jejimu ptivodu, definici a také predstavime jeji klicové vlastnosti, protoze pro nasi prici bude
mit zasadni roli.

Vznik

Taxikarskou geometrii poprvé vazne navrhl Hermann Minkowski (1864-1909), matematik na-
rozeny v Rusku, ktery byl ucitelem mladého Alberta Einsteina v Curychu. Ten na prelomu
stoleti publikoval v Némecku své ,.Souborné spisy*!, ve kterych analyzoval riizné metrické

'Minkowski, H. Gesammelte abhandlungen von Hermann Minkowski, unter mitwirkung von Andreas Speiser
und Hermann Weyl hrsg. von David Hilbert.Leipzig,: B. G. Teubner, 1911
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systémy: topologické prostory, které se skladaji z dobre definované mnoziny bodl a pravidla
pro méfeni ,,vzddlenosti“ mezi jakymikoli dvéma body (Gardner, 1997). Ackoli Minkowski
publikoval zaklady této metriky jiz na pocitku 20. stoleti, termin ,taxikarskda* byl zaveden az
v roce 1952. Karl Menger tehdy vytvoril geometrickou expozici v Muzeu védy a pramyslu
v Chicagu. Soucasti ni byla vydana brozura nazvana ,,You Will Like Geometry“, ve které byl
dany termin poprvé pouzit. Tento okamzik znamenal oficialni zavedeni nazvu ,taxikarska*
metrika a ,taxikarska™ geometrie a jejich nasledovné rozsifeni v matematickych a védeckych
kruzich (Reinhardt, 2005).

Obrazek 3.12: Manhattan
Zdroj: Susan Hall Frazier/Getty Images,joSon/Getty Images

Zakladni myslenka

Zikladni myslenka taxikarské metriky je v tom, Ze napiiklad v Manhattanu jsou (pfevazné)
jen dva sméry ulic. Pfedstavme si proto, Ze se zde jako mistni taxikar pohybujeme po téchto
miiZzovych ulicich a potfebujeme se dostat z néjakého mista A do mista B. Zvolime si proto
napriklad cestu, ktera je zobrazena na obrazku 3.13. Jakou konecnou vzdalenost to nakonec
pro nas bude pfedstavovat? Samozfejmé nam Pythagorova véta fika, Ze vzdusnou carou je to

Obrazek 3.13: Jak se dostat mezi dvéma body v taxikarské metrice?

V3% + 42 = 5 jednotek (v jednotkdch délky méstského bloku). To by viak byla vzdalenost pro
holuba, ktery muze 1état pfimo (obr. 3.12), my se ale jako taxikaii musime fidit pravidly ulic.
Existuje nékolik moZnych tras, a ta vyznacena na obrazku ma délku 7. Ve skutecnosti maji
viechny efektivni trasy taxikare délku 7, vyjimku pak tvori ty neefektivni, u kterych bychom
se snazili zdkaznika oSidit a jezdili bychom proto vétSima oklikama, abychom nahnali vétsi
vzdalenost a zakaznikovi mohli kalkulovat vyssi cenu.
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Definice

Definice manhattanské (taxikarské) metriky je proto nasledujici:
Pro libovolné body P[pi, p2] a Qlq1.q2] € % plati:

pi(P1,P2) =|p1 —qil + |p2 — q2l.

Pokud tento vztah plati obecné pro vSechny body v roviné, hovofime zde o spojitém modelu
manhattanské metriky. V urbanistické siti ulic, kde musi mit kazdy bod alespon jednu sourad-
nici celoCiselnou, aby se stile nachazel na ulici, hovotfime o diskrétnim modelu manhattanské
metriky.

Qla1, ¢

lg2 — pol
2 P[P!-ﬂf|

R
P g1 — p1

el !

1

Obrazek 3.14: Manhattanskd metrika a jejf vizualizace v kartézské soustavé soutadnic.

Z geometrické reprezentace na obrazku 3.14 vidime, Ze pro vypocet vzdalenosti mezi dvéma
body v taxikarské geometrii potfebujeme secist jejich horizontilni a vertikdlni vzdalenosti.
Vzdalenost napiiklad mezi body A[-2, 1] a B[3, 5] proto je:

| -2-3]+[1-5|=5+4=9.

Tento formdlni vypocet nam nefika nic jiného neZ to, Ze abychom se dostali z bodu A do
bodu B, musime se celkem presunout ,.,0 5 krokt doprava a 4 kroky nahoru®.

Nyni ale jeSté musime ovéri, Ze se skutecné jednd o metriku. Musime ukazat, Ze zafunguji
tfi vlastnosti, které metriku definuji (str. 27).

1. e p(P,Q)>0proVP, Q€ R*

Tato vlastnost vychazi ze samotné definice manhattanské metriky, kterd je dana
souctem dvou absolutnich hodnot, takze vysledna hodnota je vzdy nezaporni. B

e P=0=p(P.Q0)=0
P=0=pPQ)=p(PP)=|p1—pil+lg1 —q:|=0+0=0.1

e p(P.O)=0=P=0
(PO =0=|pr—qil+Ip2—q| =0=
SPi-q=0APp-@2=0=2pPi=qg)A(=q)=>P=01

2. e p(P.Q)=p(Q.P)pro VP, Q € %
p(P.Q) = Ip1 —qil + Ip2 — g2l = lg1 — pil + g2 — pa2| = p,(Q. P).R
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3. o pi(P,R) <pi(P,Q)+p:(Q,R) proV¥YP, Q € R*

p(PR)=Ipi—nl+Ip—nl=Ipp—-q1+q—nl+pp—q@+q—nl=
=lp1—q) + (@ —rdl+l(p2—q) + (2 — )| <
Slpi—aqil+lg —nl+1p2—ql+1g —nl =
=lpr—aql+|p2—ql+ g1 —nl+lg2 —rl =
=pP,0) +p(Q0,R). N

3.6 Metricka definice geometrie

Abychom mohli diskutovat o taxikarské geometrii a pfipadné o jeji souvislosti s euklidovskou
geometrii, je potieba se nejdiive dohodnout na tom, co se rozumi pod metrickym pfistupem
k euklidovské geometrii. Pro nase potreby se tak soustfedime na rovinnou euklidovskou geo-
metrii a rovinnou taxikarskou geometrii. Nasledujici Birkhoffova metricka definice euklidovské
geometrie je prevzata od Moiseho (1990) a prehledné zpracovana Krausem (1973).

3.6.1 Euklidovska geometrie

Euklidovska geometrie se sklada z:
e mnoziny P, nazyvané rovina, jejiz prvky se nazyvaji body;
e mnoziny # podmnozin P, které nazveme primkami patricich do P;
e funkce vzdalenosti p;
e funkce méteni uhla m.

Plati poté nasledujicich tfinact vlastnosti:
Axiomy incidence

1. Pro libovolné dva body existuje prave jedna piimka, ktera je oba obsahuje.

2. Kazda pfimka obsahuje alespon dva body. Rovina P obsahuje alespon tf1 nekolinedrni
body.

Axiomy vzdalenosti

3. Funkce p pak kazdé usporadané dvojici bodl (A, B) pfifazuje nezdporné redlné Cislo
p(A, B). Kromé toho p(A,B) = 0 & A = B [p je pozitivné definitni].

4. p(A, B) = p(B,A) [p je symetrickd].
5. p(A,B) + p(B,C) = p(A, C) [p spliiuje trojihelnikovou nerovnost].

Jak jiZ bylo uvedeno v kapitole 3.2, tato funkce p, ktera splnuje vySe uvedené vlastnosti 3 -5,
se nazyva metrika na mnozin¢ P.



Axiom meéritka

6. Pro libovolnou primku L existuje bijektivni funkce f; : L — £, ze YA, B € L plati
|f(A) = f(B)] = p(A, B).

Definovanim toho, co je bod ,lezici mezi* dvéma pomoci kolinearity a vzdalenosti, definova-
nim tsecky pomoci tohoto naleZeni ,,mezi* dvéma, pojmu konvexnosti diky jiZ zadefinované
usecky, se zde prechazi k uvedeni dal$iho axiomu.

Axiom rozdéleni roviny

7. Pokud L predstavuje libovolnou pfimku, existuji podmnoziny H; a H; mnoZiny P (nazy-
vané poloroviny), takové, ze
(a) H; a H, jsou konvexni mnozZiny;
(b) HUH,=P-L,;
(c) pokud je bod A € H; abod B € H,, pakﬁ NL=#0.

Definovanim pojmu polopfimka pomoci kolinarity a ,,naleZeni mezi“, definici pojmu thel
pomoci jiz definovanych polopfimek, vnittku thlu pomoci pojmu polorovina, se pak prechazi
k nasledujicimu axiomu.

Axiomy velikosti ahla

8. m prirazuje kazdému uGhlu redlné ¢islo v intervalu 0 az 180.

e v . . . a e » - s s .
9. Necht je AB hranicni poloprimka poloroviny H a necht’ je dano redlné ¢islo r v intervalu

(0, 180), pak existuje pravé jedna polopfimka AP takovd, ze P € H a mZPAB = r.
(,,Axiom konstrukce thlu*)

10. Pokud je bod D uvnitf thlu ZABC, pak plati méteni mZABD + m/Z/DBC = m/ABC.
(,,Axiom s¢itani Ghla*)

11. Je-libod Bmezibody AaCabod D ¢ f’-l_C), pak plati m/ABD+m/DBC = 180. (,,Axiom
doplnku dhlu®)

Pro pochopeni dalsiho axiomu probihd nejdfive vysvétleni téchto myS$lenek a pojmu: shodnost
tsecek, shodnost Ghli, vzdjemna korenspondence stran a tihla pii dané korenspondenci vrcholu,
shodnost trojihelnikt. Kazdy v8ak bude mit i intuitivni pochopeni tohoto axiomu, ktery je vSe-
obecné znamy jako ,.strana-thel-strana®.

12. Necht' je ddn vzdjemné jednoznacny vztah mezi vrcholy dvou trojihelnikt, pak plati,
Ze pokud jsou shodné dvé odpovidajici strany a odpovidajici uhel prvniho a druhého
trojihelnika, je tento vzdjemny vztah shodnosti obou trojihelniku.

Posledni, rozhodné v8ak ne méné dulezity, je ,,Euklidiv péty axiom o rovnobézkach* v po-
dobé Playfairovy formulace:
Euklidav axiom o rovnobézkach

13. Je-li dan bod P mimo pfimku L, existuje pravé jedna pfimka prochazejici P, kterd se
neprotina s L.



3.7 Neeuklidovské geometrie

Ty geometrie, které nerespektuji alespon jeden z axiomu euklidovské geometrie, jsou nazyvany
neeuklidovskymi geometriemi. Z tohoto duvodu mezi né patri i taxikarska geometrie.

Absolutni geometrie V tomto metrickém kontextu muZeme popsat absolutni geometrii jako
systém [P, £, p, m], kde jsou splnény vlastnosti 1 — 12.

Hyperbolicka geometrie Hyperbolickou geometrii definujeme jako systém [P, £, p, m], kde
jsou splnény vlastnosti 1 — 12, ale vlastnost 13 je nahrazena nasledujicim zpusobem:

13. Hyperbolicky axiom rovnobéznosti: Je-1i dan bod P mimo pfimku L, existuji alespon dvé

primky prochdzejici P a neprotinajici se s L.

Taxikarska geometrie Taxikaiskou geometrii definujeme jako systém [P, £, p, m], kde plati
vlastnosti 1 — 11 a 13, ale vlastnost 12 selhava, jak se ukdze v dalsi casti.



Kapitola 4

Taxikarska geometrie

V této kapitole pouziji pristup profesorky Ruth Berger, ktery prezentovala ve svych prednaskach
na Luther College University (Berger, 2015). Budu se proto drZet 1 jeji zavedené terminologie
v ramci vlastniho prekladu.

e Dva body, které maji jednu soufadnici shodnou (obr. 4.1a/b), budeme oznacovat h/v za-
rovnané (mysleno horizontalné a vertikalné podle soutadnicovych os).

e Obdélnik s diagonalnimi vrcholy A a B pak budeme oznacovat jako AB—box (obr. 4.1c).
Pokud jsou body A a B zarovnané h/v, AB—box dostava podobu tsecky AB (obr. 4.1a/b).

e Kratsi stranu AB—boxu budeme oznacovat s, delsi pak t (obr. 4.1c¢).

1 B[2,4]
4 .
A2.1] BI5.1] . |
T T A2.1]
(a) Horizontdlné zarovnané body. (b) Vertikdlné zarovnané body.

B6.4]

&
Al2.1]

(c) AB-box a znacenf stran.

Obrazek 4.1: Zarovnan{ bodi /v a AB-boxy.

V nasledujici ¢asti vyjdeme z Krause (1973). Taxikarska geometrie je zvlastni typ geome-
trie, kde P, £ a m jsou zcela stejné jako pro soufadnicovy model roviny v euklidovské geo-
metrii. Rozdilna je pouze funkce vzdalenosti. Eukleidovska metrika je zde nahrazena metrikou
manhattanskou.



Pripomenme jen formdlni definici taxikarské (manhattanské) vzdalenosti (kapitola 3.5, str.32):

VP[p1,p2l.VOlqi.q2l € R* : pi(P.Q) = |p1 — qi] + |p2 — qal-

Nyni zkontrolujme, zda systém [P, £, p;, m] spliiuje opravdu vSechny definujici vlastnosti
euklidovské geometrie kromé jiZ zmifiované vlastnosti ,strana-thel-strana“(sekce 3.6.1).

Vlastnosti incidence 1 a 2 jsou okamfZité ziejmé, protoZe se tykaji pouze bodu a primek.
Proto budou platit jak pro taxikdfskou geometrii [P, Z, p;, m], tak pro euklidovskou geometrii
[P, Z, pe,m]. Vlastnosti 3 — 5 jsme prokdzali jiz v ramci definice manhattanské metriky na

str. 34. Axiom 6 bude vyzadovat trochu vice priace. Funkci f; miZzeme definovat nasledovné
(Krause, 1973):

e Pro pripad, Ze ma pfimka / vertikalni polohu, definuyme YX[x,y] € [ : fi([x,y]) = y.
To, Ze je funkce bijekcei, je pro tento pripad zfejmé, 1 to, Ze pro YA, B € [ plati |fi(A) —
filB)l = pi(A, B).

e Pro ostatni pripady je tudiZ pfimka / dand rovnici y = m- x + b. Definujeme tak YX[x, y] €
[: fi(X) = (1 + |m]|) - x. Funkce f; je bijekci l — 2.

|fi(A) = fiB)| = |filar, a2] = filb1,b2]| = |(1 + |m]) - ay = (1 + |m]) - by| =
= (L +|ml) - (a; — b))l = lay = bi| = |m| - lay — by| = |ay — bi| = |az — by| = pi(A, B),

hj—bg
a)—ida :

nebot’ smérnice pfimky / je m = takze |m| - la; — by| = las — bs|.

Abychom potvrdili, Ze 1 axiom 7 zde plati, je potieba zjistit, jak vypada pro body naleZeni ,,mezi
dvéma® v taxikarské geometrii. Budeme vychazet z toho, Ze pojem ,kolinedrni™ se na zakladé
axiomu 1 a 2 chdpe stejné jako euklidovsky kolinedrni. Definice zni: Bod B je ,mezi dvéma
body* A a C, prave tehdy, kdyz plati:

L. p(A. B) +p(B,C) = p(A, C);
2. body A, B, C jsou rtizné a kolinarni.

Intuitivné by nam mohlo zdadt, Ze prvni vlastnost je jiZ dostatecna k zajisténi toho, Ze bod
leZi mezi dvéma jinymi body. To je vSak pravda jen v euklidovské geometrii, nikoliv v taxikar-
ské. Pokud jsou body A a B zarovnané h/v, Zadny rozdil zde neni. V ostatnich pfipadech vSak

Obrazek 4.2: Viechny body R ve zvyraznéném A B-boxu spl-
fujf tu vlastnost, Ze p(A,R) + pi(R.B) = pi(A.B).

pro v8echny body uvniti AB-boxu plati, ze soucet jejich vzdalenosti od protilehlych vrcholt
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A a B je rovna celkové vzdalenosti mezi témito vrcholy. Na obrazku 4.2 tak vSechny body R
uvnitf zvyraznéné oblasti spliuji, Ze soucet jejich vzdalenosti od A a B je 10. Dodanim druhé
podminky vSak docilime toho, Ze nakonec mnozina bodu ,,mezi* A a B v taxikarské geometrii
s metrikou p, (prunik stinované a carkované mnoziny) je stejnd jako mnozina bodt mezi A a B
v klasické euklidovské geometrii s eukleidovskou metrikou p,. I:Tseéky v taxikarské geometrii
jsou stejné jako usecky v euklidovské geometrii, a proto konvexni mnoziny v taxikdarské geo-
metrii jsou stejné jako konvexni mnoziny v geometrii euklidovské. Je proto zfejmé, Ze 1 v této
geometrii plati axiom 7.

Axiomy 8 — 11 musi platit automaticky pro [P, Z, p,, m], pokud plati pro [P, &£, p., m], pro-
toZe obé geometrie pouZivaji stejnou funkci pro méreni tihlu. Pojmy thel, polopfimka, poloro-
vina, vnitiek Ghlu a ,,mezi dvéma* maji v obou geometriich stejny vyznam.

Axiom 13 o rovnobézkach plati v geometrii taxikarské stejné jako v geometrii eukleidovské,
protoze se tyka pouze bodu a primek, které maji v obou geometriich stejny vyznam.

Na obrizku 4.3 pak mizeme pozorovat, Ze strany CA, CB, C'A’" a C’'B’ maji vSechny stej-
nou délku (6 jednotek) a uhly, které tyto strany sviraji, jsou shodné a maji 90°. Pfesto tyto
trojahelniky shodné nejsou a porusuji tim kritérium shodnosti sus .

Obrazek 4.3: Tlustrace porusenf axiomu shodnosti sus v taxikdiské geometrii.

4.1 Nejkratsi cesta

V pripadé spojitého modelu taxikdrské geometrie existuje nekone¢né mnoho cest mezi dvéma
body, které maji nejmensi vzdalenost. Mizeme si zde napiiklad predstavit robota, jehoZ ma-
névrovaci schopnosti jsou omezeny jen do smért os x a y, pricemz ale miZzeme smér pohybu
tohoto robota kdykoliv zménit (obr.4.4).

V diskrétnim modelu, coz je priklad taxikare v ulicich Manhattanu, miZeme dokonce spoci-
tat, kolik je nejkratSich cest. Nez se pustime do obecného vzorce, podivejme se nejdiive na situ-
aci mfizky o rozmeérech 3 X 2 (obr. 4.5). VSechny tyto nejkratsi cesty (zleva doprava) jsou razné
zpusoby usporadani dvou pohybu nahoru (T) a tii pohybu doprava (—). Prvni cestu bychom tak
mohli symbolicky zapsat jako TT——— .

Celkovy pocet cest v AB-bohu 2 x 3 ziskdme jako permutace s opakovanim ze dvou prvkd,
z nicZ jeden se opakuje tfikrat a druhy dvakrat.

5!

Prx3=P(2,3)= ﬂ = 10.
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0 1 2 3 4 =

Obrazek 4.4: Vizualizace n€kterych nejkratsich cest ve spojitém modelu jako pohyb robota.
V obecném ptipadé s h pohyby horizontalné a v pohyby vertikalné dostavame pro pocty cest
v tomto AB-boxu h X v vztah:

(h +v)!
Al vl

pth-' = P?(hs V) =

EEERCERNEER - hear
RERReradicedii ol s

Obrazek 4.5: Vizualizace viech nejkratssich cest v diskrétnim modelu v AB—boxu 3 x 2.

P11 systematickém pohledu na pocet nejkratsich cest v diskrétnim modelu taxikarské geome-
trie muZeme navic objevit i jedno vyznamné schéma, které dobfe znazorfiuje nékteré vlastnosti
kombinac¢nich ¢isel. Pocet nejkratsich cest vedoucich k danému miiZovému bodu je vZdy roven
souctu nejkratich cest, které vedou k predchozim nejbliz§im miizovym bodtiim (obr. 4.6).

Vysledkem je pak Pascaltv trojihelnik, jehoz radky jsou zde orientovany diagondlné. Na
obrazku 4.7 vidime, Ze bod B zde lezi na devité diagondlni primce a tedy na 9. radku Pascalova
trojihelniku, navic je zde umistén jako Ctvrty v pofadi. Zde se nachazi ¢islo 28 + 56 = 84 neboli
kombinaéni ¢islo (?5
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A

Obrazek 4.6: Potty nejkratsich cest z bodu A k danym mifZovym bodim.

1 9 326 126 126 84 36 9 1
L N N
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

[
o

7
%

SSINISISISIS SN
SPNOSIONBSOSNSN N 2 :
SERRRRERRREN] e
SNERERERRRE] suE
SNINDNINININININISININ ) . % B W
\\ \\\\\\\\\\ 5 1 5 10 10 5 1
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\\\\ \\\\\\\\ 7 17 21 35 35 21 7 1
\\\\\ ;B\\\\\\ 8 18 28 56 70 56 28 8 1
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Obriazek 4.7: Pascaliiv trojihelnik v kontextu nejkrat8ich cest v taxikére.

Existuje tak celkem 84 nejkratSich cest z bodu A do bodu B, coZ jsou vSechny moZné kom-
binace pohybu ,,6 jednotek doprava a 3 nahoru®. Obecné to mizZeme vyjadfit kombina¢nim

v - h+v e ‘
Cislem ( ¥ ) pro pfipad ,, i doprava, v nahoru®.

4.2 Mnoziny bodu v taxikarské geometrii

Uréeni mnozin bodu v taxikaiské geometrii pfedstavuje zajimavy a dualezity tkol v rdmei ge-
ometrického zkoumani. Zameétime se proto v této sekci na vlastnosti a charakteristiky téchto
mnozin vzhledem k taxikarské metrice a ukazeme, jak se li8i od té€ch ve standardni euklidovské
geometrii.

4.2.1 Mnozina nejkratSich cest a jeji vlastnosti

Jak jsme ukazali v sekei 4.1, kazdym bodem Q uvnitf nebo na obvodu AB-boxu lze vést nejkratsi
cestu z bodu A do bodu B (obr. 4.8). Plati tak nasledujici vlastnost:

P(A. Q) + pi(Q. B) = pi(A, B). (4.1)
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10 jednotek

Obrazek 4.8: AB-box a vztahy pro body na/uvnitf.

V taxikaiské geometrii je proto zjevné, Ze mezi ruznymi body A a B muze existovat vice cest
nejkratsi délky, zatimco v euklidovské geometrii existuje vZdy pouze jedna takova cesta. Mno-
zinou nejkratSich cest v taxikarské geometrii je jiz zminény AB-box.

Podivejme se na obrizek 4.9. Pokud si zvolime bod Q libovolné ,,na* obvodu AB-boxu
a mimo n€j zvolime libovolny bod P tak, aby byl umistén kolmo na jeho pfislu$nou stranu ve
vzdalenosti r, pak musi platit:

pPi(A,P)=p(A,Q)+r a p(B,P)=p(B,Q)+r. (4.2)
?.
E T 3
A :
° 5
¥ r=3
P e o )

Obrazek 4.9: AB—box a vztahy pro body mimo ngj.

Pro situaci, kdy je bod Q umistén v jednom ze zbylych diagonalnich vrcholt A B-boxu, plati
tento vztah navic jesté pro viechny body body P diagondlné mezi P P; (v dalsi ¢asti zjistime,
Ze jsou to body tvorici ¢ast taxikarské kruznice se stfedem v bodé Q a polomérem r). Ve vSech
pripadech zde vyuzivame toho, Ze nejkratsi cesta z bodu P do A (nebo B) vZdy muze vést pres
dany bod Q.
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4.2.2 Kruznice

KruZnice je mnozina v8ech bodu v roviné, které maji stejnou vzdalenost od pevné daného bodu
zvaného stred kruznice. Tuto vzddlenost pak nazyvdame polomér kruznice.

Na obrazku (4.10) vidime, Ze pro jakykoliv bod X € k.([m,n]; r) v euklidovské geometrii
musi platit:

pe(X,8) = V(x—-m? +(y-n) =r.

K.(S.r)

Slm,n|
”

Obrizek 4.10: Euklidovskd kruZnice k.(S[2, 2],r=5)

KruZznice k se stfedem S[m, n] a polomérem r je proto v euklidovské geometrii urc¢ena na-
sledujici stfedovou rovnici:

k,: (x—m)* + - n)? = r.

Vypocet taxikarské vzdalenosti v ramci diskrétniho modelu ctvercové sité spociva v odpoci-
tavani jednotlivych ¢tverecka v horizontalnim a vertikdlnim sméru. Pojd’me si pohybem figurky
na Ctvercoveé siti vizualizovat, jak se asi bude vyvijet tvar kruZnice v této geometrii. Na obrazku

Obrazek 4.11: Vizualizace taxikédiské kruZnice pohybem figurky po miiZce.
Zdroj:https://chris3606.github.io
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4.11 je cerveny Ctverecek, ktery reprezentuje libovolné vychozi misto. Modré ctverecky ozna-
Cuji mista, kam se figurka dostane v ramci taxikarské metriky posunutim se z vychoziho mista
o 1 policko. Stejné tak nam Sedé ctverecky oznacuji ta mista, kterd jsou ve vzdalenosti 2 policek,
a ¢erné CtvereCky reprezentuji ta mista, ktera jsou ve vzdalenosti 3 poli¢ek. Konkrétni polomér
tak postupné kolem daného Cerveného policka vykresli dtvar ve tvaru jakéhosi diamantu.

Podivejme se, co se stane s rovnici kruZnice, pokud zaménime euklidovskou vzdalenost za
vzdalenost taxikarskou. Pro jakykoliv bod X € k, musi platit:

piX,S) =|x—ml+]y—n|=r

V taxikarské geometrii tak bude stfedova rovnice kruznice se sttedem S [m, n] a polomérem
r urena nasledujicim vyrazem:

kiilx—m|l+|y—nl=r

Pokud bychom pak tento vztah pro libovolné zvolenou kruznici zadali do vstupu programu

Obrazek 4.12: Taxikéiskd kruZnice k(S [2, 2], r=5).

Geogebra, zjistili bychom, Ze taxikéarska kruznice mé Ctvercovy tvar (obr. 4.12). Viechny body
na tomto ¢tverci jsou opravdu ve vzdalenosti r od daného stfedu S, coz je vysledek, ktery neni
uplné intuitivni.

Neni 7 jako 7

Cislo 7 je jednou z nejznaméjiich a nejdiilezitéjiich konstant v matematice. Je definovino jako
pomér dvou délek: obvodu kruhu k jeho priméru.

V euklidovské geometrii vime, Ze jeho hodnota hodnota je priblizné 3, 14. Historie aproxi-
mace cisla r saha az do divné minulosti, konkrétné do roku priblizné 1900 pr. n. L. JiZ od téchto
dob se lidé snaZili pochopit toto mystické Cislo, které se vyskytuje v celé fadé matematickych
souvislosti.

Ale co se s timto ¢islem stane, pokud se na né€j podivame v kontextu taxikarské geometrie?
Vzdalenost mezi dvéma vrcholy na taxikarské kruznici bude 2 r, coZ je v podstaté prumeér kruz-
nice d. Obvod je tudiz 4 - d (Ctyfi strany). Z toho vyplyva, Ze vztah mezi obvodem a primérem
bude:

_ 0 _ 4.4

= 4,
=74
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Jak zde vidime, matematika je nekonecné rozmanitd a plnd prekvapeni. Zmeéna thlu pohledu
muze zcela zménit to, co jsme si diive mysleli o zdkladnich matematickych pojmech. To plati
i v pripadé definice ¢isla &, které je zavislé na konkrétnim méfeni vzdalenosti. Pfi pouZziti
ruznych zptusobti méfeni muzeme dostat i ruzné hodnoty 7.

Vzajemna poloha dvou KruZnic

Necht' D = p,(51,5,) predstavuje taxikarskou vzdalenost mezi stfedy S| a S, dvou kruZnic
o polomérech ry a r;.

1. Pokud plati r; + r, < D, kruZnice se neprotinaji.

2. Pokud plati r; +r;, = D, kruznice maji spole¢nou tsecku uvnitf S ;S »-boxu, nebo spolecny
bod, pokud jsou jejich stfedy h/v zarovnané (obr. 4.13).

Obrazek 4.13: Pripady pror; + r» = D. Priinikem dvou kruZnic maze byt
bud’ bod, nebo dsetka, v zdvislosti na vzdjemné poloze obou stfedd kruZnic.

3. Pokud plati r; + r» > D, pak rozliS§ime tyto pripady (obr. 4.14):
a) Pokud |rj —r| = D, pak je prinikem jedna tsecka, nebo dvé sousedni dsecky, pokud
jsou stiedy S| a S, navic h/v zarovnané.

b) Pokud [ — 12| = t — 5, kde 0 < s < f jsou strany S S »-boxu, prinikem je tGsecka
a bod.

c¢) Pokud je §1S,-box ctvercovy (s = ) a r; = rp, pak je jejich prunik tvofen dvéma
useckami.

d) Ve zbylych pfipadech se kruZnice protinaji ve dvou bodech.
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® I —n| = t-=s

(€©)s = tar = nrn. (d) Ve zbylych piipadech.

Obrazek 4.14: Vzdjemnd polohy kruznicpror; + rn» > D.

4.2.3 Osa usecky

Osou tsecky AB je mnozina vSech bodi X v roviné, které maji stejnou vzdalenost od krajnich
bodu A a B. Znamena to, ze p(X,A) = p(X, B).

V pripadé¢ euklidovské metriky vime, Ze osou tUsecky je pfimka, ktera prochazi stfedem této
usecky a je na ni kolma (obr. 4.15a). Mame-li sestrojit osu tseCky v taxikdiské geometrii, vy-
jdeme ze stejné definice. Pozadujeme zde, aby p/(X, A) = p/(X, B). Zacneme tim, Ze sestrojime
dvojice shodnych taxikarskych kruznic riznych polomért se stiedy v bodech A a B a najdeme
jejich pruseciky. Pokud jsou tyto body zarovnany h/v, vysledkem je stejna osa, kterou zname
z euklidovské geometrie (obr. 4.15b).
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(a) V euklidovské geometrii.

(b) V taxikdiské geomet-
rii pro body A/v zarovnané.

Obrazek 4.15: Osy tisecky.

Pro jiné vzajemné polohy bodi A a B mad vSak tato mnozina piekvapivéjsi podoby (obr. 4.16).
Nejmensi shodné kruZnice, které se protinaji, maji polomér r = @ Jak jiZ vime ze sekce4.2.2,
prusecikem téchto kruznic je Gsecka uvniti AB-boxu s krajnimi body na jeho obvodu. Ze sekce
4.2.1 o obecnych vlastnostech AB-boxu rovnéZ vime, Ze pokud sestrojime v téchto krajnich bo-
dech poloptimky kolmé na pfisluSnou stranu AB-boxu, budou i tyto polopfimky soucasti této
mnoziny bodu X, které jsou od A a B stejné vzdéilené. Pokud bude AB-box ¢tvercem, padnou
krajni body této tisecky do zbylych diagonélnich vrcholt tohoto AB-boxu a kromé danych kol-
mych polopfimek budou do dané mnoziny patfit i vSechny body mezi nimi.

/—-—.—.—q—.—.—
8 * 8 .

(a) Pro obdélnikovy AB-box (s # 1). (b) Pro &tvercovy AB-bod (s = 1).

Obrazek 4.16: Osa tisecky pro body, které nejsou i1/v zarovnané.
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4.2.4 Hyperbola

Hyperbola je mnozina viech bodu v roviné, pro které plati, Ze absolutni hodnota rozdilu jejich
vzdilenosti od dvou pevné danych bodu nazyvanych ohniska, je konstantni. Pokud tak mdme
dana ohniska F| a F, ktera jsou od sebe vzdalena D, a kladné redlné ¢islo k < D, pak mnozina
vech bodu X takovych, ze |o(X, F1)—p(X, F2)| = k, je hyperbola. Pouzitim euklidovské metriky
p. tak ziskavame typicky tvar hyperboly, ktery muzeme vidét na obrazku (4.17).

e

Obrazek 4.17: Hyperbola v euklidovské geometrii (k = 2)

Pro konstrukci hyperboly v taxikarské geometrii proto hleddme praseciky kruznic s raznymi
poloméry r a r + k a stiedy v zadanych ohniskach. Pokud bychom zacali na r = 0 a postupné
tento polomér zvétSovali, prvni pruseéiky lezici na F;F>-boxu dostaneme na zakladé zdavéra
v sekci (4.2.2) pro takovou hodnotu r, Ze r + (r + k) = 2 - r + k = D. Musi proto platit:

D -k

F=———

2

Jedna z kruznic tak bude mit polomér

D -k D+k
r|:r+k:T+k: >

druha pak polomér
Y i
n=r=—
Popis§me nyni konstrukei jedné z obou vétvi hyperboly na zdkladé vzajemné polohy obou
ohnisek F; a F>. Pokud zachovame poloméry r| a r» a pouze prehodime stredy téchto kruz-
nic (ohniska), stejnym zptisobem ziskame druhou vétev hledané hyperboly. Existuji tyto dve

moznosti:

1. Pokud jsou ohniska F'| a F;, zarovnand h/v, pak ma FF-box podobu tsecky F;F» a ze
zavéru v sekei 4.2.2 se obé tyto kruZnice s poloméry r| a r; budou protinat prave v jed-
nom bod¢ Q, ktery leZi na této isecce. Na obrizku 4.18 je znazornéna tato situace, véetné
dalSich moznych dvojic kruznic a jejich pruseciki. Je v8ak dostacujici vyuzit zavéru ze
sekce (4.2.1) o obecnych vlastnostech AB-boxu a sestrojit kolmici na dsecku F | F; v prv-
nim pruseciku Q. Tato pfimka je pak hledana vétev hyperboly.
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Obrazek 4.18: Konstrukce jedné z vétvf taxikareké hyper-
boly pro ohniska F a F», které jsou h/v zarovnand (k = 2).

2. Pokud ohniska F'| a F; nejsou h/v-zarovnana, pak se podle zavéru v sekci 4.2.2 kruznice
protinaji v celé usecce Q1O uvnitt Fy F-boxu, s krajnimi body na jeho obvodu.

Na obrizku 4.19 je znazornéna tato situace, vcetné dalSich moZnych dvojic kruZnic a je-
jich prusecika. Ze zavéru v sekci 4.2.1 o obecnych vlastnostech AB-boxu je ziejmé, Ze
pokud sestrojime v bodech Q; a Q> kolmé polopfimky na prislu$nou stranu AB-boxu,
tyto polopfimky budou soucasti hledané vétve hyperboly (viz obr. 4.20b, c). Pokud navic
jeden z téchto bodti padne do vrcholu FyF;-boxu, lze sestrojit dvé kolmé polopfimky,
které obé patii do hledané mnoziny, a to v¢etné vSech bodi mezi nimi (viz obr. 4.20d).

Obrazek 4.19: Konstrukce hyperboly pro ohniska F a F>, které nejsou i1/v zarovnané (k = 2).

Na obrazku 4.20 je pak rekapitulace moZnych podob hyperboly v taxikarské geometrii.
Konec¢na podoba hyperboly zavisi na velikosti s mensi strany F| F>-boxu vzhledem k poloméru
r2. V8e navic muze byt otoceno o 90°, zdlezi na vzajemné poloze obou ohnisek.
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ds = LB

Obrazek 4.20: Ruzné typy hyperbol v zavislosti na vzdjemné po-
loze ohnisek a délce kratsf strany F{Fy-boxu (k= 2).

4.2.5 Elipsa

Elipsa je mnoZina v8ech bodu v roviné, pro které plati, Ze soucet jejich vzdalenosti od dvou
pevné danych bodu, které nazyvame ohniska elipsy, je konstantni (obr. 4.21). Necht’ jsou dina
ohniska F| a F>, kterd jsou od sebe vzdilena D a kladné redlné ¢&islo k > D, potom mnoZina
v8ech bodu X takovych, zZe plati p(X, F) + p(X, F,) = k, tvori elipsu.

Pro jeji konstrukci v taxikarské geometrii vyuZijeme vlastnosti F;F>-boxu v sekci 4.2.1.
PouZijeme zde vztahy (4.1) a (4.2) a vySe uvedenou definici elipsy pro zjisténi r, které nam
bude udavat potiebnou kolmou vzdélenost hledanych boda X od stran FF>-boxu. Uvazujte
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N /a
Obrazek 4.21: Elipsa v euklidovské geometrii (k= 14).

tak libovolny bod Q na obvodu FiF>-boxu a necht’ X je hledanym bodem elipsy s kolmou
vzdalenosti r od Q.

Obrazek 4.22: Konstrukce taxikaiské elipsy uzitim F; F>-boxu a jeho vlastnosti.

Definice elipsy nam fika:

P(F1,X) + p(F>, Q) = k. (4.3)
Ze vztahu (4.2) na str. 43 plati:
p(F1,.X) = pi(F1,0) +r, (4.4)
pi(F2, X) = p(F3, Q) +r. (4.5)
Dosazenim (4.4) a (4.5) do (4.3) pak dostavame:
PF1L,Q)+r+p(F2, Q) +r=k (4.6)
Pouzitim vztahu (4.1) proto plati:
D+2-r=k. (4.7)
Proto pak
k—-D
=, 4.8
r 5 (4.8)
Piipomenme zde jesté zavér ze sekce 4.2.1, Ze pokud je bod Q vrcholem obdélnikového
F F>-boxu, pak vSechny body X na taxikarské ctvrtkruznici o poloméru r = 5':59 a sttedem v Q

spliuji pozadavek na stejnou vzdalenost od bodu Q (obr. 4.22).
Na zdkladé vzajemné polohy ohnisek F; a F; mohou nastat dvé mozné situace (a otoCeni
o 90°), které ovlivni vyslednou podobu elipsy:
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a) Pokud jsou ohniska F a F> zarovndna h/v, ma FF>-box podobu tdsecky a vysledna
elipsa se skldda pouze ze Sesti usecek (obr. 4.23 a).

b) Pokud nejsou ohniska Fj a F> zarovndna h/v, ma FF>-box tradicni podobu obdélniku
a vysledna elipsa se sklada z osmi usecek (obr. 4.23 b).

(a) Ohniska F| a F jsou h/v zarovnand (k = 10). (b) Ohniska F, a F» nejsou h/v zarovnand (k = 12).

Obrizek 4.23: Konstrukce taxikaiské elipsy uZitim F; F>-boxu a jeho vlastnostf.

4.2.6 Parabola
Vzdalenost bodu od piimKky

Mime-li dan bod P a pfimku /, pak vzdélenost bodu P od pifimky / definujeme jako nejmensi
hodnotu vSech vzdalenosti mezi bodem P a libovolnym bodem na primce /:

p(P.l) = min{p(P,L) : L € l}.

Obrizek 4.24: Metoda postupného zvétSovani poloméru kruz-
nice pro uréenf vzddlenosti bodu od pfimky v euklidovské geometrii.

Pro vizudlné intuitivni pfistup k tomuto problému si predstavme euklidovskou kruznici se
sttedem v bodé P a zvétSujme postupné spojite jeji polomér, dokud se nedotkne primky /. Tento
bod Q, ve kterém se tato zvétSujici se kruZnice poprvé dotkne dané primky, je pak nejbliZ k bodu
P a jeho poloha nam vymezi hledanou nejkratsi vzdalenost (obr. 4.24).
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Tuto myslenku muZzeme vyuzit i k urceni vzdalenosti bodu od pfimky v taxikarské geometrii,
musime vzit jen v Gvahu, Ze kruZnice zde maji ponékud odli$ny tvar.

"_..-'._._,;%_-__.,:_.

(a) |m| < 1.

(¢)lm| > 1.

Obrazek 4.25: Uréenf nejkratsf vzddlenosti bodu od pifmky v zdvislosti na jejf sm&rnici.

Jak vidime na obrazku (4.25), nejkratsi cesta z bodu P k pfimce / zavisi na smérnici m této
piimky. Mohou proto nastat tyto tii zakladni situace:

a) |m| < 1 :V tomto pripadé€ staci smérovat od bodu P k primce [ po vertikdlni linii. Pravé
tato cesta nam urci nejkrat$i vzdalenost (obr. 4.25a).

b) |m| = 1 : Zde miZeme smérfovat vertikdlné i horizontilné (pfipadné k jakémukoliv bodu
mezi nimi). VSechny tyto vzdalenosti budou stejné a navic ty nejkratsi (obr. 4.25b).

¢) |m| > 1 :V tomto pripade staci smérovat od bodu P k primce [ po horizontélni linii. Prave
tato cesta nam zde urci nejkratsi vzdalenost (obr. 4.25¢).

Konstrukce paraboly

Necht je dana primka / (fidici pfimka) a bod F (ohnisko), ktery na této pfimce neleZi. Parabolou
je pak mnoZzina viech bodt v roving, které maji stejnou vzdalenost od bodu F jako od pfimky /.
Pouzitim euklidovské metriky p, tak ziskdvame typicky tvar paraboly, ktery muZeme vidét na
obrazku (4.26).
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Obrazek 4.26: Parabola v euklidovské geometrii.

I pro konstrukei taxikaiské paraboly muzeme vhodné vyuZzit AB-boxy a jejich obecné vlast-
nosti ze sekce 4.2.1, konkrétné pomocnych ¢tvercovych FX-boxu. Je ziejmé, Ze do této mnoziny
budou ur¢ité patfit vSechny body, které lezi uprostred nejkratSich cest z ohniska F k pfimce /.
Na obrazku 4.27 a) je tvar taxikafské paraboly s fidici pfimkou se smérnici m = 1. Zde nee-
xistuje pouze jedna nejkratsi cesta od bodu F k pfimce [; parabola proto obsahuje celou jednu
stranu taxikarské kruznice se stredem v bodé F a polomérem ’@ Tato strana je soucasné
thlopricka pomocného ¢tvercového FX-boxu s bodem X na primce /, ktery lze sestrojit stej-
nolehlosti vhodného jednotkového ctverce (obr. 4.27a). Od krajnich bodu Q) a Q, této dsecky
(zbylych dvou vrcholt FX-boxu) pak parabola pokracuje vodorovnou a svislou polopiimkou,
coz vyplyva z obecnych vlastnosti AB-boxu v sekci 4.2.1. V tomto pfipadé ma parabola dva
,rohové* body. Pokud ma fidici pfimka smérnici m = —1, je situace analogicka.

24]
1] 22 {
w0 |

{22 20 18 16 14 12 10 -8 -6 -4 -2 o
(a) lm| = 1. (b)|m| # 1.

Obrazek 4.27: Dv¢ zdkladnf podoby paraboly a role Zluté
vyznaenych pomocnych FX-boxi k jejimu sestrojent.

Podivame-li se na obrizek 4.27 b), mizeme zde pozorovat, Ze parabola s fidici pfimkou se
smérnici [m| # 1 bude mit tf1 ,,rohové™ body: vrchol V uprostfed nejkratsi cesty od bodu F'
k pfimce [ a dva body Q1 a 0.



e Pokud je |m| < 1, pak jsou jeji .rohové* body Q) a Q> ve vodorovné vzdilenosti od
bodu F a lze je urcit jako vrcholy dvou pomocnych ¢tvercovych FX—boxi s bodem X
na piimce /, které Ize setrojit stejnolehlosti vhodného jednotkového Ctverce se stfedem
stejnolehlosti F, jako je to naznadeno na obrizku 4.28. Z obecnych vlastnosti A B—boxi

v sekci 4.2.1 pak tato parabola obsahuje i svislé polopiimky s po&itkem v nalezenych
bodech Q; a Q.

. \JJ
e
s
-~
"
L
~
@
w
=

Obrizek 4.28: Konstrukce taxikarské paraboly s ohniskem F[6, 6]
a ffdicf piffmkou / : y = % * X s pouZitfm pomocnych FX-boxii a jejich vlastnostf.

e Pokud je [m| > 1, pak jsou jeji ,.rohové* body Q) a Q> ve svislé vzdilenosti od bodu F
a lze je urcit jako vrcholy pomocnych ¢tvercovych FX—boxi, které vzniknou stejnoleh-
losti vhodného jednotkového &tverce se stfedem stejnolehlosti F, jako je to vyznaceno
na obrizku 4.29. Z obecnych vlastnosti AB—boxti v sekci 4.2.1 obsahuje tato parabola
1 vodorovné polopiimky s po&itkem v danych bodech Q; a Q.
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Obrazek 4.29: Konstrukce taxikédiské paraboly s ohniskem F[15, 8]
a fidici pfimkou ! : y = 2x — 34 s pouZitim pomocnych FX-boxi a jejich vlastnosti.

.



Cast IT

Didakticka vychodiska a experiment
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Kapitola 5

Teoreticka vychodiska

5.1 Konstruktivismus

Konstruktivismus je teoreticky pristup, ktery se uplatiiuje v oblasti filozofie, psychologie a pe-
dagogiky. Z epistemologického pohledu zdtiraziuje aktivni konstrukei poznéni jedincem na za-
kladé jeho zkuSenosti s prislusnymi pojmy. Jak uvadi Piaget (1985), poznani neni pouze pasivni
prijimanti, ale spiSe aktivnim konstruovanim v mysli jedince. Odkazuje proto na mentalni struk-
tury, tzv. schémata, coz jsou ucelené predstavy, které se ve védomi ¢lovéka vytvareji na zakladé
mnohonédsobné opakované zkuSenosti a umoziiuji mu interpretovat rizné vyznamy, vyvolavat
v mysli jejich predstavy nebo efektivné zkoumat nové problémy. Jsou také nositelem mnoha
konkrétnich poznatka, které ¢lovék dovede ze schématu odvodit, napr. ze schématu svého bytu
dovedeme vetSinou kazdy z nds odvodit pocet oken, které v byté mame, aniz bychom je aktu-
alné museli fyzicky pfepocitavat, nebo ze schématu krychle jsme schopni odvodit pocet jejich
telesovych dhlopricek (Hejny a kol., 2014). Jedinec navic mtize vyuzivat toto staré poznani
k vytvareni toho nového. Celkové lze konstatovat, Ze konstruktivismus predstavuje vyznamny
teoreticky zdklad pro moderni vzdélavaci systémy, kde je kladen velky daraz na aktivni Gcast
zaka a jeho interakcei s okolim. Tento pedagogicky koncept zaujima vyznamné misto 1 v ¢eském
Skolstvi, coz je patrné z ruznych definic v psychologickém a pedagogickém kontextu.

V psychologickém slovniku je konstruktivismus definovan jako ,,smér druhé poloviny 20.
stoleti, ktery zdarazinuje aktivni tlohu ¢lovéka, vyznam jeho vnitinich pfedpokladi a dalezitost
jeho interakce s prostfedim a spolecnosti* (Hartl & Hartlova, 2015, str. 271).

V pedagogickém slovniku je definice konstruktivismu o néco komplexnéjsi a je zde po-
psédna jako ,Siroky proud teorii ve védach o chovini a socidlnich védach, zdaraznujici jak ak-
tivni dlohu subjektu a vyznam jeho vnitinich predpokladt v pedagogickych a psychologickych
procesech, tak dilezitost jeho interakce s prostiedim a spole¢nosti. V tomto smyslu je také inter-
akeni teorii prekonavajici jednostrannost empirismu a nativismu. V oblasti didaktiky patfi mezi
dominantni soudoba paradigmata, délici se do nekolika proudu* (Pricha a kol., 2013, str. 132).

Existuje nékolik dalSich riiznych definic konstruktivismu, které mohou vykazovat odli¥nosti,
predevsim kvuli riznorodosti pfistupt k tomuto sméru. Navic v radmci konstruktivismu samot-
ného existuje mnoho odli¥nych proudd, které se li§i zejména v jejich zaméfeni na roli jedince
a socialnich aspekti. Nicméné vSechny tyto proudy sdileji odpor k pasivité jednotlivce béhem
procesu uceni a zdtraznuji jeho interakci s okolim.

Tato studie byla provedena v ramci aktivit, které byly navrzeny z konstruktivistické perspek-
tivy a prislu$nd data byla analyzovina s vyuzitim riznych konstruktivistickych ramca.



5.2 Piaget a abstrakce

5.2.1 Abstrakce

Matematika a abstrakce byly vzdy vzdjemné spojoviny. Jedno z cCastych hesel, které mnohdy
slouzi pro ospravedlnéni obtizi v matematice zni: ,Matematika je abstraktni*.

Tento termin pfedstavuje dulezity pojem v terminologii psychologi a pedagogt a objevuje
se v odbornych kruzich pfi diskuzich o riznych aspektech lidské kognice, kde se tato schopnost
abstrakce prisuzuje vysSi inteligenci. Setkdvame se s nim jiz u Aristotela, ktery zdaraznoval
dilezitost tohoto procesu pii tvorbé znalosti. Pro néj totiz jediné smysluplné pozndani vychazi
z abstrakce ze smyslového svéta, a to prostiednictvim nékolika krokd. Vychozim bodem pro
néj je samotna skutecnost. Abstrakce jsou pak provadény na zakladé zohlednéni spole¢nych
vlastnosti objektu. Pfi vzestupu z jednoho stupné na dal3i jsou pak objekty seskupeny do jejich
ekvivalentnich tfid a obecny pojem , ktery shrnuje v8echny spole¢né charakteristiky, ve kterych
si v8echny tyto objekty odpovidaji, je pak vrcholem pyramidy a tvori jejich abstraktni reprezen-
taci (Bick, 2014). Pojem abstrakce tak znamend odpoutini se od néceho konkrétniho a zaméreni
se na obecné a dulezité vztahy mezi vécmi nebo pojmy. V matematice abstrahujeme konkrétni
mnozstvi nebo tvary, abychom dosdhli obecnych pojmi jako ,.Cislo* nebo ,trojihelnik*. Tyto
pojmy jsou nezavislé na konkrétnich prikladech, které jsme mohli vidét nebo si predstavit. Ak-
tivni intelekt je kli¢ovym nastrojem, ktery umoziuje oddélit esence od konkrétnich projevu, coz
je zakladni proces pri hledani univerzalnich pravd a zakonitosti (Piaget, 1980).

5.2.2 Akomodace a asimilace

V soucasné dobé je vyzkum ve védé€ o vzdélavani stale vice zaméfen na pojem abstrakce skrze
vyzkumny program Piageta a jeho teorii kognitivniho vyvoje. Tato teorie zdiiraziiuje kombinaci
a prolinani dvou kli¢ovych procesu, asimilace a akomodace (Kohoutek, 2011).

Asimilace je proces, pi1 kterém jedinec pfijima, osvojuje si nebo ,,pohlcuje™ nové zkuse-
nosti. Asimilace tak zahrnuje integraci novych objektl a udélosti do existujicich schémat, kdy
kognitivni organismus zaclefiuje nové zkuSenosti do jiz existujici struktury, ¢imz muZze novy
materidl povaZovat za pfiklad né¢eho znamého (von Glasersfeld, 1995). Piaget je oznacuje jako
asimilacni schémata nebo kognitivni schémata (Piaget, 1980). Ta ovliviuji nasi citlivost k pod-
nétum z prostredi a proces uceni se ridi tim, jak koherentné jsou tato schémata vytvorena. Nové
poznatky vSak nemusi ihned korespondovat s existujicim pozndnim, coz vede k potrebé akomo-
dace — prizptisobeni se novym informacim s cilem obnovit rovnoviahu, podobné jako se cocka
oka pfizptusobuje zménam svételnych podminek (viz obr. 5.1).

— nove, zapada™ .

¢ | readident pozndni se prosté
asimilace ¥ - o
of sehbnaaty rozsifuje
; ; —
:> Nové
B zhudenost

s realifou P N nové  nezapadd”,
{ akomodace AHAU schéma se musi
o rekonstruovat,

prizpiisobit nové
informaci

Obrazek 5.1: Schéma reakce jedince na novou zkusenost.
(zdroj: Malétk&Miklo§ikova, 2017, upraveno)
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Schopnost asimilovat nové poznatky a nasledné se na né akomodovat zavisi na raznych fak-
torech, véetné biologického vyvoje, ktery se méni v souladu se zakonitym vyvojem a maturaci
nervové soustavy, ale také na mnozstvi a kvalité podnétt, s nimiz jedinec prichazi do kontaktu
(Kohoutek, 2011). Piaget tak pohliZi na jedince jako na malého badatele, ktery zkouma svét
kolem sebe, vytvari si pracovni teorie (schémata) o tom, jak svét funguje. Pfi kazdé nové uda-
losti, pf1 setkdni s novym objektem pak zkousi nejdfive pouZit tuto dosavadni pracovni teorii,
teprve kdyzZ tato jeho teorie nefunguje, obméni ji (proces asimilace), nebo vypracuje novou
(proces akomodace). Vysledna droven poznani je produktem pfedchoziho vyvoje, ktery zahr-

Jean Piaget (1896-1980)

Obrazek 5.2: Piaget pohliZi na jedince jako na neustdlého ,,badatele.
Zdroj: https://sproutsschools.com/piaget-cognitive-development-theory/ (upraveno)

nuje reorganizaci a transformaci Grovni poznani v disledku novych zkusenosti (obr. 5.2). Skrze
budovani, rozsifovani a propojovani mentalnich struktur jedinec nejenom jednd (jak mentdlné,
tak behavioraln€) podle jistych logickych principu, ale také se stile vice zlepSuje v presném
predvidani budoucich udalosti (Piaget, 1971). Kazda zkuSenost je individudlni a jedinecna, coz
¢ini asimilaéni (kognitivni) schémata vytvorena z téchto zkuSenosti subjektivni zaleZitosti.

5.2.3 Typy poznani

Piagetovo pouZiti terminu abstrakce je paralelné s jeho obecnou definici stru¢né popsano v jeho
knize ,,Genetic Epistemology* (Piaget, 1970). Jeho diskuse o tomto terminu v8ak zacina nej-
prve rozliSenim tif zdkladnich typu poznani:

e Fyzické poznini: Toto poznani ziskdava jedinec manipulaci s konkrétnimi objekty pro-
strednictvim jeho interakce s okolim. Vysledkem pak je, Ze tyto objekty zacina postupné
rozliSovat podle jednotlivych charakteristik (textura, barva, vaha, tvrdost, zvuk, ktery vy-
davaji...).

e Socialni poznani: Toto pozndni si jedinec buduje ze vzdjemnych spolecenskych vztahu
a muze byt dile rozdéleno na konvencni a nekonvencni. Socidlni poznani konvencni je
vysledkem dohody socidlni skupiny a jeho zdrojem jsou ti druzi (pfatelé, rodice, uci-
telé...). Prikladem tohoto poznani pak je, Ze v nedéli neni Skola, Ze pfi zkouSce neni
vhodné délat hluk, atd. Toto pojeti socidlniho poznani zahrnuje pfijeti jistych spolecen-
skych norem a struktur, coz mélo hluboké dusledky i pro matematiku. Historicky vzato,
prijeti euklidovské geometrie jako jediného spravného modelu prostoru bylo hluboce za-
kofenéno ve védecké a vzdélavaci komunité, coz vedlo k odporu vic¢i neeuklidovskym
geometriim a k vyraznému zpoZzdéni v jejich prijeti. Socidlni poznani nekonvencni se tyka
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pojmu nebo socidlnich reprezentaci, které jsou jiz budovany a osvojoviany samotnym sub-
jektem. Zahrnuje tak pojeti bohatstvi a chudoby, pojeti zisku, pojeti price, reprezentace
autority, atd.

e Logicko-matematické poznani: Toto poznani ziskava jedinec tim, Ze jiZ vzajemné pro-
pojuje zkuSenosti, které nabyl manipulaci s objekty. Zacne proto rozliSovat napfiklad jiz
mezi objektem s drsnou texturou a objektem s hladkou texturou a stanovuje, proc jsou pro
néj odlidné. Toto poznani jiZ neni pozorovatelné a je to jiZz pouze jedinec samotny, kdo si
ho vytviii ve své mysli prave prostrednictvi vzdjemnych vztaht s t€émito objekty. Nepfi-
chazi jiz z vnéjsku, nemuze byt vidéno, slySeno, citéno nebo sdéleno. Rozviji se postupné
od nejjednodussich forem k t€m slozitéj$im a po ziskani se jiZ nezapominad, protoZe tato
zkuSenost jiz nepochdzi z objektt samotnych, ale z jedndni s témito objekty. Toto poznani
mad proto jiz vlastni charakteristiky, které ho odli$uji od jinych typt poznani.

Je tedy patrné, Ze podle Piageta tak existuji vnéjsi a vnitini zdroje poznani. Zdroje tyzického
a socialniho poznani jsou z velké ¢asti vnéjsi, zatimco zdroje logicko-matematického poznani
jsou pak z velké Casti vnitini.

5.2.4 Empiricka abstrakce a reflexivni abstrakce

Aktudlni droven poznani je podle Piageta vysledkem abstrakce a vznika tak postupnou reorga-
nizaci a transformaci drovné predchozi. Jedinec nejdiive vyclenuje a zobecnuje v ramci prova-
dénych operaci nebo akei jejich podstatné charakteristiky. ,,Abstrakce tvaru zahrnuje mnohem
vice neZ jen abstrakci charakteristickych vlastnosti studovaného objektu (Piaget a Inhelderova,
1950, str. 25)*. Jedinec pak navic myslenkové rekonstruuje svou dosavadni troven a zamysli se
nad prechodem k drovni vyssi.

Pii utvareni logicko-matematického mysleni proto Piaget (1970) trval na potfebé rozlisit
podle prevladajicich vnéjSich ¢i vnitinich zdroji dva typy abstrakei: empirickou a reflexivni.
Je to dvojice klicovych nazvu, které popisuji zpusoby, jakymi lidé formuji jednotlivé pojmy
a abstraktni myslenky a predstavy.

1. Empiricka abstrakce: Empirickd abstrakce je proces, pri kterém dany jedinec tvofi pojmy
a abstraktni myslenky na zakladé pozorovani konkrétniho smyslového materialu a po-
zorovatelnych charakteristik objektt a déju (Beth & Piaget, 1966). Vychazi ze smyslo-
vych zkuSenosti a zachycuje informace z vnimaného svéta. V empirické abstrakci jsou
abstrahované vlastnosti stile obsaZeny v realité: barva, tvar, vaha, nebo sofistikované;si
vlastnosti jako hmotnost nebo teplota.

2. Reflexivni abstrakce: Reflexivni abstrakce je rozsifenim abstrakéntho procesu, kdy jiZ je-
dinec nepozoruje pouze vnéjsi svét a jeho charakteristiky, ale také se zamétuje na své
vlastni mySlenkové operace a procesy. Timto zptusobem tak provadi reflexi nad vlast-
nimi mentalnimi operacemi a myslenkovymi pochody, které tvofi zaklad pro formovani
abstraktnich pojmu. V reflexivni abstrakci je tak abstrakce odvozena z ¢innosti mysli sa-
motné, nikoli pouze z pozorovanych objektti. Vychazi z toho, co Piaget (1980, s. 89-97)
nazyva obecnou koordinaci akei. Vytviii tak ,,nové syntézy, v nichZ jednotlivé zakony
ziskavaji novy vyznam* (Piaget & Garcia, 1989, str. 299). Projekce zde znamena prene-
seni systému akei nebo operaci na vyssi troven; reflexe je reorganizace celého stivajiciho
systému.

Oba tyto typy abstrakce jsou dulezité pro formovani a porozuméni abstraktnim predsta-
vam a pojmum a nachazeji se na kazdé drovni vyvoje jedince. Reflexivni abstrakce vSak casem
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ziskdava mnohem dulezitéjsi roli a empirickd abstrakce na ni zacind byt postupné vice a vice za-
visld. Empirickd abstrakce je moznd jen diky asimila¢nim schémattim, ktera byla zkonstruovana
pomoci reflexivni abstrakce (Piaget, 1985, s. 18—19). Jean Piaget véril, ze reflexivni abstrakce
je ,klicova pro rozvoj pokrocilejSich matematickych pojmua“(Beth & Piaget, 1966, str. 205),
Ze ,,ona sama podporuje a oZivuje tu obrovskou stavbu logicko-matematické konstrukce® (Pia-
get, 1980, str. 92, vlastni preklad) a Ze pravé t1 Zaci, ktefi maji aktivni zkuSenosti s vzijemnym
propojovanim, kombinovanim, vytvifenim vzdjemnych vztaht a tvorbou pojmu, maji vétsi po-
rozuméni a schopnost pamét'ového uchopeni téchto pojmu nez ti, kterym jsou predkladany
piimo ucitelem (Piaget, 1973).

Dalsi pozorovani, které Piaget ucinil, je, Ze reflexivni abstrakce nema absolutni zacatek,
ale je pfitomna jiz v nejmlad$sim véku pfi koordinaci senzoricko-motorickych struktur (Beth
& Piaget, 1966), ze pokracuje az do vyS$§i matematiky, a Ze celd historie vyvoje matematiky
od antiky po soucasnost mize byt povazovana za priklad procesu reflexivni abstrakce (Piaget,

1985).

5.3 APOS

Teorie APOS je konstruktivisticky ramec zaloZeny na genetické epistemologii J. Piageta. Za-
timco Piagetiiv vyzkum se soustfedil na logické mysleni déti, teorie APOS, predstavend Edem
Dubinskym v roce 1984, rozsifuje a upravuje jeho koncept reflexivni abstrakce pro konstrukci
matematickych znalosti. Zaméfuje se zejména na matematiku na stfednich a vysokych Skolach.
Jejim cilem je co nejlépe analyzovat, jak studenti chdpou a vnimaji matematické pojmy, sle-
dovat vyvoj téchto pojmil a vyuzit tyto poznatky k vytvareni vhodnych vyukovych materidld,
které umozni zhodnotit vysledky tohoto teoretického ramce (Arnon a kol., 2014).

Zkratka APOS znamena ,,Akce-Proces-Objekt-Schéma* a predstavuje nelinedrni (dialek-
tickou) cestu, po niz jednotlivec postupuje pri osvojovini si matematickych pojmua (Dubinsky
& McDonald, 2001). Teorie se snazi objasnit, jakym zptisobem se lze matematické pojmy efek-
tivné€ naucit (Arnon a kol., 2014). Podle ni matematické pojmy nevznikaji pfimo, ale vyZaduji
konstrukei potfebnych mentilnich zdklada. Predpoklada, Ze kazdy jedinec se muZe naucit jaky-
koli matematicky pojem, pokud byly pfedem vybudovany potiebné struktury (Dubinsky, 2002).
Vyuka by proto méla byt zaméfena na podnécovani ziku a studentu k vytvareni téchto kon-
strukci a na pomoc pri tomto procesu. Reflexivni abstrakce umoziuje postupné zdokonalovani
porozuméni danému pojmu, pokud s nim jedinec pravidelné pracuje a fesi tkoly, které s nim
souviseji. Porozumeéni se pak vyviji z niz8i drovné na vyssi uroven kognitivniho vyvoje. Tento
proces Casto vyzaduje prepracovani jiz existujiciho znalostniho zdkladu a pokracuje neustéle
dle potfeby, ¢imz vytvari nové a pevnéjsi vazby mezi jiz existujicimi kognitivnimi strukturami
(Dubinsky, 2002).

5.3.1 Mentalni struktury a mechanismy

Mentélni struktura je jakdkoliv relativné stabilni struktura (stdle vSak schopnd vyvoje), vytvo-
fena v mysli jedince, kterou pouziva k jeho porozuméni matematickym situacim. Mentalni me-
chanismus je pak prostfedek, pomoci kterého se tato struktura muze vyvijet v mysli jedince
nebo celé skupiny jedinct. (Stenger a kol., 2008)

Hlavnim zaméfenim této kapitoly je popsat charakteristiky mentdlnich struktur (obr. 5.3),
které tvofi podstatu APOS teorie - akci, proces, objekt a schéma, a mechanismy, kterymi jsou
zvnitinéni, zapouzdreni, koordinace, reverze, odpouzdreni, tematizace a generalizace, kterymi
jsou tyto mentdlni struktury konstruovany (Dubinsky, 2002).
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Obrizek 5.3: Mechanismy a struktury APOS teorie (Arnon a kol., 2014)

Akce

Podle Piageta a v ramci teorie APOS je matematicky pojem nejprve uchopen jako akce. To zna-
mend, Ze jedinec provadi transformaci pouze na zdkladé vnéjSich podnétd, pficemz potiebuje
voditka poskytujici presné detaily o jednotlivych krocich, nebo pouZivd zapamatovana pravidla
k provadéni operaci a tkoli. Kazdy krok nédsleduje po predchozim, coZ znamend, Ze si jednot-
livé kroky akce neni schopen v mysli pfedstavit a nemiZze Zadny z nich pfeskocit. I kdyZ jsou
nejjednodussi strukturou, tvori zakladni kamen teorie APOS. Pochopeni na této drovni je ne-
zbytné pro vyvoj slozitéjsich struktur (Arnon a kol., 2014). BohuzZel jsou v tradi¢ni vyuce ¢asto
upfednostiovany jako jediné.

Proces

Pokud provede jedinec dostatek akci a reflektuje nad nimi, je schopen je postupné zvnitinit.
Timto zptisobem se posouva od zavislosti na vnéj§im voditku k vnitfni kontrole. DokdaZe si jiz
predstavit vykondvani téchto akcfi, aniZ by je skute¢né provadél. Jednotlivé kroky jiZ dovede ve
svych mySlenkdch preskocit. O této zvnitinéné akci pak hovorime jako o procesu. Jedinec pak
miuZe tento proces zkoordinovat s ostatnimi procesy uvniti daného schématu, aby vytvofil pro-
pojeni mezi jednotlivymi dilé¢imi pojmy. Kromé toho je schopen cely proces obritit, hovorime
zde o reverzi procesu (Asiala a kol., 1997; Arnon a kol., 2014).

Objekt

Jakmile je jiZ jedinec schopny myslet na proces jako na celek, na ktery l1ze aplikovat jiné akce
nebo jiné procesy, a dovede takové transformace skutec¢né konstruovat (pfimo nebo v predsta-
vach), fikame, Ze byl vytvoren objekt, a to zapouzdrienim procesu (Asiala a kol., 1997). V née-
kterych situacich vSak potiebuje objekt, ktery jiz diive vytvoril, znovu odpouzdrit, aby ke svym
pfedchozim znalostem matematického pojmu pridal nékteré nové. Jinymi slovy, aplikaci me-
chanismu odpouzdieni se muze jednotlivec vrétit zpét k procesu, ktery dal vzniknout danému
objektu. Mize odpouzdfit i nékolik objektl soucasné. Poté zkoordinovat jednotlivé procesy
a vytvorit z nich novy objekt (Asiala a kol., 1997; Arnon a kol., 2014).

Schéma

Cel4 vyse uvedena kolekce akci, procest, objekti, které jsou spojeny s plivodnim pojmem a vy-
tvari jeho souvislé porozuméni, se nazyva schéma (Asiala a kol., 1997). Podle Arnon a kol.
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(2014) je schéma charakterizovano svou dynamikou a neustalou rekonstrukei. Jeho mira soudrz-
nosti se pak projevuje ve schopnosti jedince zjistit, zda muze byt pouzito k feSeni konkrétni ma-
tematické situace. Pokud jednotlivec dokdze myslet na schéma jako na celistvou entitu, fikdme,
7e je toto schéma ztematizované do objektu. Takové schéma pak muze byt zahrnuto do schémat
vysS§ich trovni matematickych struktur (Asiala a kol., 1997). Pti jeho dalS$im vyvoji tak mohou
byt v mysli jedince navdzany nové vztahy mezi jeho sloZkami, prostfednictvim téchto novych
vztahti mohou byt do néj zaclenény nové akce, procesy nebo objekty (Arnon a kol., 2014). Na-
vic se toto schéma muze také vztahovat k jinym, coz pak vede k vytvofeni nového schématu,
které zahrnuje slozky obou (Clark a kol., 1997). Generalizace je pak kliCovym mechanismem,
ktery umoziiuje rozsifeni schématu na stile vétsi pocet objektu. Jak asimilace, tak akomodace
jsou pak jeji soucdsti. Pri asimilaci jsou nové situace reSeny novym zptsobem s pouZitim exis-
tujicich struktur. Akomodace zahrnuje prestavbu existujici struktury za tdcelem zvladnuti této
neznamé situace (Arnon a kol., 2014). Generalizace je tudiz schopnost jedince prendset po-
znatky a dovednosti z jedné matematické situace na jinou.

5.3.2 Faze vyvoje schématu

Znalost struktury schématu a pribéhu jeho vyvoje nam miize pomoci vysvétlit, pro¢ maji stu-
denti v podobnych situacich obtize s raznymi aspekty daného tématu (Arnon a kol., 2014).
Piaget a Gareia (1989) navrhli, Ze vytvareni schématu probiha podle urcitych mechanismu, a to
ve trech fazich, které se nazyvaji triddy. Ty maji charakter funkéni, nikoliv strukturdlni; popisuji
obecné psycho-dynamické aspekty jeho vyvoje (Cooley, 2007). Piaget a Garcia predpokladali,
Ze tyto drovné lze nalézt pfi analyze jakéhokoli rozvijejiciho se schématu. Ve vyzkumech, na-
ptiklad od Clark et al. (1997), Cottrill (1999), Baker a kol. (2000), pak bylo zjisténo, Ze za-
¢lenéni této triady do jejich analyzy prispélo k lep$imu porozuméni tomu, jakym zptusobem
se mohou jednotlivé ¢dsti ruznych schémat vzdjemné ovliviiovat. V teorii APOS, v souladu
s mySlenkami Piageta a Garceii (1989), se vyvoj schématu sklada ze tii fazi: intra, inter a trans.
Prechod z jedné této fize do druhé probihd prostrednictvim rozvoje vzdjemnych vztaht a vli-
vem transformaci, které dany jedinec provadi mezi konkrétnimi dilé¢imi konstrukcemi uvnitf
tohoto schématu. Kazda z téchto fazi je popsdna niZe podle Arnon a kol. (2014).

e Faze intra: Je charakterizovana izolovanym zaméfenim se na jednotlivé slozky schématu
(akce, procesy a objekty), kdy jedinec sice maze zacit identifikovat spolecné nebo roz-
dilné vlastnosti, kaZzdopadné vSechna tato vzajemna spojeni jsou zatim jen na lokalni
a velmi konkrétni trovni.

e Faze inter: S rozvojem znalosti, kdy jedinec pouziva, porovnava a reflektuje izolované
objekty z faze intra, se v jeho mysli zac¢ina rozvijet potfeba jejich vzajemného logického
propojeni. Pokousi se proto o porozuméni viem tém duvodam, které stoji za témito spo-
jenimi. Tato faze je proto charakterizovana postupnou konstrukci vztaht a transformaci
mezi kognitivnimi strukturami, které toto schéma tvoii. Jedinec zde jiz muze zacit sesku-
povat jednotlivé poloZzky dohromady a nazyvat je stejnym jménem.

e Faze trans: Jedinec zde jiz konstruuje relativné stabilni zakladni strukturu, skrze niz plné
porozumi vztahum vyvinutym v pfedchozi fazi. Tato struktura poskytuje schématu vetsi
soudrznost, coz je patrné ve schopnosti jedince urcit, co patii do rozsahu daného schématu
a co ne (Dubinsky & McDonald, 2001). Tim je pfipraven vnimat nové globdlni vlastnosti
a souvislosti, které mu byly na predchozich urovnich nedostupné.

Na kaZdém stupni triddy tak jedinec pfeorganizovava znalosti ziskané béhem stupné pred-
choziho. Vyvoj tak je postupny, ale nemusi byt vZdy nutné linearni (Baker a kol., 2000).
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5.3.3 Vzajemna interakce schémat

Jak jiz bylo uvedeno, konstrukce znalosti je dynamicky proces. V procesu uceni tak muze jedi-
nec konstruovat i nékolik vzdjemné souvisejicich schémat, ty se poté postupné méni, vziajemné
ovliviuji a nachézeji se tak v riznych stadiich svého vyvoje (Baker a kol., 2000). Kazdé schéma
se samo o sobé sklada z akei, procesii, objektt a dal§ich schémat a vztaht mezi témito struktu-
rami. Nové akce, procesy, objekty nebo schémata mohou byt zaclenény do jiz drive vytvofeného
schématu nebo asimilovany schématem, které tak je postupné rekonstruovano (Arnon, 2014).
Pri feSeni problémové situace tak muze dany jedinec potfebovat zkoordinovat riznd schémata.
Jednim z cilii vyzkumu v ramci APOS je identifikovat vSechna mozna schémata, ktera je po-
tieba k danému pojmu vyvinout, a také i zptsoby, kterymi mohou byt vzajemné koordinovina
nebo ovlivnéna (Cooley, 2007).

5.3.4 Shrnuti a geneticka dekompozice

Autofi APOS teorie definuji genetickou dekompozici jako popis toho, jak mtze byt dany pojem
zkonstruovan v mysli jednotlivce. Novy matematicky pojem casto vznikd jako transformace
existujictho pojmu. Geneticka dekompozice je proto konkrétni analyzou akci, které musi jedi-
nec provést na existujicich mentalnich objektech, dale pak zahrnuje vysvétleni toho, jak jsou
tyto akce postupné zvnitinény do procesu. V tomto okamziku by byl pojem ale stile vniman
jako néco, co se déld. Aby byl chdpin jako samostatnd entita a néco, co lze dile transformovat,
je zde popis toho, jak muZe byt tento proces zapouzdfen do mentalniho objektu. Je v8ak zcela
mozné, Ze se dany pojem muze sklddat z nékolika ruznych akei, procesu a objektu. Geneticka
dekompozice tak muze zahrnovat i popis toho, jak jsou tyto jednotlivé struktury vzajemné pro-
pojeny a organizovany do vétsi mentalni struktury nazvané schéma. Soucasti popisu schématu
muzZe byt vysvétleni toho, jakym zptsobem je nakonec schéma ztematizoviano do objektu. Ge-
netickd dekompozice rovnéz popisuje, co vse je jiz znamo o moznych vykonech jedinct, popi-
suje 1 pripadné rozdily ve vyvoji mentalnich konstrukci. Opakovanym procesem zdokonalovani,
revize a analyzy dat se postupné vytvari genetickd dekompozice, kterd vice a vice napodobuje
kognitivni vyvoj daného pojmu pro vétSinu jedinct. V ramci APOS teorie proto predstavuje
mohutny nastroj nejen pro samotny vyzkum, ale 1 pro samotnou vyuku matematiky. Jeji apli-
kace nejen pomdhd porozumeét procesim mysleni zaku a studentt, ale napomaha k vytvireni
efektivnéjSich vyukovych strategii pro zkvalitnéni porozuméni matematickym pojmtum.(Arnon
a kol., 2014)

5.4 Pojem, definice, predstava

5.4.1 Definice

V matematice hraji definice velmi vyznamnou roli. Reprezentuji mySlenky, popisuji objekty
a pojmy, identifikuji klicové vlastnosti matematickych entit, ale také podporuji proces feseni
problému a dikazi a usnadnuji vzajemnou komunikaci mezi matematiky (Zaslavsky & Shir,
2005). Filozof Richard Robinson (1962) rozliSuje mezi dvéma typy definic - lexikalnimi a kon-
venénimi. Lexikadlni definice slouzi k vysvétleni toho, jakym zptisobem urcitd osoba pouzila
konkrétni slovo, zatimco konvencéni definice zavadéji jasny vyznamovy vztah mezi slovem a ob-
jektem a jsou témi definicemi, které uziva matematika.

Samotna myslenka definovdni pojmu je pon€kud v rozporu s nasi praxi, kdy se vétSinou
pojmy utvareji bez vyuZiti formalnich definic, a to prostfednictvim kazdodennich zkuSenosti
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a jejich pouzivanim v prislu$nych kontextech. Napriklad pojem ,,ptik* byl nejdfive vyvinut
predevsim prostrednictvim naSeho setkiani s konkrétnimi priklady ptiku a soustredénim se na
jejich vyrazné rysy. ,,To je ptik. ... Ptak 1étd, ... ma kridla ...a pefi...a zobdk . ..a snasi vejce.*
Pak prichazi testovani novych tvort podle téchto riznych kritérii. Je slepice ptak? ,.Ma kiidla,
pefi, zobak a snasi vejce, ale nelétd. Dobre, néktefi ptaci asi nelétaji.* Rekneme tak, 7e slepice
je ptak. Je netopyr ptak? ,Léta a ma kfidla, ale ve skutecnosti spiSe pripomina létajici mys,
takze to asi nebude ptak.*

Timto zptsobem si jedinec vytvaii komplex vzijemné propojenych prototypu, které mu
pomahaji testovat, zda lze nové objevené priklady klasifikovat jako pfiklady obecného pojmu
Je tuéndk ptak? ,Ma kiidla (néjaka), zobdk a snasi vejce, ale neléta.* Ma ale podobné vlastnosti
jako slepice, takze ho za ptaka nakonec prijmeme. Je vakoveverka ptik? ,,Stejné jako netopyr
asi neni ptak.*

V kazdodennim zivoté je proto budovani pojmi zavislé na neustilém porovnaviani podob-
ného charakteru, které je hluboce zakofenéné v lidské mysli. Da se proto ocekavat, Ze 1 Zaci
a studenti budou pouZivat stejna kritéria pii setkdni s pojmy ve vyuce matematiky. Pfi vysloveni
jména daného pojmu si proto mohou vybavit néco zcela odliSného nez jeho presnou konvenéni
definici.

5.4.2 Pojmy a mentalni obrazy

Pojmy a jejich mentdlni obrazy jsou v soucasnych psychologickych teoriich vzdjemné rozli-
Sovany. Piéron (1957) tak ve svém dile definuje pojem nasledovné: ,,.Symbolicka reprezentace
(témér vzdy verbdlni) pouZivana v procesu abstraktniho mysleni a majici obecny vyznam odpo-
vidajici souboru konkrétnich reprezentaci s ohledem na to, co maji spoleéného®. To, co charak-
terizuje dany pojem, je skuteCnost, Ze vyjadruje obecnou myslenku, idealni reprezentaci tiidy
objektu na zakladé jejich spolec¢nych rysu.

Fischbein (1993) pak popisuje mentdlni obraz jako smyslovou reprezentaci objektu nebo
jevu. Pojem kov je napfiklad obecna predstava tfidy latek majicich urcité spolecné vlastnosti
(elektricky vodivé, ...). Mentdlni obraz kovového objektu je pak smyslova reprezentace pri-
slusného objektu (barva, velikost, ...).

5.4.3 Definice pojmu a predstava pojmu

Tall a Vinner (1981) v této souvislosti zavadéji dva terminy:definice pojmu a predstava pojmu.
Definice pojmu je konven¢ni definice, ktera byla pfifazena danému pojmu, zatimco pfedstava
pojmu je reprezentace porozuméni danému pojmu a predstavuje velmi sloZitou kognitivni struk-
turu, propojenou s konkrétnim pojmem, kterd zahrnuje vSechny mentalni obrazy a souvisejici
vlastnosti a procesy.

Kdyz napfiklad sly$ime slovo ,,stal®, miZeme si vybavit obrizek stolu, situaci ze stolovani,
specifické jidlo, pfipadné 1 dal$i moZné asociace. V okamZiku, kdy je tato pfedstava pojmu
vybudovina, definice v béZném Zivoté ztraci vétSinou svij vyznam. Zustava neaktivni, nebo
se dokonce vytraci, jak popisuje Tall a Vinner (1981) ve své ,metafore leSeni®, podle které
slouzi definice jen jako docasny opérny prvek pfi budovani pojmu. Tato skuteCnost ndm v Zivoté
pomadha se snadnéji orientovat a ziskdvat i pfipadné vhledy do jednotlivych problémd, které jdou
velmi ¢asto nad ramec logiky.
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V procesu mysleni se pak vétSinou v daném okamziku muze aktivovat jen Cast této predstavy
pojmu, kterd se nazyva vyvoland predstava pojmu (Tall & Vinner, 1981). Muaze vSak navic

Odpovéd
Vystup

Y

Definice pojmu Piedstava pojmu

Vstup T
Kognitivni uloha

Obrazek 5.4: Vinnertiv obecny kognitivni model (Vinner, 1983)

dojit k vyvoldni nékolika predstav, které se mohou dostat do vzajemného rozporu a stit se
zdrojem kognitivniho konfliktu, kdy se zdk bud’ snazi napravit jeho pric¢inu, nebo se konflikt
projevi alespon jeho pocitem nejistoty. Vinner (1983) vSak tvrdi, Ze k podobné situaci bohuzel
nedochazi vétsinou tehdy, kdy je pfedstava pojmu v rozporu pouze s formalni definici, ktera
nebyla integrovana do jeho stivajicich predstav. V takovych pripadech se pak s jistotou spoléha
na tuto svou vyvolanou predstavu a ,,jednoduse povaZzuje formalni definici za net¢innou nebo
nadbytecnou* (Vinner, 1983, str. 4).

Vinner(1983) prezentoval svuj jednoduchy model (obr. 5.4), ve kterém zndzornil kognitivni
procesy, které vznikaji mezi definici pojmu a predstavou pojmu. Ucitelé matematiky podle néj
obecné véii a doufaji, Ze predstava pojmu bude u jejich ziki vytvofena pouze prostiednictvim
definice pojmu a bude s ni vZdy velmi tizce propojena (obr. 5.5). Definice pojmu v8ak vytvari

I Definice pojmn H Predstava pojmu l

Obrazek 5.5: Idealizovany vyvoj formalnfho matematického pojmu (Vinner, 1991)

v mysli kazdého jednotlivého Zdka ¢1 studenta jeho osobni pfedstavu pojmu, kterd je ovlivnéna
nejen jeho zkuSenostmi v ramci hodin matematiky, ale 1 mimo ni. Tall a Vinner (1981) proto
v této souvislosti dale rozliSuji mezi osobni definici pojmu a formalni definici pojmu. Formalni
je pravé ta, ktera je vSeobecné prijimana matematiky, zatimco u osobni definice jde o formu
slov, kterou Zak ¢1 student pouziva k vlastnimu vysvétleni své vyvolané predstavy pojmu (obr.

5.6)).
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Formalni definice pofm

Verbalni definice, kterd plesné vysvitluje dany pojem —

. Osobnis definice
Osabni rekonstrukee
dané definice

Obrazek 5.6: Predstava pojmu a (osobnf) definice pojmu.

Formalni definice v matematice ndm nejen pomdhaji utvaret samotnou predstavu pojmu, ale
také slouZzi k ochrané pred jeho nespravnym pochopenim a stavaji se proto 1 klicovymi néstroji
pii feSeni matematickych tloh. Pokud ty obsahuji uréity matematicky pojem, je nezbytné do-
drzovat rigorézni povahu matematiky a drzet se jednoho ze schémat Vinnerova kognitivniho
modelu (obr. 5.7).

Vystup Vistup

Definice pojmu @ Predstava pojmua Definiee pojmu ]——{ Predstava pojmu ‘

Vitup ‘ Ukol (ditkaz nebo identifikace objekeu) Vatup [

‘ |5sruhril mezi definiel a pledstavon | ‘i{)r}([ukm néasleduje intuitivod mysleni

Vistup I Cisté formalni dedulkee |

Definice pojmu ‘ [ Predstava pojmn |

.

Vstup I

Obrazek 5.7: Vinnertv kognitivni model dodrZujicf rigor6zni povahu matematiky(Vinner, 1991)

To nam rikd, Ze bez ohledu na to, jak se predstava pojmu zapoji do procesu feSeni tlohy
nebo problému, musi byt konecny vysledek vzdy spojen pouze s jeho formadlni definici. Pinto
(1998) a Pinto a Tall (1999) vSak prokazali, Ze studenti radéji stavi na své osobni definici pojmu
neZ na té formdlni a Ze jejich definice jsou navic velmi Casto zkreslené nebo nedostatecné.
Tuto situaci popisuje Vinnerav intuitivni model (obr. 5.8), ktery zde poukazuje na nedodrzeni
rigorézni povahy matematiky (Vinner, 1991).

Na zikladé vSech téchto poznatki tak ziskdvame hlubsi pochopeni toho, jak jedinci mohou
vytvdfet a pouZivat své predstavy pojmu a zaméfit se tim na takové vyukové materidly a situ-
ace, které umozni jejich hlubsi porozuméni povaze a roli definic a podpofi budovani pevnéjsich
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Vystup

—

Definice pojta | | Pledstava pojmu

Vstup

Obrazek 5.8: Vinnertiv intuitivaf model nedodrZujfcf rigor6znf povahu matematiky(Vinner, 1991)

konceptudlnich zakladu. Je klicové vytvaret aktivity, které spiSe podpofi vyvolavani soucasné
nékolika raznych predstav pojmt, jez se mohou nasledné dostat mezi sebou do konfliktu, nez
spoléhat na to, Ze pfimé predstaveni definice povede k jeji automatické a presné aplikaci v praxi.
To znamena, Ze Zdci by meli byt vedeni k tomu, aby si nejen zapamatovali formalni definice, ale
aby je také dokézali propojit se svymi existujicimi znalostmi a pfedstavami. Tento proces muze
byt posilen naptiklad prostfednictvim aktivnich diskusi, praktickych cviceni a reflexi, které po-
mohou zaktim identifikovat a prekonat pfipadné rozpory mezi jejich intuitivnimi predstavami
a formdlnimi definicemi. K tomu se nabizi taxikarska geometrie, ktera pravé tyto moZnosti po-
skytuje.

5.4.4 Teorie figuralnich pojmu

Kromé pojmu a mentdlniho obrazu jakoZzto dvou oddélenych mentalnich kategorii kognitivni
psychologie pak Fischbein navic identifikoval geometrické ttvary jako tieti kategorii mentalni
reprezentace (Fischbein, Nachlieli, 1998):

Pojem je obvykle definovdn jako abstraktni, obecnd reprezentace kategorie objektit nebo
Jevit. Na druhé strané obraz (zejména vizudlni obraz) je smyslovd reprezentace objektii nebo
Jevit. Vizudlni obrazy jsou nékdy popisovdny jako 'obrazy v mysli’, protoZe maji prostorové
vlastnosti jako rozsah, tvar, umisténi, velikost. Tvto dvé kategorie, obrazy a pojmy, ackoli se
v priubéhu mentdlni ¢innosti obvykle vzdjemné ovliviuji, zdaji se byt ve své podstaté nekom-
patibilni. Pojem jako takovy totiz nevlastni prostorové vlastnosti, je idedlni a abstraktni, obraz
pak zase neni redukovatelny na myslenku kvuli svym smyslovym vlastnostem. Avsak je mozné
identifikovat treti kategorii mentdlnich reprezentact, kterd v sobé obsahuje obé tyto vlastnosti.
Jsou jimi geometrické iitvary. * (Fischbein, Nachlieli, 1998, vlastni preklad) '

Podle Fischbeina jsou tak geometrické utvary charakterizovany dvéma aspekty: obrazovym
a konceptudlnim (Fischbein, 1993). Zatimco obrazovy aspekt v sobé zahrnuje prostorové vlast-
nosti (tvar, pozici a velikost), konceptualni slozka ma abstraktni teoretickou povahu (idealnost,
abstraktnost, obecnost a dokonalost), kterou jednotlivé geometrické ttvary sdileji s t€mi ostat-
nimi. Fischbein je proto nazyva figurdlnimi pojmy (figural concepts).

Napriklad u kola u automobilu, ve snaze popsat jeho ,kulatost”, miZeme ziskat nejenom
pouhou predstavu oblého tvaru, nejen obraz kola spojeny s touto predstavou, ale také treti typ

! LA concept is usually defined as an abstract, general representation (an idea) of a category of objects or events.
On the other hand, an image (especially a visual image) is a sensorial representation of an object or event. Visual
images are sometimes described as ’pictures in the mind” because they possess spatial properties like extension,
shape, location, magnitude. These two categories, images and concepts, though usually interacting in the course
of mental activity, seem to be basically incompatible. A concept does not possess spatial properties, it is ideal and
abstract, and an image is not reducible to an idea because of its sensorial properties. Nevertheless, one may identify
a third category of mental representations which possess simultaneously both categories of properties. These are
the geometrical figures.*
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konstruktu, kterym je geometricky utvar nazvany kruznice. Pokud budeme resit dlohu, ve které
mame napriklad vypocitat vzddlenost, kterou urazi vozidlo, znime-li polomeér kol, pocet otacek
za casovou jednotku a celkovy cas, budeme provadét vypocet s ohledem k abstraktnimu modelu
kola, ktery neni ani ¢istym obrazem, ani ¢istym pojmem. Pojmy samy o sobé se totiZ neotaceji,
nepohybuji, a obrazy jako takové zase nemaji onu dokonalost, obecnost, abstraktnost, ktera je
predpokladem pro provadéni vypoctt (Fischbein, 1993). Kruznice je proto figurdlnim pojmem.
Je to geometricky ttvar, ma prostorovou (smyslovou) reprezentaci a je to geometricky pojem
(idedlni, abstraktni, obecny, dokonaly). Fischbein navic zduraziuje, Ze tplna harmonie mezi
pojmem a obrazem je v geometrickém tsudku jen jistou idedlni situaci, kterd vSak nemusi
byt v praxi dosazena z divodu ruznych psychologickych omezeni. Tuto dplnou harmonii mezi
obéma aspekty figurdlniho pojmu nazyva Fischbein (1993) idedlni figurdlni pojem. Figuralni
slozka je vSak podle néj obvykle silné dominantni a konceptudlni slozka tak byva velmi casto
upozadéna.

Z cisté kognitivniho hlediska Fujita a Jones (2007) rozsifili ptuvodni definici figuralniho
pojmu (viz obr. 5.9) ndsledujicim zptsobem. Jak jiz bylo uvedeno, Fischbein povazoval fi-
gurdlni pojem za proces, ve kterém se vzajemny vztah mezi figurdlni a konceptudlni sloZkou
postupné vyviji smérem ke své idedlni formé, aviak nezabyval se podrobné timto vyvojem ve
vztahu k jednotlivei. Fujita a Jones proto prishi s tim, Ze jedinci mohou mit své vlastni figuralni
pojmy a definice, které si konstruuji prostfednictvim svych osobnich zkuSenosti, a nazyvaji
je souborné jako osobni figurdlni pojmy (u Tall a Vinnera by to odpovidalo jejich predstavé
pojmu). Fujita a Jones se poté odkazuji na formalnich definice pojma a jejich obrazy jako na
formdlni figurdlni pojmy.

Flgurilind pojimy
Abstraktni, obecné, idedlni, cisté, logicky dosafiteiné entity, které v
sobé stale odraZeji viastnosti svych prostorowvych reprezentad (tvar,
poloha, velikost) a mentalné s nimi piipadné manipulujifFischbein, 1993)

Definice pojmu Predafoaa pojimu

Sada slov, kterd se sklada z termind a
vysvétluje néjaky pojem(Tall, Vinner, 1981)

Formdlni figurdlni pojmy

Formélni pledstavy pojmi a definice
pojmi(Fujita a Jones, 2007)

Celkova kognitivni struktura spojena s
konceptem, kterd zahrnuje viechny mentain
obrazy a pfidruZené viastnosti a procesy
(Tall, Vinner, 1981)

Osobnd figurdlnd pofmy
Predstavy pojmi a definice pojmd, které
si jedinci vytvaii o zékladnich tvarech na

zakladé individudinich zkudenosti v rémci
jejich procesu uceni (Fujita a Jones, 2007)

Obrazek 5.9: Figurédln{ pojmy(Fujita a Jones, 2007)



5.5 Teorie uceni v geometrii

5.5.1 Van Hieleho teorie uceni v euklidovské geometrii

Existuje celd rada literatury, kterd poukazuje na to, Ze geometrie prezentovana formalnim axi-
omatickym zptisobem je na stfedni $kole srozumitelna pouze malé skupiné zaka (Mayberry,
1983; Burger & Shaughnessy, 1986; van Hiele, 1986; Fuys et al., 1988). V mnoha zemich tak
zacala byt postupné cCisté euklidovskd geometrie na tomto typu kol kritizovana jako priliS for-
malni a prili$ slozita a doslo postupné k reformam, které odrazely predevsim zmény v didaktice,
a to ve svetle vyzkumu provedeného na konci 50. let dvéma nizozemskymi matematickymi pe-
dagogy, Pierrem van Hiele a jeho manzelkou Dinou van Hiele-Geldof, ktefi zformulovali jejich
vlastni teorii uceni euklidovské geometrii.

Byla vytvorena na zakladé celkovych frustraci, které nejen oni, ale i jejich zaci v hodinach
zazivali. Van Hiele (1986) vysvétluje, Ze pri vyuce geometrie ,,se vzdy zdélo, jako bych mluvil
jinym jazykem*. Jejich zjiSténim pak bylo, Ze geometrie prezentovana tradi¢nim euklidovskym
zpusobem naivné predpoklada, Ze jiz zaci uvazuji na deduktivni drovni. Navic si zacali uvédo-
movat tu skutecnost, Ze tito zaci nebudou nikdy schopni ocenit vyznam a podstatu axiomatic-
kych systému, dokud se postupné krok po kroku nedostanou na nejvyssi droveni porozumeéni
v ramci jejich predstavené hierarchie (Van Hiele, 1999) .

Mnoho odbornikt popisuje jednotlivé van Hielovy trovné riznymi zptusoby, nicméné zde
a 1lustrovano na obrazku 5.10 je shrnuti podle Battista & Clements (1992):

1. Vizualni (Visualization): Jedinci zde identifikuji tvary podle vizualniho vzhledu a pracuji
s nimi na zdkladé celkového dojmu. Vytvareji si mentalni predstavy utvart, ale nevénuji
pozornost jejich geometrickym vlastnostem. Do tohoto obdobi se obvykle dostavaji jiz
v prubéhu matefské $koly, kdyz jsou konfrontoviny s pfedméty ve tvaru geometrickych
obrazcu, a setrvavaji v ném zpravidla i na zacatku zdkladni $koly (Budinova, 2021).

2. Analyticka (Descriptive): Jedinci jiz zacinaji rozpozndvat a charakterizovat tvary podle
jejich vlastnosti. Vénuji se tak experimentalnimu stanovovini vlastnosti a za¢inaji chapat,
jak nekteré z nich vytvareji spolecnou tiidu geometrickych tdtvart. Na tuto troven se zdk
dostava v prubehu tretiho roc¢niku zikladni §koly, ve ctvrtém rocniku by jizZ této drovné
mela dosahovat vétSina z nich (Budinova, 2021).

3. Abstraktni (Abstract Reasoning): Jedinci jiz stale vic vnimaji vztahy mezi vlastnostmi
Gtvart, jsou schopni tyto Gtvary tfidit podle ruznych charakteristik a vytvaret jednodu-
ché definice. Na této drovni se jiZ nenechdvaji ovliviit tim, jak na né dany tdtvar ptsobi
a zvazuji vzdy jen jeho vlastnosti. Na tuto droveni se dostivaji Zici v pribéhu druhého
stupné (Budinova, 2021). Mohou se tak jiz rodit pocatky deduktivniho uvaZovani, jesté
vSak stile bez porozuméni pravidlim a vyznamu formalni dedukce.

4. Deduktivni (Deduction): Jedinci jiz mohou proviadét dikazy na stfedoskolské Grovni, vy-
vozuji zavery z predchozich znamych tvrzeni, rozuméji vyznamu definic a axiomu a cha-
pou vyznam nutné a postacujictho podminky. Jsou schopni pouzivat abstraktni pojmy
a vyvozovat zaveéry zaloZené spiSe na logice neZ na intuici. V pfipadé optimalniho pozna-
vaciho procesu Zaci této urovné dosahnou na stredni Skole (Budinova, 2021).

5. Axiomaticka (Rigor): Na této trovni jiz jedinci formdlné€ uvazuji o matematickych sys-
témech a jsou schopni studovat geometrii nezavisle na vizualnich modelech. Manipuluji
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formdlne s axiomy, definicemi a vétami. Urovné axiomatizace dosahuji studenti vyso-
kych $kol, ktefi jiz dokdzou axiomy chédpat i mimo samotny euklidovsky prostor (Zilkova,

2018)

Obriazek 5.10: Van Hieleho trovné geometrického mysleni.

Uvazujeme-li ¢tverec, na vizualni drovni by ho jedinec rozpoznal pouze podle jeho vzhledu. Na
analytické drovni by jiZ dokazal popsat ¢tverec pomoci vlastnosti, napiiklad popisem, Ze ma
vSechny strany stejné dlouhé. Na abstraktni trovni by jiz chépal definici ¢tverce a jeho vztah
s jinymi dtvary. Na drovni dedukce by byl navic schopen sestavit dukazy o vlastnostech Ctverce,
na urovni axiomatizace pak dovedl formdlné manipulovat s timto pojmem 1 v ramci jinych
matematickych systéma, napriklad sestrojil ¢tverec v taxikarské geometrii.

Manzelé van Hiele zdtraznuji obdobné jako Piaget aktivni roli jedince pfi konstrukci vlast-
niho poznani. Podle nich se jedinec neuci fakta, jména nebo pravidla, ale vytvari sité vztaht,
kterymi propojuje geometrické pojmy a procesy a vSe organizuje do schémat (van Hiele, 1959).
Musi proto abstrahovat matematiku ze svych vlastnich systematickych ¢innosti a zkusenosti.

Tato teorie je hierarchickd. Znamena to, Ze jedinec nemuZze pracovat s porozuménim na jedné
urovni, aniz by prosel témi predchozimi (van Hiele, 1986). Senk (1989) v této souvislosti do-
davd, ze dvé osoby, které uvazuji na riznych tdrovnich, se dokonce nemusi navzdjem chépat.
Ten, kdo je na tirovni n, nemusi pak porozumét mysleni na drovni n + 1 nebo vys§i. Pokud uci-
tel vyucuje geometrii na vyS$si drovni van Hieleho, je takové vyucovani neefektivni, protoze Zaci
nerozumi, co ucCitel fika. Podobné ucitel, ktery ocekava odpoveédi na trovni van Hieleho, ktera
se li8{ od drovné jeho ziku, nemtze pochopit jejich odpovédi (van Hiele, 1984). Pegg (1995)
vSak tvrdi, Ze Zaci a studenti mohou vySssi uroven simulovat tim, Ze se nauci dana pravidla
a definice nazpamét' nebo pouZzivaji jen rutinni algoritmy, kterym vSak nerozumi. Ukazalo se,
Ze jednotlivé trovné nejsou diskrétni a jedinci mezi nimi mohou oscilovat, jak naznacuji Bur-
ger a Shaughnessy (1986). V tomto prfipadé je nizsi troven van Hieleho kompletnéjsi a zustava
dalezitou soucasti kognitivnich schémat zaka (Matos, 1999). To muze vést k tomu, Ze pfi fe-
Seni slozitéjSich problému budou Zaci inklinovat k jednodus$sim zptisobim mysleni. V takovych
situacich mohou vizudlni aspekty, jako je tvar nebo vzhled geometrického objektu, prevazovat
nad abstraktnimi geometrickymi vlastnostmi, které tento objekt definuji.

Oproti Piagetovi, Pegg (1995) a Mason (2003) tvrdi, Ze posun z jedné drovné na druhou
je vice ovlivnén vzdélavacimi zkuSenostmi, nez vékem nebo fyzickou a mentdlni zralosti zaku.
Pegg (1995) proto doporucuje, aby mél jedinec pro tento prechod dostatek vhodnych pfileZitosti
celit Casté osobni ,krizi mysleni®. Mély by mu byt poskytovany takové ukoly, které by ho do-
nutily premyslet a vymyslet vlastni strategie feSeni, a u kterych tak ziska do dané problematiky
1 potfebné vhledy. Aktivity by mély byt postavené na objevovani a nasledné reflexi, navic na-
vrZeny tak, aby mu umoZznily prochazet jednotlivymi tirovnémi van Hieleho postupné a jedinec
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tak nebyl nucen premyslet na Grovni vys$si. Mély by navic natolik flexibilni, aby kompenzovaly
jedince na ruznych tdrovnich této hierarchie (Battista & Clements, 1992).

V ramci stredoskolské geometrie bychom se proto méli snazit prizpusobit v§em témto moz-
nym rozdilim v jednotlivych drovnich geometrického mysleni a postupné privadét zaky k hlub-
§imu poznani klicovych pojmu. Je dilezité, aby jim bylo vZzdy umoznéno vyuzivat vizudlniho
uvazovani a empirického mysleni, nebot’ tyto pfistupy jsou zdkladnimi stavebnimi kameny pro
dosazeni vysSich drovni geometrického mysleni. Soucasné je vSak potieba postupné zdoko-
nalovat jejich myslenkové procesy a pomadhat jim rozpoznavat pfipadné nedostatky v jejich
vizudlnich a empirickych argumentech, aby mohli postupné objevovat a pouZzivat kritické atri-
buty formalniho dukazu. Dale by méli mit prilezitost k tomu, aby prezentovali a zduvodnovali
své myslenky, coz jim nakonec pomuiZze porozumét vyznamu a nezbytnosti formélniho dikazu.
Zde muze sehrat vyznamnou tlohu taxikérska geometrie jako prostredek pro lepsi porozumeéni
geometrickym pojmum a jejich aplikacim. Poskytuje zakiim jednoduchy a intuitivni zptsob,
jak vizualizovat geometrické pojmy a pracovat s jejich definicemi. Tento ndzorny pfistup muze
zaktim pomoci lépe porozumét zakladnim geometrickym principtim a vyznamu definic v ramci
niz381 tirovné Van Hieleho hierarchie, coZ pak usnadni jejich pfechod k vys$§im trovnim.

5.5.2 Teorie uceni v neeklidovské geometrii

Manzelé van Hiele se ve své prici zabyvali pouze jednotlivymi drovnémi porozuméni v eu-
klidovské geometrii, ale viibec se jiz nezabyvali geometriemi neeuklidovskymi. Ty povazovali
za prili§ teoretické k tomu, aby byly zarazeny do ucebniho planu matematiky na zakladnich
a stiednich Skolach. Taxikarska geometrie ma v8ak znacny potencial pravée zlep$it porozuméni
zakt samotné euklidovské geometrii, bylo by proto uZite¢né se zabyvat i tim, jak mohou tito
Zaci rozvijet své mysleni také v této geometrii a jaké jsou tudiz 1 zde obdobné drovné.

Existuje velmi malo vyzkumu v této oblasti; nicméné Guven a Baki (2010) ve své studii
sestavili urovné porozumeéni ve sférické geometrii, které lze nakonec aplikovat i v ramci ta-
xikarské geometrie, jak to ukazal napfiklad Barbosa (2019). Urovng porozumeéni v taxikarské
geometrii by se tak daly popsat takto:

1. Prechod (Transition): V této fazi ma jedinec intuitivni chapani taxikarské geometrie. Uvé-
domuje si sice tu skutecnost, ze v dusledku rozdilu v metrice studuje geometrii odli¥nou
od té euklidovské, neni si v§ak védom vSech jejich zdkladnich principt a axiomu a ne-
uvédomuje si proto dostatecné, jakou roli hraji pri jeji konstrukci. Pfi prici na novych
tkolech zde proto silné dominuji pfedstavy diive naucenych pojmu euklidovské geomet-
rie a jejich vlastnosti.

2. Porovnavani geometrii (Geometry Comparison): V této fazi jiz zacinaji definice a z nich
vyplyvajici vlastnosti geometrickych ttvarti nahrazovat ptvodni predstavy zaloZené jen
na jejich vzhledu. Jedinec tak muZe zacit porovnavat tyto definice v rdmci obou geome-
triich a vytvaret nové znalosti, které nahrazuji jeho ¢isté intuitivni a vizudlni predstavu.
Nedovede vSak tyto nové znalosti jesté vyuzit k feSeni slozitéjSich problémi.

3. Pred-deduktivni (Pre-deductive): Jedinec jiz dovede fesit sloZitéjSi dlohy pomoci kon-
strukei v taxikarské geometrii, ale zatim stale neni schopen fesit problémy, které vyzaduji
deduktivni dsudek. Dokaze sice sledovat formalni dukazy, je schopen jim porozumét,
ale neni schopen vytvofit novy dukaz nebo pfizpusobit existujici dukaz v rdmci novych
pozadavkau.
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4. Deduktivni (Deductive): Jedinec jiz dovede deduktivné dokazovat véty pomoci obecnych
definic misto téch specifickych, které jsou platné jen v ramci konkrétni geometrie. Jinymi
slovy tak muaZe z definic provadét odvozovani, které jsou univerzalné platné i v ramci
jinych geometrii, naptiklad, Ze osa usecky je zde ve smyslu ekvivalence prave ta mnoZina
bodu, které maji stejnou vzdilenost od krajnich bodu této dsecky.

Existuji zde nékteré obecné podobnosti mezi trovnémi van Hieleho a vySe uvedenymi drov-
némi taxikarské geometrie. Obé trovné zacinaji shodné vizudlnim chdpanim a poté pokracuji
intuitivnim vnimanim definic a vlastnosti. Nakonec tak v obou teoricih jedinci dosahuji deduk-
tivniho uvaZovani a provadéji logické zavéry. Tyto podobnosti Ize shrnout v tabulce na obrazku

(5.11).

Viastnosti Geometrie Urovei geometrického mysleni

Vizualnivlastnosti taxikafska PRECHODOVA

euklidovska VIZUALNI
Definice a souvisejici viastnosti taxikarska DEFINICE A SROVNANI

euklidovska ANALYTICKA

Neformalni zavéry taxikarska PRED-DEDUKTIVNI
euklidovska ABSTRAKTNI

Formalni dikazy taxikarska DEDUKTIVNI

euklidovska DEDUKTIVNI

Obrazek 5.11: Srovndn{ jednotlivych drovnf geometric-
kého chdpanf euklidovské (van Hiele) a taxikéiské geometrie

Pokud se podivame podrobnéji na jednotlivé drovné taxikarské geometrie, zjistime, Ze se
jejich charakteristiky mirné li§i. Na tGrovni vizualizace jedinec nezna vlastnosti rovinnych ob-
razcu, ale na drovni prechodu uz ano, véetné platnosti téchto vlastnosti v taxikarské geometrii.
Na drovni analyzy podle van Hieleho dokéze jedinec popsat vlastnosti rovinnych dtvart a po-
rovnat je s jinymi utvary v ramci euklidovské geometrie. Na tirovni srovnani geometrii dokdze
navic porovnavat tyto vlastnosti napfi¢ obéma geometriemi. Jedinec na urovni pred-deduktivni
obvykle dospivi k logickym zdvértim prostrednictvim specidlnich pfipadu v obou geometriich.
Na abstraktni drovni podle van Hieleho tyto speciilni pripady nepouziva (Guven, Baki, 2010).

Obe teorie ukazuji, Ze jedinci postupuji postupné pres rizné Grovné porozumeni, které jsou
hierarchické. Jak je jiz znamo, jeden z hlavnich divodu selhdni zdki a studentt v porozumeéni
euklidovské geometrii je nedostate¢né zohlednéni trovni porozuméni podle van Hieleho ve
vyuce. Proto by tyto trovné porozuméni neeuklidovskym geometriim mély byt rovnézZ brany
v tvahu pfi navrhu vhodnych vyukovych aktivit, aby se pfedes§lo podobnym problémum.
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Kapitola 6

Didakticky experiment

6.1 Uvod

Vyuka geometrie je nejen klicovym prostfedkem pro rozvoj prostorového mysleni a vizualizac¢-
nich dovednosti u zakd, ale také zdsadni prileZitosti k rozvoji jejich schopnosti deduktivniho
uvazovani a dokazovani (Battista & Clements, 1992). French (2004) pak uvadi, Ze geometrické
znalosti jsou dulezité pro Gspéch zaka v matematice jako takové.

Gonseth (1955) rozliSuje tf1 paradigma geometrie v zavislosti na propojeni s redlnym své-
tem: a) pfirozend geometrie, b) pfirozend axiomatickd geometrie a ¢) formalni axiomaticka
geometrie. V primarnim a sekundarnim vzdélavani jsou klicové pouze prvni dvé. V prirozené
geometrii jsou vjemy a pozorovani fyzickych objektt zdkladem tvrzeni a geometrickych tvah,
vychazejicich ze zkuSenosti s redlnym svétem. Prirozend axiomatickd geometrie pouzivd axio-
maticky model redlného svéta, kde axiomy tésné souviseji s naSim vnimanim prostoru. Formalni
axiomatickd geometrie je odosobnéna od redlného svéta a zahrnuje Gplny a bezesporny systém
axiomu, relevantni az pro vysokoskolské studium.

Geometrie ma tf1 roviny: tvary reprezentujici pojmy, definice a vlastnosti. Jinymi slovy,
vizudlni obraz, ktery reprezentuje geometricky pojem, ma definici, kterd pomdha porozumét
riznym jeho vlastnostem a jinym pojmim a rozliSovat mezi nimi (Tirniikli, Alayli & Akkas,
2013). Definice jsou proto nedilnou soucsti k pochopeni pojmu a rovnéz zdsadni pii konstrukei
dukazt v matematice. Je tedy dulezité, aby zaci vyvinuli hluboké porozuméni jejich obsahtum
a rolim.

Urovné geometrického mysleni jsou podle van Hiele usporadédny hierarchicky a zdci a stu-
denti prochdzeji témito drovnémi postupné krok za krokem. Pro tispésné zvladnuti urcité drovné
je nezbytné zvladnout strategii trovni predchozich (van Hiele, 1959; Crowley, 1987). Vyzkum
naznacuje, Ze pokud Zici nepostoupi ke Ctvrté trovni, nebudou pravdépodobné tspésni ve vy-
sokoskolském kurzu geometrie, kde se obvykle ocekava, ze budou uvazovat deduktivné (May-
berry, 1983). Pegg (1995) uvadi, Ze pfechod mezi tdrovnémi zavisi spiSe na vzdélavacich zku-
Senostech nez na veéku samotném. Doporucuje proto, aby bylo Zikiim pro tento postup po-
skytovano dostatek prilezitosti celit osobnim ,krizim mySleni®, a to prostfednictvim takovych
zvolenych situaci, které by jim umoznily vzdjemné propojovat to, co jiZ znaji, s tim, co je jim
neznamé.

Pri vyzkumu v geometrii, zejména té prirozené axiomatické geometrii, se pracuje s men-
talnimi entitami nazyvanymi figurdlni koncepty, které odrazeji prostorové charakteristiky (tvar,
poloha, mnoZstvi), stejné jako konceptudlni vlastnosti jako je dokonalost, abstraktnost, obecnost
a 1dedlnost (Fischbein, 1993). Fischbein povazuje geometrické mysleni za neustdlou interakci
mezi figurdlnimi a konceptualnimi sloZkami. V jeho teorii upozoriuje na asty rozpor mezi té-
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mito aspekty, kdy figurdlni struktura pfechodné ziskdava autonomii a vyrazné ovliviuje tsudek
jednotlivee. Tento jev je dobfe zdokumentovan vyzkumem Fujity a Jonese (2006), ktefi zjistili,
Ze prototypové obrazy v osobnich figuralnich pojmech maji silny vliv na to, jak Zaci a studenti
definuji tvary v geometrii a odvozuji jejich vlastnosti. Tento jev je znam jako ,,prototypovy fe-
nomén* (Hershkowitz, 1990), kde obraz Casto prevazuje nad formalni definici a miZe branit
hlub$imu uceni (Matos, 1999). Prevost (1985) toto potvrzuje a dodava, ze Zaci Casto pouZi-
vaji prototypové piiklady k definici geometrickych tdtvara, i kdyZ znaji jejich konvenéni defi-
nice. Tento jev ukazuje, Ze ve smyslu van Hieleho zistavaji na drovni vizualizace a nedosahuji
drovné analyzy. Smith (2013) dopliiuje, Ze nase predpoklady tak mohou omezovat nasi schop-
nost vidét problém v celém jeho rozsahu. Hollebrands a kol.(2010) zji8t'uji, Ze vysokoskolska
geometrie je pro studenty obtiZna proto, Ze jsou zvykli tvofit své logické tsudky v ramci svého
intuitivniho chdpani a zkuSenosti nez z pozadavkua kladenych axiomatickymi systémy. Velka
cast z nich proto nepracuje s definicemi tak, jak to ¢ini matematici, a to i presto, Ze jsou schopni
je spravné vyslovit a vysvétlit (Edwards a Ward, 2004). Tito autofi se domnivaji, Ze je to zpu-
sobeno tou skutec¢nosti, Ze Zaci maji dlouha léta zkuSenost s matematikou, v nichZ se péstuje
pouze toto intuitivni porozumeéni. Edwards a Ward (2004) navic zjistili, Ze spousta tspésnych
studentd matematiky Casto dokonce nerozumi samotné povaze matematickych definic. Jejich
naivni pfistup pak byva velmi Casto stejny jako pfistup obycejného ¢lovéka k lexikdlnim defini-
cim a tento konflikt mezi empirickym (lexikdlnim) pfistupem a teoretickym muzZe byt zdrojem
jejich pripadnych obtizi na vysoké Skole (Vinner, 1976).

Jak jiz bylo uvedeno drive, vzhledem ke konstruktivni povaze samotného budovani pojmu
si tak jedinec ve snaze o jeho porozuméni vytvaii vlastni mentdlni reprezentaci. Pokud s timto
pojmem ziskd mnohem vice zkuSenosti, miize byt postupné upravena, nebo muze byt vytvo-
fen Uplné jiny a novy typ reprezentace. Zéci proto dlouhou dobu mohou vnimat pojmy, které
znaji z euklidovské geometrie, jako jistou samozrejmost, kterd nevyZaduje oporu definic, dokud
se nesetkaji pravé s okolnostmi, které zacnou odporovat jejich dosavadnim pfedstavam. Proto
»pokud je pojem vysledkem reflektivni abstrakce, coz je abstrakce odvozena z aktivity, pak
by mélo byt mozné navrhnout fadu tkold, kterd vyvold vhodnou aktivitu podporujici abstrakci
z této aktivity™ (Simon a kol., 2018). Edwards a Ward (2004) pak doporucuji zarazovat takové
aktivity spojené s definicemi, které by mohly podporovat hlubsi porozuméni matematickych
pojmu, porozuméni povaze matematickych definic a porozumeéni roli definic v matematice jiz
v ramci vzdélavacich cila strednich Skol. Jiz zde by se podle nich ucitelé méli alespon pokusit
zasit seminko rigoréznéjsiho pristupu k pouziti definic. To podporuje i Fischbein (1999) a do-
porucuje ,,vytvoreni takovych [vyukovych] situaci, ve kterych se muZze projevit konflikt mezi
intuitivni reakei figurdlniho aspektu a poznanim dosaZenym prostfednictvim logické analyzy*.

Taxikarska geometrie ma proto v téchto ohledech obrovsky potencidl a mize sehrat velmi
vyznamnou roli v u¢ebnim planu matematiky. .Zdci a studenti, ktef{ maji zkusenost s vytva-
fenim, spojovanim, kombinovanim pojmu a jejich pouzivianim v riznych kontextech, vykazuji
lepsi porozuméni témto pojmum a snadnéj§i zapamatovani nez ti, kterym je pojem pfimo pieda-
van ucitelem (Wafigoh & Kusumah, 2019)*. Ukazuje se, ze zkoumdni pojmu v neeuklidovské
geometrii mize zikim a studentim pomoci lépe porozumét euklidovské geometrii (Dreiling,
2012; Hollebrands, Conner, & Smith, 2010). Krause (1975) preferuje zavedeni taxikarské geo-
metrie pred ostatnimi neeuklidovskymi geometriemi, protoZe tento jednoduchy prostor umoz-
nuje snazsi uvaZovani a usnadnuje pozdéjsi prechod k mnohem abstraktnéj$im pojmum. Chris-
tina Janssen (2007) uvadi, Ze pii pohledu na geometrii z této odliSné perspektivy [taxikarské]
se musela sama zastavit a pfehodnotit to, co se doposud nauéila. Riké: ,Neni mozné 1épe poro-
zumét euklidovské geometrii neZ s pomoci tohoto typu porovnavani a kontrastu. Moje geomet-
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rické chdpani se rozvinulo do neuvéfitelnych rozméra ... * ! (Janssen, 2007, str. 60-61, vlastn{
preklad). Toto prostredi taxikdrské geometrie umoznuje navrhovat vyukové situace, které pod-
poruji integraci konceptudlnich a figuralnich aspektt s cilem vytvorit sjednocené mentalni ob-
jekty. Toto je podporovano i vzajemnou interakei schémat dle teorie APOS. TaktéZ poskytuje
vhodnou piilezitost k tomu, aby se ukazalo, Ze geometrie slouzi jako zptsob popisu fyzické
reality. Podobné jako rtizné literarni styly mohou popisovat stejnou scénu, rizné geometrie mo-
hou slouZit k popisu téze reality, a Zddna z nich neni lepsi nez jina. Geometrie je vZdy vybirdna
podle jeji vhodnosti pro dané okolnosti.

6.2 Metodologie

Tato studie vyuZzila metodu didaktického experimentu, ktera je soucasti kvalitativnich vyzkum-
nych metod v pedagogice a slouZi k systematickému zkoumani a ovéfovani efektivity vyuko-
vych postupt, metod a technik. Je tedy neocenitelnym ndstrojem pro pedagogicky vyzkum,
ktery prispiva k inovaci a k zlepSovani vzdélavacich metod a technik. Podle Steffa a Thomp-
sona (2000) nebyla struktura didaktického experimentu nikdy formalné stanovena, ani by podle
jejich nazoru byt neméla. Tento pfistup pak umoZiuje, aby charakteristiky experimentu zavisely
na konkrétnim zaméreni kazdého experimentitora. Pro Steffa a Thompsona je proto didakticky
experiment zivou metodologii, kterd byla navrZzena pro zkoumadni a vysvétlovani matematické
aktivity zaku. Podle Cobb et al. (2003) by vSak ,.ndvrzné experimenty mély byt provadény za
ucelem rozvoje teorii, nikoli pouze empirického ladéni toho, co funguje.” Jako vyzkumny pe-
dagog jsem se proto aktivné podilel na tvorbé takovych vyukovych aktivit, které jsou v souladu
s relevantnimi teoretickymi ramci a nasledovné jsem se u zakt pokusil sledovat rozvoj jejich
ucebnich dovednosti a matematického mysleni.

6.3 Vyzkumné otazky

Pro stanoveni vyzkumnych otazek bylo nejprve nutné identifikovat ¢innosti nebo tikoly v oblasti
taxikdrské geometrie, které by mohly pomoci zdkim lépe porozumét matematickym pojmum
a jejich definicim a prohloubit v této oblasti jejich znalosti. Nasledné pak byly vybrany ty akti-
vity, které by umoznily sledovat, jak Zaci prenaseji své stavajici porozumeéni nekterym pojmum
z euklidovské geometrie do kontextu taxikarské geometrie, a jak aplikace téchto definic v nety-
pickém prostiedi taxikafské geometrie muze obohatit jejich pochopeni téchto pojmi.

Ve ramci didaktického experimentu jsme se nakonec zamérili na tyto dvé vyzkumné otazky:

1. Jak Zaci v ramci piipravenych aktivit pfenaseji a aplikuji své osobni definice geometric-
kych pojmu, jako jsou kruznice, elipsa, parabola, hyperbola a osa tsecky, které ziskali
béhem svého stredoSkolského studia, do kontextu taxikarské geometrie, a jak mohly tyto
aktivity podpofit jejich porozuméni témto pojmum?

2. Zda je mozné na zdkladé vhodné navrZenych aktivit v prostfedi euklidovské a taxikafské
geometrie, které jsou sestaveny s ohledem na vzajemnou interakci schémat (APOS), do-
sahnout toho, aby Zaci ztematizovali pojem ,.kruZnice™ a byli schopni odvodit jeji rovnici
v maximalni metrice.

! How can you not understand Euclidean Geometry better with that type of comparing and contrasting[?] My
geometric understanding has grown beyond belief...*
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Kapitola 7

Prvni vyzkumna otazka

7.1 Vyzkumny proces

Metoda

V souladu s cilem vyzkumu sledovat, jak Zaci pfendseji a aplikuji své osobni definice geomet-
rickych pojmt, jako jsou kruZnice, elipsa, parabola, hyperbola a osa tisecky, které poznali bé-
hem svého stfedoskolského studia, do kontextu taxikarské geometrie, a jestli tato ¢innost muze
podporit jejich porozuméni témto pojmum, byla nékolika zZaktiim stfedni Skoly predlozena série
aktivit v taxikarské geometrii. Po Zacich, ktefi se tcastnili této studie, byla poZadadovana ak-
tivni spoluprace a spolecné dokonceni vSech téchto tloh. Jednalo se zde o kvalitativni sbér dat
a tato data byla shromazdéna prostfednictvim pozorovani, zaznamenanych diskusi, rozhovoru
a vyplnénych pracovnich lista. Realizace probéhla v samotném prostredi Skoly. Chovini zdku
povazované za dulezité béhem tohoto procesu bylo zaznamendno a interpretovano.

Ucastnici

Tato studie byla provedena se skupinou osmi dobrovolnych zaka posledniho roéniku gymnazia
J. Seiferta v Praze, ve dvou dnech, a to v rdmci dvou 90minutovych bloka. Pfitomen byl jesté
jeden ucitel, ktery pomahal zaznamenavat rozhovory a pofizovat fotodokumentaci. Zﬁky budu
v textu oznacovat pseudonymy.

Prubéh

Studie probihala v nékolika fazich. Nejprve bylo nutné tyto zaky seznamit s konceptem taxi-
karské vzdalenosti a s rozdily mezi touto novou geometrii a tradi¢ni euklidovskou geometrii,
kterou jiZ znali z pfedchoziho studia. Po stru¢ném piehledu historie proto nasledovala prvni
¢ast aktivit, zahrnujici pét tvodnich cviceni (1-5). Teprve po jejich absolvovani Zaci navstivili
fiktivni zemi Taxizem, kde plati pravidla taxikarské geometrie. Zde pak mohli v ramei 9 navr-
zenych uloh (1/T-9/T) zkoumat vlastnosti geometrickych pojmu, které se v této specifické ge-
ometrii projevuji jinak nez v té euklidovské. Jako zdroj inspirace a piikladd jsem pouzil knihu
. laxicab Geometry: An Adventure in Non-Euclidean Geometry (Krause, 1986)“.
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7.2 ReSerse

7.2.1 Pristupy k definicim pojmu

Na stfedni $kole byvaji definice vyuZivany pfi psani matematickych dukaza. Déle uz se vSak
po zécich prili§ nepozaduje, aby je aplikovali i v jiném kontextu. Jak jiz bylo feceno drive,
predstava pojmu se mutize shodovat, ale mize se i podstatné liSit od formalni definice tohoto
matematického pojmu. Podle von Glasersfelda (1995) jsou fakta povaZovana za platnda, dokud
nejsou v rozporu se zkusenosti. Teprve pokud jedinec narazi na nesoulad mezi svymi soucas-
nymi znalostmi (pfedstavou pojmu) a tim, co fika napfiklad ucitel, u¢ebnice nebo dand aktivita
v ramci formalni definice pojmu, muaze zacit prozivat frustraci a ,,pokud se rozhodne systema-
ticky a peclivé prozkoumdvat problém, aby tak sviij naruSeny stav Gspeésné obnovil, vede to
k uCeni* (Pritchard & Woollard, 2010).

Tento stav nerovnovahy a asili vyvinuté k jejimu pfekonani jsou zvlaste dilezité pro rozvoj
hlubokého porozuméni daného pojmu. Jeho nedostatecné chipani se pak projevuje jako ne-
vhodnd, alternativni nebo neuplna predstava. Makonye (2012) ji popisuje jako ,,miskoncept*.

,.Miskoncepty Casto vychdzeji z jiz ziskaného systému pojmu a presvédceni, které jsou
chybné aplikovany na Sirsi oblasti. Nemély by byt povaZovany za zavazné chyby, které je tfeba
odstranit, nebot’ to mtize zika zmadst a otfast jeho duvérou v jeho pfedchozich znalostech. Misto
toho by nové poznatky mély byt propojeny s pfedchozim konceptudlnim ramcem Zdka ¢i stu-
denta a zaClenény do spravné perspektivy.” ! (Nesher, 1987, str. 38-39, vlastni preklad)

Existuje mnoho riznych zptsobu, jak mtze zik pracovat s matematickym pojmem, jeho
vlastnostmi a definici, aby tim upevnil své celkové porozumeéni a odstranil své pripadné miskon-
cepty. Hlavni pfistup, ktery je pouZzit v ulohach v ramci této studie, je postaveny na utvifeni ma-
tematického pojmu prostrednictvim poskytnuté definice (obr. 7.1). Ta je vSak skryté zasazena

J i Pouziti definice ;
Matematicka aplikace i zvnitinéni Matematicky
-, k pozorovéni ' l .
definice pojem

vlastnosti

Obrazek 7.1: Vytvdfenf matematického pojmu na zdkladé vlastnostf v rdmci definice

do néjakého kontextu (redlné i fiktivni situace), aniZ by se zminilo, o jaky matematicky pojem se
skute¢né jednd. Po Zakovi se pak pozaduje, aby se pokusil identifikovat, jaky matematicky ob-
jekt tato definice skryva, a to prostfednictvim nezavislého zkoumani. Fischbein (1993, str. 153)
totiZ tvrdi, Ze pri geometrickém uvazovani je hlavni prekazkou tendence ,,zanedbavat definici
pod tlakem figurdlnich omezeni®. SnaZime se proto vyhnout tomu, aby dany pojem u Zaka hned
na zac¢atku vyvolal jeho nepfesnou nebo netiplnou predstavu. Mél by proto nejdiive samostatné
usilovat o hledani svych modelt a nemodelu, ale pouze téch, které jsou v pifimém spojeni s po-
skytnutou definici, nikoli s pfedem urcenym matematickym objektem. V netypickém kontextu
taxikdrské geometrie je nakonec zik priveden k pozorovini vlastnosti, které si s nim ptivodné
vibec nespojoval, coz by mohlo rozsifit a upevnit jeho mentilni predstavu o tomto pojmu. Mtze
tak nakonec asimilovat jeho podstatné a nezaujaté vlastnosti do své stavajici predstavy. JelikoZz
v ramci axiomatického systému jsou vlastnosti geometrickych ttvart odvozeny z definic, jedi-

! Misconceptions are usually an outgrowth of an already acquired system of concepts and beliefs wrongly
applied to an extended domain. They should not be treated as terrible things to be uprooted since this may confuse
the learner and shake his confidence in his previous knowledge. Instead, the new knowledge should be connected
to the student’s previous conceptual framework and put in the right perspective*
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nec si zde v idedlnim pfipadé nakonec uvédomi, Ze dtvar je skutecné vzdy ,.fizen svou definici®
(Fischbein, 1993, str. 141).

DalSi pristup, ktery je zde pouZit, je postaveny na pozorovini vlastnosti matematického
pojmu v ramci jeho definice (obr. 7.2). Zik miize v ponékud jiném kontextu taxikafské geome-
trie porovnavat svou osobni definici matematického pojmu s vlastnostmi, které z ni vyplyvaji
v tomto novém prostiedi. Tyto nové vlastnosti pak mtize vhodné spojit s danym matematickym
pojmem a upravit tak svou ptavodni osobni predstavu a definici, aby do ni tuto ziskanou novou
zkuSenost asimiloval. Jeho osobni definice a pfedstava pojmu se tim muzZe zacit vice shodovat
s formalni definici.

. . " Pouiti definice Piidruzent
Matematickd aplikace e et zvnitfnéni b
pojem k POZOVOV&IM’ t - viastnosti k
viastnosti ) danému pojmu

Obrazek 7.2: Pozorovan{ vlastnosti matematického objektu na zdkladg€ jeho definice.

Zici Casto Celi kritice ze strany uciteld kvili nedostate¢né kreativité, nezavislosti a origi-
nalité, ackoliv u nich ve skutecnosti neni dostatecné podporovino rozvijeni téchto schopnosti.
V této prici je proto kladen diraz na vyukovou strategii objevovani, ktera je kli¢ova pro seznd-
meni s touto alternativni geometrii. Ocekava se, Ze tato strategie podniti kritické mysleni zaku
a jejich reflexi nad zji$ténymi zavéry, nebot’ zde budou nuceni prehodnotit nékteré zakladni
pojmy. Mélo by to byt doprovazeno 1 spole¢nou diskusi v ramei tfidy.

Kontrast mezi taxikafskou a euklidovskou geometrii tak muze zikiim pomoci lépe porozu-
mét nékterym pojmim euklidovské geometrie tim, Ze aktivné porovnaji rozdily a spole¢né rysy.
Toto srovnani posili navic jejich celkové chapani geometrie a ukaze, Ze existuje vice nez jeden
typ geometrického systému. Nam zase poslouzi jako skvély diagnosticky nastroj pri odhalovani
skutecného porozuméni a pripadnych zakovskych miskoncepta.

7.3 Navrzené aktivity

7.3.1 Taxizemé

Taxizemé je fiktivni sveét, ktery je skoro stejny, jako ten nas. Body jsou stejné, primky zusta-
vaji pfimkami, dhly se méfi stejnym zpusobem. Ale preci je v ném néco odli§ného. Pokud se
totiz zeptite mistniho obyvatele, jak daleko je od jeho domu do price, nebude mérit vzdalenost
v primce (obr. 7.3).

Obrazek 7.3: Taxizemé& a mé&fen{ vzdélenosti.
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Namisto méfeni primé trasy nejprve zméri vzdalenost na sever nebo na jih, poté na vychod
nebo na zdpad a poté scita tato dvé ¢isla dohromady. Nepouziva totiz nasi euklidovskou metriku,
pouZiva jiny geometricky systém zndmy jako taxikarska metrika. Abychom nebyli v Taxizemi
ihned tplné ztraceni, pujdeme se nejdfive na skok podivat do nedaleké Barcelony a a navstivime
jeji slavnou ¢tvrt’ Eixample.

7.3.2 Barcelona: Prechod do svéta kontrastu

Eixample (obr. 7.4) je jednim z nejpusobivéjsich piikladt urbanistického planovani, navrzeného
I[ldefonsem Cerdou (1815-1876). Vynika totiz svym fascinujicim miiZovym vzorem ulic. Pokud
by dnes slavny Euklides Zil, pravdépodobné by zacal pochybovat o tom, Ze ,,nejkratsi cesta je
vzdy ta pfima*.

Obrazek 7.4: Slavnd ¢tvrt’ Example v Barceloné
Zdroj: https://miro.medium. com

Uloha 1

Nad ctvrti Eixample v misté A se vznasi holub Euklides. Jaka je jeho vzdu$na vzdélenost od
mista B (obr. 7.5)?

Obrazek 7.5: Holub Euklides nad &tvrti Eixample.
Uloha 1
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Uloha 2

Nyni se jiz nachazime pfimo v ulicich Eixample a na map¢ je znazornéno né¢kolik moZnych cest
mistniho taxikére z mista A do mista B (obr. 7.6).

Obrazek 7.6: Trasy taxikdfe v ulicfch Eixample.
Uloha 2

a) Kterd z cest je nejkratsi?

b) Kterou trasu z téch nejkratSich by si zvolil pravdépodobné mistni fidi¢ taxiku za normal-
niho provozu?

¢) DokaZete najit jesté kratsi cestu?

d) Zakreslete na mapé okrsek, ve kterém se nachdzi v8echny mozné nejkratsi cesty taxikare
z mista A do mista B.

Uloha 3

Ctvrt' Eixample jsme nyni zakreslili do kartézské soustavy soufadnic s katedralou Sagrada Fa-
milia v A[0O, 0], bodem B[4, 0] a bodem C[3, 3] (obr. 7.7).

a) Na vézicce katedraly zde sedi holub Euklides. Ktery z bodti B nebo C je pro néj nejbliz?
b) Ktery z bodu B a C je bliZ pro nas, pokud si u katedraly vezmeme taxik?

c) Pokus se vysvétlit, kdy se taxikdrské a euklidovské vzdilenosti dvou bodt rovnaji.
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Obrazek 7.7: Cesta od katedrdly pro holuba Euklida a pro taxikére.
Uloha 3

Uloha 4

S pouzitim zaveéra predchozich tloh se pokus zakreslit a vypocitat vzdalenost jak pro let holuba
Euklida k taxikari, tak pro jizdu taxikare k holubovi Euklidovi (obr. 7.8).

yl\

Obrazek 7.8: Holub k taxikéfi a naopak.
Uloha 4

Uloha 5

Vzdalenost mezi dvéma body P[xi,y1] a Q[x2,y2] v euklidovské geometrii lze vypocitat jako
|PO| = ‘\/(_Iz —x1)? + (y2 — ¥1)%, v taxikafské geometrii pak pomoci vztahu |[PQ| = |x; — xi| +
ly2 = il

a) Svymi slovy shrn, jak jsou tyto vzorce zndzornény v piiloZené ctvercové siti (obr. 7.9).

b) Vysvétli, pro¢ je do vzorce taxikarské vzdalenosti nutné zahrnout 1 uvedené absolutni
hodnoty?
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Obrazek 7.9: Holub let{ k taxikéfi a naopak
Uloha 5.

7.3.3 Taxizemsti dva pisari.

Uloha 1/T

Vitejte v Taxizemi. V tomto zvlastnim svété Zili jednou dva pisari. UZ je tomu dobrych par let.
Jeden z nich se jmenoval Bartoloméj Buvir, druhy Cyril PetySe. Sam Buh vi, jakymi cestami
prozietelnosti bylo zafizeno, aby se ti dva spolu setkali jednoho letniho vecera na malé lavicce
v mestském parku. Lec, stalo se! Zde, uprostred zelené oazy ve tvaru kruznice o poloméru péti
taxizemskych jednotek, zacalo vznikat jedno velké pratelstvi.

Obrizek 7.10: Kruhovy park v Taxizemi (Uloha 1/T).
a) Jak zni definice pojmu kruznice?

b) Ktery z poskytnutych nikrest by mohl vyhovovat planu zahrady, na které se potkali Buvar
s PetySem (obr. 7.10)? Vysvétli.
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Pedagogicky cil: Uloha 1/T

Cilem této aktivity je, aby si Zdci zacali uvédomovat, Ze zména zpitsobu méreni vzddle-
nosti bude mit v Taxizemi obrovské dusledky pro tvary a vlastnosti dobre znamych geome-
trickych obrazcii. Prdce s touto geometrii tak vyZaduje peclivou pozornost definicim. Oba
obrdzky predstavuji v euklidovské geometrii ctverec, v taxikarské geometrii vsak levy ob-
razek odkazuje na zminovanou taxikdrskou kruznici, jelikoz je to opravdu mnoZina vsech
bodi, jejichZ vzdalenost je od daného stredu (A0, 0]) pét jednotek. Sklddd se tak ze vsech
bodit X|x,y] takovych, Ze |x| + |y| = 5. Vysledkem reseni rovnice jsou pak ¢tyri iisecky,
které leZi na primkdchy = +x+5ay = +x— 5.

Uloha 2/T

Jejich fe¢ od prvniho okamZiku plynula jako voda, anekdoty se stfidaly s historkami a filozo-
fickymi dvahami. KdyzZ navic zjistili, Ze jsou oba pisafi, iZasem zvedli ruce a malém se objali.
Pomluvili, co se dalo — jednotvarnost jejich kancelarské price, kolegy, obchod, divadlo, spravu
silnic a lidsky rod viibec. Byli jeden druhym natolik fascinovani, ze kdyz uz se chystali odejit,
nenasli k tomu silu a zase si sedli. Blizil se v8ak soumrak. Zacali se loucit a poddvat si ruce,
kdyz v tom Buvar rekl: ,,A co kdybychom spolu povecereli?* ,,M¢ to taky napadlo!* zvolal
PetySe. ,,Ale netroufal jsem si vam to navrhnout.” Odesli tak do malé hosptidky na nameésti
pred radnici, kde pry se dobre vari. U vecefe nasledovala medicinska diskuse a poté horlili pro
nejruznéjsi védecké obory. Co véci je k poznavani! Co vyzkumu! Jen kdyby na to byl cas. Kdyz
zjistili, kolik toho maji spolecného, napadla je v této euforii takova spasna myslenka. Co se pie-
stéhovat do spolecného bytu, kde by se mohli po praci spolecné potkavat a oddavat své velké
vasni: védeckému badani. Zacali proto diskutovat nad tim, kde takovy byt hledat. Buvar prisel
s ndpadem, Ze by mél byt situovan tak, aby to oba méli do price stejné daleko a potkavali se
proto doma ve stejny Cas. PetySe vytdhl z kapsy mapu, kam vse pecliveé vyznacil .

Obriazek 7.11: Do préce stejn& daleko (Uloha 2/T).
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a) Jak tento problém PetySe nakonec do mapy zakreslil (obr. 7.11)?

b) Jak bys pojmenoval tuto mnozinu boda?

Pedagogicky cil: Uloha 2/T

Cilem této aktivity je, aby se Zdaci pokusili najit mnoZinu vsech bodu, které maji stejnou
vzddlenost od dvou danych riiznych bodu A[8, 10] a B[14, 6]. Tuto mnoZinu by méli zndt
duvérné z euklidovské geometrie pod pojmem osy usecky AB. V idedlnim pripadé zde
nakonec uvidi utvar, ktery se podstatné lisi od jejich stavajici predstavy tohoto pojmu,
kterou maji zaZitou z euklidovské geometrie.

Uloha 3/T

Kdyz dojedli, vzal Buvir svého pritele jesté do blizké kavarny. Jako stary bohém zde zacal
ihned obhliZet svuj ,terén*. PetySe vSak zde byl ponékud nesvij a zacal si okamzité stéZovat
Buvarovi na prehnany luxus tohoto podniku. Ten ho v8ak pfili§ nevnimal. Aby tak trochu zakryl
svou nervozitu, vytahl z kapsy mapu a uptrené do ni hledé€l. Po chvili saim pro sebe tichym hla-
sem pronesl: ,,Pokud opravdu chceme nasemu védeckému badani vénovat potfebné mnozstvi
Casu, bude navic nutné, aby nase cesty do prace byly co nejkratsi.* ,,éeho, prosim?*, dotazal
se Buvir, kterého to vyrusilo od koketovani s dimou u protéjsiho stolu. PetySe zopakoval sva
slova a zakreslil tento svij postieh do mapy. V3e pritom Buvirovi dukladné zvyraznil ulome-
nym kouskem Zluté pastelky, kterou naSel v kapse. Buvar poklepal svého nového kamarada po
rameni a ocenil jeho genialni napad.

e Jak tuto podminku PetySe nakonec do mapy zvyraznil (obr. 7.12)?
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Obriazek 7.12: Cesty do prace musf byt nejkratif (Uloha 3/T).

Pedagogicky cil: Uloha 3/T

Ciléem této aktivity je, aby si Zdci uvédomili, Ze nejkratsi cesta zde v Taxizemi nemusi byt
jedind. Od bodu A = [8,10] k bodu B = [14, 6] je zde potieba vykonat napriklad tento
pohyb: — | —|—|—|——. Pokud bychom prehdzeli poradi téchto sipek, cesta se zméni,
nicméné stile povede z bodu A do bodu B a bude mit stejnou délku. Zdci by nakonec méli
dojit ke zjisteni, Ze vSechny tyto cesty budou ohranicené zZluté zndazornénym obdélnikem.
MnoZinou vSech nejkratsich cest je takzvany AB—box.

5.3
s

Uloha 4/T

Po kave se rozhodl Buvar ukazat PetySemu své kuleCnikové uméni. Bohuzel, koule mu neustale
padaly, kutélely se mezi nohama hostt a mizely kdesi daleko. Ci¥nik pokazdé klekl, lezl pro né
po Ctytrech, nakonec ale nevydrzel a zacal nadavat. PetySe se s nim pustil do hadky. Mezitim
priSel majitel kavarny. PetySe vSak ani nevyslySel jeho omluvy a okamzité s1 zacal st€Zovat na
kvalitu obsluhy a viibec celého podniku. Situaci se pokusil zachranit nakonec Buvar a navrhl
svému priteli, aby tento mimoradny vecer zakoncili radéji u néj doma.
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Obrizek 7.13: Jak je to teda s r (Uloha 4/T)?

Jakmile dorazili na misto, Buvar okamzité svého vzacného hosta bytem provedl. Uprostred
obyvaci mistnosti byl velky psaci stil z jedlového dfeva a vSude kolem-na polickach, na tfech
zidlich, na starém kfesle 1 v rozich, bez ladu a skladu-kupily se svazky knih, vétSinou encyklope-
dii. Vrstva prachu je pokryvala jako sametovy Satek. PetySe pomohl svému priteli pfenést knihy
z 7idli na zem, aby se oba méli kam posadit. Lehce timto vykonem znaven pritom nechténé
upustil jednu z nich na zem. KdyzZ ji zacal zvedat, upoutala ho na oteviené strance ithned prvni
véta. Nahlas ji zacal Buvarovi Cist: ,,V Euklidzemi dokonce ani v dnesni dob¢ stile nedospéli
k pfesné hodnoté 7*. Buvir zvédaveé zareagoval: ,Jak je tohle viibec mozny?* PetySe, stdle po-
noreny do ¢teni, odpovédél: ,,To bude asi néjaka blbost, pane Buvire. Pi§i zde, Ze jednoduse to
pry neni mozné — jde totiz o iraciondlni ¢islo a jeho hodnota je priblizné 3, 14*. Buvir podraz-
déné vytrhl PetySemu knihu z ruky a hodil ji do kamen. ,.Blbost kvete na kazdém rohu a navic
uz i v knihach. Kazdé Skolni dité pfece zna presnou hodnotu m,* dodal na zavér. S vyrazem
mistra sommeliéra a s ne¢ekanou eleganci pak oteviel lahev vina, aby naleZité pohostil svého
vzacného hosta. Dopfavali si jednu sklenicku za druhou a dlouze u nich filozofovali o Zivoté
— o frivolité, hastéfivosti a uminénosti Zen, jak je vlastné lépe Zit bez nich, a nakonec o svych
snech, hlavné o diichodu straveném na venkové. Ve vinném opojeni se nakonec vydali k spanku.

a) Zakresli do ptiloZzeného obrazku taxizemskou kruznici se sttedem S[1;2] a polomérem
4 jednotky (obr. 7.13).

b) Pomoci této kruznice oveér hodnotu 7 v Taxizemi.

c) Meél Buvar davod se opravdu zlobit? Jak se projevila jeho neznalost?

Pedagogicky cil: Uloha 4/T

Cilem této aktivity je, aby i zde Zdci vychdzeli z definice, konkrétné z definice konstanty
n, kterd je ,numerickou hodnotou poméru obvodu kruZnice k jejimu priumeru*. To jiZ
naznacuje, Ze v ramci jiné metriky se tato hodnota muze lisit. V idedlnim pripadé by zde
oproti jejich stdvajici predstavé tohoto pojmu méli Zdci zjistit, Ze konstanta m miZe mit
taky hodnotu 4.

Uloha 5/T

Réno po probuzeni Buvar nahle vyhrkl: ,Jak to udélame s jidlem?* PetySe mu okamzité zacal
vysvétlovat, ze k Fasonovi (F = [0; 2]), mistnimu hokynafi, vede linka starého metra L (y = 2).
Navic, Ze je moZné nakupovat na zeleninovém trhu (Z[7; 6]). Vytahl z kapsy mapu a ukazal na
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ni Buvirovi, ze by bylo tplné nejlepsi se zaméfit na takovy byt, aby cesta od néj k nejblizsi
stanici metra L i na trh byla stejné dlouhd. Dukladné pfitom tento pozadavek zaznamenal do
mapy, kterou si k tomuto ticelu podlozil knihou. ,No, ptivodné jsem svou otiazkou myslel, jak
to udélame s jidlem tady a ted’, zacinam mit hlad. Ale ocefuji vase zapaleni, mily pfiteli,*
odvétil Buvar.

Obrazek 7.14: Hokynét, trh a metro (Uloha 5/T).

e Jak tentokrate danou podminku PetySe do mapy znazornil (obr. 7.14)?

e Jak se jmenuje tato mnoZzina bodua?

Pedagogicky cil: Uloha 5/T

Cilem této aktivity je, aby Zdci identifikovali mnoZinu vsech bodu, které maji od dané
primky (Fidici primky) a daného bodu mimo tuto primku (ohniska) stejnou vzddlenost.
Tato mnoZina je podle definice parabola, avsak v kontextu Taxizemeé mda ponékud odlisny
tvar a vlastnosti. Jak jsme jiZ navic uvedli, tvar této paraboly se miize ménit v zdavislosti
na sklonu ridict primky.

B
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Uloha 6/T

Pred navstévou vyhlédnuté lokality se oba pratelé nejprve zastavili na snidani v nedaleké restau-
raci. PetySe byl zpocitku bez chuti k jidlu, protoze ho premihala obrovska nervozita ohledné
dostupnosti bytu ve vysnéné ctvrti. Naopak Buvir si vychutniaval kazdou minutu, hlasité po-
mlaskaval a s radosti vypravél spoustu pikantnich pribéha, které PetySeho postupné rozesma-
valy natolik, Ze zapomnél na veskeré své chmury a pustil se také do hodovani.

Po jidle se okamZité vydali na cilové misto. Zadafilo se! Nasli tam jeden krasny a prostorny
byt k dispozici. Oba byli nadSeni a béhem ne¢kolika dni se sem 1 odstéhovali. Stravili zde pak
spole¢né nékolik krasnych poslednich mésicu pied odchodem do dichodu.

"0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12 13 14 15 18
Obrazek 7.15: Lokalita nového domova (Uloha 6/T).

a) Zakresli vSechny predchozi situace do jednoho obrazku (obr. 7.15).

b) Vyznac misto, kde PetySe a Buvar nakonec nasli své vysnéné bydleni.

Pedagogicky cil: Uloha 6/T

Cilem této aktivity je, aby Zdci do jednoho obrdzku zakreslili vsechny vysledné mnoZiny,
znovu tim reflektovali jejich soucasnou podobu v Taxizemi a nakonec nasli jejich spolecny
bod.
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Uloha 7/T

Jednoho dne pfiSel Buvarovi dopis. Jeho otec si na smrtelné lozi vzpomnél na svého nemanzel-
ského syna a odkazal mu velkolepou castku: 250000 taxifrankt. Buvdr se ani na okamzik ne-
rozmyslel a rozhodl se zakoupit pro sebe a svého pfitele statek v Savinol, aby se tam mohli plné
oddavat védam. Brzy tak spolecné navstivili realitniho makléfe. Ten se na né snazil okamzité
zapusobit:,,Tfi dny jsem kvuli vdm nejedl. Dlouho jsem premyslel, ¢im bych vas uspokojil.
Rikal jsem si, Ze by to mélo byt néco zvlastniho, néco jiného, neZ co prodavame mistnim zbo-
hatlikim. NaSel jsem nakonec pro vis toto.” Poté podal obéma panim prospekty dvou statkt
v Savitiol a nechal jim nékolik dni na rozhodnuti. Buvir a PetySe celou cestu od makléfe ml-
Celi, azZ doma se Buvar rozhovoril. ,Na ty prospekty pozor, pane PetySe, to je podvod. Ono je
to barevny, ono se vam to libi, pak tam pfijdete a ono je to iplné Sedivy. Nejlépe bude si to pro-
hlédnout osobné!*. V tu chvili vSak zjistili, Ze cestou domt nejspis vytratili papirek s presnymi
adresami obou mist. ,,Vzpomindm si, ze maklér rikal, Ze vzdalenost od statku ke knihovné a od

H K

Obrizek 7.16: Hled4nf statku v Saviitov (Uloha 7/T).

statku k hokynafi je celkem 9 taxijednotek*, konstatoval PetySe a zakreslil Buvdrovi v planku,
kde ty dva statky v Savifiol asi hledat.

a) Jak tuto situaci PetySe do mapy zakreslil (obr. 7.16)?

b) Jak se jmenuje tato mnozina boda?

Pedagogicky cil: Uloha 7/T

Cilem této aktivity je, aby Zdci identifikovali mnoZinu vsSech bodu v rovine, které maji
staly soucet vzddlenosti 9 jednotek od dvou danych bodii (ohnisek) a aby si uvédomili, Ze
v ramci definice je touto mnoZinou elipsa. Ta md ovsem v Taxizemi ponékud jinou podobu
nez tu, na kterou byli doposud zvykli.
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Uloha 8/T

.,Pokud ja k tomu teda také mohu néco poznamenat, pane Petyse, tak si vybavuji, Ze makléf pro-
nesl néco o tom, Ze vzddlenosti obou cest do knihovny a k rybimu trhu se lisi o 3 taxijednotky. "
.. TakZe kdyZ se na to podivim vice védecky, pane Buvire, rikate tim v podstaté, Ze absolutni
hodnota rozdilu téchto vzdalenosti je 3, dodal zamyslené PetySe a zacal hledat v kapse svou
barevnou pastelku, aby i Buvartv postieh do planku zakreslil.

Obrizek 7.17: Hledanf statku v Saviitol (Uloha &/T).

a) Jak tuto situaci PetySe v mapé vyznacil?
b) Jak se jmenuje tato mnozina bodu?

Pedagogicky cil: Uloha 8/T

Cilem této aktivity je, aby Zdci identifikovali mnoZinu vsSech bodit v roviné, jejichZ ab-
solutni hodnota rozdilu vzddlenosti od dvou danych bodu (ohnisek) je rovna trem jed-
notkam. Méli by si uvédomit, Ze podle definice tato mnoZina odpovidd hyperbole, kterd
md vSak v Taxizemi odlisnou podobu nez v euklidovské geometrii, se kterou byli doposud
obeznameni.
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Uloha 9/T

KdyZ pak jejich postichy spole¢né zakreslili do mapy Savifiol, ziskali pravé dvé mista, kde se
oba statky nachdzely. Druhy den tam proto ihned vyrazili, aby si tak na vlastni o¢i prohlédli
to, co zatim vidéli jen z prospekta realitniho maklére. A pro co se nakonec rozhodli? Vérite,
Ze uz sam nevim. A ono to asi ani neni dulezité. Kazdopadné se zde uzaviel zivotni kruh, nebo
¢tverec cheete-li, dvou podivinskych stafikd. Jejich diletantské pokusy péstovat melouny, kon-
zervovat jidlo nebo rozbit atom koncily obvykle naprostou katastrofou. Rozhadali se postupné
snad se vSemi sousedy, pi1 studiu geometrie napiiklad s mistnim ucitelem, se kterym vedli spor

.....

a) Zakresli obé mnoziny do jednoho obrizku a vyzna¢ mista obou statka (obr. 7.18).

b) Plati véta sus o shodnosti trojihelnikt i v Taxizemi? Vyuzij k vysvétleni prilozeny obra-
zek dvou trojihelniki.

Obrazek 7.18: Konec i s vé&tou sus (Uloha 9/T).

Pedagogicky cil: Uloha 9

Cilem teto aktivity je, aby Zdci do jednoho obrdzku zakreslili obé vysledné mnoZziny, znovu
tim reflektovali jejich podoby a nasli nakonec i jejich spolecné body. Méli by si pak v
rdmci priloZeného obrdzku dvou trojithelniku uvédomit, Ze jeden axiom v této geometrii
neplati, a to axiom sus o shodnosti trojithelniku.
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7.4  Zjisténi

Po kratkeé historické vsuvce zacala hodina dvodnim dkolem. ,Zaznamenejte vSe, co vam prijde
na mysl, kdyz se fekne kruznice.* Ackoliv v8ichni zacali kreslit pomérné presnou geometrickou
reprezentaci tohoto ttvaru, nikdo ve tfidé nebyl schopny poskytnout tplnou a pfesnou definici.
Vétsina z zaku uvadéla spise svij osobni popis. Velka ¢ast z nich tak charakterizovala kruznici
pomoci tvaru ,kulaty®. V rameci spolec¢né diskuse jsem na tuto jejich osobni definici reagoval
tim, Ze parabola je také zakfivend a svym zpusobem taky ,kulata”, takZe tento popis neni do-
state¢né jednoznacny. Jeden z zaku tak pridal podminku, Ze kruZnice je ale uzaviend. Zde jsem
pak polozil doplnujici otdzku, jakym zpusobem by pak rozliSili mezi elipsou a kruznici, které
jsou obé uzaviené a ,kulaté”. Ve tfidé v tu chvili zavladlo ticho a bylo moZné jen pozorovat,
jak se néktefi s mirnou frustraci maji nutkani ve vzduchu prstem kreslit kruZnici, aby ukazali
tvar, ktery je jim vlastné samozrejmy. Nakonec se to podarilo Pavlovi, ktery se svymi vlastnimi
slovy priblizil k formdlni definici. Zkratili jsme ji nakonec spolec¢né na ,,mnozinu bodu ve stejné
vzdalenosti od dané¢ho bodu*.

I kdyZ vSichni Zaci méli osvojenou euklidovskou geometrii, nikdo z nich vSak nemél Zadné
predchozi zkuSenosti, ba dokonce ani povédomi o téch neeuklidovskych. [ kdyz je euklidovska
geometrie ve Skole tradicné vyucovana, piidavné jméno ,.euklidovska® byva samotnymi uciteli
ziidka kdy pouzZivano k jejimu popisu. KdyZ jsem se tak tiidy dotdzal, jakou geometrii ve Skole
tedy studovali, zaslechl jsem odpovédi ve stylu ,,obycejnou geometrii™, ,,vZzdyt geometrie je
jen jedna®, nebo ,analytickou®.

Prvnim krokem pfed zavitanim do samotné Taxizemé tak bylo zdktm nejdfive priblizit, co
se skryva pod pojmem taxikarskd vzdalenost a jaké jsou rozdily mezi touto novou geometrii
a tou, se kterou jiz byli obeznameni v ramci svého dosavadniho studia. Po malé odbocéce do
samotné historie a nékolika poznamek o vzniku taxikarské geometrie byla realizovana prvni
Cast aktivit, ktera se skladala z 5 cviceni. Po jejich absolvovani nasledovala serie 9 tloh fiktivni
Taxizemé.

7.4.1 Uloha 1

Cilem této ulohy bylo, aby Zdici rozpoznali tradicni euklidovskou vzdalenost. Zadani zahrno-
valo mapu se dvéma body A a B, mezi nimiz méli vyznacit nejkratsi cestu pro holuba. Poté
meli tuto vzdalenost také vypocitat. Vypocet pomoci Pythagorovy véty jim nedélal témér Zadné
problémy, bylo vSak nutné spolecné si upfesnit, Ze vzdalenost zde budeme pocitat na jednotlivé
méstské bloky.

Obrazek 7.19: Ukdzka vypoctu euklidovské vzddlenosti s pouZitim Pythagorovy véty.
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7.4.2 Uloha 2

Cilem této aktivity bylo zikGim pfedstavit novy pohled na m&feni vzdélenosti. Ridi¢ taxiku
nemuze projizdét skrz domy, proto pro néj tradicni euklidovska geometrie neni vhodna. Musi
zvolit jinou cestu, odliSnou od té, kterou v prvni tloze zvolil holub Euklides. Zaci tak byli
postupné uvedeni do svéta jiné geometrie, kde byli povzbuzovini k aplikaci néceho, s ¢im jsou
jiz davno obeznameni — méstské geografie a cest, které denné pouZzivaji. Bylo zajimavé sledovat
jejich reakce, protoze pravdépodobné netusili, Ze néco tak béZného by mohlo mit jakékoliv
hlubsi uplatnéni.

Pred sebou méli nékolik moZnych tras taxiku, ktery vyjizdi z bodu A vyzvednout zdkaznika
do bodu B. Okamzit€ se dostali do role taxikare, ktery se miZe pohybovat pouze po vymezenych
ulicich. VSichni tak Gspésné odpovédeli na otazku a urcili vSechny nejkratsi trasy — zelenou,
Zlutou a Cervenou. Na otdzku b), zda dokdzou najit jeste krat$i cestu, Adam odpovedel: , Kratsi
uz nejde, protoze ty dvé mista jsou od sebe tfi vodorovné a Ctyfi svislé ulice a pres ty se ten
taxikdr musi dostat vZdy.” Magda to popsala nasledovne: ,Je to logické, protoZe abychom se
posunuli na vysku bodu B, musime jet sem a pak ... pfejet rovné [vyuZivala Cervenou trasu] ...
takZe to vZdy bude soucet téchto vzdalenosti.* Dodala, Ze kazda nejkratsi vzdalenost bude vzdy
stejné dlouha jako cesta po obvodu. Jinymi slovy, obé tyto vypovédi, Ze k vypoctu vzdalenosti
od poéitku k libovolnému bodu je nutné najit hodnotu rozdilu v x—soufadnicich a pfidat ji
k hodnoté rozdilu v y—soufadnicich, jasné dokazuji, Ze tito Zaci byli schopni zvnitfnit svou akéni
predstavu o této vzdalenosti do procesu a vysvétlit, jak ji vypocitat obecné, aniZz by museli tyto
akce skutecné provadét.

Obrazek 7.20: Ukdzka vypoctu taxikaiské vzddlenosti a zakresleni AB-boxu.

V dloze d) prakticky vSichni bud’'to zvyraznili, vysrafovali, nebo perem naznacili oblast
obdélnikového tvaru, jehoZ protilehlé vrcholy jsou body A a B. Adam nakonec podal vysvétleni
svymi slovy: , Taxikai musi drzet pfimy smér a udrzovat ho v ramci téch svych ctyft svislych
a tif vodorovnych bloku ulic, aby si zbyte¢né nezajizdél ... jinak by se musel tieba takhle
vracet (ukazuje na situaci na modré trase).*

Eliska vSak po kratkém okamziku reagovala: ,,Proc je to tedy stejné?*. Pavel ji odpovedel:
.Je pfece jedno, kudy pojedes, vSechno to vyjde stejné ..., pokud teda nepojedes zbytecné
dal. Musis se vlastné porad jen pfibliZovat k tomu mistu [ma na mysli bod B]“. Tim naznacil,
Ze 1 on chape, zZe vSechny efektivni trasy taxikafe v obdélniku mezi stanovistém A a mistem
vyzvednuti B jsou stejné dlouhé. ,Je potieba, aby se taxikar posunul vzdy o stejny pocet dilku
nahoru a stejny pocet dilkti doprava, protozZe v téch ulicich prece nejde cestovat Sikmo," dodal
navic. Adam to doplnil komentarem: ,Jen kdyz bude$ porad udrzovat smér k bodu B podél
vymezenych ulic, dojedes k nému tou nejkratsi cestou. Aby ses pak zbytecné nevracela, musis
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byt porad v tom obdélniku ..., podivej se jinak na tu modrou cestu®”. Adam tak zde podal
EliSce svym zptusobem jisté zobecnéni na viechny nejkratsi trasy. Eliska nakonec s pochopenim
prikyvla: ,,UZ chdpu, to ddva smysl“. Tyto vypovédi ukazuji, Ze Zici ziskali postupné povédomi
o tom, zZe efektivni trasa taxikare je ta nejkratsi a Ze muze existovat vice nez jedna nejkratsi trasa.

Vétsina tiidy se shodla, Ze Cervena trasa po obvodu bude pravdépodobné pro taxikarfe nejpii-
jemnéjsi, protoZe ,,se sklada z neyjmensiho poctu zatacek™, jak popsal Adam. Pavel to komento-
val s mirnou nadsazkou, Ze zalezi na kvalité cesty a na moznych uzavirkach. Zicisiv této chvili
mohli pravdépodobné 1 uvédomovat, Ze trasa taxikare po obvodu bude pro né také nejvhodné;si
pro vypocet vzdalenosti viech nejkratsich cest.

Vziajemna diskuse byla v téchto okamzicich klicova a podportila jejich hlubsi porozuméni.
Predstavovala hlavni okamzik, kdy Zaci prozkoumavali povahu tohoto prostoru a budovali si
zakladni myslenky nezbytné k feSeni nasledujicich dloh. Spolecné si napiiklad uvédomili, jaké
jsou zakladni objekty taxikarské geometrie (body, Gsecky, cesty) a ziskali zdkladni povédomi
o tomto svété (Ze muZe existovat vice nez jedna nejkratsi cesta). Povsimli si také rozdilt mezi
euklidovskou a taxikafskou geometrii (jak se méfi vzdalenost). To se nejvice projevilo v oka-
mziku, kdy Pavel EliSce vysvétlil, Ze v dané situaci nelze cestovat ,.Sikmo*. Svymi slovy tak
poukazal na zdsadni rozdil mezi metrikou euklidovské geometrie a metrikou taxikarské geome-
trie.

V zéavéru této aktivity mé napadlo polozit Zakum jesté dodatecnou otazku, kterd nebyla
soucasti puvodniho zadéni: ,Kolik existuje vSech nejkratSich moznych cest taxikare mezi body
AaB?*

Mia se pustila do ulohy tak, Ze nejprve kreslila razné trasy, ale pozdéji se pokusila najit
systematicky pristup k feSeni a moznému zobecnéni. Po chvili v8ak pusobila ponékud rezigno-
vané a komentovala to slovy: ,Jakmile se posunu dél od pociatku, tak je to uZ pomérné slozité,
protoZe musim vzdy pridavat vSechny ty cesty, které jsem zjistila dfive® Mia si pracovné po-

Obrazek 7.21: Ukdzka zakreslené nmoZiny nejkrat-
§ich cest a strategie pfi hleddnf po¢tu nejkratsich cest.

psala par miizovych bodu Cisly a postupné se posouvala o jednotku, evidovala vSak vSechny
predchozi cesty a snaZila se je pouZzit k ziskani celkového poctu tras. Pokousela se vypozorovat
néjaky rekurzivni vztah v zavislosti na poloze daného bodu. To se ji moc nedafilo, prokazala
tim vSak alespon své objektové chapani taxikarské vzdalenosti, protoZe na ty své ziskané byla

schopna aplikovat akci. Tou byla transformace vstupnich vzdalenosti na vystup néjaké mentalni
funkce.
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(b) Klasifikace cest pomoci symboli.

Obrizek 7.22: Ukdzka dvou Zdkovskych strategif pti hledani celkového pottu nejkratsich cest.

Adam mezitim nahlas prohlasil: ,,To budou nejaké permutace nebo kombinace . ..néco po-
dobného uZ jsme kdysi myslim delali®. Tim pravdépodobné navazal spojeni mezi touto aktivi-
tou a predchozimi zku$enostmi z hodin kombinatoriky. Toto prohlaseni pravdépodobné ovliv-
nilo Pavla, ktery po chvili pfedstavil svou myslenku (obr. 7.22a). V ohranic¢ené oblasti nejkrat-
Sich cest mél vyznacené nékteré diagondlni fadky a vysvétlil, Ze kazdy z téchto fadka obsahuje
miizové body, ke kterym vedou trasy stejné délky. Ukdzal na diagondlni fiddek s doplnénymi
¢isly 1,2, 1 u jednotlivych mfizovych bodu a dodal, Ze kazdé ¢islo oznacuje kiizovatku, ke které
vede dany pocet cest. Ddle vysvétlil, Ze ¢islo 2 na radku signalizuje, Ze ,kazdy bod v tomto
radku ma nejkratsi trasu délky dvé jednotky™. Kdyz pak obratil tento diagram, okamzZité upo-
zornil, Ze se jednd o Pascaltv trojihelnik.

Na otdzku, jak by zduvodnil, Ze se jedna opravdu o Pascaltv trojihelnik, poukdzal na druhy
radek, kde mél jiZ v ramci svého zkoumani na Grovni akce zapsany pocty cest a pomoci né€j zacal
automaticky doplnovat fadek dalsi, a to na zakladé pravidla pro s¢itani v Pascalové trojihelniku.
Popisoval to soucasné témito slovy:,,Mohu sem (mfiZovy bod) dojet z téchto predchozich kii-
zovatek, z jedné pohybem doprava a z druhé pohybem nahoru ...ke kazdé je pak vZdy uzZ jen

jedna cesta se sem dostat.” Pavel tak své pozorovini zobecnil do dvou ruznych sméra:
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e Odkazoval na dhlopficné radky AB-boxu jako na fadky cisel v Pascalove trojihelniku;

e poznamenal, Ze nejkratsi cesty k témto mfiZovym bodim maji sice stejnou délku, ale
pocty cest k nim se mohou liit.

Adam mezitim pracoval na jiné strategii (obr. 7.22b). Ukazal na konkrétni miiZovy bod
v daném okrsku efektivnich cest taxikare a popsal to nasledovné: : ,,.Sem se dostanu odtud (ma
na mysh bod A) bud’ posunutim o jednotku na sever a pak o jednotku na vychod, nebo nao-
pak,” a ukazal prtitom na popisky SV a VS s tim, Ze k tomuto mistu proto vedou dve cesty.
Pak ukdzal na dal$i bod v daném okrsku a dodal: ,, ...a sem se dostanu pres jeden dilek na
sever a dva na vychod (§ VV), nebo jeden na vychod, pak na sever a nakonec zase na vychod
(VSV) ...nakonec uZ myslim zbyva posledni moZnost, a to dva dilky na vychod a jeden na se-
ver (VVS). Tedy jsou to tii rizné cesty, ale vzdy se dostanu sem [poukazal na dany miizovy bod
na mapée|“. Nakonec dodal, Ze ,,do bodu B to budou celkem tii pohyby na sever a Ctyfi na vy-
chod (SSSVVVV)“. Adamova strategie ukdzala, jak 1ze systematicky analyzovat a klasifikovat
nejkratsi cesty v taxikdrské geometrii. Tento pfistup nejenze usnadiiuje identifikovat konkrétni
trasy, ale také naznacuje moznost zobecnéni pro nalezeni vSech nejkratSich cest v kterékoliv si-
tuaci. S kone¢nym vyteSenim mél v§ak Adam problém. ,, Nevim, jestli to jsou permutace nebo
kombinace, jsme to kdysi ale délali ...ty kombinatorické véci s opakovanim®. V danou chvili
tak nebyl schopny si vzpomenout na konkrétni vzorec. Zeptal jsem se proto vSech, kolika zpu-
soby by mohli vybrat v kiné ze sedmi sedacek tfi sedacky pro rodinu Svobodovych, abychom
na zbylé z nich posadili rodinu Vranovych, pfi¢emz je nam jedno, jak se pak v ramei své rodiny
rozsadi. Po poskytnuti této izomorfni Glohy zareagoval Pavel, Ze ,,jsou to obycejné kombinace*.
Adam, ktery se ptivodné snazil v paméti vylovit néjaky ten vzorec pro permutaci s opakovanim,
tak nakonec ulohu zdarné dopocital. Tato situace ilustruje, Ze pouhé mechanické memorovani
Casto vede k tomu, Ze Zik muZe dany vzorec snadno zapomenout. Bez hlubsiho porozuméni se
tato znalost stava pouze docasnou a malo efektivni.

Bylo v8ak zde fascinujici sledovat, jak se zaci sami od sebe snazili nalézt obecné feSeni
daného problému. Zda se, Ze si dobfe uvédomovali, Ze najit takové reSeni je snazsi neZ poci-
tat jednotlivé nejkrat3i trasy mezi kazdou dvojici koncovych bodit. Tento proces zobecnovani
ukazuje, Ze nalezeni obecného fesSeni usnadnuje odpovédi na konkrétni otazky v ramci daného
problému.

7.4.3 Uloha 3

V ramci této aktivity byla zakim predstavena kartézska soustava souradnic s body A[0, 0],
B[4,0] a C[2,3]..

Pokud jde o otazky a), b), témér vSichni zaci snadno nashi jak euklidovskou, tak 1 taxi-
karskou vzdalenost mezi pozadovanymi body a tyto vzdalenosti vhodné zvyraznili. U prvniho
obrizku proto vétSina zaku okamzité vypocitala délku trasy holuba k mistu C pomoci Pythago-
rovy véty. Zjistili, Ze vzdilenost od A k C je V13 a vzdilenost od A k B je 4. Protoze V13 je
men$i nez 4 = V16, dokazali, Ze bod C je opravdu pro holuba blize neZ bod B (obr. 7.23 vlevo).

Z pozice taxikafe u druhého obrazku si jiz vSichni uvédomovali sva nova pravidla. Nene-
chali se proto zmast intuitivnim pocitem, Ze C je blize k bodu A nez bod B a védéli, Ze vzdale-
nost je v tomto pripadé dana poctem méstskych blokd, které absolvuje tento taxikar béhem své
jizdy po nejkratsi trase. Vypocitali proto spravne, zZe vzdalenost od A k B je sice i nadile 4, ale
jizda taxikem z A do C nyni vyzaduje 5 bloki (obr. 7.23 vpravo). Adam to komentoval slovy,
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Obrizek 7.23: Ukdzka fesenf pfi urCovanf nejkratsich cest v euklidovské a taxikdiské geometrii.

ze ,,pokud nas nebude chtit ten taxikaf natdhnout, musi s nami jet dohromady vZdy jen 2 bloky
na vychod a 3 bloky na sever®.

Na otazku d) se pak zdci snazili poskytnout odpoved v kontextu své geometrické reprezen-
tace. Pavel tak zakreslil dvé rizné situace, kdy oba body byly situovany na rovnobé&zce s osou x
nebo y (obr. 7.24). Na dotaz, jak se tato skute¢nost projevi na soufadnicich obou bodi, po chvili
uvedl, Ze ,,jejich prvni nebo druha soufadnice musi byt stejna“.

Obrazek 7.24: Ukdzka Zdkovského feSenf pfi porovndvéni taxikarské a euklidovské vzdalenosti.

Adam pak podal své vysvétleni v kontextu taxikdre a holuba. ,,Aby byly pro oba tyto vzda-
lenosti stejné, tak ten taxikar musi byt schopen sledovat toho holuba, proto holub musi letét
jen rovné danou ulici”. Oba tak podali dikaz, kazdy svym zptsobem, o objektovém chapani
vzdilenosti pro libovolné dva body v roving, jelikoZ na tomto objektu byli schopni provadét
ake1 porovnavani mezi euklidovskou a taxikarskou geometrii.

7.4.4 Uloha 4

Prechod ze Ctvercové sité na ,,bily papir® zde Zakuim neptisobil Zidné obtiZze. Bez problému
zakreslili pozadovany pravothly trojihelnik, vypocitali délky jeho odvésen a pomoci Pytha-
gorovy véty urcili i délku prepony. Z trojihelniku nakonec vycetli i potiebné informace pro
odpoveéd’ na zadanou otazku obr. 7.25.
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Obrazek 7.25: Ukadzka zdkovského feSenf pfi koordinaci algebraické
a geometrické reprezentace euklidovské a taxikatské vzdélenosti.

7.4.5 Ulohas

Na zakladé predchozi tlohy byly prakticky vSichni schopni zakreslit potfebny pravouhly troju-
helnik a graficky v ném zndzornit jednotlivé ¢asti poskytnutych vzorct (obr. 7.26).

Mia popsala oba vzorce svymi slovy: ,,V té taxikarské je nutné sc¢itat délky t€ch dvou kol-
mych stran v tom pravothlém trojihelniku a v té klasické je nutné vypocitat tu nejdelsi®.

Ve

[atya]

Obrazek 7.26: Ukadzka vysvétlent, kdy je euklidovskd vzddlenost stejnd jako taxikaiskd.

Adam pak reagoval na otiazku o absolutni hodnoté slovy, ze ,rozdil v téch souradnicich
by mohl vyjit také zaporny, pokud bychom tam nedali ty absolutni hodnoty. Mélo by to byt ale
vzdy kladné ¢islo®. Na dotaz, pro¢ by to mélo byt vZdy kladné ¢islo a pro¢ teda nejsou absolutni
hodnoty ve vzorci pro vzdalenost v euklidovské geometrii pak Adam odpoveédel: ..... (v taxi-
karské) pocitame prece ty odvésny ...v tom trojihelniku ...a tady (v euklidovské) se pocita
prepona pomoci Pythagorovy véty a tam je to stejné na druhou, to je tak i tak kladné ¢islo.*

Adam se snaZzil svymi slovy vyjadiit tu skute¢nost, ze délka obou odvésen musi byt vZdy
nezaporna, a proto je nutné do vzorce pro taxikafskou vzdalenost zahrnout zminéné absolutni
hodnoty. Navic zde podal ditkaz o objektovém chdpéni jiz zobecnéné vzdalenosti, protoze ve své
vypovédi zkoordinoval nejen algebraické a geometrické reprezentace euklidovské 1 taxikarské
vzdalenosti, navic byl schopen porovnavat obé vzdalenosti mezi sebou k vysvétleni toho, proc¢
mu vlastné uvedena algebraicka podoba taxikarské vzdalenosti dava smysl.
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7.4.6 Shrnuti ivodnich aloh 1-5

Pti praci v taxikarské geometrii se zaci museli vyporadat s nékolika predpoklady, které nakonec
v8ichni prijali prakticky bez problému. Témito aktivitami tak dostali moznost méfit vzdale-
nost mezi dvéma body nejen v euklidovské geometrii, ale také v taxikarské geometrii, aniz by
znali ihned jeji definici. Setkali se se zajimavym dusledkem, Ze v zavislosti na zptisobu méfeni
vzdilenosti mizeme mit k dispozici pouze jednu trasu, ale také nékolik tras, které lze pouzit
k tomuto méfeni. Na konci této faze jiZ mohl probéhnout zlom v ukotveném paradigmatu a pri-
rozenou cestou si Zaci mohli postupné uvédomovat, Ze vzdalenost mezi dvéma body nemusi
byt vzdy méfena v piimce a Ze existuji i jiné zpusoby jejiho urcovani. Probéhla tak nakonec
rekapitulace, Ze zpusob, ktery se k méfeni pouzije, zdvisi na konkrétnich podminkach daného
problému, ktery je potfeba vyfesit, v naSem pripadé zde zavisel na fyzickém omezeni, tudiZ na
povinnosti pohybovat se po vymezenych ulicich.

Ackoli myslenka taxikare a budov dodavala problému ptvabny fyzicky kontext, bylo jeste
potreba spolecnou diskusi pred navstévou Taxizemeé tento stav rozsitit z jeho prirozené diskrétni
podoby na spojity model. Odstranénim budov, presto ale zachovdnim stavajictho omezeni, ze
taxikdf miZe jet pouze ve sméru osy x nebo y, ndm bylo umoznéno se od této chvile pohybovat
libovolny pocet ,blokua* v oboru redlnych ¢isel. VétSina zdku tuto skutecnost prijala bez roz-
paku, zbylym z nich pak pomohlo vizualizovat na tabuli tuto situaci pohybem robota, kterého
lze ovladat jen ve ¢tyfech smérech (obr. 7.27).

Obrazek 7.27: Promitnutd vizualizace spojitého modelu taxikdiské geometrie.

7.4.7 Uloha 1/T

U otazky a) si sice vSichni vybavili definici kruznice z prvni hodiny, ale v ramci b) se u velké
¢asti z nich projevil velmi silny vliv jejich figurdlniho omezeni, Ze bez jakéhokoliv hlubsiho
zamysleni zacali poskytovat okamzité odpovédi typu, Ze ,,zadny ", s oduvodnénim, Ze se jedna
o ¢tverce, nebo Ze se jedna o Ctverec a kosoctverec. Pokusil jsem se je proto nasmérovat k tomu,
aby se znovu podivali na svou odpovéd’ v ¢dsti ) a uvédomili si zde, Ze pokud ma byt nektery
z téchto obrazki planem zahrady ve tvaru taxikarské kruznice, mél by prece splnovat tuto geo-
metrickou definici. Mym cilem v tuto chvili bylo, aby se obé jejich soucasné vyvolané predstavy
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Obrazek 7.28: Ukdzka pfi ovéfovani definice kruZnice.

dostaly do vzdjemného konfliktu. Postupné tak zacali zakreslovat rizné miizové body, které lezi
na obou utvarech, a pocitali jejich taxikarské vzdalenosti od stfedu. Néktefi z nich si také za-
kreslili pouzité poloméry (obr. 7.28). Pavel pak nahlas prohlasil, ze ,to bude ten kosoctverec
nalevo®, ale ostatni byli stile ponofeni do prace, kdy si do obriazku vyznacovali dal$i mrizové
body. O nekolik okamzikt pozdéji se k odpovédi Pavla rovnéz pridali. Mia to napfiklad odavod-
nila tim, Ze na pravém obrazku je bod [5, 0] od stfedu vzdalen pét jednotek, zatimco bod [5, 5]
je od stfedu vzdalen deset jednotek, coz vylucuje, Ze by ctverec umistény ,,vodorovné* mohl
byt taxikarskou kruZnici. Néktefi zaci pouzili jiné body pro své vysvétleni, nicméné nakonec se
v8ichni shodli na ,kosoctverci® nalevo.

Do diskuse vstoupil Pavel: ,,VZdyt' jsou to oba ctverce!* Vedlo to tak ve tfidé ke kratké
polemice o rozdilech mezi definici Ctverce a kosoCtverce. V urCity okamzik se vSak nesméle
zeptala Mia: ,, TakZe to teda neni kruZnice? . . . nebo ja tomu asi nerozumim!* Na to ji v§ak Adam
odpoveédel: ,,Vzdyt' ty poloméry nalevo jsou vSechny stejné, takZe to je (kruznice).” Adam si
byl védom, ze dany dtvar je skutecné kruznici, protoze odpovida definici kruZnice, zatimco
Mia stdle spojovala vizudlni reprezentaci euklidovské kruznice s jeji osobni predstavou tohoto
pojmu. Adam tak mél jiz spravné piedstavy o vzdilenosti, poloméru, stfedu a mnoziné bodu
a ty i vhodné zkoordinoval, coz podal svym vysvétlenim, Ze mnozina bodu na levém obrazku
spliiuje definici kruZnice, zatimco Mia poskytla dukaz toho, zZe je stile ve stavu zvnitifiovani
nékterych z téchto pojmu, zejména pak mnoziny bodu, protoze zde mél u ni stile silny vliv jeji
mentdlni obraz ,kulatosti” kruZnice ziskany z euklidovské geometrie. Projevil se zde silny vliv
figuralniho omezeni a byl to piiklad prototypového fenoménu.

Pov§iml jsem si tivodnich zdznamt JondSe, ktery nezacal pracovat s geometrickou reprezen-
taci, ale pokusil se v ramci geometrické definice o reprezentaci algebraickou. Napsal si spravné
rovnici s absolutnimi hodnotami |x| +|y| = 5, ktera popisovala hledanou mnozinu vSech bodu ve
vzdilenosti péti taxikérskych jednotek od stfedu. Tuto rovnici v8ak nakonec nevyfesil a vydal se
k odivodnéni cestou geometrickou. Byl to viak alespori dikaz Gspé$né koordinace geometrické
a algebraické reprezentace

Vyvodili jsme poté spoleéné zavér, Ze 1 kdyZ jsou to v euklidovské geometrii oba Ctverce,
Ctverec na levém obrazku odkazuje definici kruZznice v taxikdfské geometrii, ale ¢tverec na
pravém obrazku odkazuje jen na ¢tverec v taxikarské geometrii.

V této tloze se tak ukdzalo nékolik klicovych momentu. V kognitivnich aktivitich se totiz
vzajemné prolinaji obrazy a pojmy a tato interakce muze byt jak kooperativni, tak konfliktni.
Prirozeny vyvoj figurilnich pojma smérem k jejich idedlni formé je slozity proces a tato situ-
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ace mohla alespon trochu podporit u zaka integraci téchto konceptudlnich a figurilnich slozek
a pomoci jim lépe sjednotit mentdlni reprezentace matematickych pojmu.

7.4.8 Uloha 2/T

V ramci této aktivity naSla vétsi ¢ast zaku okamzité stied [1, 8] zpusobem totoznym s eukli-
dovskou geometrii a ovérili jen, zda spliuje zadanou podminku 1 v Taxizemi. Nektefi se ale
omezili pouze na tento jediny bod jako reSeni, coz naznaCuje pochopeni pojmu stred tsecky,
avSak nedostatek porozuméni ose dsecky jako mnoziny bodu.

U téch zakd, ktefi rozpoznali vice moznych feSeni a prokazali pochopeni pojmu osa tsecky,
se vSak znovu projevila silnd tendence figurdlniho omezeni tohoto pojmu z euklidovské geo-
metrie a dokoncili proto zbytek ulohy tradicni euklidovskou cestou, navic ne tuplné presné (obr.
7.29a). V euklidovské verzi tohoto problému by byl sice tento jejich zpusob platny, zde ale vedl
k chybnému fefeni a jejich mnoZzina bodu v kontextu dané situace byla zcela nespravna. Nechal
jsem zaktm jesté kratky Cas na to, aby pfipadné narazili na néjaky krizovy moment. Nakonec
jsem byl ale nuceny je pfimét k tomu, aby si ovéfili, Ze bod [9, 5] je sice spravna poloha pro
hledany byt Buvdra a Petyseho, ale Ze bod [7, 2] jiZ poZzadovanym kritériim neodpovida.

Mezistupném, ktery v této chvili byli schopni nékteri zaci na irovni mentilni akce ud€lat, ze
kromé jiz nalezeného stfedu [1, 8] nasli postupné jeste body [9, 6] a [13, 10]. Néktefi metodou
,pokus-omyl*, jini vyuzili dokresleného okrsku nejkratSich tras taxikare (obr. 7.29b). Pfipo-
mnél jsem vSem v tento okamzik zjisténi Pavla v Gdvodni tloze 2) o vlastnostech thlopfi¢nych
radku v tomto okrsku. Proto t€mito body okamzité prolozili pfimku, celou ji v8ak oznacili za
vysledné feSeni. Nespravne tak zobecnili sva kritéria.

Po chvili se v8ak ozval Adam, ktery postiehl, Ze cela pfimka to nebude, protoze bod [14, 11]
danym podminkam neodpovida. PfiSel vSak s jistym pozozovanim: , KdyZ pojede taxikar od
bodu [13, 10] rovné nahoru, z obou stran se mu vlastné bude uz pricitat stejny kus cesty.* Cast
zaku ihned nepochopila toto Adamovo zjisténi. Potazmo vSak reaguje Pavel slovy: ,Ja to asi
chdpu. Kdyz bych se tady (poukazuje na bod [13, 10]) jako taxikaf posunul o dilek nahoru, tak
se vzdilim od obou téch mist ... vlastné o ten jeden dilek, takze ty cesty budou z obou stran
o ten dilek sice delsi, ale stejné dlouhé ... Takze ty stredy mohou pokracovat i zde.* Pavel zde
ve své vypovédi neozliSoval mezi poyjmem stfed usecky a jakymkoli jinym bodem na dané ose.
V ramci diskuse do$lo proto k upfesnéni téchto dvou pojmu a ke zdtraznéni té skutecnosti,
Ze bod, ktery je ve stejné vzdalenosti od dvou pevnych bodi, nemusi byt nutné stfedem dané
usecky. Tento okamzik mohl zZakim pomoci upravit jejich osobni piedstavy o téchto pojmech
s cilem vyhnout se v budoucnu pfipadnym nespravnym osobnim definicim. Bylo patrné, ze
znacnd cast zakt méla u vysledné mnoziny problém s pojmenovanim osa lisecky, protoze to
podle nich neni pfimka. Tato dloha jim tak poskytla ndzornou ukazku toho, Ze je dobré se
vyhnout osobnim ocekavanim o podobé danych mnozin, které zde v Taxizemi hledame, a Ze
by méli byt vzdy velmi ostraziti pfi zobecnovani, které je zaloZzené jen na malém mnoZzstvi
zjisténych ddaji. Narysovat neuvazené primku bez nutnosti zdivodnéni ¢i ovéreni zde mohlo
svést dokonce dvakrit jejich pocitky spravného reSeni na nespravnou kolej. Ukdzalo se, Ze
pokud je u zdka osobni predstava pojmu siln€ spojena s vizualnimi obrazy, mohou se zaméfovat
jen na fyzické podoby objektu a prehliZet jejich matematické vlastnosti.

7.4.9 Uloha 3/T

Tato dloha se vénovala konstrukci mnoziny vSech nejkratSich cest mezi dvéma body. V ramci
spolecné diskuse priSel Jonds s tvrzenim: ,,Pokud maji byt obé cesty nejkratsi, pak i cela musi
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(a) Je zde patrnd i pGvodnf (nepiesnd) euklidovskd osa tsecky.

(b) Vyuziti AB-boxu pii dohleddvéni potfebnych mifZzovych bodi.

Obrazek 7.29: Ukézka dvou Zdkovskych fesenf konstrukce osy tsezky.

byt prece nejkratsi.* Tato podminka opravdu zarucuje, Ze tato celkova cesta je pak opravdu nej-
krat$i. Vysvétleni podéva takto: ,,S¢itam prece ty jednotlivé vzdalenosti vodorovnych a svislych
ulic...Pokud budou ty malé cesty nejkratsi, tak bodou ty soucty nakonec stejné jako u celé té
dlouhé cesty.* Sviij komentaf dopliioval i nac¢rtkem. Projevil tim objektové chapani taxikdiské
vzdilenosti, protoze na ni byl schopen provadét jednotlivé mentélni akce (porovnavini a séitani
vzdalenosti). RovnéZ vSak i objektové chapdni mnoziny nejkratich cest, protoZe byl schopen
s témito mnozinami jako s objekty ve svych predstaviach manipulovat a provadét na nich akce.

Tim pomohl prenést Jonas cely problém do kontextu efektivnich tras taxikdre, ktery Zaci jiz
drive fesili. VSichni proto okamzité zakreslili pozadovany obdélnik.
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Obrazek 7.30: Vysvétlenf Zdka ke konstrukci AB—boxu (mnoZiny nejkratSich cest).

7.4.10 Uloha 4/T

V casti a) prakticky vSichni bez problému zakreslili danou taxikarskou kruznici (obr. 7.31).
Pouze dva zaci k tomu stale potiebovali v§echny miizové body (akcni uroven), vétSina z nich
si jiz dovedla pravdépodobné kruznici predstavit a zakreslit ji jen na zikladé nékolika vrcholu
(procesni uroven).

(b)
Obrazek 7.31: Ukdzka dvou Zakovskych fesenf konstrukce kruznice.

Cist b) se pak tykala objevovani hodnoty r v taxikarské geometrii. Polozil jsem proto tfidé
otazku: , Jak mizeme vypocitat hodnotu 7 v euklidovské geometrii?*

Vétsina zdku odpovédéla prakticky ve stejném duchu: ,Je to pomér obvodu kruhu k jeho
pruméru®‘. Odpoved” Magdy pak byla tato: ,,Pokud je primér kruznice d, jeji obvod je 7 - d.
Bez ohledu na to, jaké jsou obvody kruZnic, jestli velmi velké nebo velmi malé, tak ten pomér
obvodu k jejich praméram bude vzdy to 7.*

I kdyZ vétsina zaka prijala platnost této definice 7 i v Taxizemi, nikdo z nich ji nebyl nako-
nec schopen vhodné zkoordinovat se samotnou taxikarskou vzdalenosti a tuto hodnotu spravné
urcit. Pavel se sice pokousel vypocitat jeji obvod pomoci délky strany, k potfebnému vypoctu

106



Obrazek 7.32: Ukdzka dominantnfho vlivu euklidov-
ské vzddlenosti pfi ur€ovdni hodnoty zr v Taxizemi.

v8ak nepouzil taxikafskou vzdalenost, ale tradi¢ni euklidovskou, a to uzitim Pythagorovy véty.
Vynasobenim ¢tyrmi pak dopocital hledany obvod a na zakladé podilu tohoto obvodu a pru-
méru dostal ¢iselnou hodnotu pro &, kterd vSak nebyla spravna (obr. 7.32). Kdyby vypocital
délku kruZnice s pouZitim spravné taxikarské vzdalenosti, poZadovany vysledek by jiZ ziskal.
Po predstaveni svého feSeni ostatnim a nasledné spolecné diskusi o skutecné vzdalenosti mezi
dvéma sousednimi vrcholy dané kruznice v taxikéaiské geometrii si Pavel uvédomil sviij chybny
krok a tlohu nakonec spravné vyresil. V ramci celkového schématu r tak bylo u néj potfeba
jednotlivé objekty odpouzdrit do procest a znovu je vzdjemné zkoordinovat.

Tato situace tak byla skvélou pfilezitosti sledovat, jak se sice Zaci pokusili generalizovat
definici 7 z euklidovské geometrie na Taxizemi, ale jejich mentalni schéma 7 bylo natolik silné
prizpusobené té euklidovské, Ze se jim nepodafilo ho ihned Gspé$né akomodovat novému kon-
textu Taxizemé a aplikovat zde spriavnou definici vzddlenosti. Je nutné si uvédomit, Ze eu-
klidovskd geometrie je pro Zdky v téchto okamzicich porad jesté prirozenéjsi, coz zde vedlo
k automatickému pouziti euklidovskych pravidel.

7.4.11 Uloha 5/T

Tato aktivita byla zaméfena na konstrukci paraboly v taxikaiské geometrii. VétSina zakt po-
merne snadno nasla bod V[7,4]. V urcitém okamziku vSak Pavel nahlas zahlasil: ,, To bude asi
parabola.” Na dotaz, co by v pfipadé paraboly mohlo byt jejim ohniskem a vrcholem, se vSichni
ve svych odpovédich jednoznacné shodli. Zajimavéjsi ¢ast diskuse se vSak tykala samotného
postaveni metra, kdy nakonec vétSina zaku priznala, Ze jim neni pojem ,fidici pfimka* prili§
povédomy. To muze byt dikazem toho, Ze tradicni vyuka paraboly ma tendenci zahrnovat spise
algebraicky pristup nez pristup geometricky.

Cést zdkd pokracovala v prozkoumadvani dalSich bodt metodou pokus-omyl, jini se naopak
snaZili najit sofistikovanéjsi pfistup. Adam navrhl ostatnim svou strategii vyuZiti rovnobézek
s danou trasou metra. Pfestoze néktefi zaci pokracovali ve svém nahodném hledani, vétSina
z nich se rozhodla nasledovat tuto Adamovu cestu (obr. 7.33c). Bylo proto mozné sledovat,
jak si v rdmei dané polohy bodu V Zaci nejdiive zvolili pfimku y = 4 a postupnym ovérova-
nim zjistili, Ze kromé tohoto bodu jiZ na této pfimce neexistuje Zadny jiny bod, ktery by byl
ve stejné vzdalenosti dvou taxikarskych jednotek od zeleninového trhu. Podobnym zptsobem
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Obrazek 7.33: Ukdzky konstrukef taxikarské paraboly. U a) a b) je vidét pa-
trnd snaha o rychlé zobecnénf na zdklade silného vlivu euklidovské figury.

pokracovali v dalsim kroku, zvolili si pfimku y = 5 a hledali tentokrate na ni vhodné misto pro
byt Buvara a PetysSeho, které by bylo ve vzdalenosti 3 taxikarskych jednotek od zeleninového
trhu. Po kritkém prozkoumdvini objevili body [5,5] a [9,5]. Stejnou technikou pro taxikar-
skou vzdilenost 4 jednotek od metra pak nektefi jesté dohledali body [3,6] a [11,6]. V tomto
okamziku, kdy méli Zici jiz nékolik odpovidajicich bodu, se znovu ukazalo, jak silny vliv mo-
hou mit jejich figuralnich pfedstavy a snahou o rychlé zobecnéni ucinili Casto stejny chybny
krok jako s osou tsecky (obr. 7.33b). Ocekavali totiz, Ze dany ttvar bude pokraCovat ve tvaru
pismene V (pravdépodobné kvili Pavlovu ndznaku na zacatku), které jim pravdépodobné jiz
alespon CasteCné evokovalo tvar paraboly. Navic se tak i cela situace na zakladé pravidelnosti
téchto nékolika zakreslenych bodii jevila. Slo na nich pozorovat, jak jsou si se svym feSenim
plné jisti a nemaji potfebu ho déle ovéfovat.

Poskytl jsem jim proto tuto ndpovédu: ,Bod [11,6] sice odpovidd pozadavkum Buvira
a Petyseho, bod [13, 7] v8ak nikoliv.* Tato slova jim pravdépodobné pripomnéla chybné kroky
s rychlym zobecnénim u predchozi dlohy a automaticky pokracovali ve vyhledavani dalSich
miizovych bodi. Nakonec se jim vétSiné podarilo tuto mnozinu zakreslit (obr. 7.33 b/c).

Vysledné tfeSeni pak bylo pro zaky prekvapenim. I kdyz vizualné pfipominalo parabolu,
vnimali zde 1 nékteré podstatné rozdily. Nejen, Ze to nebyla jiz hladka kfivka, na kterou byli do-
posud zvykli, Mia j1 navic popsala slovy: ,,Tahle [parabola] se nerozevira do nekonecna*. Méh
prileZitost si uvédomit, Ze definice slouZi jako zakladni ramec, ktery urcuje, jakymi vlastnostmi
dany geometricky utvar disponuje a jak se chova v ramci daného geometrického systému.

Znazornéni paraboly bez jeji rovnice, jen na zdakladé jeji geometrické definice, bylo pro
zaky pomérné obtizné. Tato aktivita jim ale poskytla skvélou pfileZitost si uvédomit, Ze pouha
schopnost reprodukovat rovnici nebo mit nec¢inny mentalni obraz konkrétniho matematického
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pojmu je daleko od skutecného porozumeéni tomuto pojmu, a ze opravdové porozumeéni v sobé
zahrnuje i schopnost generalizace, kterou by méli postupné rozsirovat své chapini geometric-
kych pojmt a pravidel a byt schopny aplikovat viechny naucené principy na nové a riznorodé
situace, nejen na ty, které byly pfimo prezentoviany ve vyuce.

7.4.12 Uloha 7/T

Tato aktivita v sobé skryvala konstrukci elipsy. Ta byla pro zaky oproti mému puvodnimu oce-
kavéni nakonec pomérné lehce zvladnutelna. Byla v8ak jiz patrnd jejich zvySena neduvéra; mii-
zové body hledali s vétsi pozornosti a peclivosti. Na trovni akce nejprve nasli odpovidajici body
horizontalné a vertikalné od obou ohnisek. Pak dohledavali body mezi t€mu jiZ zakreslenymi.
Na zakladé jistych figurdlnich predstav a predpokladu, Ze se bude jednat o elipsu, zde ocekavali
symetrii a pravdépodobné i proto elipsu pomérné rychle dokocili (obr. 7.34a). Po predchozich
negativnich zkuSenostech vSak bylo patrné, Ze Zaci peclivé ovéruji vSechny nalezené body, aby
se ujistili, Ze skutec¢né patii do hledané mnoZziny. Zaujal mé 1 Adam, ktery popsal ostatnim po-

(a) (b)
Obrazek 7.34: Ukazky dvou Zdkovskych strategif pti hleddni elipsy.

nékud odlisny myslenkovy postup (obr. 7.34b). Na problém pohlizel o¢ima taxikare a vnimal
soucet obou vzdalenosti jako pomyslnou cestu od hokynare pfes hledany statek ke knithovné.
Jeho tvaha byla postavena na tom, Ze pokud by zadany soucet vzdalenosti byl 5 jednotek, coz
je taxikarska vzdalenost od hokynare ke knithovné, musel by statek hledat pfimo v ulici, kterd je
spojuje, protoZe to je jedind nejkratsi cesta. JelikoZ vSak ma byt cesta od hokynare pres statek
ke knihovné dlouha 9 jednotek, musel by taxikar z puvodniho sméru ke statku odbocit o dva
bloky a ndsledné se o tyto dva bloky znovu priblizit ke knihovné, ¢imz by se cesta prodlouzila
0 4 jednotky a dosahla by pozadovanych 9 jednotek. ,,Statek musim hledat na odbocce z mé pu-
vodni cesty,” fekl Adam. Proto se zaméfil na takova mista, ktera predstavuji vyboceni taxikafe
o dvé jednotky z této nejkratsi trasy. Na dotaz, pokud by pozadovany soucet vzdilenosti byl
15 misto 9, Adam okamZité podal spravnou odpovéd’. Tim projevil procesni chapani taxikafské
elipsy a ukazal, ze by byl pravdépodobné schopen vhodné zkoordinovat tyto procesy i v pripadé
jinych vzdjemnych poloh obou ohnisek.

7.4.13 Uloha 8/T

Konstrukce hyperboly byla pro zaky pravdépodobné nejnaro¢néjsi a hned na zacatku si vyzadala
nékolik navodnych krokua. Nikdo zde oc¢ividné nemél jiz zdjem se vydat cestou pokus-omyl.
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Poskytl jsem tyto dvé rady:
1. Zakreslete okrsek vSech nejkratSich cest taxikare mezi knithovnou a rybim trhem.
2. Najdéte na obvodu tohoto okrsku vSechny body spliujici uvedenou podminku.
Navic jsem znovu na tabuli pfipomnél oba zavéry, které jiz zaznély v rame1 predchozich tloh:

e Nejkratsi cesty k (mfiZzovym) bodtiim na thlopii¢nych fadcich uvniti daného okrsku efek-
tivnich cest maji stejnou délku (Pavel u zjist' ovdni poctu nejkratsich cest).

e Pokud se taxikaf vzdaluje kolmo od jeho okrsku efektivnich cest, pak se z mu obou vr-
cholu pricita stejna vzdalenost (Adam a Pavel u osy iisecky).

(b)

Obrazek 7.35: Vyuziti podobnosti a rozdili dvou netipl-
nych feSenf k dokon&enf{ konstrukce taxikafské hyperboly

Presto se nakonec nepodafilo nikomu hyperbolu kompletné sestrojit. Pavel nasel dva body
pobliZ rybiho trhu, které odpovidaly danému rozdilu vzdalenosti tfi jednotek, neuvédomil si
v3ak existenci zbylych dvou. Podarilo se mu proto sestrojit jen jednu vétev hledané hyperboly.
Adam pro zménu zase nasel vSechny ctyfi body na obvodu daného okrsku efektivnich cest,
nevzal ale v Givahu zdveér o vlastnostech thlopfi¢nych fadkt A B-boxu, proto mu v jeho mnoziné
feSeni chybély i obé tisecky uvnitf tohoto A B-boxu, které jsou spojnicemi zminénych boda (obr.
7.35a).

Vyuzil jsem této situace a nechal jsem oba jejich feSeni u tabule ostatnim odprezentovat.
Vzijemné porovnani shodnosti a rozdila obou feSeni tak vedlo k pomérné konstruktivni de-
baté, kdy si nejen oba Zaci, ale 1 zbytek tfidy mohl uvédomit potfebné souvislosti a nakonec
tuto hyperbolu zdarné dokoncit (obr. 7.35b). Cela situace tak pomohla rozvijet jejich schopnost
kritického mysleni a analytického pfistupu k prezentovanym problémum.

7.4.14 Rekapitulace

Tato vyzkumna ¢ast byla zaméfena na odpovézeni prvni otazky: Jak Zaci prenaseji a aplikuji své
osobni definice geometrickych pojmu ziskané v ramei stfedoskolského studia (kruznice, elipsa,
parabola, hyperbola, osa isecky) do kontextu taxikarské geometrie a jak vyznamné tyto aktivity
podporuji jejich hlubsi porozuméni. Vysledky ukazaly nékolik klicovych zjisténi:
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1. Kruznice: Zici zde nejdiive na zdkladé vizudlni podoby okamzité zavrhli taxikdfskou
kruznici jako kruznici, aniz by ovérili jeji definici. I kdyZz znali konvencni definici kruz-
nice, chovali se Casto tak, jako by byla kruznice definovdna pomoci stereotypniho pri-
kladu. Projevil se zde silny figuralni vliv jejich predstav o kruznici z euklidovské geo-
metrie. Néktefi navic taxikarskou kruZnici pojmenovali jako kosoctverec, coZ byl projev
ikonického mentalniho obrazu a prototypového fenoménu, kdy zaci spontanné rozpozna-
vali dany objekt na zdkladé toho, Ze je vizualné ,,podobny* néjakému znamému objektu.

Podpora porozumént:

e Zici dostali prileZitost si uvédomit, 7e jejich predstava pojmu kruznice je silné ovliv-
néna jejich zkuSenosti z euklidovské geometrie a ma vliv na to, jak odvozuji své
Zavery.

e Zici dostali piilezitost si uvédomit rozdil mezi jejich mentalnim obrazem kruznice
a formdlni definici kruznice platnou v raznych geometrickych systémech a tento
svij obraz mohli prehodnotit.

e Neéktefi zaci dostali navic 1 prilezitost si uvédomit rozdil mezi vizualni ,,podobnosti**
C¢tverce v netradicni poloze a jeho formdlni definici a tento svij obraz mohli pfehod-
notit.

e Zaici dostali prilezitost si uvédomit, proc¢ je dilezité v ramci daného kontextu vzdy
vychazet pouze z definice, a né z vizualni podobnosti.

e Ziaci dostali prilezitost s1 uvédomit, Ze kruZnice je pfimo fizend jen svou definici
a muze proto v riznych geometrickych kontextech vypadat tvarove odli$né.

2. Osa usecky: Pri konstrukci osy usecky zaci automaticky pouzili tradi¢ni euklidovskou
metodu a vyuzivali u toho vlastnosti, které vychdzeli jen z této geometrie. Nékteri nei-
dentifikovali dany problém jako osu tsecky a povazovali za feSeni pouze jeji stied. Silny
figurdlni aspekt osy tsecky z euklidovské geometrie se pak u nekterych zdka projevil
dokonce dvakrit v ramei jejich rychlého a nespravného zobecnéni. V tomto novém kon-
textu taxikarské geometrie tak nedokdzali ithned propojit mentdlni obrazy své vyvolané
predstavy pojmu osa usecky s jeji formalni definici.

Podpora porozumént:
e Zici dostali piilezitost si uvédomit, Ze stfed tsecky neni jedinym bodem, ktery patii
do mnoziny viech bodt ve stejné vzdailenosti od dvou danych bodi.

e Zici dostali pfilezitost si uvédomit, Ze &st& intuitivni a vizudlni pfedstava a zane-
dbani presnych definic maze vést k nespravnym vysledktm.

e Zici dostali prilezitost s1 uvédomit rozdil mezi formalni definici osy usecky a jejich
mentdlnim obrazem tohoto pojmu a tento sviij obraz mohli prehodnotit.

e Zaci méli pfileZitost si uvédomit, Ze pojem stfedu isecky ma konkrétni geometricky
vyznam, ktery nelze zaménovat s libovolnym bodem na této ose.

e Zaici dostali prileZitost si uvédomit, Ze podoba osy tsecky je fizend jen svou definici
a muze tak v riznych geometrickych kontextech vypadat tvarové odlisne.

3. Cislo 7 a vzdélenost: Zéci nebyli schopni spravné aplikovat taxikdrskou vzdalenost pri
vypoctu cisla  a pouzili zde euklidovskou vzdalenost. Tento problém odhalil silny vliv
jejich vyvolané predstavy pojmu vzdalenosti, kterd vSak v dany okamZzik neodpovidala
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kontextu a definici v ramci dané taxikarské geometrie. Neadekvatni mentalni obrazy zde
branili spravnému uchopeni a aplikaci formalni definice.

Podpora porozumént:
e Zici dostali pfilezitost si uvédomit rozdil mezi formdlni definici 7 a jejich mental-
nim obrazem tohoto pojmu.

e Ziaci dostali prilezitost si uvédomit nezbytnost dusledného dodrzovani definic véech
souvisejicich pojmu v ramci dané geometrie.

. Parabola: Na zdkladé nékolika bodu zici provedli rychlé zobecnéni a zakreslili parabolu

jako pismeno V, coZ jim alespon ¢astecné pfipominalo parabolu z euklidovské geometrie.
Tento pristup ukazal silnou tendenci zobecnovat na zakladé vizualni predstavy. VétSina
zakt pak v ramci diskuse priznala, Ze jim neni pojem fidici pfimka prili§ povédomy,
coz poukazuje na skutecnost, Ze tradi¢ni vyuka paraboly (ale i dalfich kuzelosecek) ma
tendenci zahrnovat spise algebraicky pfistup nez geometricky. Zéci tak mohou vnimat
napiiklad graf kvadratické funkce jen Cisté jako algebraickou reprezentaci paraboly, aniz
by pochopili samotny geometricky piistup, ktery parabolu definuje jako mnozinu bodu
v roving, které jsou stejné vzdalené od daného ohniska a fidici pfimky. Podobné zapo-
jeni geometrické definice do vyuky se ukazalo byt pravé tou cestou, jak zlepSit skutecné
pochopeni tohoto pojmu.

Podpora poruzumént:

e Zaci dostali prileZitost si uvédomit, Ze zobecfiovani zaloZené jen na intuitivnich a vi-
zualnich predstavach bez dodate¢ného ovéfeni v ramci formdlnich definic muze vést
k nespravnym vysledkam.

e Zici dostali prilezitost si uvédomit, Ze jejich dosavadni zkuSenost s parabolou méla
tendenci zdlraznovat algebraickou reprezentaci nad geometrickou definici.

e Zici dostali prilezitost si uvédomit, Ze pouha schopnost reprodukovat rovnici nebo
mit necinny mentélni obraz tohoto pojmu je daleko od jeho skutecného porozumeéni,
a Ze jeho opravdové porozumeéni v sobé zahrnuje schopnost ho pouZzit 1 v netradi¢nim
kontextu.

e Zici dostali prilezitost si uvédomit, Ze parabola je pfimo fizend jen svou definici
a muze tak v raznych geometrickych kontextech vypadat tvarové odlisné.

. Elipsa: U elipsy méli néktefi zaci tendenci automaticky prenaset vlastnost symetrie z eu-

klidovské geometrie. I pfesto, Ze tato vlastnost opravdu platila, byli jiZ obezfetni a sva
rychld zobecnéni si na zakladé predchozich zkuSenosti pro jistotu ovérovali, coz byl krok
ke zlepseni jejich celkového geometrického uvazovani. U ,Sikmych* ohnisek by jiZ totiz
osy soumérnosti byly mimo hlavni a vedlejsi osy elipsy.

Co si mohli uvédomit:

e Zici dostali prilezitost si uvédomit, Ze symetrie muZe byt sice vlastnosti elipsy i v ji-
nych geometrickych kontextech, presto vSak je stile dulezité mit jakékoliv intuitivni
zavery podlozené na zakladé formalnich definic.

e Zici si mohli uv&domit, Ze pouha schopnost reprodukovat rovnici nebo mit necinny
mentdlni obraz tohoto pojmu je daleko od jeho skute¢ného porozuméni, a Ze oprav-
dové porozuméni v sobé zahrnuje schopnost ho pouZit 1 v podobném netradi¢nim
kontextu.
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e Zacidostali prilezitost si uvédomit, ze elipsa je pifimo fizena jen svou definici a muze
tak v riznych geometrickych kontextech vypadat tvarové odli$né a mit proto i rizné
vlastnosti.

6. Hyperbola: Podobné jako u paraboly, zéci Casto neznali nebo si neuvédomovali dplnou
geometrickou definici hyperboly, coz muze byt disledkem tradi¢niho pojeti vyuky, kde
je duraz kladen hlavné na algebraickou reprezentaci. Mozna proto, nebo v dusledku zku-
Senosti z pfedchozich uloh, jiz Zaci neméli tendenci prenaset své vizualni predstavy o hy-
perbole z euklidovské geometrie. To se projevilo tim, Ze zakreslili bud’ jen jednu vétev
hyperboly, nebo méli hyperbolu nekompletni.

e Zici dostali piilezitost si uvédomit, Ze jejich znalosti o hyperbole byly silné ovliv-
nény prevazné algebraickym pfistupem.

e Zici si mohli uvédomit, Ze pochopeni geometrické definice hyperboly je dualezité
pro presné a kompletni zakresleni obou veétvi hyperboly.

e Zici dostali piilezitost si uvédomit, Ze pouhd schopnost reprodukovat rovnici nebo
mit necinny mentdlni obraz tohoto pojmu je daleko od jeho skute¢ného porozumeéni,
a Ze opravdové porozuméni v sobé zahrnuje schopnost ho pouZit 1 v podobném
netradicnim kontextu.

e Zici dostali prileZitost si uvédomit, Ze hyperbola je pfimo fizena jen svou definici
a muze tak v riznych geometrickych kontextech vypadat tvarové odli$né a mit proto
i razné vlastnosti (neméla zde asymptoty a nebyla osové soumérna).

Vysledky této studie nam ukazuji, Ze zapojeni taxikdiské geometrie do tradi¢ni vyuky by
mohlo umoznit zakim lépe propojit jejich mentalni obrazy s formdlnimi definicemi, ¢imz by
se mohlo zlepsit jejich pochopeni samotné euklidovské geometrii. Poskytuje nam k tomu navic
jednoduché a intuitivni prostredi, ve kterém mohou Zdci pevnéji budovat i zakladni principy
deduktivniho uvazovani.

Geometrické objekty, jako jsou kruZnice nebo elipsy, maji v této geometrii jednoduché tvary
a jsou snadno vizualizovatelné. Tato vizualni jednoduchost mize zZakiim pozdéji usnadnit pre-
chod k abstraktnim pojmim. Metoda objevovani a experimentovani pak vede ziky k aktivnimu
feSeni problémovych situaci a podporuje jejich kritické mySleni, kreativitu a hlub$i pochopeni
jednotlivych pojmi. Mohou zde sami objevovat vlastnosti a pravidla této geometrie, coZ jim
poskytuje hlubsi a trvalejs$i porozuméni.

Tento proces podporuje 1 vzdjemnou spolupraci, kdy Zaci sdileji své myslenky, diskutuji
o rozdilech mezi euklidovskou a taxikafskou geometrii a spole¢né hledaji spravna reSeni. Dis-
kuse rozviji schopnost argumentace a zvySuje celkovou matematickou gramotnost zaka.

Ukadzalo se, Ze novia perspektiva taxikarské geometrie nejen obohacuje chipini samotnych
geometrickych pojmd, ale také umoziiuje propojeni s jinymi oblastmi matematiky, jako je kom-
binatorika. Tento integrativni pfistup prispiva k lepsSimu pochopeni slozitych matematickych
konceptli prostiednictvim konkrétnich a vizudlnich piikladia. Takovy pfistup rozviji hlubsi po-
rozuméni matematickym pojmim a jejich aplikacim, coz je klicové pro moderni vzdélavaci
procesy.



Kapitola 8

Druha vyzkumna otazka

8.1 Vyzkumny proces

Metoda

V souladu s cilem vyzkumu sledovat proces formovani pojmu kruznice v taxikdrské geometrii
a jeji tematizaci v ramci rozvoje porozumeéni tohoto pojmu a jeho aplikace, byla dvéma Za-
kim stfedni Skoly navrzena série aktivit v euklidovské a taxikarské geometrii. Tito dobrovolni
ucastnici studie méli za ukol dokoncit vSechny navrzené aktivity. Data byla shromazdéna a ana-
lyzovina kvalitativné prostiednictvim pozorovini, rozhovorta a vyplnénych pracovnich listu.
Realizace probihala v prostiedi $koly. Chovani zaka, které bylo povazovino za dulezité béhem
procesu, bylo zaznamenano a interpretovano.

Ucastnici

Tato studie byla provedena se dvéma dobrovolnymi Zaky, z nichZ jeden byl Zikem prvniho
rocniku Gymnazia J. Seiferta v Praze, druhy z nich byla zakyné posledniho ro¢niku Gymnazia J.
Ressela v Chrudimi. Cilem bylo ovérit tuto problematiku na dvou ruznych mentalnich drovnich.
Realizovdna byla s kazdym déastnikem individudlng, v riizné dny, v prostorich ZS Ly&kovo
namésti v Praze, s ¢asovou dotaci 90 minut pro kazdého z nich. Kromé mé jako realizdtora
nebyl pfitomen nikdo dalsi. Oba zaky budu v textu oznaCovat pseudonymy.

Prubéh

Nejdrive doSlo k sestaveni modelu pro interakei schémat kruZznic v euklidovské a taxikarské
geometril na zdkladé prostudovani relevantni literatury v kontextu teorie APOS. Toto schéma
pak bylo odrazovym mustkem pro navrzeni a sestaveni vhodnych aktivit, které by mély nejdiive
pomoci zdkovi porozumét vzajemnému propojeni geometrickych a algebraickych reprezentaci
vzdalenosti v obou geometriich. Nasledovaly pak ty aktivity, které by mu mély byt napomocné
ve vyvoji schématu kruZnice, rovnéz zde ve vztahu ke geometrickym a algebraickym reprezen-
tacim v ramci obou geometrii, a poté k jejich vzijemnym koordinacim. Na zavér pak aktivita,
ktera by mu méla pomoci v tematizaci schématu kruznice, coz prokaze tim, Ze prenese své
porozumeéni pojmu kruznice do nového metrického prostoru - maximalni metriky. Jako zdroj
inspirace a prikladd jsem pouzil Krause(1986), Kemp(2018) a Kurtulus& Ada (2015).
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8.2 Reserse

8.2.1 Reprezentace pojmu

Duval (2006) uvadi, Ze reprezentace je néco, co stoji za nécim jinym. Reprezentace jsou znaky
nebo kombinace znakt, symbolu, objektt, diagramt nebo grafli, a muaze to byt skutecny fyzicky
produkt nebo mentélni proces (Goldin, 2001). Mentalni proces muze byt vniman jako mentalni
obraz uvnitf mysli jednotlivee (hlavy). Termin reprezentace tak muaZe byt interpretovin riznymi
zpusoby, veetné téchto nasledujicich: odpovidat, oznaCovat, zobrazovat, ztélesniovat, zakédovat,
vyvolavat, oznaCovat, znamenat, produkovat, odkazovat na, navrhovat nebo symbolizovat (Gol-
din, 2003).

V matematice hraji rizné typy reprezentaci dulezitou roli pfi porozuméni matematickym
pojmum. Pouziti vice reprezentaci muze podporovat uceni, ale pouze tehdy, pokud jsou Zici
a studenti povzbuzovani k aktivnimu vytvareni spojeni mezi nimi (Bodemer & Faust, 2006). Je
proto dulezité rozvijet tyto dovednosti prechodu z jednoho typu reprezentace na druhy (Duval,
2006). Lesh, Post, Behr (1987) uvadi, zZe tato schopnost prechodu mezi reprezentacemi je vy-
znamnym faktorem, ktery ovliviiuje pozdéjsi vykon zaku a studentu pii feSeni matematickych
problému a Ze jejim posilovanim se podporuje proces porozuméni zikladnim matematickym
myslenkdm a jejich dal$im uZitim.

Slovo geometrie Casto evokuje tvary a obrazky, ale 1 v algebfe jsou pfitomné slozky geo-
metrie. Banchoff (2008, str. 107) uvadi, Ze ,,geometrickd demonstrace muze ukazat, pro¢ fun-
guje algebraicky argument®. Kombinace algebry s geometrii poskytuje dvé rizné reprezentace
pojmu, coZ pfispiva k celkovému konceptualnimu porozuméni, propojuje symbolické a realné
svéty a zaroven zvysuje flexibilitu pfi feSeni matematickych problému (Duval, 2006).

Bylo navic prokdzano, Ze poskytnuti takovych ukold, které povzbuzuji jak vizudlni, tak
analytické tsudky, vede i k lepSimu ukotveni pojmt v dlouhodobé paméti (Banchoft 2008).
Duivodem muze byt fakt, Ze soucasnym zapojenim jak vizuilniho, tak analytického mysleni se
vytvari vétsi pocet spojeni mezi levou a pravou hemisférou mozku (Battista 2007).

8.2.2 Mentalni konstrukce v geometrii

Vzhledem k tomu, Ze prazkum literatury poskytuje minimalni vysledky pro existujici vyzkum
vyuzivajici teorii APOS ve studiich zamérenych na geometrické pojmy, odkazujeme se alespon
na studie Kemp (2018) a Kemp a Vidakovic (2019, 2021a, 2021b, 2022). Tyto studie se zaby-
valy geometrickymi a algebraickymi reprezentacemi konkrétnich pojmu v euklidovské a taxi-
karské geometrii a fesily obtiZe studentt pfi propojovani ruznych typt reprezentaci s definici
matematického pojmu. Kemp a Vidakovic (2019) ve své studii popsaly mysleni dvou studentt
pri feseni oteviené otazky v taxikarské geometrii, zaméfené na vyvolani nékolika souvisejicich
pojmu kruznice. Ve studii Kemp a Vidakovic (2021a) dcastnici poskytli dikazy o navazovani
spojeni mezi souvisejicimi pojmy ,0sy tsecky”, coZ vedlo k hlub§imu porozuméni tomuto
pojmu. Kemp(2018) a Kemp a Vidakovic (2022) pak zkoumaly interakci mezi schématy taxi-
karské a euklidovské geometrie a analyzovaly rizné drovné této interakce.

Shrneme-li vechny tyto studie, ukazuje se, ze pokud se zdci snazi prenaset znalosti z eu-
klidovské do taxikarské geometrie, pak vzdjemné propojeni a koordinace mezi algebraickymi
a geometrickymi reprezentacemi hraji mnohem vétsi roli, nez se ptivodné ocekavalo.

Pokud dokazou Zaci vytvorit dostate¢né spojeni mezi algebraickymi a geometrickymi repre-
zentacemi pojmu v obou typech geometrii a dostatecné je zkoordinovat, jsou schopni zobecnit
a generalizovat své porozumeéni témto pojmum a jejich definicim (Kemp & Vidakovic, 2021a).
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Existuje totiz pozitivni vztah mezi mnozstvim a hloubkou téchto spojeni a mirou, do jaké jsou
zaci schopni provést toto zobecnéni (Kemp, 2018).

8.2.3 Konstrukce schématu kruznice

V kontextu schématu kruznice jsou klicovymi pojmy vzddlenost, polomér, stied a mnoZina
bodii, protoze pravé ty jsou piimou soucasti jeji definice. Hovoiime o nich jako o souvisejicich
pojmech (Kemp & Vidakovic, 2021a, vlastni preklad). Lze oCekavat, Ze vizualizaci a algebraic-
kym definovanim kruznice v netypickém prostredi taxikarské geometrie mize jedinec postupné
vytvaret tésné souvislosti mezi jednotlivymi slozkami schématu, dokud nebude plné rozvinuté.
Pokud se mu to nakonec podafi a vytvoii tuto strukturu dostatecné koherentni, bude v oka-
mziku vyvolané pfedstavy pojmu kruZznice schopen [épe rozlisit, které Casti této jeho predstavy
pojmu jsou soucasti formalni definice a které jsou témi vedlej$imi vlastnostmi, jenz se mohou
v riznych geometriich liit. Obrazek 8.1 nam poskytuje vhodnou ilustraci toho, jak by mohlo
byt takové schéma strukturovano vzhledem k jednotlivym souvisejicim pojmum (Kemp, 2018).
Modré Sipky zndzornuji koordinaci geometrickych reprezentaci, zatimco zelené Sipky popisuji

j/ SCHEMA KRUZNICE
f _Geometr:cka reprezenta_ce_ / Algebraické reprezentace
e - = ‘--"'\ ,/"___ T /"'-_-____-"" .
r: Vzdaienost I ” Polomér ) *’ Vzdalenost .-" Polomér )
/" Mnotina N \ 7 m N\
( I stied | noiina |
\ bodii ‘ /. ,\\ bodd ;| ‘.\ Stied
s = \_ e L 2 \‘_ . ~

\
\
j\
|
|
)
=
~
|
|
|
|
|
|
|
I
)
-

+ <L o -
g I ¥ w -Eukl. vzdalenost -Eukl. vzdalenost l I -Tax. vzdalenost -Tax. vzdalenost a ,TJI
] = = PR -Polon " Polom g =
—; I Q& -Stied > 5 H » r 'y g = 1—\.|
2 =] Z tre *|-StFed -Stied ==]-Stred m 3
'E | X o -Mnozina bodd -Mnoiina bodl | I -MnoZina bodd -Mnozina bodi = 2 |
o
2 4 Iy T1
‘:3 \ :,-"’ 5 | | } \ Il Il A | }
/ ! W !
— [ — e ] | e -~ o e -\ — _/f._ -

{{ (| W\ L

(\ll

\“
. J(m-—:n)z-i-(v"n)2~

KruZnice je mnoZina viech KruZnice je mnoZina viech

bedd [x, y] v roving, které jsou bodd [x, y] v roving, které jsou
vzdaleny od pevné

daného bodu [m, n].

<\J/
|x —m| + |y —n| =7

1= vzdaleny od pevné
daného bodu [m, n].

Obrazek 8.1: Tlustrace piikladu podkladové struktury schématu kruZnice, v&etn& vzdjemné
interakce schémat, jak je vyznaceno ¢ervenymi Sipkami (viz. str. 146 pro ve&tsf velikost).
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koordinaci reprezentaci algebraickych. Sedé Sipky ukazuji na koordinaci mezi reprezentacemi
v ramci jednotlivych schémat. Cervené Sipky pak oznacuji interakci mezi schématy euklidovské
a taxikarské kruznice, coZz bude podrobnéji rozebrdano v nasledujici sekci. NaSim cilem je nyni
postupné analyzovat, jak mohou jedinci asimilovat novou metriku do svych stavajicich schémat
vzddlenosti a kruznice, aby nakonec dokazali odvodit rovnici v této nové metrice.

Kemp (2018) uvadi, Ze pokud chceme, aby jedinec dovedl napsat rovnici kruznice a disku-
tovat o ni, je potieba, aby dosdhl objektového chapani alespoi algebraické reprezentace vSech
souvisejicich pojmi (vzdalenost, polomér, stfed a mnoZina bodi). VSechny tyto pojmy totiZ
slouzi jako vstupy do mentdlnich procesu, jejichZ vystupem je pravé zminénd rovnice. Autorka
vSak upozoriiuje, Ze 1 kdyz jedinec dokaze tuto rovnici napsat, nemusi vZdy rozumét tomu, jak
jeji ¢asti pfimo souviseji s geometrickou definici kruZnice. To se shoduje se zjiSténimi Kinacha
a Fosteringa (2012), ktefi popsali, Ze jejich studenti sice chdpali pojmy v geometrii prostied-
nictvim algebraickych a numerickych metod, ale chybélo jim prostorové porozuméni. Jedinec
proto miZe mit objektové pochopeni vSech souvisejicich pojmi kruznice, presto miiZe postradat
souvislej$i porozuméni kvuli Spatné vzajemné koordinaci jednotlivych slozek celé této podkla-
dové struktury jejiho schématu. K dosaZeni koherentniho porozumeéni je potieba, aby jedinec
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Obrazek 8.2: Odpouzdieni jednotlivych slozek kruz-
nice s cilem zkoordinovat procesy v rimci jejiho schématu.

v rdmci vhodné zvolenych aktivit odhalil vztahy mezi témito objekty (vzddlenost, polomér,
stfed a mnoZina bodt) a pokusil se je mezi sebou znovu vzijemné zkoordinovat, aby mohl
vypozorovat jejich hlubsi vzdjemné vazby. Ilustrace tohoto procesu je znazornéna na obrazku
8.2, kde modré Sipky naznacuji odpouzdieni téchto objektii do procesti a ¢ervené Sipky nazna-
¢uji zminéné koordinace mezi témito procesy. K t€m pak miiZe poslouZit i vzdjemna interakce
schémat.

Kemp (2018) v ramci vyhodnoceni své studie upozornila na dvé zasadni véci. Za prvé, ze
jedna z hlavnich prekazek, které jeji studenti Celili pfi konstrukei kruznice a sestaveni jeji rov-
nice v taxikarské geometrii, byla ta, Ze mnoho z nich mélo potiZe jizZ s porozuménim samotnému
vzorci vzdélenosti v euklidovské geometrii, coz pak vedlo k problémiim pfi prenaseni konkrét-
nich znalosti z této geometrie do taxikarské. Za druhé, Ze v ramci vzdjemné interakce schémat se
projevila mnohem vétsi sloZitost vzajemného vztahu poloméru a vzddlenosti. Bude tak uZite¢né
mit jasnou predstavu o rtiznych fazich chiapani obou téchto pojmi, jejich vzajemného vztahu
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a o moznych dusledcich tohoto chipani v kontextu celkového mentdlniho schématu kruznice.
Soustfedime se proto na jejich analyzu v riznych reprezentacich; vyjdeme zde z Arnon a kol.
(2014), Kemp (2018) a Kemp a Vidakovic (2019, 2021b, 2022).

Vzdalenost

Osobni definice pojmu vzdilenosti mize byt v mysli jedince spojena s geometrickou, algebraic-
kou reprezentaci, nebo jejich kombinaci.

e Geometrickd reprezentace: V euklidovské geometrii muze byt vzdalenost znizornéna
a popsdna jako usecCka spojujici dva body. Naopak v taxikarské geometrii 1ze vzdalenost
vyjadfit riznymi zpusoby. Patfi sem napiiklad schéma krokt mezi dvéma body, schéma
ruznych vertikdlnich a horizontdlnich pohybt mezi dvéma body nebo jako schéma dvou
odvesen pravothlého trojihelniku, jehoz preponou je tsecka spojujici oba body (obr. 8.3).

4

4

4

Obrazek 8.3: Geometrické reprezentace vzdélenost(
Zdroj: Wikipedia

Mentalni struktury:

— Akce: Jedinec je schopen zndzornit nejkratsi cestu mezi dvéma konkrétnimi body
s ohledem na danou metriku. Nemusi vSak byt schopen popsat presné svymi slovy,
jak vzdalenost v dané metrice obecné vypada a jaké jsou jeji vlastnosti.

— Proces: Jedinec je schopen v ramci dané metriky znazornit vzdalenost mezi libovol-
nymi dvéma body. Nepotfebuje vSak jiz mit pfimo dva konkrétni body, aby si tuto
vzdalenost predstavil a je schopen o ni hovofit vlastnimi slovy.

— Objekt: Jedinec dokaze znazornit a popsat nékolik vzdalenosti a porovnavat je, aby
urCil, které jsou si rovny, které jsou vétsi a které mensi neZ ostatni. K tomu vyuZiva

vizudlni reprezentace nebo popisuje podobnosti a rozdily ve tvaru a délce pomoci
svych vlastnich slov.

e Algebraickd reprezentace: Vzdalenost Ize algebraicky reprezentovat bud’ pfimym uvede-
nim vzorce pro vzdalenost nebo verbalnim popisem vyrazu ¢i vzorce.

Mentalni struktury:

— Akce: Pokud ma jedinec dva konkrétni body, bud’ si vzpomene na vzorec pro vzda-
lenost, nebo mu je tento vzorec poskytnut, a je schopen spravné identifikovat, které
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hodnoty jsou spojeny s kterymi proménnymi. Poté dosadi tyto hodnoty do vzorce
a ur¢i pozadovanou hodnotu vzdalenosti.

— Proces: Jedinec dokaze vypocitat vzdalenost mezi libovolnymi dvéma body. Nemusi
vSak mit primo dané dva konkrétni body, aby si dokizal predstavit, jak by tuto vzda-
lenost vypocital. Umi vlastnimi slovy popsat, co ndm vlastné vzorec pro vzdalenost
"Fka".

— Objekt: Jedinec dokdze tspesne vypocitat vzdilenost mezi libovolnymi dvéma body
a porovnavat tyto vzdalenosti mezi sebou. Je tak schopen provadét mentalni akci
porovnavani na objektu ,,vzdalenost®.

Z vyhodnoceni studie Kemp (2018) tak muze jedinec zacit na riznych tdrovnich porozumeéni
vzdalenosti v euklidovské geometrii a presto byt schopny do svého celkového schématu zacle-
nit taxikarskou vzdalenost (obr. 8.4). Pro dosaZeni hlubsiho propojeni mezi charakteristikami
a vlastnostmi obou geometrii, které presahuji pouhé lokalni pozorovani obou metrik, je vSak
nezbytné ho postupné privést k procesnimu chapani jak euklidovské, tak taxikarské vzdalenosti
8.5. V této fizi pak totiz muze dochazet k vnitinim koordinacim jejich geometrickych a al-
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Obrazek 8.4: Tlustrace moZnych cest, kterymi se zdk mtZe ubirat pfi zatletiovani {uvnové
metriky do svého stdvajictho chdpdni pojmu vzddlenost (viz. str. 147 pro v&tsf velikost).

gebraickych reprezentaci, které jsou na obrazku 8.5 znazornéné oboustrannymi Sipkami, a ke
koordinaci procest napfi¢ témito schématy, coz je v tomto obrizku zndzornéno jednoduchou
Sipkou. V okamziku, kdy jedinec dokaze uvaZovat o obou téchto vzdalenostech mezi dvéma
body a popsat tento vztah algebraicky nebo geometricky, projevuje tim procesni chapani zobec-
néné vzdalenosti, protoze tento krok vyZaduje koordinaci procesti napfic obéma schématy. Tyto
vzdilenosti pak muze vyliCit napriklad prostfednictvim pravouhlého trojihelniku, jehoz pre-
pona predstavuje euklidovskou vzdalenost a jehoz odvésny tvori taxikarskou vzdélenost. Toto
procesni chdpani vzdalenosti muze prokdzat i tim, Ze podé dukazy o jeji koordinaci s nékterym
z procest v ramei jiného schématu. Napfiklad dokaze vysvétlit, jak ovliviiuje zptsob méfeni
vzdalenosti samotny vzhled kruznice, ¢imz poda dukaz, Ze zkoordinoval své pochopeni vzda-
lenosti s alespofi jednim z pojmi polomér, stfed nebo mnozina boda. Zavisi na tom, jakym
zpusobem pravé v daném okamziku sviij vyklad predstavil (Kemp, 2022).

Aby byl jedinec schopen napsat rovnici kruznice v dané metrice, je podle Kemp (2018)
dulezité, aby dosdhl objektového chapani pojmu vzdélenost v této metrice, coz je nezbytnym
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Obrizek 8.5: Znazornéni vzajemnych koordinaci algebraickych a ge-
ometrickych reprezentaci procesti euklidovské a taxikarské vzdilenosti

predpokladem k rozpozndni skutecnosti, Ze vSechny body na kruZnici jsou stejné vzdileny od
jejiho stiedu. Musi si zde uvédomit, Ze vSechny poloméry této kruznice maji stejnou délku.
Toto pochopeni viak zahrnuje porovndvani hodnot, tedy schopnost provadét mentdlni akci na
objektu vzdalenost.

Polomér

Polomér kruznice je definovén jako vzdélenost od stiedu kruznice ke kterémukoli bodu na kruz-
nici, nebo jako délka dsecky spojujiciho stied s libovolnym bodem na kruZnici. Pojem poloméru
ma proto v sob¢ jako nedilnou soucast souvisejici pojmy vzddlenost, stied a mnoZina bodii, které
by se mély pfi Cteni této definice v mysli jedince aktivovat. Aby byl jedinec schopen napsat
rovnici kruZnice v dané metrice, je podle zavéru Kemp (2018) duleZité, aby dosahl objektového
chdpani pojmu poloméru v této metrice, coZ je nezbytnym predpokladem k rozpoznani sku-
te¢nosti, Ze vSechny poloméry této kruznice maji stejnou délku. Toto pochopeni vSak zahrnuje
porovndvani hodnot, tedy schopnost provadét mentdlni akci na objektech vzdalenost a polomér.
Pro souvislé pochopeni pojmu kruZnice je vSak potfeba, aby v pfedchozi fazi zkoordinoval tyto
procesy vzdalenosti a poloméru v dostate¢né mife.

r=2

Obrizek 8.6: Poloméry taxikaiské kruznice

Mentalni struktury

e Akce: Jedinec dokdZe najit polomér kruZnice v dané metrice bud’ tim, Ze se podiva na
konkrétni rovnici kruZnice, nebo tim, Ze se podivd na jeji geometrickou reprezentaci. Je
schopen sestrojit kruZnici s danym stfedem a polomérem, ale neni jiZ schopen vlastnimi
slovy vysvétlit jeho hlubsi souvislost s pojmem kruZnice.
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e Proces: Jedinec dokdze najit polomér libovolné kruznice v dané metrice. Uvédomuje si
roli, kterou polomér hraje v samotné definici kruZnice. Mlize rovnéz projevovat procesni
chapani poloméru tim, ze dokédZe uvést, jak se tento pojem vztahuje k nékterému z dalSich
souvisejicich pojmu kruznice. Vlastnimi slovy napiiklad vysvétli, ze ,,pokud je polomeér
kruZnice méfen jako pfima Cara, pak je kruZnice kulata (Kemp, 2018)%, ¢imz predlozi
dikaz toho, Ze jiz musel vhodné zkoordinovat proces poloméru s procesem vzdalenosti,
stfedu nebo mnoZiny bodu, a to v zdvislosti na tom, jak presné toto vysvétleni v dany
okamzik formuloval.

e Objekt: Jedinec zde jiZz dokaze provést s polomérem mentalni akei. Naptiklad kdyZ pou-
zZije hodnotu poloméru k sestaveni rovnice kruZnice, vyuZiva objekt poloméru jako vstup
do mentalni transformace, jejimzZ vysledkem je rovnice kruznice s danym polomérem.

KruZnice

Je dulezité si uvédomit, Ze bez ohledu na zvolenou metriku, geometricka definice kruznice je
stale stejna: Kruznice je mnoZzina vSech bodu v roviné, které jsou stejné vzdaleny od jejiho
stiedu.

e Geometricka reprezentace kruznice: Pokud jde o geometrickou reprezentaci kruZnice, je-
dinec zde muze postupovat graficky nebo pouze vlastnimi slovy popisovat ruzné vlast-
nosti kruznic vzhledem k jejich vizudlni podobé. MiiZe sestrojit konkrétni kruznici nebo
jen vysveétlit, jak by tato geometricka konstrukce souvisela se samotnou definici kruZnice.

Mentalni struktury

— Akce: Jedinec je schopen sestrojit kruZnici v dané metrice, pokud ma k dispozici
stied kruznice a jeji polomér. Aby vSak mohl diskutovat o vlastnostech kruznice
v ramei dané geometrie, potfebuje vZdy konkrétni priklad této kruZnice.

— Proces: Jedinec je schopen sestrojit kruznici s libovolnym stfedem a polomérem.
Nemusi mit konkrétni hodnoty k dispozici, aby si dokazal tuto konstrukci predstavit,
a je schopen vlastnimi slovy diskutovat o budouci podobé kruznice v dané metrice.

— Objekt: Jedinec zde jiz dokaze s kruznici provadét mentdlni akci. Muze napiiklad
uvést priklady raznych kruznic a vlastnimi slovy popsat jejich podobnosti nebo roz-
dily. Tato mentalni akce, kterou provadi na tomto objektu, je pak akce porovnavani.

e Algebraicka reprezentace kruznice: Jedinec je schopen uvést rovnici kruZnice nebo ji ver-
balné popsat. Pokud tak nahlas popise, Ze pro dany bod na taxikarské kruznici je ,,vyraz
pro jeho vzdalenost od stfedu této kruznice roven jejimu poloméru®, prokaze tim, Ze si
uvédomuje, jakym zptisobem je vzorec vzddlenosti zahrnut v rovnici taxikéiské kruznice.

Mentalni struktury:

— Akce: Pro dany stied a polomér dokaze jedinec v dané metrice pouZit poskytnutou
nebo zapamatovanou rovnici kruznice, spravné identifikovat, které hodnoty ze za-
daného stredu a poloméru jsou spojeny s prisluSnymi proménnymi v rovnici, a tyto
hodnoty do rovnice dosadit.

— Proces: Jedinec je schopen v dané metrice k libovolné zadanému stfedu a poloméru
napsat rovnici kruznice. Nepotiebuje zde jiZz konkrétni stfed a polomér k tomu, aby

st dokdzal predstavit, jak by pokazdé tuto rovnici sestavil. Dovede popsat vlastnimi
slovy, jak tato rovnice obecné souvisi se samotnou definici kruZnice.
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— Objekt: Jedinec zde dokazZe provadét s kruznici mentdlni akci. Zvlada napriklad rov-
nice kruZnic mezi sebou porovndvat a vysvétlit, jakym zptsobem byly z v rdmci de-
finice odvozeny. Provadénou akci na tomto objektu algebraické reprezentace kruz-
nice je v tomto piipadé akce porovndni.

Obdobné jako u pojmu vzddlenost, jedinec miZe zacinat na riznych drovnich chapani kruznice
v euklidovské geometrii, aby byl schopen integrovat taxikdiskou metriku do jejiho celkového
schématu (viz obrdazek 8.7). Je vSak nezbytné ho postupné pfivést k procesnimu chdpani jak
euklidovské, tak taxikarské kruznice.

—rvnitindni—s

Schéma
KRUZNICE

Obrazek 8.7: llustrace moznych cest, kterymi se Zdk muze ubirat pri zaClenovani ,,nové*
metriky do svého stavajiciho chdpani pojmu kruZnice (viz. str. 148) pro vétsi velikost).

Teprve prfi setkdni obou kruZnic na drovni procest pak muZe postupné dochdzet k vniti-
nim koordinacim jejich geometrickych a algebraickych reprezentaci (obr. 8.8), které jsou zde
vyznacené oboustrannymi Sipkami, a k vzdjemnym koordinacim jednotlivych procest z obou
schémat, coZ je v obrizku zndzornéno jednoduchou Sipkou. Jedinec nakonec miiZe toto porozu-
meéni zapouzdfit do objektu nazvaného kruZnice.
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Obrazek 8.8: Zndzornéni vzajemnych koordinaci algebraickych a ge-
ometrickych reprezentaci procest euklidovské a taxikaiské kruznice.

Na obrazku 8.9 jsou kompilovany predchozi ilustrace moznych cest, které jedinec mutiZe uci-
nit, aby integroval novou definici vzdalenosti do svych existujicich schémat vzddlenosti a kruz-
nice a nakonec odvodil rovnici kruZnice v této nové metrice. MiZe zacit na riznych trovnich
porozuméni euklidovské vzddlenosti a kruZnice, ale musi v obou piipadech dosdhnout vZdy je-
jich procesniho chédpdni, aby byl schopen provést vzajemnou koordinaci s nové vytvofenymi
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procesnimi predstavami taxikarské kruznice (fialové Sipky) a taxikarské vzdalenosti (modré
Sipky). Tyto vzdjemné koordinace mohou vést k vytvoreni obecnych procesu kruZnice a vzdd-
lenosti. Jakmile jsou tyto nové procesy vytvoreny, jedinec muze zacit vzdjemné koordinovat
libovolnou kombinaci jejich algebraickych a geometrickych reprezentaci, aby tak dale rozvi-
jel své porozuméni obou pojmit. Nakonec muze kazdy z téchto novych procest zapouzdfit
do objektu, na kterém pak muZze provadét mentdlni transformaci, jejimz vysledkem je rovnice
kruznice v dané metrice.
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Obrazek 8.9: MoZné cesty k odvozenf rovnice kruz-
nice v nové metrice (viz. str. 149 pro vétsi velikost).

Ovlivnéni schémat kruznic

Pri rozvoji mentilniho schématu postupné vznikaji nové vztahy mezi jeho slozkami. Nové akce,
procesy nebo objekty jsou poté zaclenény do existujictho schématu prostrednictvim vzdjemnych
vztahu. Tento proces miize zahrnovat také interakci s jinymi schématy, coz vede k vytvoreni
nového schématu, které integruje slozky obou ptivodnich schémat (Arnon, 2014).

V tabulce z genetické dekompozice Kemp (2018) je shrnuti mozZnych trovni interakce mezi
schématy euklidovské a taxikarské kruznice (obr. 8.10). Dynamika tohoto procesu je vSak po-
mérné slozitd. Studenti, ktefi se tcastnili jeji studie, v§ak méli jiZ daleko hlubsi povédomi o eu-
klidovské geometrii nez o taxikarské geometrii, coz vedlo k pfirozenému pfenosu znalosti z je-
jich euklidovského schématu do taxikarského schématu. Tyto tirovné jsou v tabulce zvyraznény
cervenym obrysem (inter-intra, trans-intra a trans-inter). Modfe vyznacené urovné (intra-inter,
intra-trans a inter-trans) naznacuji ty urovné, kde je mozné naopak ocekdvat prenos znalosti
spiSe z taxikarské geometrie do euklidovské geometrie. Urovné s kombinaci oranzovych a mod-
rych okraju pak odkazuji na ty situace, kdy jedinec prendsi znalosti bud’ v jednom sméru nebo
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KruZnice

Intrafze v Taxikarské geometrii

Interfaze v Taxikafské geometrii

Transfaze v Taxikafské geometrii

Intrafdze v Euklidovské geometrii

Jedinec neni schopen v Zidné z obou
geometrii najit souvislost, jak
konstrukce kruZnice a jeji rovnice
souvisi s jeji definici a jak jsou
algebraické a geometrické
reprezentace vzijemné propojeny.
Neni schopen sestavit rovnici kruZnice
ani popsat jeji strukturu. Pracuje
pouze s lokdlnimi vlastnostmi (napf.
tvar, operitory v rovnici...)

Jedinec jiZ za€ina v taxikafské
geometrii nachazet souvislosti, jak by
mohla konstrukce kruZnice a jeji
rovnice souviset s jeji definici a jak
jsou algebraické a geometrické
reprezentace vzajemné propojeny.
Neni vSak schopen pfenést tyto
naleZitosti do euklidovské geometrie
a je schopen délat pouze lokdlni
pozoroviani mezi reprezentacemi
napfi¢ obéma geometriemi

V taxikifské geometrii jiZ jedinec
porozumél tomu, jak kontrukce
kruZnice a jeji rovnice souvisi s jeji
definici a jak jsou algebraické a
geometrické reprezentace mezi sebou
vzijemné propojeny. Neni schopen
vSak prenést tuto znalost do
euklidovské geometrie a je schopen
délat pouze lokalni pozorovéni
jednotlivych vztah( mezi
reprezentacemi napfic obéma
geometriemi.

Interfaze v Euklidovské geometrii

Jedinec jiZ za€ina v euklidovské
geometrii nachazet souvislosti, jak by
mohla konstrukce kruZnice a jeji
rovnice souviset s jeji definici a jak
jsou jejich algebraické a geometrické
reprezentace vzidjemné propojeny.
Neni vSak jeSté schopen pfenést tyto
naleZitosti do taxikdfské geometrie a
je schopen délat pouze lokélni
pozorovani mezi reprezentacemi
napfic obéma geometriemi.

Jedinec zac€ina v obou geometriich
nachazet souvislosti, jak by mohla
konstrukce kruZnice a jeji rovnice
souviset s jeji definici a jak jsou
algebraické a geometrické
reprezentace vzajemné propojeny.
MzZe jiz zaCit popisovat konstrukci
nebo strukturu rovnice kruZnice i
jinak, neZ pouze v ramci lokdlniho
pozorovani nebo viastnosti obou
reprezentaci.

V taxikaiské geometrii jiZ jedinec
chape, jakou pfimou souvislost ma
konstrukce kruZnice a jeji rovnice s

jeii definici a jak jsou jejich algebraické
a geometrické reprezentace vzajemné
propojeny. ZaCina jiZ pfenaSet
znalosti z taxikifské geometrie do
geometrie euklidovské s cilem vytvoFit

zde stejna propojeni, ktera vidi v

euklidovské geometrii.

Transfaze v Euklidovské geometrii

V euklidovské geometrii jiZ jedinec
porozumél, jak konstrukce kruZnice a
jeji rovnice souvisi s jeji definici a jak

je algebraicka a geometricka

reprezentace mezi sebou vzdjemné

propojena. Neni schopen vSak

pFenést tuto znalost do geometrie

taxikafské a je schopen délat pouze

lokélni pozorovani jednotlivych
vztahil mezi reprezentacemi napfic

ob&ma geometriemi.

V euklidovské geometrii jiZ jedinec
chape , jak pfimo souvisi konstrukce
kruZnice a jeji rovnice s jeji definici a
jak jsou jejich algebraické a
geometrické reprezentace vzdjemné
propojeny. ZaCind jiz pfenaset
znalosti z euklidovské geometrie do
geometrie taxikafské s cilem vytvofit
zde stejna propojeni, ktera vidi v
euklidovské geometrii.

Jedinec jiZ upiné zobecnil pojem
kruZnice a ma souvislé porozuméni
tomu, jakym zplisobem jsou
konstrukce kruZnice a jeji rovnice v
daném metrickém prostoru pFimym

dlsledkem jeji definice. Zobecnil tuto
strukturu jak geometricky, tak

algebraicky.

Obrazek 8.10: Genetickd dekompozice pro vzdjemnou interakci schémat kruZnice (Kemp, 2018)

osciluje mezi euklidovskym a taxikafskym schématem, pficemz cilem je vZdy navazat silné;jsi
spojeni mezi riznymi reprezentacemi kruznice v obou geometriich.

Pokud Zaci navazou dostate¢né pevna tato spojeni mezi algebraickymi a geometrickymi re-
prezentacemi pojmu jak v euklidovské, tak v taxikarské geometrii, ty dostate¢né zkoordinuji, da
se pak ocekavat, Ze jiZ budou schopni zobecnit pochopeni pojmu kruznice (droven trans-trans).
Vizualizaci a algebraickym definovanim kruZnice v netypickém kontextu taxikarské geometrii
(pfipadné jiné neeuklidovské geometrie) si tak jedinci buduji pevné;si strukturu schématu pro
tento pojem, diky které pak mohou snadnéji identifikovat, které c¢ast1 jejich predstavy pojmu
kruZnice jsou soucasti formalni definice a které nejsou, a toto zobecnéni pak pripadné prenést
1 do jiné metriky mechanismem generalizace (Kemp & Vidakovic, 2022).
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Tematizace pojmu kruzZnice

Pokud jedinec dokaze na zakladé€ predloZzené nové metriky sestrojit kruznici v této metrice a od-
vodit jeji rovnici, pak hovorime o tom, Ze tento pojem kruznice dostatecné ,ztematizoval®. S
velkou pravdépodobnosti pak jiz dovede poskytnout geometrické a algebraické reprezentace
kruZnic pro libovolnou metriku a rozumi tomu, jak jsou tyto reprezentace navzajem propojeny.
Uvédomuje si totiz podstatu definice a v ramci ruznych metrik je chopen vyuzivat k jejimu
vyjadreni vSechny typy reprezentaci (geometrické, algebraické, verbalni).

8.3 NavrzZené aktivity

Navstivme spolu Barcelonu a ¢tvrt” Eixample (obr. 8.11), ktera je jednim z nejimpresivnéjSich
piiklada urbanistického planovani, navrzeného Ildefonsem Cerdou (1815-1876). Vynikad svym
fascinujicim miiZzovym vzorem ulic. Pokud by zde dnes slavny Euklides zil, pravdépodobné
by pochyboval o tom, Ze ,nejkratsi* vzdalenost mezi dvéma body je vZdy pfima délka dsecky
spojujici oba body.

Obrazek 8.11: Barcelona a jejf ¢tvrt” Eixample.

Uloha 1: Euklidovské vzdalenost

a) Jsme na slunec¢né plazi Barceloneta a mdame vyznacené tfi trasy, po kterych se mizeme
premistit od deStniku ke ¢lunu. Ktera z nich predstavuje vzdalenost obou mist (obr. 8.12)?

4

"5

[§

Obrazek 8.12: Uloha 1 ).

b) Do prvni planku ctvrté Eixample (obr. 8.13) zakresli dva body o soutadnicich [1,2] a [4,6].
Vyznac Cervene¢ vzdalenost, kterou urazi mezi témito dvéma misty letici holub Euklides,
to znamena vzdalenost euklidovskou.
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Obrazek 8.13: Uloha 1 b), 1¢), 1d)

c) Vypocitej vzdalenosti mezi jejich x—ovymi a y—ovymi souradnicemi (horizontdlni a ver-
tikalni vzdalenosti). Tyto vzdalenosti do stejného planku zakresli modfe a popi§ danou
hodnotou. Jaky utvar vznikl zakreslenim vSech téchto vzdalenosti cervené a modré barvy
do jednoho obrazku .

d) Jak pouZzije§ modfe zakreslené vzdalenosti v ¢asti ¢) k vypoctu vzdalenosti, kterou uletél
holub Euklides mezi témito dvéma body v ¢asti b)? Kterou znamou vétu k tomu pouZzijes?

e) Zopakuj vSe po vzoru b) a ¢) v planku bez zakreslenych ulic a s libovolnymi body [x;, y;]
a [x2, y2] (obr. 8.14).

yll

Obrazek 8.14: Uloha 1 e), 1 f)

f) Reflexe: Vzdalenost mezi dvéma body P[x;,yi] a Q[xs,y>] v euklidovské geometrii 1ze
vypocitat jako [PQ| = +/(x2 — x1)? + (y2 — y1)2. Napi¥ struéné svymi slovy, jak je tento
vztah zndzornén ve tvé predchozi kartézské soustavé souradnic.
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Pedagogicky cil pro Ulohu 1

Cilém této tlohy je, aby si zik v idedlnim pfipadé uvédomil, ze v ramci tloh «) a b), kdy
vytvofi pravothly trojihelnik, miZe s pouzitim Pythagorovy véty vypocitat délku jeho
prepony, coz je hledana euklidovska vzdalenost mezi témito dvéma body. AZ tento fakt
v tloze ) zobecni na libovolné dva body, mél by se pokusit zreflektovat podobnost mezi
poskytnutym vzorcem pro vzdalenost v euklidovské geometrii a svym vypoctem v miizi
v tloze d) a e), Cilem je, aby nakonec pochopil strukturu tohoto vzorce jak po strance
geometrické, tak algebraické.

Uloha 2: Taxikaiska vzdalenost

a) V planku ctvrti Eixample mame vyznacena dvé mista A a B, mezi kterymi se potfebujeme
premistit, a tfi mozné trasy, kudy nds muze taxikar vzit (obr. 8.15).
1) Ktera trasa je nejkratsi?

i1) Kterou trasu si taxikar z téchto tii zakreslenych pravdépodobné za normalniho pro-
vozu vybere?

1) Existuje kratsi trasa? Existuje delsi trasa?

iv) Jaky ttvar zde vytvori oblast vSech najkratSich tras?

Obrazek 8.15: Uloha 2 «)

b) Zakresh do planku mista o soufadnicich [1,2] a [4,6]. Zobraz nejméné klikatou trasu
taxikare mezi témito dvéma misty, to znamena, aby tato trasa tvofila odvésny pravouhlého
trojahelnika.

c) Vypocite] délku kazdé z jeho odvesen pomoci x—ovych a y—ovych soufadnic danych
dvou bodu. Tyto vzdalenosti v planku vyzna¢ a popis$ jejich hodnotou.

d) S pouzitim svého feSeni ¢) vypocitej celkovou délku této trasy mezi obéma body v taxi-
karské geometrii.
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Obrizek 8.16: Uloha 25)2¢), 2d)

e) Zopakuj vSe po vzoru b) a c) v planku bez zakreslenych ulic a s libovolnymi body P[x), y1]
a Q[x, v»]. Pouzij tyto informace k vypoctu vzdalenosti |PQ| v taxikdiské geometrii.

Obriazek 8.17: Uloha 2 ¢)

f) Vzdilenost mezi dvéma body P[x;:y;] a Q[x2:y,] v taxikarské geometrii lze vypocitat
pomoci vztahu |PQ| = |x; — xy| + |y2 — y1|. Napis stru¢né svymi slovy, jak je tento vztah
znazornén ve tvé predchozi kartézské soustavé souradnic a proc je nutné do vzorce zahr-
nout i uvedené absolutni hodnoty?
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Pedagogicky cil pro Aktivitu 2

Cilem této tlohy je, aby Zak v castech «) — ¢) pochopil, Ze k nalezeni vzdalenosti
mezi dvéma body v taxikarské geometrii lze pouzit rozdil x—ovych a y—ovych
soufadnic obou bodu. Dotazem na jiné, ale stejné dlouhé trasy pevné vefim, Ze si
zak uveédomi, ze i kdyZ existuje vice zpusobt znazornéni taxikarské vzdalenosti,
metoda vypoctu pres pravouhly trojuhelnik povede k vypoctu délky vSech téchto
nejkratSich cest. Poté, co tento fakt v tdloze ¢) zobecni na libovolné dva body, by
mél hledat souvislosti mezi poskytnutym vzorcem pro vzdélenost v taxikarské ge-
ometrii a popisy v kartézské soustaveé souradnic. Propojenim téchto geometrickych
a algebraickych reprezentaci by mél nakonec lépe pochopit podstatu tohoto vzorce.

Uloha 3: Geometricka reprezentace taxikaiské kruzZnice a jeji koordinace s eukli-
dovskou kruznici

a)

b)

c)

Obrizek 8.18: Uloha 3 a), 3b)

Ve ctvrti Eixample se kona konference, které se mame osobné zucastnit. Doprava
ma byt pro dcastniky co nejvice pohodlna. Budou sice ubytovini v nékolika riznych
hotelich, vSichni vSak pobliZ a ve stejné vzdalenosti od konferenéniho centra. To je
na mapé znazornéno zlutym bodem. Modfe jsou zde pak oznaceny ty hotely, které
maji stale volnou kapacitu mist a jsou nam k dispozici. Znizorni v planku taxikar-
skou vzdalenost mezi konferenc¢nim centrem a kazdym ze znazornénych modrych
hoteld. Potvrd’, nebo vyvrat’, zda ma kazdy z nich od konferen¢niho centra opravdu
stejnou taxikdrskou vzdalenost.

Jak zni definice pojmu kruZnice? Spliiuje ¢ervené zakresleny utvar tuto definici?
V kladném pripadé vysvetli?

V piilozené ctvercové siti (obr. 8.19) nakresli taxikarskou kruznici se stfedem v bodé
S[2; 1] a polomérem 4 jednotky. Zakresli nejdfive 6 riznych bodi (hotelu), které na
této kruznici budou lezet. Zndzorni i 6 poloméru (tras taxikare), které jsi k nalezeni
téchto bodu pouzil.
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Obrizek 8.19: Uloha 3 ¢), 3d)

d) Reflexe: Méni se definice kruZnice pfechodem z euklidovské do taxikarské geome-
trie? Které vlastnosti kruznice plati soucasné v obou geometriich? Které vlastnosti
naopak neplati?

Pedagogicky cil pro Ulohu 3

V ramci této aktivity by mél jedinec zacit premyslet o svém chapani definice kruz-
nice a postupné se zamérit na abstraktnéjsi a obecnéjsi uvazovani. Timto zptisobem
by se mél snaZit odstranit omezeni spojena s piili§ konkrétnim, figurdlnim nebo
vizudlnim chdpanim tohoto pojmu. Jedinec by mél vytvaret spojeni mezi svym
chapanim poloméru jak v euklidovské, tak v taxikarské geometrii, a to jak geome-
tricky, tak algebraicky.

Uloha 4: Koordinace geometrickych a algebraickych reprezentaci v euklidovské geomet-
rii.
S pouZitim poskytnutého obrazku 8.20, vzorce pro vzdalenost v euklidovské geometrii a vzo-

rového formatu vyfes nasledujici tlohy.

a) Uvedené body do obrazku zakresli, znazorni vzdalenosti mezi kazdym z nich a stfedem
této kruznice. Tyto vzddlenosti vypocitej, vypocet pokazdé rozepi§ podle vzorového for-
matu.

e Bod[1,2]: (1 -4)2+(2-22=3
e Bod[4,-1]:

e Bod|[7,2]:

e Bod [4,5]:

b) Pozorujes néjaké podobnosti a rozdily ve svych jednotlivych odpovédich v ¢asti a)? Vy-
svétli, jak pfipadné tyto podobnosti a rozdily souvisi s grafem této kruznice.
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Obrizek 8.20: Uloha 4

c) Reflexe: PouZzij nyni svych odpovédi a) a b) k napsani rovnice této kruznice v euklidovské
geometrii. Na zdkladé dvou tii vét pak vysvétli, co nam tato rovnice vlastné fika ve vztahu
k danému grafu a k samotné definici kruznice.

Pedagogicky cil pro Ulohu 4

Cilem této aktivity je, aby jedinec lépe porozumél tomu, jakym zpusobem zde jednotlivé
hodnoty z rovnice euklidovské kruznice koresponduji s grafem této kruznice. Mél by si
nejen uvédomit, Ze je zde pouzit vzorec pro euklidovskou vzdalenost, ale i duvod, pro¢
je pouZit ve vztahu k samotné definici kruznice. Vzdalenost mezi libovolnym bodem na
kruZnici a jejim stfedem musi byt totiZ konstantni a rovna poloméru této kruznice.

Uloha 5: Koordinace geometrickych a algebraickych reprezentaci v taxikaiské geometrii;
vzajemna interakce schémat euklidovské a taxikarské kruznice.

S pouZitim poskytnutého obrazku 8.21, vzorce pro vzdalenost v taxikdrské geometrii a vzoro-
vého formatu vyres§ nasledujici tlohy.

Obrazek 8.21: Uloha 5
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a) Uvedené body do obrazku zakresli, zndzorni vzddlenost mezi kazdym z nich a stredem
kruznice. Tyto vzdélenosti vypocitej, vypocet pokazdé rozepis podle vzorového formatu.

e Bod[1,2]:|1 -4|+]2-2|=3

e Bod|[6,1]:

e Bod|[6,3]:

e Bod[3,4]:

b) Pozorujes néjaké podobnosti a rozdily ve svych odpovédich v ¢asti a)? Vysvétli, jak tyto
podobnosti a rozdily souvisi s grafem této kruzZnice.

c) Reflexe 1: Pouzij nyni svych odpovédi v Cdsti a) a b) k napsani rovnice této kruznice
v taxikdfské geometrii. Na zdkladé dvou tfi vét pak vysvétli, co nam tato rovnice vlastné
fika ve vztahu k danému grafu a k samotné definici kruZnice.

d) Reflexe 2: Méni se definice kruZnice prfechodem z euklidovské do taxikarské geometrie?
Které dalsi geometrické ¢1 algebraické vlastnosti kruZnice z euklidovské geometrie plati
1 v taxikarské geometrii? Které vlastnosti naopak neplati?

Pedagogicky cil pro Ulohu 5

Cilem této aktivity je, aby jedinec lépe porozumél, jak jednotlivé hodnoty z rovnice ta-
xikafské kruznice odpovidaji jejimu grafu. Mél by si uvédomit nejen pouZiti vzorce pro
taxikarskou vzdalenost, ale také davod jeho pouziti ve vztahu k definici kruznice. Vzda-
lenost mezi libovolnym bodem na kruZnici a jejim stfedem musi byt konstantni a rovna
poloméru. Porovndnim obou geometrii doufime, Ze jedinec zacne koordinovat souvi-
sejici procesy svého euklidovského a taxikarského schématu kruznice, coz povede ke
zlepSeni celkového porozumeéni tomuto pojmu.

Uloha 6: Tematizace schématu kruZnice.

Je definoviana nova metrika (zptisob mefeni vzdalenosti) mezi dvéma body P(xi1,y;) a Q(x2, y2)
jako [PQO| = max{|xz — x1], [y2 — y1]}. Rika se ji proto maximdlni metrika.

a) Do priloZené ¢tvercové sité (obr. 8.22) zakresli body [1, 2] a [4, 6]. PouZij uvedeny vzorec
k vypoctu vzdalenosti mezi témito dvéma body a graficky tuto vzdalenost v dané siti
znazorni. S pouzitim obrazku pak svymi slovy vysvétli, jak se tato nova vzdalenost pocita.
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Obriazek 8.22: Uloha 6 «)

b) PouZij definici kruZnice a poskytnutou ¢tvercovou sit’ (obr. 8.23) k sestrojeni kruznice se
sttedem v bodé S[4,2] a polomérem 3 jednotky v ramci této nové metriky. Uvédom si,
jakym zptisobem jsi pouzil pfedchozi zptisoby méfeni vzdilenosti pii sestrojovini jednot-
livych polomért kruznic v euklidovské a taxikarské geometrii a pokus se tuto myS$lenku
prenést i sem.

Obriazek 8.23: Uloha 6 b)

c) S pouzitim definice kruZnice napi$ rovnici této konkrétni kruZznice. Pokud je to nutné,
pouzij nékteré body na své kruznici k ovéfeni toho, zda je tato tva rovnice spravna.

d) Reflexe: Na zdkladé dvou tii vét se pokus shrnout podobnosti a rozdily mezi geometric-
kym zndzornénim a rovnici kruzZnice v této geometrii s kruznicemi v euklidovské a ta-
xikafské geometrii. Které vlastnosti jsou spole¢né v ramci vSech tfi geometrii? Které
vlastnosti jsou naopak odlisné?



Pedagogicky cil pro Ulohu 5

Cilem této aktivity je, aby jedinec pouzil své dosavadni poznatky z euklidovské a ta-
xikafské geometrie, které ziskal vzdjemnym porovnavanim a propojovinim, a pokusil
se znazornit vzdalenost a kruznici v nové metrice. Ocekava se, Zze bude schopen urcit
1 rovnici kruznice na zdkladé definice, jelikoZ si uvédomi, Ze vzdalenost mezi libovol-
nym bodem na kruZnici a jejim stfedem musi byt konstantni a rovna danému poloméru.
Diky predchozim reflexivnim abstrakcim by mél mit dostatecné souvisly pohled na tuto
problematiku, aby ulohu tspésné dokoncil. Pokud se mu to podafi, lze predpokladat, ze
bude schopen nakreslit kruznici v jakékoli jiné metrice bez dodate¢nych pokynt, pouze
s vyuZitim svého obecného schématu kruZnice a geometrickych dovednosti.

8.4 Zjisténi

V této kapitole se zaméfime na podrobnou analyzu vyplnénych pracovnich listi obou zaku,
které jsou naskenované a k dispozici v priloze A.l na strané 150.

Veronika

e Uloha 1: V a) Veronika spravné urcila nejkratsi vzddlenost mezi dvéma misty a oznacila
ji jako ,,modréa cara“. V b) zakreslila nejkrat$i euklidovskou vzdalenost pro let holuba
a dokreslila potfebny pravouhly trojihelnik. Uvédomila si, Ze odvésny se vypocitaji jako
rozdily x-ovych a y-ovych soufadnic, coz dokazala svym numerickym vypoctem. V c)
a d) vhodné zkoordinovala geometrickou a algebraickou reprezentaci euklidovské vzda-
lenosti a popsala pouZiti Pythagorovy véty, kterou také spravné aplikovala. V e) prokazala
hlubsi porozumeéni tim, Ze obecné popsala vypocet této vzdalenosti a zakreslila pravouhly
trojahelnik, popsala odvésny pomoci rozdilu soufadnic. Vypocet nezapsala, na dotaz byla
schopna ho ale popsat vlastnimi slovy. V f) reflektovala vzorec pro vzdalenost dvou bodu
v roviné v euklidovské geometrii a pochopila jeho vyznam s ohledem na geometrickou
reprezentaci.

e Uloha 2: V a) Veronika dokdzala porovnavat vzdalenosti a identifikovala vSechny za-
kreslené trasy taxikdre jako stejné dlouhé, uvédomovala si, Ze tyto trasy jsou soucasné
nejkratsi a Ze neexistuji kratsi. Pripustila, Ze mohou existovat trasy delsi. Toto ukazuje
jeji objektové chapani geometrickych reprezentaci taxikarské vzdalenosti, mentdlni akci
na tomto objektu byla akce porovndvani. V b) spravné zakreslila taxikafskou vzdalenost
dvou mist jako odvésny pravouhlého trojihelnika. V ¢) popsala tyto odvésny pomoci roz-
dilu x-ovych a y-ovych souradnic a provedla potfebné vypocty. V d) uvédomila si roli
taxikarské vzdalenosti a spravné ji urcila seétenim obou odvésen. V e) popsala obecny
postup pro vypocet této vzdalenosti, ale neuvedla absolutni hodnoty. V f) reflektovala
vzorec pro vypocet vzdalenosti dvou bodu v taxikaiské geometrii a uvédomovala si nut-
nost pouziti absolutnich hodnot v ramci své vyvolané predstavy zdpornych souradnic.

e Uloha 3: V a) Veronika spravné zakreslila poloméry, ur¢ovala jejich hodnoty a porovna-
vala je, coZ dokazuje jeji objektové chapani taxikarské vzdalenosti. Identifikovala viechny
body na taxikarské kruznici jako stejné vzdalené od stredu. V b) poskytla osobni definici
kruznice, kterd byla prakticky shodnd s formalni definici kromé jeji chybéjici ¢asti s kvan-
tifikaci. V ¢) zakreslila body na kruZnici a souvisejici poloméry, koordinovala geometric-
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kou reprezentaci vzddlenosti a poloméru. V d) reflektovala definici kruznice v riznych
metrikdch a uvédomila si, Ze definice kruZnice zustiva stejna, méni se pouze definice
vzdalenosti.

Uloha 4: V a) Veronika koordinovala geometrické a algebraické reprezentace vzdalenosti
jednotlivych bodii na kruZnici od jejiho stfedu, na zakladé poskytnutého obrizku a vzoro-
vého prikladu. V b) si uvédomila, Ze vSechny jeji pfedchozi odpovédi popisuji vzdalenosti
bodu kruznice od jejiho stiedu a Ze se vypocty lisi jen soufadnicemi bodu. V c¢) zreflek-
tovala vSechny tyto souvislosti a zapsala rovnici této konkrétni kruznice. Vlastnimi slovy
popsala, co nam tato rovnice ik, s ohledem na geometrickou 1 algebraickou reprezentaci.
Napsala vSak, Ze nevi, jak by tuto kruZnici sestrojila. Po vzajemné tpravé umocnénim na
tvar obecné rovnice kruznice, na ktery byla z hodin matematiky zvykla, si jiz tuto kon-
strukci predstavit uméla a byla schopna tuto konstrukei 1 popsat vlastnimi slovy. Projevila
se zde nedostate¢na koordinace geometrické a algebraické reprezentace kruznice z eukli-
dovské geometrie a také skuteCnost, zZe znalost obecné rovnice kruznice a schopnost ji
pouzit nemusi vzdy souviset s Giplnym koherentnim porozumeénim.

Uloha 5: V a) Veronika koordinovala geometrické a algebraické reprezentace taxikarské
vzdilenosti bodti na kruznici od jejtho stredu. V b) uvédomila si, Ze v8echny jeji pred-
chozi odpovédi popisuji taxikarské vzdalenosti bodt kruznice od stfedu a Ze vypocty se
li¥{ jen soufadnicemi bodu. V ¢) zreflektovala tyto souvislosti a zapsala rovnici kruznice,
popsala jeji vyznam geometricky 1 algebraicky. V d) identifikovala rozdily mezi taxikar-
skou a euklidovskou kruznici na zaklade vizualnich podob rovnic. Byla schopna ale slovy
vysvétlit geometrické souvislosti. Na dotaz na dal$i podobnosti a rozdily kruznic v obou
geometriich uvedla, Ze se méni tvar.

Uloha 6: Problém v této dloze byla neznalost funkce maxima a jejtho symbolického za-
pisu. Po rozhovoru se zdkyni jsem se dozvédél, ze se s tim v pribéhu studia nesetkala.
To potvrzuje 1 jeji otazka u a) ,,Maximalné ujdu 3 kroky na ose x a 4 na ose y. Ale maxi-
malné, takze muzu i min?* V dusledku této skute¢nosti nebyla schopna dlohu samostatné
vyfesit. Pro pfisté je tak nutné provést lepsi a intuitivnéj3i vysvétleni této metriky.

Po vysvétleni tohoto zapisu byla navic schopna tlohu a) vyfesit a vlastnimi slovy popsat,
ktera strana z odvésen pravouhlého trojihelnika by odpovidala maximalni vzdalenosti.
V tuto chvili ji daval 1 samotny symbolicky zapis smysl.

Diky této skutecnosti byla schopna v tloze b) tuto kruznici zkonstruovat. Sestrojila si
k tomu nejdfive osm pomocnych boda, které na dané kruznici lezi, poté kruznici sestro-
jila.

V ¢) si vSak s rovnici kruznice nevédéla rady, pravdépodobné to souviselo pravé s tim,
Ze se s touto funkci nesetkala a netuSila, Ze s ni muZe pracovat jako s jakoukoliv jinou
béZnou funkei. Snazila se pravdépodobné hledat takovou podobu rovnice, na kterou je ze
svého stredoskolského studia zvykla. Tato prirozena tendence hledat znamy (podobny)
vzorec je prikladem prototypového fenoménu, kdy se jedinci pokouseji vyuZzit existujici
mentdlni modely pro feSeni novych problémau.

Zavér: Ukazalo se zde u Veroniky , Ze je dilezité vytvaret aktivity, které podporuji vyvo-
lavani nékolika riznych predstav soucasné, coz muze vést k jejich vzajemnému konfliktu.
Tento kognitivni konflikt ji poté mohl donutit hloubéji porozumét pojmum a napravit své
stavajici chapani euklidovské rovnice kruznice. Tim se 1épe pfipravila na aplikaci téchto

135



pojmu v novych situacich. Pamét ové uchopeni presnych postupt Veronice nestacilo, pro-
toze ji v této situaci neposkytlo dostatecné flexibilni mentalni modely potfebné k vyreSeni
daného problému.

Jakub

e Uloha 1: V a) Jakub spravné urcil nejkratsi vzdalenost mezi dvéma misty, jeho odpovéd’
pak znéla: ,,prostfedni ¢ara, protoZze méfi nejkratsi vzdalenost™. V b) nejdrive Spatné za-
kreslil soufadnice bodu, pravdépodobné ho na chybu upozornily ¢iselné hodnoty v ramci
Pythagorovy véty. Tuto chybu pak sam opravil. Dikazem je $patné puvodni znazornéni
a prepsany vypocet Pythagorovy véty. Po opravé zakreslil nejkratsi euklidovskou vzda-
lenost pro let holuba a v ramci c) pak dokreslil potiebny pravouhly trojihelnik. Uvédo-
mil si, Ze odvésny se vypocitaji jako rozdily x-ovych a y-ovych soutadnic, coZ dokazal
svym numerickym vypoctem. V ¢) a d) vhodné zkoordinoval geometrickou a algebraic-
kou reprezentaci euklidovské vzdalenosti a popsal pouziti Pythagorovy véty, kterou také
spravné aplikoval. V e) prokazal hlubsi porozuméni tim, ze popsal obecny vypocet této
vzdalenosti. Zakreslil tak pravouhly trojihelnik, popsal odvésny pomoci rozdilu soufrad-
nic (bez absolutnich hodnot) a zapsal 1 obecny vztah pro tuto vzdalenost. Chybély mu zde
vSak po odmocnéni rovnice druhé mocniny, na dotaz byl schopen chybu z nepozornosti
okamZité registrovat.

e Uloha 2: V a) Jakub dokézal porovnavat vzdalenosti a identifikoval vSechny zakreslené
trasy taxikare jako stejné dlouhé, uvédomoval si, Ze tyto trasy jsou soucasné nejkratsi
a ze neexistuji krat$i. Pfipustil, Ze mohou existovat trasy delsi. Toto ukazuje jeho objek-
tové chapani geometrickych reprezentaci taxikarské vzdalenosti, mentalni akce na tomto
objektu byla akce porovnavani. Byl navic schopen v této konkrétni situaci popsat mno-
zinu vSech nejkratSich cest jako obdélnik. V b) spravné zakreslil taxikarskou vzdalenost
dvou zadanych mist jako odvésny pravouhlého trojihelnika. V c) popsal tyto odvésny
pomoci rozdilu x-ovych a y-ovych soufadnic a provedl potfebné vypocty. V d) si uvé-
domil roli taxikarské vzdalenosti a spravné ji urcil seCtenim obou odvésen. V e) popsal
obecny postup pro vypocet této vzdalenosti, ale neuvedl absolutni hodnoty. V f) reflek-
toval vzorec pro vypocet vzdilenosti dvou bodu v taxikdfské geometrii a uvédomoval si
nutnost pouziti absolutnich hodnot, coZ popisuje slovy: ,,Mohl by byt vysledek zaporny,
a vzdalenost nemuze byt zaporna“.

e Uloha 3: V a) Jakub spravné zakreslil polomeéry, urcil jejich hodnoty a porovnaval je, coz
dokazuje jeho objektové chapani taxikarské vzdalenosti. Identifikoval vechny body na
taxikarské kruZnici jako stejn€ vzdalené od stredu. V b) poskytl osobni definici kruZnice,
ktera byla prakticky shodna s formdlni definici, kromé chybéjiciho vyrazu ,,v roviné™.
Vlastnimi slovy pak popsal, proc¢ se jednd o kruznici. V ¢) si zakreslil potfebné body
na kruZnici a s nimi souvisejici poloméry, koordinoval tak dostateéné geometrickou re-
prezentaci vzdalenosti a poloméru. V d) reflektoval definici kruznice v obou metrikach
a uvédomil si, Ze zde v ramci definice zGstava stejna vzdalenost, méni se pouze tvar.

e Uloha 4: V a) Jakub uspesné zkoordinoval geometrické a algebraické reprezentace vzda-
lenosti jednotlivych bodu na kruZznici od jejiho stfedu, na zakladé poskytnutého obrazku
a vzorového prikladu. V b) si poté uvédomil, Ze vSechny jeho predchozi odpovédi po-
pisuji vzdalenosti bodd kruznice od jejiho stfedu a Ze se vypocty lisi jen soufadnicemi
bodu. V c¢) zreflektoval v8echny tyto souvislosti a zapsal rovnici této konkrétni kruznice.
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Vlastnimi slovy popsal, co nam tato rovnice fikd, s ohledem na jeji definici. Byl v8ak
schopny doplnit svymi slovy 1 geometricky vyznam.

Uloha 5: V a) Jakub tispésne zkoordinoval geometrické a algebraické reprezentace taxi-
karské vzdalenosti bodi na kruznici od jejiho stfedu, na zdkladé poskytnutého obrazku
a vzorového prikladu.. V b) si uvédomil, Ze vSechny jeho predchozi odpovedi popisuji
taxikarské vzdalenosti bodu kruznice od stiedu a ze vypocty se li¥{ jen soufadnicemi kon-
krétnich bodu. V c¢) vhodné zreflektoval tyto souvislosti a zapsal rovnici této kruznice.
Neodpovéedel zde vSak na otazku, co nam tato konkrétni rovnice fika. Vlastnimi slovy byl
v8ak na schopny popsat jeji vyznam geometricky s odkazem na predchozi tlohy. V d)
byl schopen provést reflexi a podat diikaz o tom, Ze si uvédomuje, Ze definice kruZnice se
prechodem do jiné geometrie neméni, rovnéz to, ze polomér zustiva stejny. Navic dodal,
Ze pro tyto konkrétni kruznice zustal i stfed stejny. Upozoriiuje nakonec na rozdily ve
tvaru kruZnice v ramci obou metrik.

Uloha 6: Objevil se zde stejny problém jako u Veroniky, a to neznalost funkce maxima
a jejiho symbolického zapisu. Po rozhovoru i tento Zik odpovédél, Ze se s ni zatim v pru-
béhu svého studia nesetkal. Po vysvétleni jejtho vyznamu byl vSak okamzité schopen po-
skytnout v dloze a) potfebnou geometrickou reprezentaci maximalni vzdalenosti danych
dvou bodu. V b) jde pozorovat, Ze v ramci feSeni této dlohy se projevil jeho silny vliv
manhattanské metriky. Vlivem pfedchozich tloh si proto nejdfive zakreslil dva body v ta-
xikarské vzdalenosti 3 jednotek. Mezitim si ale asi vhodné zvnitinil pfedstavu této nové
metriky a pokracoval jiz spravné ve vyhledavini odpovidajicich bodu. Kruznici nakonec
uspésné sestrojil. V c¢) si vSak se zapisem rovnice kruznice Jakub rovnéZ nevédél rady,
pravdépodobné to souviselo, jako u Veroniky, rovnéz s tim, Ze se s touto funkei predtim
nesetkal a netusil, Ze s ni mtze pracovat jako s jakoukoliv jinou béznou funkci. Poskytl
jsem mu tak nakonec obrazek dvou obecnych bodu a pozadal ho, aby mi v ném ukézal
maximalni vzdalenost. Byl schopen odpovéd’ okamzité poskytnout. Vysvétlenim toho, Ze
tento uvedeny jeho proces popisuje vlastné dany symbolicky zdpis maxima, si uvédomil,
Ze s nim muzZe pracovat jako s libovolnou jinou funkei a byl schopen v ¢) poskytnout i jeji
rovnici. d) Poté Jakub provedl reflexi a dolozil tak, Ze s1 uvédomuje, Ze definice kruZnice
se piechodem do jiné geometrie neméni, Ze polomér zistava stejny, a Ze pro tyto kon-
krétni kruznice zustava i stfed stejny. Nakonec upozornil na rozdily ve tvarech vSech tii
kruznic.

Zavér: Jakub prokazal vyraznéj$i matematické dovednosti pfi koordinaci geometrickych
a algebraickych reprezentaci riznych druht vzdalenosti a kruznic. Jeho schopnost roz-
liSovat mezi euklidovskou a taxikafskou geometrii byla zfetelna. Jeho schopnost reflexe
nad vypocty a definicemi kruZnic v obou geometriich ukazuje hluboké pochopeni téchto
a souvisejicich matematickych pojmu, coz se ukdzalo v jeho schopnosti aplikovat tyto
teoretické znalosti v ramei jiné situace-maximalni metriky.
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Kapitola 9

Odpovédi na vyzkumné otazky

1.

.Jak Zaci v ramei navrzenych aktivit prenaseji a aplikuji své osobni definice geometric-
kych pojmu, jako jsou kruznice, elipsa, parabola, hyperbola a osa tsecky, které ziskali
béhem svého stredoskolského studia, do kontextu taxikarské geometrie, a jak mohly tyto
aktivity podpofit jejich porozuméni témto pojmum?*

Zici asto piendseli své nevhodné, netiplné nebo alternativni predstavy pojmu do kon-
textu taxikarské geometrie. V ramci navrzenych aktivit dostali prilezitost si uvédomit, Ze
aplikace naucenych pojmu a postupti je nékdy daleko od hlubsiho porozuméni. Uvédo-
mili si zde riziko rychlého zobecnéni jen na zakladé svych osobnich predstav a intuice,
pochopili dalezitost striktntho dodrzovani definic v konkrétnim geometrickém kontextu.
Meli moznost vidét, Ze geometricky ttvar je fizen svou definici.

Aktivity podnitily schopnost zaku reflektovat nad rozdily mezi euklidovskou a taxikar-
skou geometrii a rozvijeji tak jejich dovednost aplikovat matematické pojmy na nové
a neznamé situace. Tento proces reflektovani nad vyznamem definic a aplikaci matema-
tickych pojmu do novych kontextu je klicovym krokem k hlub$imu porozuméni matema-
tice jako takové.

»Zda je mozné na zdkladé vhodné ptipravenych aktivit v prostredi euklidovské a taxikar-
ské geometrie, které jsou navrZeny s ohledem na vzdjemnou interakci schémat (APOS),
dosahnout toho, aby Zaci ztematizovali pojem ,.kruznice* a byli schopni odvodit jeji rov-
nici v maximalni metrice.*

Na zikladé provedenych aktivit a vysledki jednotlivych uloh lze konstatovat, Ze se nim
podarilo dosdhnout toho, aby zdk ztematizoval pojem ,kruZnice™ a byl schopen odvodit
jeji rovnici v maximalni metrice. Jakub, ktery je zde jeho pfikladem, ukazal schopnost
pochopit a aplikovat geometrické pojmy v $ir§im kontextu, a to prostrednictvim interakce
schémat podle modelu APOS. Prokazal totiz nasledujici dovednosti:

e Spravné urceni vzdalenosti v euklidovské a taxikarské geometrii: V ulohach ukazal,
ze rozumi vypoctim vzdalenosti pomoci Pythagorovy véty v euklidovské geomet-
rii a secteni odveésen v taxikarské geometrii. Toto prokdzal spravnym zakreslenim
a vypoctem vzdalenosti mezi body.

e Koordinace geometrickych a algebraickych reprezentaci: Jakub tispésné propojil ge-
ometrické a algebraické reprezentace vzdalenosti a kruznic. Ukazal, Ze dokdze pre-

chazet mezi témito reprezentacemi, coz je klicové pro hlubsi matematické porozu-
meni.
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Porozumeéni a aplikace definic kruznice v ruznych metrikach: Jakub byl schopen
pochopit a aplikovat definici kruznice jak v euklidovské, tak v taxikarské geometrii.
V obou geometriich identifikoval v8echny body na kruznici jako stejné vzdalené od
stredu.

Reflexe nad vyznamem rovnic kruznic: Jakub byl schopen nejen zapsat rovnice
kruZnic v obou metrikach, ale také reflektovat jejich geometricky vyznam. Uvé-
domil si, ze definice kruZnice se neméni prechodem do jiné geometrie, ale méni se
pouze tvar kruZnice.

Pochopeni maximalni metriky: Ackoliv mél Jakub zpocatku problém s funkci ma-
xima, po vysvétleni tohoto konceptu byl schopen aplikovat jej na vypocet maximalni
vzdalenosti, nasledné pak setrojit a zapsat rovnici kruZnice v této metrice.

Aplikace teoretickych znalosti na nové situace: Jakub prokazal schopnost generali-
zovat ziskané teoretické znalosti na nové situace. To se ukazalo v jeho schopnosti
vypofadat se s novym pojmem maximalni metrika.

Prostfednictvim interakce schémat (APOS) pravdépodobné oba zZici rozvinuli hlubsi po-
rozuméni. Jakub byl ale nakonec ten, kdo byl schopen aplikovat tyto pojmy v SirSim
kontextu. U Veroniky se pi1 pokusu o tematizaci projevilo pravdépodobné nedostatecné
propojeni geometrickych a algebraickych reprezentaci kruznice jiZ v ramci euklidovské
geometrie. | kdyZ znala stfedovou rovnici, neuvédomovala si jeji souvislost s geome-
trickou definici kruZnice a konceptem euklidovské vzdalenosti. Bylo by tak u ni jesté
potieba odpouzdrit tento objekt do dil¢ich procest a ty dukladnéji vzajemné zkoordino-
vat. Jakubova schopnost reflektovat nad definici a rovnicemi kruznic v raznych metrikdch
viak ukazuje, Ze vhodné navrzené aktivity mohou vést k tispéSnému pochopeni a aplikaci
techto pojmu.
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Kapitola 10

Budouci aktivity a vyzkum

Po detailnéj§im prozkoumani taxikarské geometrie, napriklad prostfednictvim Krause (1985),
je mozné pokraCovat obdobnou cestou, a to v objevovini dalsiho svéta, ktery vyuZziva rovinu
rovnostrannych trojihelnikd, tzv. izometrickou mfizku. Pokud se po ni jako figurka budeme
pohybovat, mize byt vyvinuta geometrie, kterd je odli$na od té euklidovské a taxikarské. Na
zakladé reSerSe nékterych praci je tato nova geometrie oznacovana jako ,JIso-Taxi® geometrie
(Sowel, 1989). Pokud se soustfedime na fyzicky vzhled mfizky, je zfeymé, Ze se podoba hraci
plose jedné znamé deskové hry (obr. 10.1), a proto se v nékterych odbornych pracich uvadi také
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Obrizek 10.1: Deskové hra Cinsk4 ddma a izometrickd mifzka jako model ,Iso-Taxi* geometrie.

pod jménem ,,geometrie ¢inské daimy* (Yancey, 2002).

Nebudeme snad prozrazovat prili§ mnoho, kdyz poskytneme alespon malou ochutnavku.
KruZnice se i zde skldda ze vSech bodu v roviné stejné vzdilenych od pevné daného bodu nazy-
vaného stied. Kdyz tyto body vyznacime na této mfiZce, dostaneme 1 v tomto svété netradicni
podobu kruznice: pravidelny Sestitthelnik (obr. 10.2).
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Obrazek 10.2: ,Iso-Taxi* kruZnice se tfemi barevné vyznatenymi poloméry r = 2.

S matematicky nadanéjsimi Zaky je dal$i moZnost objevovat svét ,,Halma* geometrie (vlastni
pojmenoviani). Ve stolni deskové hie Halma se figurka miZe pfesunout na jakékoli sousedni pole
ve vodorovném, svislém nebo diagonalnim sméru (obr. 10.3).
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Obrizek 10.3: Deskova hra Halma a diagondlni mffZka jako model ,,Halma* geometrie.

Asi lze ocekdvat, ze i v této geometrii se bude tvar kruznice vyvijet ponékud netradicné,
pricemz vznikne osmithelnik (obr. 10.4).

Obrizek 10.4: ,Halma“ kruZnice se tfemi barevné& vyzna¢enymi poloméry r = 2.
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Podobné lze pozozovat viechny geometrické objekty, které byly soucasti této prace. A nako-
nec i dalsi jiné geometrické svéty by mohly byt zkoumany a nové véty by mohly byt stanoveny
jako platné nebo neplatné pro vybranou geometrii. Zména funkce vzdalenosti a prechod na ji-
nou konfiguraci soufadnicové miizky vede k velice pestrym geometriim, které se odliSuji od
té euklidovské a poskytuji tak vhodnou inspiraci pro vyuku. I zde je mozné sledovat a analy-
zovat, jak postupné zaci prendseji a rozvijeji své stivajici porozuméni geometrickym pojmuam
a definicim, jak si uvédomuji roli pfedpokladi v axiomatickych systémech a jejich vliv na tvary
a vlastnosti zndmych geometrickych dtvart.
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Kapitola 11
Zavér

Jak jsme hned v tdvodu této price zjistili, napsani Zaklada kolem roku 300 pf. n. l. bylo ne-
pochybné velkym intelektudlnim pocinem v déjinich matematiky, protoZe zavedlo pojem de-
dukce jako nezbytného prostfedku pro ovérovani znalosti ziskanych empirickymi metodami.
Euklides formuloval fadu definic, obecnych pojmu a postulata, které tvorily zaklad tohoto jeho
systému. Pro starovéké Reky byly tyto obecné pojmy a postulty ,,samozfejmymi pravdami®,
které byly podporeny jejich omezenymi zkuSenostmi na malé casti Zemé. Véty, které z nich
logicky vyplyvaly, byly proto také povaZovany za pravdivé. Euklidovskd geometrie tak ziskala
status skutecného vykladu fyzického prostoru.

Neprekonatelné postaveni euklidovské geometrie vSak zpochybnil paty postulat o rovno-
bézkach, ktery obsahoval tvrzeni o nekonecnych vzdalenostech, jeZ nebylo jiZ moZné ovéfit
lidskou zkuSenosti. Vyvolaval proto mezi matematiky znacnou tzkost, coz vedlo k rozsahlému
zkoumani zaméfenému na objasnéni a k lepsi ukotveni samotnych zdkladu této geometrie. Dva
tisice let pokusti dokdzat postuldt o rovnobézkach nebo formulovat uspokojivy nahradni postulat
nékterymi z nejzdatnéjSich matematika své doby skoncily zalostnym netspéchem. Nevysvét-
litelnost této nepiijemné situace nakonec zrodila myslenku, Ze postuldt o rovnobézkach nelze
dokazat z ostatnich definic, obecnych pojmu a postulata. Vyzkum se proto zaméril na geome-
trie, které by vznikly z jeho negace. Objeveni neeuklidovské geometrie se tak stalo logickou
nevyhnutelnosti.

U zrodu stali Gauss, LobatSevskij a Bolyai, ktefi prokazali velkou vizi a odvahu pfi Sifeni
zakladnich myslenek této nové geometrie. Museli se ale osvobodit z pouta ,,zdravého rozumu*™,
.intuice™ a Kantovy filozofie, ktera byla v té€ dob¢€ silné dominantni. Kritici doufali, Ze jejich
teorie bude nekonzistentni a ztrati tak svou hodnotu. Konstrukce jejich modelt v ramci eukli-
dovské geometrie tyto jejich nadéje zhatila. Ve svétle téchto novych poznatki se poté védecky
svet zacal postupné zabyvat zidkladnimi otdzkami o povaze prostoru a povaze matematiky, mimo
jiné: Je prostor nutné euklidovsky?

Vsechny vyse uvedené historické souvislosti nam tim poskytly tyto prvni cenné poznatky
o tom, jak by taxikarskd geometrie mohla sehrit vyznamnou roli ve vyuce na stfedni $kole:

1. Historické okolnosti a duch doby:

Historie ndm ukazuje, Ze je dalezité pochopit okolnosti, ve kterych byly matematické ob-
jevy ucinény. Spolecenské normy a presvédceni o tom, co je ,pravda® nebo ,spravné®,
mohou branit objektivnimu poznani novych myslenek. Matematici jako Gauss, Bolyai
a Lobacevskij byli sice uvéznéni duchem své doby, presto vSak dokazali pfemyslet neza-
visle a objevit tyto nové geometrické systémy. Taxikarska geometrie tak mize zakim tyto
okamziky pribliZit, navic jim pomoci pochopit, Ze matematika nenf staticka, ale vyviji se
v ramci potfeb a novych myslenek své doby.
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. Osobni usudky a preference:

Historie nam ukazuje, Ze osobni usudky a preference hraly ve vyvoji matematiky klicovou
roli. Euklides s1 vybral urcité definice a postulaty, které pak tvorily zdklad jeho geometric-
kého systému. V kontextu taxikdfské geometrie tak mohou Zdci pochopit, Ze rizné volby
postulatt a definic mohou vést k odli¥nym geometrickym systémum, a Ze tyto volby mo-
hou mit zdsadni vliv na podobu a vlastnosti znamych geometrickych ttvara.

. Vyznam raznych perspektiv:

Historie matematiky ukazuje, Ze mnohé vyznamné objevy vznikly diky tomu, Ze mate-
matici zkoumali problémy z ruznych Ghla pohledu. Porovnanim taxikaiské a euklidovské
geometrie se zdci naudi, Ze ruzné geometrické systémy mohou nabidnout ruzné pohledy
na stejny problém.

. Flexibilita mysleni:

Dé&jiny matematiky nam ilustruji, jak nové myslenky a metody mohou zcela prevratit
nase dosavadni porozuméni. Porovnavanim ruznych geometrickych systému muze zakim
pomoci rozvijet flexibilitu mySleni a ochotu pfijimat nové myslenky.

. Kritické mysleni a reflexe:

Historie ndm ukazuje, Ze prace matematiki zahrnuje vice nez jen nalezeni spravného fe-
Seni daného problému, coz je patrné u postuldtu o rovnobézkach. Dilezité je také pretvo-
feni problému, jeho umisténi do kontextu a kriticka reflexe. Taxikdfska geometrie proto
muze zikim poskytnout prostor premyslet o matematickych problémech ponékud jinym
a netradi¢nim zptusobem, coZ muze pomoci rozvijet jejich kritické mysleni a schopnosti
reflexe nad vypozorovanymi zavery.

. Nezavislé mysleni a vytrvalost:

Pribéhy matematiku, jako byl Lobacevskij, ktefi navzdory nedostatku uznani behem svého
Zivota vytrvali ve svém vyzkumu, ukazuji hodnotu nezavislého mysleni a jejich vytrva-
lost. Podobné muze taxikdrskd geometrie povzbudit zaky k tomu, aby byli odvazni ve
svém mysleni a nebali se prozkoumavat tyto nové a neobvyklé koncepty, 1 kdyz se mohou
zdat byt na zac¢atku v rozporu s jejich dosavadnimi pfedstavami nebo obecné uznavanymi
nazory.

. Test logického uvaZovani:

Myslenky by nemély byt odmitdny jen proto, Ze jsou v rozporu s obecné pfijimanymi
nazory. Musi byt vSak vZdy podrobeny testu logického uvazovani. Taxikarskda geometrie
nabizi zakam prileZitost testovat své myslenky a porovnavat je s euklidovskou geometrii,
¢imz si mohou prohlubovat své logické a analytické dovednosti.

. Filozofické presahy mimo matematiku:

Taxikafskd geometrie muze byt i vhodnou ukdzkou toho, Ze naSe intuitivni predstavy
o svéteé nejsou jedinou moZnou interpretaci reality. Zatimco v euklidovské geometrii je
nejkratsi cesta mezi dvéma body ta piima, v taxikarské geometrii je to cesta po pravo-
thlé mfizce, jako kdybychom se pohybovali po ulicich mésta. Tato jednoducha myslenka
v8ak odrdzi hlubsi pravdu o lidském vnimani a komunikaci. Kazdy z nds totiz vnima svét
skrze své vlastni zkuSenosti, ze svého tihlu pohledu a v ramci kulturniho a spolecenského

144



kontextu. To, co je pro jednoho clovéka ziejmé, muze byt pro jiného zcela nepochopi-
telné. Tak jako v taxikarské geometrii, kde cesta z bodu A do bodu B nemusi byt vzdy
primd, ani naSe cesty k porozumeéni a pozndni nejsou vZdy jednoduché a primocaré. Tato
myslenka muze zdky vést k vét$i empatii a otevienosti vuci jinym nazorim a pohledim.
Uvédomeéni si, Ze nase predstavy mohou byt odlisné od predstav druhych, nam umoZnuje
lépe komunikovat, spolupracovat a fesit problémy. Taxikarska geometrie nam tedy nepfi-
pomind jen odli¥né zpusoby meéteni vzdélenosti, ale i to, jak rizné mohou byt nase cesty
k pravdé a porozuméni.

Dalsi cennou lekci nam poskytla druha Cast této prace. Obsahovala kvalitativni studii, ktera
se opirala o predem uvedené relevantni teoretické ramce. Hlavnim jejim cilem bylo ziskat hlubsi
vhled do toho, jak Zaci prenaseji své stavajici porozuméni do této nové geometrie, identifikovat
klicové momenty, na které pfi tomto procesu naraZeji, analyzovat jejich miskoncepty, jeZ se
v této souvislosti projevi, a zkoumat chyby, k nimZ dochdzi. Zaroven se zamérovala na mozZnosti
cileného a efektivniho vyuziti taxikdrské geometrie jako néstroje k lep§imu pochopeni pojmu
kruznice prostrednictvim vzajemné interakce schémat.

Vysledky poskytly diikazy o tom, Ze taxikarska geometrie pfedstavuje netradicni a zajimavy
pfistup, ktery mtize u zakt vyrazné prispét k pochopeni geometrickych pojmu. Skrze nenasilné
experimentovani, objevovani a porovnavani byli Zaci schopni postupné piehodnocovat své Cisté
intuitivni pfedstavy a rozvijet hlub$i porozuméni matematickym pojmum a jejich definicim.
Geometrické dtvary jsou v taxikarské geometrii snadno vizualizovatelné, coz jim umoziovalo
lépe sledovat jejich vlastnosti a uvédomovat st urcita pravidla a souvislosti. Vzijemnym po-
rovnavanim tak meéli prilezitost zazivat relativné Casté osobni krize mysleni, kdy se nekolik
jejich soucasné vyvolanych predstav daného pojmu dostavalo do vzajemného konfliktu. Propo-
jovanim svych mentdlnich obrazi s formdlnimi definicemi méli moznost postupné prehodnotit
své osobni mentalni modely, uvédomit si, Ze pouhd intuice a vizudlni odivodnovini maze vést
do slepych ulicek skutecného pozndni, a pochopit samotny vyznam a roli definic v matema-
tice. Tento proces tak mohl pfispét k tomu, ze v budoucnu dokazou pouzivat definice presné
a ucinng.

Jednotlivé aktivity v taxikarské geometrii navic podporily jejich proces reflexivni abstrakce,
kdyZ postupné akomodovali svi stavajici mentalni schémata na nové typy prostorovych vztaht
a pravidel, které se odliSuji od euklidovské geometrie, a ndsledné pak tyto nové informace
vhodné asimilovali do jiz existujicich kognitivnich struktur. Tato studie potvrdila, Ze cilené
vyuziti vzajemné interakce mezi schématy kruZnic v ramci euklidovské a taxikarské geometrie
muze tento proces podpofit a Ze vzajemna koordinace jednotlivych dil¢ich ¢asti obou schémat
muze prispét ke koherentnéjsi strukture celkového schématu. To pak muiZe vést k hlub§imu
porozumeéni a schopnosti prenosu a aplikace tohoto pojmu i v jinych kontextech.

Zavery této prace proto naznacuji, ze taxikarskd geometrie muze byt velmi cennym ndstro-
jem pro aktivni uceni a rozvoj kritického mysleni ve vyuce matematiky na stfedni Skole. Tento
pristup nejenze obohacuje chapani geometrickych pojmt, pomdha odstranit pfipadné miskon-
cety, ale také podporuje Zaky v rozvoji jejich schopnosti argumentace, analyzy a aplikace mate-
matickych pojmu v odli$nych situacich. V ramci Van Hieleho modelu geometrického mysleni
tak muZe tato geometrie podpofit postupny prechod mezi riznymi trovnémi geometrického
mysleni, coZ je kli€ové pro hlubsi a trvalej$i porozuméni matematice.
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A.2 Vyplnéné pracovni listy k otazce ¢.2
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Navstivme spolu Barcelonu a &tvrt” Eixample, kterd je jednim z nejimpresivnéjSich pitkladi
urbanistického planovini. navrzeného Ildefonsem Cerdou (1815-1876). Vynika svym fascinu-
jicim miiZzovym vzorem ulic. Pokud by zde dnes slavny Euklides Zil, pravdépodobné by pochy-
boval o tom, Ze .nejkrat3i* vzdilenost mezi dvéma body je vzdy piima délka tisecky spojujici
oba body.

Uloha 1: Euklidovski vzdslenost

a) Jsme na slunecné pliZi Barceloneta a mdme vyznacené (i trasy, po kterych se miZeme
premistit od deStniku ke ¢lunu. Kterd z nich pfedstavuje vzdilenost obou mist?

y
-

b) Do prvni plinku ¢tvrié Eixample zakresli dva body o soufadnicich [1,2] a [4,6]. Vyznad
cervené vzddlenost, kterou urazi mezi témito dvéma misty letici holub Euklides, to zna-

mend vzdilenost euklidovskou.
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¢) Vypocitej vzdilenosti mezi jejich x—ovymi a y—ovymi soufadnicemi (horizontdlni a ver-
tikalni vzdilenosti). Tyto vzdilenosti do stejného plinku zakresli modie a popis danou
hodnotou. Jaky titvar vznikl zakreslenim viech téchto vzdilenosti Gervené a modré barvy
do jednoho obrizku .

pmwu%%f /(—Yd'@%!z

d) Jak pouzijes modre zakreslené vzdilenosti v &sti ¢) k vypoctu vzd

dlenosti, kterou uletd]
holub Euklides mezi (émito dvéma body v ¢dsti b)?

Kterou zndmou vétu k tomu pou ijes?

(&= 5 Fejlhagoras tefe

¢) Zopakuj vie po vzorub) ac) v plinku bez zakreslenych ulic a s libovolnymi body [ ;. y,]
a [xa, ys].

yl\

A 4

)(2—-?‘/]

f) Reflexe: Vzdilenost mezi dvéma body Plx;,v;] a Q[xa, y2] v euklidovské ge}omt.:triE lze
vypoéitat jako |PQ| = J{.r; = x;)* + (v2 = »y)°. Napi§ struén@ svymi slovy, jak je tento
vztah zndzornén ve tvé piedchozi kartézské soustavé soufadnic.
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Uloha 2: Taxikdiski vzdilenost

a) V plinku ctvrti Eixample mime vyznacena dvé mista A a B, mezi klerymi se potichujeme
premistit, a (Fi moZné trasy, kudy nis mize taxikdr vzit.

1) Kierd trasa je ncjkmtif?obm! \\)Qﬁdtm% d‘ﬂ(x( \NQ{RLU MI

i) Kterou trasu si taxikdf z 1¢chto tif zakreslenych pravdépodobné za normilniho pro-
vozu vybere? hﬂu%} L

i) Existuje kratsi trasa? Exi\tuj‘; del3f trasa? l{)lal/}{‘ CLQQ (ﬁ(}l@l\f ' QLo
iv) Jaky utvar zde vytviii oblast viech najkratSich tras? Oﬁ-&ﬁ‘&u‘kz
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b) Zakresli do plinku mista o soufadnicich [1,2] a [4.6]. Zobraz nejmeéné }amu trasu
taxikife mezi témito dvéma misty, to znamend, aby tato trasa tvorila odvésnypravotihlého
trojihelnika.
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¢) Vypoéitej délku kazdé z téchto odvésen pomoci x~ovych a y—ovych soufadnic danych
dvou bodi. Tyto vzddlenosti v plinku vyzna¢ a popis jejich hodnotou.

d) S pouzitim svého feSeni ¢) vypoditej celkovou délku této trasy mezi obéma body v taxi-
kdiské geometrii.

3H=F

¢) Zopakuj vie po vzoru b) ac) v planku bez zakreslenych ulic a s libovolnymi body P[x,, v, ]
a Q[ x5, v1]. PouZij tyto informace k vypoctu vzddlenosti |PQ) v taxikdiské geometrii.

f) Vzdilenost mezi dvéma body Plxy; yi] a Qxa; va] v taxikdiské geometrii lze vypoéitat
pomoci vztahu [PQ| = |xa = xy| + [v2 = vi|. Napi§ strucné svymi slovy, jak je tento vztah
zndzomnén ve (vé piedchozi kartézské soustavé soufadnic a pro¢ je nutné do vzorce zahr-
nout i uvedené absolutni hodnoty?
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Uloha 3: Geometricki reprezentace taxikifské kruznice a Jeji koordinace s eukli-

dovskou kruznici

a) Ve évrti Eixample se kond konference, které se mdme osobné ziicastnit. Doprava
md byt pro icastniky co nejvice pohodind. Budou sice ubytovini v nékolika riznych
hotelich, vSichni viak pobliZ a ve stejné vzddlenosti od konferencniho centra. To je
na mapé zndzoméno Zlutym bodem. Modie jsou zde pak oznaceny ty hotely, které
maji stile volnou kapacitu mist a jsou ndm k dispozici. Znidzorni v plinku taxikif-
skou vzddlenost mezi konferencnim centrem a kazdym ze zndzornénych modrych
hotelti. Potvrd', nebo vyvrat', zda md kaZzdy z nich od konferencniho centra opravdu
stejnou taxikdiskou vzdilenost.
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b) Jak zni definice pojmu kruZnice? Spliuje Cervené zakresleny titvar tuto definici? V
kladném pripadé vysvéthi?
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¢) V piilozené Etvercové siti nakresli taxikdfskou kruznici se su‘c?cm v !‘mdé S[2;1]a
polomérem 4 jednotky. Zakresli nejdiive 6 riznych bodu (hOlC!lf): které na této kruz-
nici budou lezet. Zndzomi i 6 poloméni (tras taxikdre), které jsi k nalezenf téchto
bodi pouzil.

g VR § b [N AR .L‘} ":_'.."'."' [

d) Reflexe: Méni se definice kruznice prechodem z euklidovské do taxikirské geome-
trie? Které vlastnosti kruzZnice plati soucasné v obou geometrifch? Které vlastnosti
naopak neplati?
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Uloha 4: Koordinace geometrickych a algebraickych reprezentaci v euklidovské geomet-
rii.

S pouzitim dancho obrizku, vzorce pro vzdilenost v euklidovské geometrii a vzorového for-
mdtu vyfes ndsledujict dlohy.

a) Uvedené body do obrizku zakresli, zndzorni vzddlenosti mezi kaZdym z nich a stiedem
této kruznice. Tyto vzdilenosti vypoditej, vypodet pokaZdé rozepi§ podle vzorového for-

métu. gtqf‘ZJ
e Bod (1,2 Vi1 -4 +(2-27=3
e Bod [4,-1]: m =g
* Bod[7.2]: =3
e Bod [4.5]: ,) \3

b) Pozorujes néjaké poduhnmu a rozdily ve svych jednotlivych odpovédich v &sti a)? Vy-
svétli, jak pripadné tyto podobnosti a mzdﬂy souvisi s grafem této kruzZnice.

IeX Pdﬁc‘rie(’/m ! aa-mﬂ‘ Jowtaclu e boolet
w o egast wazVho na b;ﬂwuc/ o)

‘oot tabe ke e
bon' v &wldocazmno bOC%,NHqum | ﬁpﬂm

¢) Reflexe: PouZij nyni svych odpovédi a) a b) k napsani rovnice této kruzZnice v cuk ldmskc
geomelrii. Na zikladé dvou (i vét pak vysvétli, co ndm tato rovnice vlasiné fikd ve vztahu
k danému grafu a k samotné definici kruZnice.
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Uloha 5: Koordinace geometrickych a algebraickych reprezentaci v taxikirské geometrii,
interakee schémat euklidovské a taxikarské kruznice.

S pouZitfm daného obrizku, vzorce pro vzddlenost v taxikdfské geometrii a vzorového formétu
vyies ndsledujici dlohy.

a) Uvedené body do obrizku zakresli, znizorni vzdilenost mezi kazdym z nich a stiedem
kruznice. Tyto vzdilenosti vypocitej, vypocet pokazdé rozepis podle vzorového formitu.
e Bod [1,2): |1 -4 +2- "I“ "‘
e Bod [6,1]: IG—QH-
o Bod [6,3]; l£,~1{f1— G'l, 6
o Bod[3.4]: | 3Y Hl{—‘?-]'"\%

b) Pozorujes néjaké podobnosti a rozdily ve svych odpovédich v ¢dsti a)? Vysvétli, jak tyto
podobnosti a I'(Mdﬂ) \OU\J\! s grafem této kruanr.c

/
{4l :@ @l O fu aﬁ?&t@/) / !
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¢) Reflexe I: PouZij nyni svy r:h odpovédi v Cisti a) 4 b)'k napsani rovnice této kruZnice v
taxikifské geometrii. Na zikladé dvou (i vét pak vysvétli, co nim tato rovnice vlastné
fiki ve vztahu k dancmu gmfu :: k samotné d:.l‘lm‘ci kruZnice.
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d) Reflexe 2 Méni se definice kintznice piechiddem z cuklidovské do taxikafské geomelfie?
Které dalsi geometrické &i algebraické vlastnosti kruZnice z euklidovské geometrie plati
i v taxikdrské geometrii? Které vlastnosti naopak nep

2 Wenl ce 2p8et M’LO o‘(a(}mw. V eeeb0oiplorsdo /
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Cloha 6: Tematizace schématu kruZnice.

Je definovina novid metrika (zpusob méfeni vzdilenosti) mezi dvéma body P(x,.y,) a (x5, 1)
jako [PQ] = max(lxs = xi|. v2 = yi|). Rikd se ji proto maximdlni metrika.

a) Do piiloZené Ctvercové sité zakresli body [1,2] a [4,6). PouZij uvedeny vzoree k vipoétu

vzdilenosti mezi @mito dvéma body a graficky tuto vzdilenost v dané siti zndzomi. S
pouzitim obrizku pak svymi slovy vysvétli, jak se tato novi vzddlenost pocitd.

X~ ¥4 =3
§o-N~ Y

Q| =t § 31U

M{iw&,&/%fcﬁw 4 sa 00 X O { anex o & ffeoxmm%

b) Pouzij definici kruZnjce a poskytnutou &hercovou sit’ k sestrojeni kruZnice \lrcdcm
v bodé §[4,2] a polomérem 3 jednotky v rdmci této nové metriky. Uvédom si. jakym { MU w %
zplisobem jsi pouzil predchozi zpiisoby méfeni vzdilenosti pif sestrojovini jednotlivych
poloméri kruZnic v euklidovskeé a taxikdfské geometrii a pokus se tuto my3lenku prenést

| %
T
'

¢) S pouZitim definice kruZnice napis rovnici této konkrétni kruznice. Pokud je to nutné,
pouZij nékteré body na své kruZnici k ovéfeni toho, zda je tato tvi rovnice sprivnd.

MGy

Y= e 38 3%
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d) Reflexe: Na zikladé dvou tif vét se pokus shrnout podobnosti a rozdily mezi geomet-
rickym zndzornénim a rovnici kruZnice v této geometrii s kruZnicemi v euklidovské a
taxikdiské geometrii, Které vlastnosti jsou spoleéné v ramci viech (i geometri(? Které
vlastnosti jsou naopak odlisné?
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Navstivme spolu Barcelonu a étvrt’ Eixample, kterd je jednim z nejimpresivnéj$ich pfikladi
urbanistického planovani, navrzeného lldefonsem Cerdou (1815-1876). Vynikd svym fascinu-
jicim mfiZovym vzorem ulic. Pokud by zde dnes slavny Euklides Zil, pravdépodobné by pochy-
boval o tom, Ze ,,nejkrat3i** vzddlenost mezi dvéma body je vZdy pffma délka dsecky spojujici
oba body.

Uloha 1: Euklidovsks vzdalenost

a) Jsme na slune¢né pliZi Barceloneta a mdme vyznacené tfi trasy, po kterych se miizeme
pfemistit od deStniku ke Elunu. Kterd z nich pfedstavuje vzdilenost obou mist?

. /ﬁwﬁ/f%f%«z _ ’W-.ZZ/
odipat ity o

b) Do prvni planku ¢tvrté Eixample zakresli dva body o soufadnicich [1,2] a [4,6]. Vyzna¢
cervené vzddlenost, kterou urazi mezi t€émito dvéma misty letici holub Euklides, to zna-
mena vzdalenost euklidovskou.




¢) Vypocitej vzdélenosti mezi jejich x—ovymi a y—ovymi souradnicemi (horizontalni a ver-
tikdlni vzddlenosti). Tyto vzddlenosti do stejného pldnku zakresli modie a popi§ danou
hodnotou. Jaky ttvar vznikl zakreslenim vSech téchto vzddlenosti ¢ervené a modré barvy
do jednoho obrazku .

- 4 = 7
1//:')3—(1""" 7 I 'i;}/ % '{(/: Akl 7 ¢-'-—'f

d) Jak pouZije§ modfe zakreslené vzddlenosti v Cisti ¢) k vypoctu vzdéilenosti, kterou uletél
holub Euklides mezi témito dvéma body v ¢dsti b)? Kterou zndmou vétu k tomu pouzijes?

~ rL Cw= l/ -5
3 M 25
; ¥ 4 e 18
q-18=44 ¢
25
e) Zopakuj vie po vzoru b) a ¢) v planku bez zakreslenych ulic a s libovolnymi body [x;,y,]
a [xa, yal.
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f) Reflexe: Vzddlenost mezi dvéma body Plx,,y;] a Q[x,, y2] v euklidovské geometrii lze
vypotitat jako [PQ| = /(xa — x1)% + (y, — y1)?. Napi§ stru¥n& svymi slovy, jak je tento
vztah zndzornén ve tvé pfedchozi kartézské soustavé soufadnic.

U hssrl T - r
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Uloha 2: Taxikaiska vzdélenost

a) V plinku ctvrti Eixample mdme vyznacena dvé mista A a B, mezi kterymi se potfebujeme
piemistit, a tfi mozné trasy, kudy nds mize taxikif vzit.

i) Kterd trasa je nejkratsi? W’ %%’M /T/ﬁﬂ’f/’:
ii) Kterou trasu si taxikdf z téchto tii zakreslenych pravdépodobné za normélniho pro-

vozu vybere? ’g’w _ g
iii) Existuje krat$i trasa? Existuje del3i trasa? MSW Y A, ;(A/\’; e b5 Ui~

iv) Jaky tdtvar zde vytvifi oblast vSech najkratSich tras? _{%—ﬁmdz

b) Zakresli do plinku mista o soufadnicich [1,2] a |4, 6]. Zobraz nejméné klikatou trasu
taxikdre mezi témito dvéma misty, to znamend, aby tato trasa tvofila odvésny pravotihlého
trojihelnika.




c) Vypocitej délku kazdé z téchto odvésen pomoci x~ovych a y—ovych soufadnic danych
dvou bodi. Tyto vzdélenosti v planku vyzna& a popi$ jejich hodnotou.

d) S pouzitim svého feSeni ¢) vypolitej celkovou délku této trasy mezi obéma body v taxi-
kdfské geometrii.

4 +3 27

e) Zopakuj vie po vzoru b) ac) v planku bez zakreslenych ulic a s libovolnymi body P[xy, y, |
a Q[x,, y2]. PouZij tyto informace k vypoctu vzddlenosti |[PQ| v taxikdfské geometrii.

PGs (o) O -0

Xz"' )(7

f) Vzdilenost mezi dvéma body Plxi;y] a Qlxz; y2] v taxikarské geometrii Ize vypocitat
pomoci vztahu [PQ| = |x2 = x| + [y2 — yi|. Napi§ stru¢né svymi slovy, jak je tento vztah
zndzornén ve tvé piedchozi kartézské soustavé soufadnic a pro¢ je nutné do vzorce zahr-
nout i uvedené absolutni hodnoty?

M4l by byt wgplodil mogom b Attt @ plmi AyZT
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Uloha 3: Geometricka reprezentace taxikaiské kruznice a jeji koordinace s eukli-
dovskou kruznici

a) Ve Ctvrti Eixample se kond konference, které se miame osobné zicastnit. Doprava
ma byt pro tcastniky co nejvice pohodlna. Budou sice ubytovini v nékolika rliznych
hotelich, vSichni vSak pobliZ a ve stejné vzddlenosti od konferenéniho centra. To je
na mapé zndzornéno Zlutym bodem. Modfe jsou zde pak oznaceny ty hotely, které
maji stile volnou kapacitu mfst a jsou ndm k dispozici. Znazorni v planku taxikaf-
skou vzddlenost mezi konferenénim centrem a kazdym ze zndzornénych modrych
hoteld. Potvrd’, nebo vyvrat’, zda md kazdy z nich od konferenéniho centra opravdu
stejnou taxikdfskou vzddlenost.
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b) Jak zni definice pojmu kruZnice? Spliluje Cervené zakresleny dtvar tuto definici? V
kladném piipadé vysvétli?
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c) V pfiloZené Ctvercové siti nakresli taxikdfskou kruZnici se stfedem v bodé S[2; 1] a
polomé&rem 4 jednotky. Zakresli nejdfive 6 riznych bodii (hotelil), které na této kruz-
nici budou leZet. Zndzorni i 6 polomérd (tras taxikére), které jsi k nalezeni téchto
bodi pouZil.

d) Reflexe: Méni se definice kruZnice pfechodem z euklidovské do taxikafské geome-
trie? Které vlastnosti kruZnice plati souc¢asné v obou geometriich? Které vlastnosti

naopak neplati?
, P - Z o Agpen s Be



Uloha 4: Koordinace geometrickych a algebraickych reprezentaci v euklidovské geomet-
rii.

S pouzitim daného obrizku, vzorce pro vzdilenost v euklidovské geometrii a vzorového for-
mdtu vyfe§ ndsledujici dlohy.

a) Uvedené body do obrizku zakresli, zndzorni vzddlenosti mezi kazdym z nich a stfedem
této kruznice. Tyto vzdalenosti vypocitej, vypot‘fet pokaZdé rozepi3 podle vzorového for-
mdtu.

Bod [1,2): Jn-m +(2-2°=3

Bod [4, -1: W’L) 5
Bod [7.2]:‘17:?_‘*7?17*”7: =3
Bod [4,5]: [ (%= (b-1)=7¢

b) Pozorujes$ néjaké podobnosti a rozdily ve svych jednotlivych odpovédich v ¢dsti a)? Vy-
svétli, jak pripadné tyto podobnosti a rozdily souvisi s grafem této kruZnice.

Dtisl s tuie” Sisng” Cmir’ A Fioleka

?

c¢) Reflexe: PouZij nyni svych odpovédi a) a b) k napséni rovnice této kruZnice v euklidovské
geometrii. Na zdkladé dvou tfi vét pak vysvétli, co nim tato rovnice vlastné fikd ve vztahu
k danému grafu a k samotné definici kruznice.

; I Y ﬂ-«
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Uloha 5: Koordinace geometrickych a algebraickych reprezentaci v taxikiiské geometrii,
interakce schémat euklidovské a taxikarské kruznice.

S pouZitim daného obrizku, vzorce pro vzdélenost v taxikdfské geometrii a vzorového formatu
vyie§ nasledujici dlohy.

a) Uvedené body do obrdzku zakresli, zndzorni vzdilenost mezi kazdym z nich a stfedem
kruznice. Tyto vzddlenosti vypocitej, vypocet pokazdé rozepi§ podle vzorového formatu.

Bod [1,2): |1 4]+ 2~ 2| = 3

Bod [6, 1]:] ('~ &)+ [7-2/+3
Bod [6,3): [ €~4{ T6-21=3
Bod [3,4]: ] 3-4 740 <3

b) Pozoruje§ néjaké podobnosti a rozdily ve svych odpovédich v Easti a)? Vysvétli, jak tyto
podobnosti a rozdily souvisi s grafem této kruznice.

A stion” iy g Aga Ak Sponchebaie bece

¢) Reflexe 1: PouZij nyni svych odpovédi v ¢ésti a) a b) k napsani rovnice této kruZnice v
taxikdrské geometrii. Na zdkladé dvou tif vét pak vysvétli, co ndm tato rovnice vlastné
fikd ve vztahu k danému grafu a k samotné definici kruZnice.

Ix, -4l <l -7t =3

d) Reflexe 2: Méni se definice kruZnice pfechodem z euklidovské do taxikaiské geometrie?
Které dalsi geometrické ci algebraické vlastnosti kruZnice z euklidovské geometrie plati
i v taxikarské geometrii? Které vlastnosti naopak neplati?

Z}L /."71.-7): vel AR p M"%«tﬂ—i/f’ Lmtr T C 3:1/1\1)



Uloha 6: Tematizace schématu kruZnice.
Je definovina novid metrika (zphsob méfeni vedilenosti) mezi dvéma body Py, y)) a Qv v3)
Juko [PQ| = @waxlx: = x|, |v2 = vi]}. Rika se ji proto maxindlni metrika.

a) Do piiloZené Ctvercové site zakresli body [ 1, 2] a |4, 6]. PouZij uvedeny vzoree Kk vypoctu

vzddlenosti mezi témito dvéma body a graficky tuto vzddlenost v dané siti zndzorni. S
pouZitim obrizku pak svymi slovy vysvétli, jak se tato nova vzdalenost pocitd.

b) Pouzij definici kruZnice a poskylnutou Ctvercovou sit” k sestrojeni kruZnice se sticdem
/e . - - # 3 - - . . c
v bodé §4.2] a polomérem 3 jednotky v rdmci této nové metriky. Uvédom si, jakym

zplsobem jsi pouzil pfedchozi zpisoby méfeni vzddlenosti pif sestrojovini jednotlivych ’B
polomért kruznic v cuklidovské a taxikdfské geometrii a pokus se tuto mySlenku prenést \j\&s’\
isem. *

¢) S pouZitim definice kruZnice napi§ rovnici této konkrétni kruznice. Pokud je to nutné.
pouzij nékteré body na své kruZnici k ovéfeni toho, zda je tato tvi rovnice spravnd.

x84l 1gm2lS 3

d) Reflexe: Na zdkladé dvou tfi vét se pokus shrnout podobnosti a rozdily mezi geomet-
rickym zndzornénim a rovnici kruZnice v této geometrii s kruZnicemi v euklidovské a
taxikiiské geometrii. Které vlastnosti jsou spole¢né v ramei viech ti geometrii? Keré
vlastnosti jsou naopak odlisné?
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