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ABSTRAKT

Tato bakalafskd prace se zaméiuje na zkoumani vztahu mezi definovanim a kategorizaci
matematickych pojmu na ptikladu neklesajici posloupnosti. Prace zkouma, jak dvé razné
metody definovani ovliviiuji schopnost studentti spravné kategorizovat matematické objekty
a zda je mozné prostiednictvim aktivniho zapojeni do procesu definovani zlepsit jejich
matematické chapani a analytické dovednosti. V teoretické ¢asti je piedstavena literatura
tykajici se kategorizace v psychologii a didaktice matematiky, stejn¢ jako analyza interakce
mezi definovanim, vysvétlovanim a kategorizaci, ¢emuz se vénovala studie popsana
v ¢lanku od Alcockové a Simpsona (2016). Prakticka Cast prace obsahuje kvalitativni
vyzkum, ve kterém byl proveden experiment s tcasti studentt, kteti byli rozdéleni do skupin
na zakladé¢ dvou pfistupt k definovani. Vysledky ukazuji, Ze studenti, ktefi sami formulovali
definice, nedosahovali vyrazné¢ lepSich vysledkti v kategorizaci nez ti, ktefi pracovali
s predem danymi definicemi. Zjistili jsme ale, ze studenti si vlastnimi definicemi nebyli jisti,
a tedy nepracovali s nimi na takové urovni, jako ti, ktefi ji dostali spravné naformulovanou.
Zavéry prace nabizeji implikace do vyuky matematiky, pfinos pro pedagogickou praxi

a mozné navaznosti studie.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This bachelor thesis focuses on investigating the relationship between defining
and classifying mathematical concepts in case of increasing sequences. The thesis examines
how two different methods of defining affect students’ ability to correctly classify
mathematical objects and whether active participation in the defining process can improve
their mathematical understanding and analytical skills. The theoretical background presents
literature related to classification in psychology and mathematics didactics, as well as
an analysis of the interaction between defining, explaining, and classifying, which was
the focus of the study described in the article by Alcock and Simpson (2016). The practical
part of the thesis includes qualitative research in which an experiment was conducted with
students who were divided into groups based on two approaches to defining. The results
show that students who formulated their own definitions did not achieve significantly better
results in classification of sequences than those who worked with predefined definitions.
However, we found that students were unsure of their own definitions, and therefore did not
work with them at the same level as those who received a correctly formulated definition.
The conclusions of the thesis offer implications for mathematics education, benefits for

educational practice, and possible follow-up studies.
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Uvod

Definice matematickych pojmt pfedstavuji zékladni stavebni kameny matematického
mysleni. Poskytuji studentim jasné a pevné vymezeni klicovych konceptl, ¢imz jim
usnadiiuji pochopeni a uzivani matematiky. V tomto smyslu hraji definice klicovou roli
v budovani matematické gramotnosti a rozvoji logického mysleni. VéEtSina poymi z bézného
zivota ovSem timto zpiisobem definovana neni a proto mohou rozdily mezi matematickymi

pojmy a pojmy z bézného zivota plisobit zna¢né problémy.

Tato bakalarskd prace se ve své teoretické casti zaméfuje na proces kategorizace
v matematice a kazdodennim zivoté. Vénuje se jeho dllezitosti pro interpretaci svéta pomoci
matematickych definic a prototypli a popisuje, jak se snim setkdvame v didaktice
matematiky. V rdmci tohoto tématu se prace vénuje popisu odborného ¢lanku od Alcockové
a Simpsona (2016), je popsan jeho pribéh a cil, vyzkumny vzorek a jeho zjisténi. Také je
vysvétlena souvislost ¢lanku s touto praci. Pozornost je vénovana i analyze konceptu
rostouci/klesajici a neklesajici/nerostouci posloupnosti pomoci ceské literatury, protoze
v citovaném c¢lanku hraje dalezitou roli. Je vysvétleno, jak byl pojem pouzit v plivodnim

¢lanku a jak s nim pracujeme my.

V praktické c¢asti prace je popsan kvalitativni experiment provedeny na zakladé
polostrukturovanych rozhovorti. Je zde popsdn vyzkumny cil, metodologie a realizace
experimentu. V analyze se vénujeme kazdému respondentovi zvlast a nasledné jsou jejich
vysledky shrnuty v diskuzi, kde se vyjadiujeme k ocekavanim, které jsme pred zacatkem
experimentu formulovali. Popisujeme dal$i zajimava pozorovani, ktera z analyzy vyplyvaji,
a zabyvame se moznymi dusledky, které bychom z experimentu mohli vyvodit. Také se
vénujeme implikacim do vyuky matematiky a pfinosim do praxe ucitele. Zabyvame se

1 moznymi omezenimi provedené¢ho experimentu a navrhujeme sméry pro dalsi studie.



1 Teoreticka ¢ast

1.1 Kategorizace v didaktice matematiky

Ve vyuce matematiky se bézné setkadvame s ulohami, kde mame rozhodnout, zda dany
objekt splituje definici ur¢itého pojmu. MlzZe se jednat o geometrické utvary (napft. zda je
trojuhelnik rovnostranny), funkce (napft. zda je funkce rostouci) i ¢isla (napft. zda je Cislo
prvocislo). Tato ¢innost, v psychologii nazyvana kategorizace, je dilezitym kognitivnim
procesem, ktery hraje podstatnou roli nejen v naSem porozuméni matematice, ale i chapani

a interakci se svétem kolem nas (Sfard, 2000).

Lakoff (1987) upozoriiuje, ze kategorizace je zakladnim principem lidského poznéni.
V béZzném Zivote se s ni setkdvame neustale. Naptiklad kdyz se rozhlédneme po pokoji,
vidime nabytek, obleeni, elektroniku a dal§i pfedméty. Tyto pfedméty kategorizujeme

na zaklad¢ sdilenych vlastnosti a funkci, i kdyz neexistuje striktni definice pro kazdy z nich.

Kategorie ndm pomahaji organizovat nase mysleni a vnimat svét smysluplnym zptsobem.
Je ale otazkou, jak piesné€ jsou kategorie v nasi mysli reprezentovany. Roschova (1975)
predstavila pojem prototyp — nejtypictéjsi priklad dané kategorie — a ukdzala, ze hraje
v procesu kategorizace dlleZitou roli. Pomahaji nam kategorizovat nové objekty v ramci
kategorii prostfednictvim porovnani pravé s prototypy. Naptiklad kdyz se fekne "nébytek",
nevybavi se nam striktni definice, ale spiSe prototypické piiklady, jako je Zidle, stll, postel
atd. Tyto prototypy nam slouzi jako mentalni reprezentace kategorie a s jejich pomoci se

také rozhodujeme, zda dany objekt do kategorie nabytku spadéa (Rosch, 1975).

V matematice se studenti setkavaji s definicemi matematickych konceptti, které jim slouzi
jako voditko pro kategorizaci objekti. Nicméné, v praxi se studenti Casto spoléhaji
1 na prototypy matematickych konceptl, které si uchovavaji v paméti a které jim pomahaji

v rozhodovani o tom, zda dany objekt spliiuje definici (Lakoff, 1987).

Lze tedy konstatovat, ze ma smysl se zabyvat kategorizaci matematickych objektl ve vyuce
matematiky, protoze podle toho, jak lid¢ kategorizuji objekty, mizeme poznat, jak chapou

a pracuji s definicemi. Vyzkum Alcockové a Simpsona (2002, 2017) a dalSich ptedstavuji



dilezit¢ vysledky v ramci zkoumani tohoto tématu. ZjiSténi téchto vyzkumi ukazuji,
ze rozdily v kategorizacnich strategiich mohou mit dopad na poznavaci procesy student
v matematice a jsou natolik zajimavé, ze jsme se rozhodli je podrobit dalSimu zkoumani,
aby bylo mozné 1épe porozumét témto procesim a aplikovat piipadna zjisténi ve vyuce

matematiky.

1.2 Interakce mezi definovanim, vysvétlovanim a kategorizaci

Lara Alcockova a Adrian Simpson jsou autory ¢lanku z roku 2017 s nazvem "Interakce mezi
definovanim, vysvétlovanim a kategorizaci: piipad rostouci a klesajici posloupnosti"!
(Alcock a Simpson, 2016), ktery je hlavnim podkladem pro tuto praci. Zamétime se
na experiment, ktery provedli, na jeho vysledky, navrhneme a realizujeme jeho rozsiteni

a zhodnotime mozné piinosy pro vyuku matematiky a porozumeéni tomu, jak Zaci pracuji

s matematickymi poznatky.

1.2.1 Popis a cil €lanku

Clanek zkoumé vzajemné piisobeni t¥ vybranych aspektii ve vyuce matematiky: definovéni
pojmi, vysvétlovani jejich vyznamu a kategorizace piikladi v rdmci téchto pojmu.
Alcockova a Simpson ve své studii zkoumaji vzajemné plsobeni téchto tfi aspektl
na konkrétnim piipadé nerostoucich a neklesajicich posloupnosti, které jsou jednim
ze zakladnich pojmi matematické analyzy. Zkoumdanim toho, jak studenti s témito
posloupnostmi pracuji, se autofi snazi objasnit slozity vztah mezi definovéanim,

vysvétlovanim a kategorizaci v procesu uceni.

Pochopeni téchto interakci mlize pfispét k tomu, aby ucitelé pracovali s matematickymi
pojmy piiméfené tomu, jak je dokaZou uchopit zaci. Definovani pojmu predstavuje jasné
vyjadieni jeho zdkladnich charakteristik, ukotveni v rdmci dalSich souvisejicich pojmi
v dané matematické disciplin€. Samotnd definice vSak nemusi studentim k hlubokému

porozumeéni pojmu stacit, coz ukazuji 1 dalsi autofi, naptiklad Tall a Vinner (1981).

Vysvétleni (v tom smyslu, jak jej pouzivaji Alcockova a Simpson) mé piidanou hodnotu tim,

ze definici rozvadi, pouziva piiklady, analogie nebo jiné techniky k objasnéni vyznamu

! Vlastni preklad. V originéle se jedna o ¢lanek Interactions between defining, explaining and classifying: the
case of increasing and decreasing sequences



apouziti pojmu. Zatimco definice pojmu zpravidla pfichdzi z vné&jSiho zdroje,
at’ uz z ucebnice, od pedagoga, nebo z matematické teorie, vysvétleni nam ukazuje, jak dany
pojem student chépe a pouziva. To nam umoziuje nahlédnout do jeho kognitivni struktury
a zjistit, do jaké miry danému konceptu skutecné rozumi. Na zdkladé téchto znalosti mize
pedagog lépe diagnostikovat individualni porozuméni studenta a 1épe na n¢j navézat pii

vyuce.

Kategorizace potom vystihuje jeden z moznych zplsobi, jak dany pojem pouzivame,
a v matematice ji Casto chiapeme jako rozhodnuti, zda dané ptiklady spliuji definicni
charakteristiky. Ukol kategorizace v pracovnich listech je pro viechny respondenty stejny.
Uloha vyzaduje, aby studenti kategorizovali 15 posloupnosti jako neklesajici, nerostouci,
oboji nebo ani jedno; ptiloha 3 uvadi seznam posloupnosti a normativné spravné odpovédi.
Vybér posloupnosti ¢astecné vychazi z téch, které pouzili Alcockovéd a Simpson (2011),

a kazdy pracovni list m¢l seznam posloupnosti v ndhodném potadi.

V popisované studii autoii testuji 5 skupin pfiblizné po 26 respondentech, které se lisi
v feSenych tkolech a jejich potfadi. Respondenti prvni skupiny méli za kol si nejprve
nastudovat ptedloZenou definici neklesajici? posloupnosti a nasledn& konkrétni posloupnosti
kategorizovat. Respondenti dalsi skupiny si m¢li tuto definici formulovat sami a nasledné
posloupnosti kategorizovat. Studenti tfeti skupiny méli nejprve vysvétlit, co to neklesajici
posloupnost je a poté opét urcuji zadané posloupnosti. Respondenti ¢tvrté skupiny nejprve
kategorizuji a nésledné¢ formuluji definici. Studenti posledni skupiny opét nejdiive

kategorizuji a nasledné vysvétluji, co znamena, ze je posloupnost neklesajici.

Hlavnim cilem studie je zjistit, jaky vliv ma potadi Cinnosti (definovani, vysvétlovani,

kategorizace) na porozumeéni daného konceptu.

1.2.2 Vyzkumny vzorek
Respondenty této studie byly studenti prvniho rocniku bakalafského studia na jedné

z prestiznich britskych univerzit. VSichni studovali matematiku, nebo pfirodni védy. Data

2V originalnim znéni autofi studie pouzivaji pojem ,increasing sequence* a diskutuji jeho vyznam jak s ostrou,
tak i neostrou nerovnosti (,increasing‘ a ,strictly increasing‘; v ¢eském piekladu standardné ,neklesajici‘ a
,fostouci‘ posloupnost. Vice o definici pojednavame v kapitole 1.2.3.
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byla shromazdéna v osmém tydnu prvniho semestru, poté, co se studenti setkali s urcitou
formalni matematikou, a v dob¢, kdy vSichni navstévovali kurz (readlné¢) matematické
analyzy. To znamena, Ze pied zahdjenim studie se studenti setkali s fadou formalnich definic
tykajicich se posloupnosti redlnych ¢isel. Konkrétné se 4 tydny pted studii seznamili s pojmy
rostouci a klesajici; dostali formalni definici, ve stejné podobé, jaka byla pouzita ve studii.

(Alcock & Simspon, 2016)

1.2.3 Vysledky popsané v ¢lanku a vychodiska praktické ¢asti prace

Autofi této studie uvadi tfi hlavni zjiSténi na zaklad¢ kvantitativni analyzy. Prvni zjisténi
fika, Ze variabilita definic a vysvétleni pojmu neklesajici posloupnost byla v ramci

zkoumaného vzorku znacn4, a to jak z hlediska obsahu, tak 1 kvality.

Autofti dale zjistili, ze studenti, ktefi si sami formulovali definici a vysvétleni pojmu rostouci
posloupnosti, dosahli v kategorizaci lepSich vysledkl nez ti, ktefi pracovali s definici jiz
ptedlozenou. ,,Pozadavek prostudovat danou formalni definici je totiz ziejmé slabsi oporou
pro spravnou klasifikaci nez pozadavek vysvétlit definici, alespont u zakli v nasem vzorku:
ti, kteti vysvétlovali, dosahli vyssiho klasifika¢niho skore nez ti, ktefi studovali poskytnutou

definici.” (Alcock & Simpson, 2016, s. 16)

Poslednim dilezitym zjisténim je, Zze pokud studenti nejprve provedli kategorizaci, pak
negativné ovlivnila kvalitu nasledné¢ formulovanych definic a vysvétleni pojmu rostouci

posloupnosti.

Cilem této prace je reprodukce ¢asti experimentu, ktera vedla ke druhému jmenovanému
zjisténi. Zakladni otazkou, kterou si klademe je, zda studenti dosahnou horsich vysledkt
v kategorizaci neklesajicich posloupnosti, pokud jim definici pfedlozime, nez kdyz si ji sami
naformuluji a jaké to bude mit pfipadné diivody. Na zékladé popsanych vysledkti zvolime
8 respondenttl, z nichZ polovina bude zkouména pomoci ptistupu s prezentovanou definici
apolovina pfistupem s vlastni definici a popiSeme jejich rozhodovaci proces

prosttednictvim rozhovori.

11



1.3 Analyza konceptu rostouci/klesajici a neklesajici/nerostouci

posloupnosti s ohledem na vyzkumny zavér
Alcockova a Simpson (2016, s. 11) ve své studii uzivaji termin ,,Increasing sequence
s nasledujici definici:

“The following is the definition of what it meansfor a sequence (a,) to be increasing:

A sequence (a,,) is increasing if Vn € Na, ;1 = a,,”.

Ve volném prekladu do ¢estiny:

»Nasleduje definice toho, co znamena4, ze posloupnost (a,,) je neklesajici:

13

Posloupnost (a,,) je rostouci, pokud Vn € Na,,,; = a,“.

Autofi se k pojmu neklesajici posloupnosti a jeho definici v ¢lanku vyjadiuji takto:
»S kontextem, ktery byl pro vyzkum zvolen, souvisi jedna slozitost: existuji dvé standardni
definice pro rostouci a klesajici, pfi¢emz rozdil zavisi na tom, zda je nerovnost mezi po sobé
jdoucimi ¢leny ostra, nebo ne.”® (Alcock & Simpson, 2016, s. 11). V kategoriza¢nich
ulohach se vyskytuji dvé posloupnosti, kde by tento rozdil hral roli ve spravnosti urceni.
Autofi se rozhodli, tyto tlohy zahrnout a za spravné uznavat odpovédi, které souhlasi

s obéma definicemi.

Pti ptekladu do €eStiny béznou terminologii z ¢eské literatury, které odpovida preklad poymu
»incresing* jako ,,nerostouci“ a ,strictly increasing® jako ,,rostouci®, tak aby byl dodrzen
vyznam definice uvedené v ¢lanku. Zajimavé nicméné je do nejvyznamnégjSich ceskych

zdrojii nahlédnout, dale uvadime, jak k témto poymim pfistupuji.

3 Z anglického ,,*, vlastni pteklad.
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Naptiklad Jarnik (1974) definuje neklesajici/nerostouci posloupnosti takto:

Jestlize v posloupnosti
(43) a,a,, as, ...

je a, < a,4q1 pro kazdé n, tj. je-li kazdy nasledujici clen vétsi nez predchazejici., fikdme, ze posloupnost (43)
je rostouct; v takové posloupnosti je tedy a; < a, < a; < ... Mnoh¢ tivahy, platné pro rostouci posloupnosti,
plati i tehdy, nahradime-li znameni < znamenim <. Proto davame takovym posloupnostem zvlastni jméno: je-
li a, < a,,q pro kazdé n, fikame, Ze posloupnost (43) je neklesajici. Kazda rostouci posloupnost je neklesajici,
ale ne naopak. Obdobn¢: je-li a,, > a, 4 pro kazdé n, fikame, ze posloupnost (43) je klesajici; je-li a, = ap,q
pro kazdé n, fikdme, ze posloupnost (43) je nerostouci (kazda posloupnost klesajici je ov§em nerostouci, ale

ne naopak) (s. 94).

Vesely (2004) dané pojmy vymezuje podobné takto:

Jestlize pro posloupnost {a,} plati pro vSechna n € N nerovnost a,, = a, 1, nazyva se tato posloupnost
nerostouct; plati-li pro vSechna n € N nerovnost a, < a,,1, nazyva se tato posloupnost neklesajici.
Posloupnost, ktera je nerostouci nebo neklesajici se nazyva monotonni. Podobné, jestlize pro posloupnost {a,,}
plati pro v§echna n € N nerovnost a,, > a1, nazyva se tato posloupnost klesajici; plati-li pro v§echnan € N
nerovnost a,, < ., hazyva se tato posloupnost rostouci. Jestlize je posloupnost {a,} zaroven neklesajici

a nerostouci, tj. pro vSechna n € N nerovnost a,, = a, 1, je {a,} konstantni posloupnost (s.52).

Dale Polak (2015) definuje tyto pojmy takto:
Posloupnost {a,} -1 se nazyva
neklesajici posloupnost, je-li a,,.; = a, pro kazdén € N,

nerostouci posloupnost, je-li a,,; < a,, pro kazdé n € N (s. 292).
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Spolecnym prvkem uvedenych zdrojl je jejich zaméteni na vyklad matematiky, konkrétné
na porozumeéni vlastnostem posloupnosti a nasledné propojeni s dalSimi pojmy matematické
analyzy. Pro pojem neklesajici/nerostouci posloupnost Ize formulovat 1 ekvivalentni
definici. Ve své ucebnici pro stfedni Skoly ji uvadi Krynicky (2020), ktery se ji snazi vyuzit
rovnou také k didaktickym cilim. V tomto ptipad¢ propojuje posloupnosti a jejich vlastnosti

s pojmem funkce.

Posloupnost (a,)n=, se nazyva neklesajici, pravé kdyz pro vSechna r, s € N plati:
Je-lir < spak a, < as.

Posloupnost (a;,, )=, se nazyva nerostouci, pravé kdyZ pro vSechna r, s € N plati:
Je-lir < s pak a, = as.

Posloupnost (a,)y=; se nazyva neklesajici, pravé kdyz pro vSechna n € N nerovnost
ay < Apeiq.

Posloupnost (a,)n=; se nazyva nerostouci, pravé kdyz pro vSechna n € N plati
Ay = Apyq-

Posloupnost (a, )=, se nazyva rostouci, praveé kdyz pro vSechna n € N plati a,, < a4+ (s. 1).

Tato definice se nezakladd na vztahu dvou po sobé jdoucich ¢lenti posloupnosti, ale
na libovolnych dvou rtznych ¢lenech posloupnosti a vyplyva z definic analogickych
vlastnosti funkci. Ekvivalence obou definic potom plyne z definice posloupnosti jako
funkce. Krynicky uvadi také ptimy diikaz, ziejmé& proto, Ze se jedna na Grrovni stfedni Skoly
o zajimavy dikaz ekvivalence prostiednictvim dil¢ich diikazti obou implikaci (Krynicky,

2020):

Dukaz: Véta ma tvar ekvivalence:

Posloupnost (a,)m=1 je rostouci < pro vSechnan € N plati a,, < a,4.

= Musime dokazat ,,Sipku” obéma sméry (ob¢ implikace).
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1. Dokazujeme prvni implikaci =

Vime: pro vSechna r, s € N plati: Je-li r < s pak a, < a, (funkce je rostouct).
Chceme: pro vsechnan € N plati a,, < a,,41.
Jednoduché: zvolime r = n, s = n + 1 adosadime: a, < ag = a, < Ap4q

1. Dokazujeme druhou, opac¢nou implikaci <

Vime: pro vSechna n € N plati a,, < a, 1.
Chceme: pro vSechna r, s € N plati: Je-li r < s pak a, < a, (funkce je rostouci).

Zvolime r a s libovolné¢ tak, aby platilo r < s.
Vime, Ze pro vSechnan € N plati a,, < a,+1 = a, < a,4q,aleia,,q < a4y ... atak dale, az dojdeme

k nerovnosti a,,, < as atedyia, < ag (s. 2).

V praxi se vSak definice, ktera porovnava pouze sousedni ¢leny posloupnosti, pouziva castéji,
a to jak v ucebnicich, tak v odbornych textech. Diivodem je jeji jednoduchost vyjadiena také

tim, ze obsahuje pouze jeden kvantifikator.

1.3.1 Shrnuti

V teoretické casti prace jsme se seznamili se zdkladni literaturou souvisejici s pojmem
kategorizace v psychologii a nasledné s reprezentantem aplikace tohoto pojmu ve vyzkumu
v didaktice matematiky. Tim je ¢lanek Alcockové a Simpsona (2016). Hlavni zjisténi tohoto

¢lanku se daji popsat takto:

e Ve vyzkumném vzorku byla zna¢na variabilita v kvalité definic a vysvétleni
neklesajici/nerostouci posloupnosti.

o Studenti, ktefi si sami formulovali definici a vysvétleni, doséhli v kategorizaci
lepSich vysledki nez ti, kteti pracovali s predloZenou definici.

o Kategorizace provedend pied definovanim a vysvétlenim negativné ovlivnila

kvalitu naslednych definic a vysvétleni.
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Na zaklad¢ téchto zjisténi jsme si stanovili za cil replikovat ¢ast experimentu s cilem
ov¢tit, zda studenti s piedlozenou definici dosahnou v kategorizaci horSich vysledkl nez
studenti s vlastni definici a popsat, jak studenti ke kategorizaci piistupuji. K tomuto cili je
vhodné zvolit kvalitativni pfistup na malém vzorku, proto experiment probéhne na vzorku
osmi respondentii. Metodologie a vysledky experimentu budou prezentovany v nasledujici

kapitole.

Déale jsme upozornili na rozdily v terminologii pouzivané autory (piivodem se jedna o britsky
kontext) a v Ceské literatute. Uvedli jsme, jak je pojem neklesajici posloupnost zavadén

a definovan v ¢eskych ucebnicich.

Nas vyzkum se zamétuje na dilezitost aktivniho zapojeni zakt do pochopeni matematickych
konceptli, a to spiSe nez na pouhé memorovani definic. Aktivnim definovanim,
vysvétlovanim a klasifikovdnim si studenti vytvareji hlubsi a smyslupInéjs$i porozuméni
matematickym mySlenkam. Tento pfistup k vyuce matematiky je v souladu s Piivodni i nas
vyzkum se ve své podstaté zamétuje na dualezitost aktivniho zapojeni zakti do pochopeni
matematickych konceptli v kontrastu k pouhému memorovani ¢i reprodukovani definic.
Zakladni premisa je, Ze aktivnim definovanim, vysvétlovanim a klasifikovanim si studenti
vytvareji hlub8i a smysluplnéj$i porozuméni matematickym myslenkam. Tento pfistup
k vyuce matematiky je v souladu s mnohymi dal§imi obecné pedagogickymi ¢i didakticko-
matematickymi principy. Piikladem mtze byt revidovana Bloomova taxonomie, ktera klade
daraz na vyssi kognitivni trovné uceni (Anderson & Krathwohl, 2000). Zapojenim zaki
do aktivniho konstruovani matematického poznani jim umoZilujeme rozvijet tyto vyssi

kognitivni dovednosti a dosahovat hlubsiho pochopeni matematickych koncepti.

Zkoumani propojeni definovani, vysvétlovani a kategorizace mé proto pfimy vyznam pro
pedagogickou praxi. Studovanim téchto interakci na libovolném kontextu pfispiva

k hlubsimu pochopeni toho, jak se studenti uci a jak pracuji s matematickymi pojmy.
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2 Prakticka ¢ast

2.1 Vyzkumny cil

Podstatou naseho vyzkumu je pozorovat rozdily v préci s definici a nasledné kategorizaci
ke kategorizaci konkrétnich ptikladi neklesajici posloupnosti. Druha skupina dostane
za ukol ke kategorizaci stejnych ptikladii vyuzit definici, kterou si sami formuluji. Hlavnim
cilem experimentu je zjistit, zda se potvrdi zjisténi uvedené v ¢lanku (Alcock & Simpson,

2016), tedy zda tyto dva piistupy maji vliv na uspesnost studenta.

Tohoto cile se snazime dosahnout pomoci kvalitativniho experimentu. Nejprve probéhne
sbér dat prostiednictvim pracovnich listl, poté studenty se studenty vedeme
polostrukturovany rozhovor (Misovic, 2019), pomoci kterych se pokusime popsat kognitivni
procesy, které studenti vyuzili ke kategorizaci zadanych posloupnosti. V souvislosti s timto
cilem vyvstavaji dalsi zajimavé otazky, které formulujeme nize ve form¢ naSich dalSich
ocekavani.

Vramci analyzy uvedeme piiklady definic respondentli druhé skupiny, popiSeme
kategorizaci jednotlivych posloupnosti v obou skupindch a porovname jejich argumenty,

které formulovali pfi rozhovorech.

2.2 Metodologie

Od plvodniho experimentu se tento popisovany liSi svym kvalitativnim pfistupem.
Kvalitativni pfistup prostrednictvim polostrukturovanych rozhovorli umozni studentim
vyjadfit se svymi vlastnimi slovy a sdilet své zkuSenosti zptsobem, na ktery jsou zvykli
a ktery je bohatsi nez v pivodnim experimentu. To mize vést k bohat§im a komplexnéjSim
datim, ktera pomohou 1épe porozumét zkoumanému jevu. Navic polostrukturované
rozhovory nam daji prostor pro kladeni dopliiujicich otdzek a prozkoumani témat, ktera se
béhem rozhovoru objevi (MiSovi¢, 2019). Nasim cilem nebylo vytvafet obecné, plo$né
aplikovatelné zavéry. SpiSe se zamétujeme na to, zda rozdil mezi skupinami a jednotlivymi

respondenty bude patrny, ¢i nikoli.
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2.2.1 Ocekavani
Vzhledem ke zvolenému vzorku respondentli a tomu, ze maji absolvovany kurz zaméteny

na posloupnosti a jejich vlastnosti:

1. Ocekdvame nizkou chybovost pfi kategorizaci zadanych posloupnosti.

2. Také bychom ocekévali vysokou kvalitu definic.*

Déle ocekavame, Ze se v definicich neklesajici posloupnosti formulované studenty objevi

nasledujici chyby:

3. Definice nebude tplna. Student nezmini, Ze nerovnost mezi dvéma po sob¢ jdoucimi
¢leny plati pro vSechna n € N.
4. Student zformuluje definici jiného pojmu souvisejiciho s posloupnosti — rostouci,

neklesajici, klesajici, omezenou...
Na zaklad¢ zavért z podkladového ¢lanku také prepokladame:

5. Studenti, kterym definici neklesajici posloupnosti predloZime my, s ni nedokézou

pracovat na takové tirovni, jako studenti, ktefi si definici naformuluji sami.

2.2.2 Priibéh experimentu

Pro experiment jsme zvolili 8 respondenti — studentli Pedagogické fakulty Univerzity
Karlovy, oboru Matematika se zamé&fenim na vzdélavani. Tento vzorek jsme déle uptesnili
na studenty prvniho rocniku, ktefi se prav€ pojmem posloupnosti zabyvaji v kurzu
Posloupnosti pro ucitele ZS a SS, abychom co nejvice sniZili riiznorodost kvality definic
avysvétleni. Pokud by studenti méli rizné definice a chapani neklesajici
posloupnosti, vysledky by mohly odrazet spiSe tyto individudlni rozdily nez skute¢ny vliv
experimentalnich podminek. Studenti byli ndhodné rozdéleni do dvou skupin po CEtyfech,
kde kazda dostala jinou variantu pracovniho listu — A nebo B. Varianta A obsahuje jiz
predepsanou definici neklesajici posloupnosti a nasledn¢ dava studentim za kol rozhodnout
o konkrétnich posloupnostech, zda je nebo neni neklesajici. Varianta B dava studentim
za ukol napsat vlastni definici neklesajici posloupnosti, pfipadné vysvétlit, co znamena,

ze je posloupnost neklesajici a rozhodnout o konkrétnich posloupnostech (pfiloha 3).

4 Navzdory zavérim plvodniho &lanku, kde respondenti nepodavali ptilis kvalitni definice -
pravdépodobné z divodu, Ze byl experiment realizovan v diivéjsim obdobi prvniho ro¢niku.
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Pracovni list, ktery byl studentim ptedlozen, byl pievzat z ptivodniho ¢lanku (Alcock
a Simpson, 2016). Stejn¢ tak presné formulace a definice. Dodrzeli jsme také instrukci
autorti, ze do formulované definice z pracovniho listu béhem kategorizace studenti jiz

nemohli nahlizet.

2.2.3 Struktura pracovnich listi a postup pfi jejich zadavani
Studenti fesili pracovni listy v prostorech fakulty. V ucebné byli vzdy dva studenti, pficemz

jeden dostal pracovni list varianty A, druhy varianty B.

Studentim bylo sdéleno, Ze pro kazdého mame dva pracovni listy s tkoly, které vypracuji
a nésledné¢ budou absolvovat kratky rozhovor tykajici se jejich odpovédi. Informaci, ze prvni
pracovni list (tj. ten s ptedlozenou definici, respektive skolem definici neklesajici
posloupnosti naformulovat) jim bude pied listem s llohami ke kategorizaci odebran, studenti

nedostali.

Zadani Glohy na pracovnim listu skupiny A:

Skupina A
Jedna z moznych definic neklesajici posloupnosti zni:

Posloupnost (a,,) je neklesajici, pokud Vn € N: a,, 1 = a,.

Zadani Ulohy na pracovnim listu skupiny B:

Skupina B
a) Definujte co nejpiesnéji co znamena, ze posloupnost (a,,) je neklesajici.

Posloupnost (a,,) je neklesajici, pokud...

Po formulaci/prostudovani, aniz by byl na studenty vyvijen Casovy tlak, byly studentiim
pracovni listy odebrany a byly jim pfedlozeny list s konkrétnimi posloupnostmi, které méli

za ukol kategorizovat, v nasledujicim znéni:
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b) Rozhodnéte, zda jsou nasledujici posloupnosti neklesajici, nerostouci, oboje, nebo ani
jedno.

. (0,1,0,1,0,1,0,1,...)

. (1,4,9,16,25,36,49,64,...)

. (1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...)

. (333,333353...)

. (1,3,2,43,546,...)

. (6,6,7,7,8,8,9,9,...)

. (0,1,0,2,0,3,0,4,...)

. (10%,10%,10%,10%3402%,102%,10%%,10%2,.“)
. (~2,—4,—6,-8,—10,-12,—14,—16,...)

. (ap),kdea, =n?+1

. (ap),kdea, =3+ (1"

. (an)kdea, =5—

20



« Posloupnost (a,) dana grafem:

Obrazek 1: Prvni posloupnost zadana graficky

. Posloupnost (a,) dana grafem:

5¢t N - - - . .
B
.
4t
3t
2t
1+
1 2 3 4 5 6 7 g

Obrazek 2: Posledni posloupnost zadand graficky

Tyto ulohy mély obé skupiny stejné.
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Po vypracovani nésledoval individudlni polostrukturovany rozhovor, kde jsme studentim
pokladali nasledujici otazky smérované na jednotlivé piiklady:

1. Ktera z vasich rozhodnuti byste chtél/chtéla okomentovat ve smyslu, Ze jste si
nebyl/a jisty, ze se jednalo o zajimavou ulohu, Ze jste pouze odhadl reseni a
podobne?

Pomoci této otazky jsme chtéli jsme ziskat informace o tom, které ulohy studenti hodnotili
jako obtizné nebo zajimavé. Ocekavali jsme, ze studenti zmini lohu konstantni posloupnosti
(3,3,3,3,3,3,3,3,...). Také nas zajimalo, zda studenti zmini napiiklad zptusob zadani
rekurzivni. Také jsme ¢ekali, Ze studenti zmini posledni posloupnost zadanou graficky.

2. Zjakého duvodu jste tuto ulohu preskocil/a? (v pripade ,, bez odpovedi*®)

Cilem této otazky bylo zjistit, zda nastal problém v porozuméni definice, pfi zadani
posloupnosti nebo jinde.
3. Proc, podle vas, tato posloupnost je/neni neklesajici? (v pripade chybné
odpoveédi)
V piipad¢ tieti otazky nds zajimalo, jak student premyslel a postupoval pii urCovani
konkrétnich posloupnosti a chtéli jsme piijit na chybu. Stejné jako u predchozi otazky jsme

hledali dGivod nespravného urceni.
Dale jsme se ptali na nasledujici otdzky sméfované na vyznéni celého testu:

1. Prisel vam test narocny? Proc?

Cilem této otazky bylo zhodnotit narocnost tloh na pracovnim listu. Zaroven jsme chtéli
prozkoumat, zda nizka obtiZnost vnimana studentem implikuje i bezchybnou kategorizaci

vSech posloupnosti.

2. Vracel/a jste se kdefinici neklesajici posloupnosti béhem jednotlivych

rozhodnuti? Pripadné jak jste s tou definici pracoval?

Touto otazkou jsme se chtéli dostat k jadru vyzkumu, zda naSe ocekéavani, ze se k definici
budou vracet spiSe studenti s vlastni definici, bude potvrzeno. Také jsme chtéli védet, jakym

zpisobem studenti s definici pracuji.
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Skupiny B jsme se navic ptali na otazku:
1. Doplnil/a byste ted’ néjakym zpiisobem definici, kterou jste uvedli v prvni casti?

Touto otazkou jsme cilili na myslenku, zda studenta ovlivni kategorizace danych
posloupnosti, napiiklad k lepSimu porozuméni nebo k upfesnéni pojmu neklesajici
posloupnosti a jeji definice. Ocekavali jsme, ze pokud by v definici byla chyba, student by

definici upravil.

2.3 Pilotni experiment
Cilem pilotniho experimentu bylo ov¢fit vhodnost skupiny vybranych respondentt
(orienta¢né urcit, zda naro¢nost zadaného testu bude adekvatni k nasemu hlavnimu

vyzkumu) a ovétit funkénost zvolené metodologie.

Pilotniho experimentu se zucastnili dva studenti. Jeden z nich dostal pracovni list varianty
A, druhy student pracovni list varianty B. Na vyplnéni méli oba pfiblizn€ 30 minut. Nasledné
absolvovali rozhovor, kde jsme chtéli ziskat zpétnou vazbu jak k obtiznosti ptikladl, tak
k ¢asové naro¢nosti. Dale jsme zjistovali kognitivni procesy studentd pti feseni uloh, které
nebyly vyfeSeny spravné. Upfesnili jsme si otazky, které pii hlavni studii budou relevantni

a kde skutecné budou rozdily mezi feSenim studentii skupiny A a skupiny B.

K pilotnimu vyzkumu byly pouzity pracovni listy, které nebyly v souladu s vySe uvedenou
terminologii. Namisto pojmu neklesajici/nerostouci posloupnost byly uzity pojmy
rostouci/klesajici posloupnost. Definice byla stejnd jako ve studii (Alcock & Simpson,
2016), tedy s neostrou nerovnosti. Po pilotnim vyzkumu byly pracovni listy upraveny tak,

aby souhlasily s probiranou terminologii v této praci, tedy neklesajici/nerostouci.

Oba studenti odpovéde€li, ze jim pracovni list nepfiSel ndro¢ny, a zaroven v tlohach
ke kategorizaci nechybovali. Také se oba vyjadtili k posledni posloupnosti zadané grafem,
ze si nebyli jisti na prvni pohled spravnou odpovédi. Jeden ze studentl k této tloze napsal
,Vypada, ze rostouci“. Mnozstvi asu bylo dostate¢né. V obou rozhovorech studenti uvedli,
ze se pii kategorizaci konkrétnich posloupnosti vraceli k definici. Student, ktery dostal
definici jiz napsanou fekl, ze ho tato definice znejistila, protoze mél pocit, Ze je to definice
posloupnosti klesajici. Matouci pro n¢j bylo potadi ¢lentd a, a a,.1, byly obracené, nez je

student zvykly. Tato informace byla natolik zajimava, Ze jsem se ji rozhodla reflektovat
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1 v ramci hlavniho experimentu. S definici vSak oba studenti pracovali stejnym zplisobem,

postupné dosazovali ¢leny posloupnosti do definice a ovétovali, zda ji spliiuji nebo ne.

2.4 Hlavni experiment
Hlavniho experimentu se zucastnilo celkem 6 studentl. VSichni studenti byli osloveni
na piednasce kurzu Posloupnosti pro ucitele ZS a SS, byli informovani o cili experimentu,

jeho struéném prubéhu a dobrovolné se k nému piihlésili.

S kazdym studentem jsem se setkala osobn¢ v ucebnach na fakulté. Studenti vzdy pfisli
ve dvojici, abych mohla experiment provést pro ob¢ varianty pracovnich listli soucasné.
Se studenty jsem se seznamila a znovu jim vysvétlila cil a pribéh experimentu. Studenti méli

poté moznost polozit dotazy, pokud by néjaké méli.

Kazdy student obdrzel prvni pracovni list (ten s definici nebo stukolem definici
naformulovat) a mél asi 6 minut na prostudovani/ vyplnéni. Poté mu byl tento pracovni list
odebran a byl mu ptedlozen druhy pracovni list s ilohami ke kategorizaci. Na vyfeSeni
tohoto pracovniho listu mél student asi 15 minut. Tuto ¢ast experimentu absolvovali oba
studenti z dvojice najednou. Po dokonéeni druhého pracovniho listu jeden ze studentl
opustil u¢ebnu a s druhym studentem byl proveden polostrukturovany rozhovor. Rozhovor
byl proveden na zaklad€ otazek popsanych v kapitole 2.2.3. Po dokonceni rozhovoru se

studenti vyménili.

Rozhovory probihaly osobné v wufebnach fakulty po pfedchozim souhlasu
studentli. Pro Gicely analyzy experimentu byly rozhovory nahravany. Z divodu zachovani
anonymity byli respondenti oznaceni €isly od 1 do 6, pficemz studenti s ¢isly 1 az 3 obdrzeli
pracovni list skupiny A a studenti s Cisly 4 az 6 obdrzeli pracovni list skupiny B. Z kazdé

nahrané odpovédi studenta byly vyexcerpovany klic¢ové myslenky.

2.4.1 Analyza
V této kapitole budou analyzovany vysledky sbéru dat pomoci pracovnich listd,
a provedenych polostrukturovanych rozhovori. Budeme analyzovat kazdého respondenta

zvlast a nasledné tyto vysledky porovname.
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Respondenti, kterym byla piredloZena formulovana definice
Respondent 1

Studentce je 22 let a studuje obor kombinujici matematiku a anglicky jazyk se zamétenim
na vzdélavani. Odborné pedagogické zkusenosti nema, pouze jednou doucovala matematiku
zaka zakladni Skoly. Na pedagogickou fakultu ptestoupila z Matematicko-fyzikalni fakulty

Univerzity Karlovy, kde studovala jeden mésic.

Studentka méla v kategorizaci pouze jednu chybu, konkrétné v posledni posloupnosti, ktera

je zadana graficky (obrazek 2).

Urcila ji jako neklesajici a zaroven nerostouci. Tuto tlohu zminovali jiz respondenti
v pilotnim experimentu, zde se studentka pravdépodobné nechala zmdst a vid€la Cleny
posloupnosti v pfimce, tedy konstantni. Konstantni posloupnost (3,3,3,3,3,3,3,3,...)
urcila spravné, tedy neklesajici a zaroven nerostouci. Pfi rozhovoru si jmenované chyby

sama od sebe vSimla a svou odpovéd’ opravila.

Studentka uvedla, Ze ji test nepfisel narocny. Dale své feseni pracovniho listu okomentovala
takto: ,,Nejdiiv jsem si nebyla jista, jestli (0,1,0,1,0,1,0,1,...) nebude jako neklesajici
a zaroven nerostouci, protoze je to rozdélené na takové, jakoZe intervaly, ale pak jsem si
vzpomnéla na tu definici, co jsem méla na tom predchazejicim papife, Ze prosté pro
VSECHNY n to plati, e musi byt ten a,,,; ¢len vétsi nebo roven a,,-tému &lenu, a tady to
pro kazdy neplati, proto ani jedno.“ Timto jsme se dostali k tomu, Ze studentka s definici
neklesajici posloupnosti pracovala spravné, a ovétovala, zda vztah z definice skutecné plati

pro vSechny ¢leny zadanych posloupnosti.

U této studentky bylo zajimavé, Ze si prvnich 8 posloupnosti vyjadrila graficky (obrazek 3).
Z rozhovoru vyplynulo, Ze je pro studentku urceni kategorie snazsi vidét z obrazku nez si

graf pouze predstavit na zakladé vyctu prvki.
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Rozhodnate, zda jsou ndsledujict posloupnosti neklesajicl, nerostouci, oboje, nebo ani jedno

Fl r
.« (0,1,0,1,0,1,0,1,...) e jedito ’““ —
¢ (L49,16,2536,49,64,...) nellsapicos |
1111111
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Obrazek 3: ukdzka kategorizace respondenta 1 a jeho grafické vyjadrent posloupnosti

Respondent 2

Respondentka 2 je studentka, které je 20 let, studuje obor Matematika a vychova ke zdravi
se zamétenim na vzdélavani. Jiz v minulosti se aktivné vénovala pedagogické praxi, jelikoz
doucovala Zzéky devatych ro¢nikt zékladnich Skol v ramci pfipravy na pfijimaci zkousky.

Na Pedagogickou fakultu nastoupila hned po dokonceni osmiletého gymnazia.

Ulohy oznadila za nendroéné. Studentka chybovala v kategorizaci posloupnosti

(3,3,3,3,3,3,3,3,...). Zaradila ji do kategorie ani neklesajici, ani nerostouci. I po pfimé
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otazce, zda by studentka né&jakou posloupnost oznacila za neklesajici, a zdroven nerostouci

odpovédéla, Ze ne.

Jako ulohu, kde se pozastavila, zminila posloupnost (0,1,0,2,0,3,0,4,...). ,,Myslim,
ze jsem se zasekla tady, protoze... méla jsem tam neklesajici, protoze tady se zvedala, ale
pak jsem si vzpomnéla na tu definici, Ze to ma byt vzdycky vétsi nebo rovno,“ popisovala
sveé kroky. Dale zminila posledni posloupnost zadanou graficky, ze jeji zafazeni nebylo hned

jasné na prvni pohled.

b) Rozhodn&te, zda jsou nésledujici posloupnosti neklesajici, nerostouct, oboje, nebo ani jedno.
. (0,1,0,1,0,1,0,1,...)
oW |edno

. (1,4,9,16,25,36,49,64,...)
fostoaes nele Jev

Kesaped  nerostoud
. (L-1,2,-23,-3,4,—4...)

aen edwd
. (33333333,..)

avd e e\

Obrdzek 4: Kategorizace respondenta 2

Jak vidime na obrazku 4, studentka zacala nejprve urCovat posloupnosti jako
klesajici/rostouci. To naznacuje, Ze chyba, kterou studentka udé€lala, vychazi z toho, ze méla
v paméti definici rostouci posloupnosti namisto neklesajici (ovSem jednd se pouze

o domnénku).

V rozhovoru studentka odpovédé€la, ze se k definici vracela, opakovala si ji a ovéfovala, zda
jispliiuji vSechny ¢leny posloupnosti. Studentka vSak upozornila, Ze ne u v§ech posloupnosti

definici ke kategorizaci pottebovala.
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Respondent 3

Respondentka 3 je dvaadvacetiletd studentka jednooborového programu Matematika se
zamétenim na vzdélavani. Béhem svého studia ziskala zkusenost s douc¢ovanim matematiky
studentl stfednich $kol. Na Pedagogickou fakultu presla po dvou letech studia na Fakulté

architektury CVUT. Stfedni vzdélani ziskala na Mendelové gymnaziu v Opavé.

Studentce nepfiiSel pracovni list narocny. Jako zajimavé ulohy oznacila posloupnost
(3,3,3,3,3,3,3,3,...). Své rozhodnuti odiivodnila takto: ,,Je to oboje, a ne kazdy si to jako
muze uvédomit, ze kdyZz n¢kdo Spatné pochopi tu definici, Ze si to prosté splete s rostouct
a klesajici Ze jo, tak fekne, Ze to neni ani neklesajici, ani nerostouci. Ale pfitom je to oboje

takhle.

. (ap),kdea,=n?+1 7« Ag/saam. .
A

= 4

o (8n), kdea, =3+(-1)" on. &}cdﬂ,
=5 = /
o (an),kdean =5~ /”‘*CMA.:?(
%,_

A
54 5.2
) I3

Ais. S

)

&

Obrazek 5: Kategorizace pro n-ty ¢len respondenta 3

Dale jako zajimavé zminila posloupnosti zadané vzorcem pro n-ty ¢len. Studentka si takto
zadané posloupnosti piepsala do ¢astecného vyctu prvkil, aby se ji Iépe kategorizovala
(obrazek 5).

Kdyz jsem se zeptala, zda pti kategorizovani posloupnosti pracovala s definici a jakym
zpisobem, odpovédéla: ,,Jo tady u téch praveé, kde tieba jsou hozené ty 0 mezi tim, tak
jakoby, jsem se vracela k té definici, Ze jsem si to tim zdlvodnila, Ze pro kazdé n to prosté
musi vyjit vétsi nez to predchozi. Takze kdyz to tam takhle skaCe nahoru a dold, tak tim
padem uz to nemuze byt neklesajici nebo nerostouci. Takze tam jsem se k tomu vratila néjak.

Joitady uté (1,—1,2,-2, ...). TakZe spiS jsem si to tak prekontrolovala tou definici.
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Ale jinak jsem tak néjak potom jela intuitivné.” V tomto ptipad¢ studentka dokézala vyuzit
definici jako nastroj k urCeni kategorie posloupnosti, aniz by se nechala ovlivnit svymi

dojmy.

V této skupiné respondentti, studovali dva ze tii pfed nastupem na Pedagogickou fakultu

na jiné vysoké skole. Mozny vliv na vysledky stru¢né rozebereme v diskuzi.

Respondenti, ktefi definici sami formulovali

Respondent 4

Respondent 4 je dvacetiletd studentka oboru Télocvik a matematika se zaméfenim
na vzdélavani. Jiz ma zkuSenosti s pedagogickou praxi, a to v podobé doucovani mladsich
rodinnych pfislusnikti v ucivu zdkladni Skoly. Na pedagogickou fakultu nastoupila
po absolvovani Gymnézia Postupnicka.

Studentka se dopustila jedné chyby pii kategorizaci posloupnosti. Posloupnost

(102,102,102 ,1022,102 102 ;1022 ,1022,...) oznadila jako nerostouci.
2 4 8 16 32 64 128 256

Na zacatku rozhovoru se studentka zminila, Ze ma problém se zlomky, tedy v tomto piipadé
s interpretaci ¢lenti posloupnosti. Po odhaleni chyby v této posloupnosti studentka reagovala
tak, ze okamzit€ opravila svou odpovéd’ a omluvila se, ze se pravdépodobné pouze ptrepsala.
Je také mozné, ze pokud studentka vi, Ze si v oblasti zlomk neni jistd, mohla pfi kategorizaci
takto zadané posloupnosti byt méné diisledna. To je vSak tvrzeni, které by bylo vhodné vice

prozkoumat.

K narocnosti se studentka vyjadrila tak, Ze ji pracovni list ke kategorizaci naro¢ny nepfisel.
K tkolu naformulovat definici neklesajici posloupnosti fekla: ,,Ja ty definice moc neumim.*
Navzdory tomu definice obsahovala kli¢ové aspekty neklesajici posloupnosti, 1 kdyz
definice neni uvedena ve standardnim znéni. Kvantifikator je pouzit korektn€ a neni
ve form& symbolu. Definice obsahovala i piikladné grafické vyjadieni a poznamku,
ze neklesajici posloupnost mize byt rostouci a monotoénni (obrazek 6). V tomto piipadé se
domnivam, Ze studentka myslela konstantni, nikoli monotonni. Studentka, dle svého nazoru,
uvedla spiSe vysvétleni nez ptimo definici, a to také zminila v rozhovoru. Uvedla, Ze napsala

spiSe to, jak pojem chépe. Je mozné, Zze pod pojmem ,definice” si predstavila vyraz
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s kvantifikatory, uz ji ale nedoslo, Ze jeji ,,vysvétleni“ fikd to samé, a je to tedy spravne.
Konkrétné u této studentky jsem pozorovala nizsi sebevédomi, co se matematiky tyce.
Skupina B
a) Definujte co nejpfesnéji co znamena, Ze posloupnost (a,) je neklesajicii.
Posloupnost (a,,) je neklesajici, pokud...
ou £ Ogdtss fomd, dudsi dlow. [m?fﬂxlpm'l] (odas) £ ¥4 ko vo
= poe l&ll&&')ﬂ{m/ PDTJ;&JID!"QS“ a2y Lﬁ ’ ‘10’:‘{’&@' " ,’,fﬁ_!l
mapF. 7 V‘“‘Oiﬁb?lhlp[ T

TIPS (IR {-'“'TLQEQI;‘U
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Obrdzek 6: Definice neklesajici posloupnosti respondenta 4

Po otazce, zda by svou definici po kategorizaci posloupnosti né¢jakym zplisobem upravila,
studentka odvétila: ,,Asi mozna n¢jakou specifikaci... Ne, radsi bych to uz nepiedélavala.*
V této odpovédi bych se opét vratila k mysSlence, Ze si studentka svym schopnostem moc
neduvétuje a pod pojmem definice si piedstavuje vyraz s kvantifikatory. Domnivam se,
ze kombinace ji mohla vést k pocitu, ze zapomnéla néco zminit (naptiklad ze n € N).
V kazdém ptipad¢ studentka zdlraznila, ze se v pribéhu kategorizovani k definici vracela

a to zplsobem, Ze ovétovala, zda Cleny posloupnosti definici splituji.
Respondent 5

Respondent 5 je jednadvacetilety student oboru Matematika a dé&jepis se zaméfenim
na vzdélavani. Zatim nema zadnou praxi v oboru, ale v minulosti ptsobil jako vedouci
a vychovny pracovnik na détském tibofe. Pfed zahdjenim studia na pedagogické fakulté
absolvoval stfedni primyslovou $kolu elektrotechnickou a nasledné studoval jeden semestr
na CVUT FEL v oboru Elektrotechnika, energetika a management.

Student na otazku, zda mu pracovni lis pfiSel naro¢ny odpoveédél: ,,Narocny to neni, spis si

vvvvv

spiS vymyslel.
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Skupina B
a) Definujte co nejpfesnéji co znamena, Ze posloupnost (a,) je neklesajici.

Posloupnost (ay) je neklesajici, pokud... < ¢ .z %‘;//,( /u(,;f/éz// > (/'4% , e &4;,, jzy’-{, &
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Obrdzek 7: Definice neklesajici posloupnosti respondenta 5

Definice, kterou student naformuloval, neni spravné (obrazek 7). Neobsahuje kliCové
aspekty pojmu neklesajici posloupnost. Student ma také zatim nepfili§ kvalitné uchopenou
problematiku kvantifikace proménnych, i kdyZ je zfejmé, Ze ma na tento koncept urcity
intuitivni pohled. Nicméné je vidét, jak pfi definovani student postupoval. Evidentné znal
definici klesajici posloupnosti, tu naformuloval spravné i s konkrétnim piikladem. Myln¢ se
vSak domnival, Ze pfedpona ne- v pojmu neklesajici posloupnost, vyjadiuje negaci pojmu
klesajici a tedy Ze kazda posloupnost, kterd porusi definici klesajici posloupnosti, bude

neklesajici.

Takeé tekl, ze pracovni list s illohami ke kategorizaci vypliioval spisSe intuitivné, ale je si
védom toho, ze pokud nezna ptesnou definici, mohl se dopustit systematické chyby, ktera se
muze opakovat. Student hodné mluvil o analogiich, které se snazil vyuzivat. Typy tloh se
podle n&j opakuji a proto se snazil je porovnévat mezi sebou a pokud si byly posloupnosti

podobné, jejich kategorie urcoval jednotné.
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Respondenta 5 zaskocila také posloupnost (3,3,3,3,3,3,3,3,...). Védél spravné, Ze tato
posloupnost je konstantni, ale uz si nebyl jisty, jak vyuZzit pravé pojmy neklesajici

a nerostouci.

Zajimavé je, jak student chape pojmy ,,0boje* a ,,ani jedno*. Pfi kategorizaci tyto pojmy
prohodil u tfi posloupnosti. Pfi rozhovoru bylo toto nejdéle probirané téma. ,,Nachazime se
ve dvou mezich, jako u funkce sinus, ska¢eme sem tam, sem tam a kviili tomu ta hodnota,
kdyz se podivame celkové, neroste a neklesa. Je furt v néjakych mezich, proto mi pfislo,
Ze je to oboje (nerostouci i neklesajici),” popisoval, jak postupoval pfi kategorizaci prvni
posloupnosti (0,1,0,1,0,1,0,1,...), ve které chyboval. To ukazuje, Zze student zatim
nerozhoduje o zafazeni do kategorie s vyuzitim konkrétni definice, ale na zakladé¢ vlastnich
parametrt, které intuitivné vyhodnocuje. Zde postupné odbocil k jinému aspektu —
rozhodnuti, zda je funkce omezend. Chybu student udélal také u posloupnosti
(ap),kde a,, = 3+ (—1)™ a u prvni posloupnosti zadané graficky (Obrazek 1). Jakmile
jsem zkontrolovala vSechny ulohy a na tuto skuteCnost natrefila, neptala jsem se
uz na konkrétni chyby v tlohach, ale polozila jsem studentovi otazku, jak tedy pojmy
,»oboje* a ,ani jedno* vnima. ,,Asi to vnimdm Upln¢ stejné. Nebo takhle, ja to rozliSuju.
Oboje to je, kdyz ty meze jsou jakoby konstantni, kdyz je to pila obyc€ejna a ani jedno je to
v tom piipadé, kdyz se ty funkce rozbihaji navzajem. Ze ta limita prosté, nebo ty meze se

méni tim, jak postupujeme s » do nekonec¢na,* snazil se vysvétlit svlij pohled.

Na zéklad¢ studentova vysvétleni se zd4, Ze jeho kategorizace posloupnosti neni v souladu
s definici, kterou si sam (nespravné¢) naformuloval. Je mozné, Ze jeho vniméni bylo
ovlivnéno del$im studiem na vysokeé Skole a zaméfenim na matematiku v tomto prostiedi. To
pfipadé nutné.

Student uvedl, Ze by ve své definici pravdépodobné nic neménil, ale znovu upozornil na fakt,
ze definice obecné neovlada a postupoval by stejnym zpisobem — odrazil by se od definice

klesajici posloupnosti.
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Respondent 6

Respondent 6 je jednadvacetilety student studujici obor Matematika a déjepis se zaméienim
na vzdélavani. Kromé studia se aktivné vénuje doucovani, a to jak zaki zakladnich skol, tak
i student gymnazia. Na Pedagogickou fakultu pfesel po roce studia na stavebni fakult¢ VUT

v Brné.

Tento student neudélal v kategorizaci zadnou chybu. Také se vyjadtil, Ze mu pracovni listy
nepfiSly naro¢né. Pii rozhovoru se ale zminil, Ze si nebyl jisty posloupnostmi, o kterych
rozhodnul, Zze nejsou ani neklesajici, ani nerostouci. ,,Nevim, j& jsem totiz to tady néjak
nadefinoval sam a potom jsem se snazil drzet t¢ vlastni definice. Nevim, jestli je spravna,
nicméné jsem se toho néjak snazil drzet. To znamena, ze ve chvili, kdy je tady tieba tahle
konkrétni, kdyZ je to (0, 1,0, 2, ...) tak jsem nevédél, jestli kdyz je tam poiad 0, tak jestli je
to automaticky, ze je to neklesajici. Jenom jsem nevéd¢l, tak jsem tam psal ani 1 a nevim,
jestli je to spravné, vysvétloval své myslenky. Toto vyjadieni nam tikd, Ze student rozumi
pojmu ,.definice” a dokaze posloupnosti kategorizovat v souladu s definici, kterou sam
naformuloval i pies to, ze si neni jisty jeji spravnosti.

Skupina B
a) Definujte co nejpfesnéji co znamené, %e posloupnost (a,,) je neklesajici.

Posloupniost (ay) je neklesajici, pokud...
2 YR (l'l-ﬂ\-DA - ari‘lhﬂbhr.u-;\’ POSIOMF‘UE‘I'Jg neUquj-’w, Pﬂuumd 0{%0,

T oL PDsloupms,- (a,) je nellesgy%” pplluel laoly Jul5’ Elen (3ne1) je vpEe’ rebo voven
Shewn Pi’tafck.}oL.

Obrdzek 8: definice respondenta 6

Student pravdépodobné neznal pfesnou definici neklesajici posloupnosti, z toho divodu
zacal aritmetickou posloupnosti a zkousel si tuto vlastnost pfestavit na ni, a tedy pomoci

diference. Nasledné obecnou definici spravné naformuloval (mohl by doplnit znaceni
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»predchiidce®). Prvni obrazek na Obrazku 8 souvisi s myslenkou studenta (zminuje ,,usek®),
kterou také popsal v rozhovoru v ramci odpovédi na otazku, zda se pii kategorizaci vracel
k definici, poptipadé jakym zplisobem s ni pracoval: ,,Jo trosku, prave ja jsem si fikal, jestli
prave, kdyz je to nula, tak teoreticky vzato by to mohlo byt, jakoze to neklesne pod tu nulu
nikdy, ale nadefinoval jsem si to pfedtim tak, Ze to neplati, ze ve chvili, kdyz je to na néjakym
useku klesajici, tak uz to nebude neklesajici, popisoval student. Timto ndm poskytnul vhled,

jak si pojem sam vysvétlil a pracoval s nim, 1 kdyz to vlastné nenapsal do samotné definice.

Moznost upravit definici respondent 6 nevyuzil, ale zminil, Ze by mozna néco doplnil, kdyby

m¢él k dispozici vice ¢asu a potteboval by déle premyslet.
Obecna pozorovani

V této kapitole shrneme obecna pozorovani z experimentu, ve kterém respondenti
kategorizovali posloupnosti a poskytli své definice neklesajici posloupnosti. Zamérime
se na celkové vnimani Ukoll respondenty, opakujici se chyby, zplsob prace
s definicemi a zajimavé poznatky z jejich pristupt. I pfes maly pocet respondentti se
ukazala rada zajimavych trendt a individualnich pristupi, které by mohly byt uZitecné

pro zkvalitnéni vyuky matematiky.

Nejprve si shrneme chybovost vSech respondentii (viz tabulka 1) 1 s pravdépodobnymi

divody, pro¢ chybu udé¢lali. Ty jsou zalozeny na analyze rozhovorti popsanych predchozi

kapitole.
Pravdépodobny
Chyby v kategorizaci
diivod chyb/y
Respondent 1 Posloupnost zadana graficky — obrazek 2 nepozornost
Neuplné
Skupina A | Respondent2 (3,3,3,3,3,3,3,3,...) porozumeéni
definice
Respondent 3 Bez chyby
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15 31 63 127 255 Problémy se

Respondent 4 (101 103 102,102 1022 1023 10 10 )
2'774°778"7716" 77327 647 128" 256 zlomky

0,1,0,1,0,1,0,1,...) Nespravna definice
Kkupina B
Skupina Respondent 5 (an) kdea, =3 + (-1)" a neporozumeéni

Posloupnost zadana graficky — obrazek 1 pojrm

Respondent 6 Bez chyby

Tabulka 1: Prehled chybovosti respondentii

Vsichni respondenti shodné hodnotili pracovni listy s Ulohami jako nenarocné. To
naznacuje, ze testované koncepty jsou pro studenty oboru Matematika se zaméfenim
na vzdélavani na dané Urovni (druhy semestr bakalarského studia, po absolvovani kurzu
matematické analyzy) srozumitelné a zvladdnutelné. I kdyZ se né€kteti respondenti zpocatku
vyjadiili s jistou mirou nejistoty, po sezndmeni s definici a pifiklady posloupnosti se jim
prace se zadanymi ulohami bez vétSich obtizi datila. Zpétnd vazba respondentli naznacuje,
Ze uroven obtiznosti byla pfiméfend jejich znalostem a schopnostem. Na druhou stranu,
4 studenti ze 6 v rozhovoru uvedli, Ze jiz n¢jakou vysokou Skolu matematického zaméteni
studovali, 1ze tedy ocekavat, Ze v pfipadé SirSi studie napfi¢ celym rocnikem by byla

uspesnost spise nizsi.

Nékteré¢ ulohy se ukazaly jako obzvlast zajimavé pro studenty a vyvolaly diskuzi
o interpretaci pojmu neklesajici a nerostouci posloupnost. Pattily mezi né priklad konstantni
posloupnosti  (3,3,3,3,3,3,3,3,...) a posledni posloupnost zadana graficky, kde
respondenti Casto zmitlovali, Ze urceni této posloupnosti nebylo jasné na prvni pohled.
Piiklad konstantni posloupnosti poukazal na dulezitost jasné definice a dikladného
pochopeni jejich implikaci, aby byl student schopen kategorizovat posloupnost spravng, jako
nerostouci a zaroven neklesajici. Posloupnost zadana graficky by méla studentim pomoci

k jasné ptedstavé o tom, jak posloupnost funguje a nasledn¢ ovéfit podminku definice.

Mnoho respondentl intuitivné vyuzivalo grafickou reprezentaci posloupnosti k usnadnéni
jejich kategorizace. V nékterych piipadech si studenti pro posloupnosti zadané vzorcem pro

n-ty Clen vypisovali prvnich n€kolik prvki, aby si Iépe ujasnili jejich chovani a usnadnili tak
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jejich zatfazeni do dané kategorie. Tyto strategie naznacuji, ze studenti aktivné pracuji

s informacemi a hledaji rizné zptsoby, jak je interpretovat a kategorizovat.

Respondenti, ktefi méli za ukol sami formulovat definici neklesajici posloupnosti, dokonce
i v tak malém poctu ukazali rlznorodé pfistupy. Zatimco respondenti 4 a 6 spravné
identifikovali klicové vlastnosti neklesajici posloupnosti a uvedli ptiklady, respondent 5 se
s ukolem potykal a jeho definice obsahovala chyby a nejasnosti. Tyto individualni rozdily
odrazeji rizné urovné znalosti a pochopeni této oblasti matematiky, s nimiz studenti
do studia na Pedagogické fakulté ptichazeji. Po absolvovani druhého semestru a prvniho
kurzu matematické analyzy na této fakulté bychom vsak cekali, Ze vSichni studenti budou
mit koncept posloupnosti a jejich vlastnosti disledné¢ promysleni a jejich znalosti budou

na srovnatelné rovni. Uvedené vyjimky nas tedy piekvapily.

Vétsina respondentt se pii kategorizaci posloupnosti podle svych slov myslenkové vracela
k definici neklesajici posloupnosti, aby ovéfili, zda dand posloupnost spliiuje vSechny
pozadované vlastnosti. Nektefi studenti se k definici vraceli opakované, zatimco jini ji
pouzivali spiSe jako kontrolni nastroj. I kdyZz se u nékterych respondentd objevily chyby
v kategorizaci, jejich snaha o praci s definici naznacuje porozuméni tomu, jak spravné

klasifikovat uvedené ptiklady v souladu s definici.

Respondenti 1 a 3, ktefi dostali formulovanou definici, prokéazali jistotu v kategorizaci
anechybovali z dlvodl, které by vyplyvali zneporozuméni definice. Divod chyby
respondentky 2 vyplyvd pouze z castetného neporozuméni definice neklesajici
posloupnosti. Tento fakt naznacuje, Ze predlozena definice jim poskytla pevny zaklad pro
rozhodovani. Naopak respondenti, ktefi si definici sami formulovali, sice nemé&li tendenci
vice chybovat, ale v rozhovorech piisobili, Ze si jsou mén¢ jisti svymi odpovéd’'mi. Nékteti
z nich (respondent 5) se snaZzili definici sestavit na zdklad¢ analogii nebo intuitivniho

ptistupu, coz vedlo k nepfesnostem a chybam v jejich kategorizaci.

Jak jsme zminovali v kapitole 2.3, respondenta pilotniho experimentu zmatlo potadi ¢lent

Aniq1a ay, vdefinici, ktera mu byla pfedlozena. Nikdo zrespondentii 1-3 se o niCem
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podobném nezminil a respondenti, kteti méli formulovat svou definici také postupovali

nejprve od ¢lenu a4 1.
Dalsi zajimavé poznatky z experimentu je mozné shrnout takto:

e Zaujala nas také jedno zdGvodnéni respondenta 5. Ten uvedl: ,,Nachdzime se ve dvou
mezich, jako u funkce sinus,. Student se pravdépodobné snazi najit souvislost mezi
funkcemi, posloupnostmi a jejich vlastnostmi. Je mozné, Ze student byl ovlivnén
svym del§im studiem na vysoké skole nebo jinym zpiisobem tyto pojmy nepiesné
propojil.

e Respondenti ¢asto zminovali, ze definice jim pomohly zpfesnit kategorizaci, i kdyz
néktefi pfiznali, ze si definice museli pfipomenout a Ze je neovladaji perfektné.

e N¢ktefi respondenti se potykali s interpretaci posloupnosti, které obsahovaly nulové
prvky. To naznacuje, ze je dulezité vénovat dostate¢nou pozornost specifickym

ptipadim.
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3 Diskuze

Predstavena studie byla zamétfena na rozdily v praci s definici a nasledné kategorizaci mezi
dvéma skupinami studentli. Prvni skupina dostala za tikol na zaklad€ zadané definice pojmu
nerostouci posloupnost kategorizovat konkrétni piiklady posloupnosti, zatimco druha
skupina si definici formulovala sama. Cilem bylo zjistit, zda tyto dva pfistupy ovliviiuji

uspesnost studenttl, jak bylo naznaceno v ¢lanku Alcockové a Simpsona (2016).

3.1 Porovnani skupin A a B po analyze experimentu

Studenti, kterym byla ptedlozena definice (skupina A), méli tendenci se k této definici €asto
vracet béhem kategorizace a ovéfovali s jeji pomoci, zda skute¢né vSechny Ccleny
posloupnosti splituji danou podminku. To bylo patrné u respondentt 1 a 3. Museli ji pouze
spravné interpretovat a aplikovat. Tento postup jim pomohl ovéfovat, zda vSechny Cleny
posloupnosti spliiuji zadanou podminku. I ptesto, Ze vSichni tii respondenti (1,2,3)
zminovali, ze se jednalo o nendro¢ny ukol, se objevily chyby. Respondentka 2 napiiklad
chybovala pii kategorizaci konstantni posloupnosti. Rozhovor ukéazal, ze studentka
nerozumi pojmu neklesajici a zarovenl nerostouci posloupnost, a proto konstantni
posloupnost oznacila jako ani nerostouci ani neklesajici 1 po vyzvani. Respondentka 1
nespravné zatfadila posloupnost zadanou graficky (obrazek 2), na chybu si vSak sama pfisla
a sama opravila svou odpovéd’. Respondentka 3 méla vSechny odpovédi bez chyby a pouze
upozornovala na ulohy, kde by mohli chybovat ostatni a pro¢. Tim ukazala, Ze pojmim

opravdu rozumi a umi s nimi spravné pracovat.

Studenti, ktefi si definici formulovali sami (skupina B), ukazali jiny pfistup k feSeni tikola.
Z rozhovora vyplynulo, Ze respondenti 5 a 6 Casto vyuzivali intuici a své vlastni chapani
konceptu neklesajici posloupnosti. Vyjadfit adekvatni definici z vlastniho chdpani pojmu
Naptiklad respondentka 4 si vytvofila definici, kterd byla kompletni a pfesnd, coZ vedlo
k bezchybnym vysledkiim (studentka nechybovala na zaklad¢ nespravné definice ani prace
s ni). AvSak respondent 5 mél problémy s formulaci definice a pii kategorizaci udélal

nékolik chyb. Zaroven se nedokazal drzet své nespravné definice a pii kategorizaci se ji
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nedrzel. To naznacuje, Ze schopnost vytvofit spravnou a uplnou definici je klicova pro
uspeésnou kategorizaci. Respondent 6 neptisobil upln¢ sebejisté, jeho definice ale byla
spravna a v kategorizaci také chybu neudé¢lal. V rozhovoru zminil, ze cilil na to, aby se své
naformulované definice drzel pii urcovani kategorie, coz byl zcela odliSny pfistup

od respondenta 5.

Studenti z obou skupin se v rozhovorech zminovali, ze se k definici béhem kategorizace
myslenkové vraceli. Bylo by zajimavé zjistit, zda by bylo mozné v souvislosti s timto jevem
pozorovat n&jaky rozdil mezi obéma skupinami na vét§im vzorku studentd. Zadny
z respondentii také nevyuzil moznost svou definici upravit (coZ je zajimavé zejména

u respondenta 5, jehoz formulaci nelze povazovat za definici).

Vétsina studentd z obou skupin uvedla, Ze test nepovazovala za naro¢ny, ale nckteré
konkrétni ulohy byly hodnoceny jako obtizné nebo zajimavé. Naptiklad posloupnost zadana
graficky (obrazek 2 na s. 21) byla Casto zminovéana jako problémova. K tomu se také
vyjadiovali oba respondenti z pilotniho experimentu, ze si nebyli jisti spravnou odpovédi
na prvni pohled, i kdyz u jinych posloupnosti zadané grafem je nazornost vétsinou vyhodou.
Studenti z obou skupin méli tendenci piepisovat posloupnosti zadané vzorcem do ¢astecného
vyctu prvki, nebo posloupnosti zadané vyctem prvka do grafické podoby, aby si usnadnili

jejich kategorizaci.

3.2 Vyzkumné otazky a ofekavani

Ocekavani 1 a 2, nizkd chybovost pii kategorizaci a vysoka kvalita definic se potvrdila.
Jedinou vyjimkou byl respondent 5, ktery nedokazal naformulovat spravnou definici
neklesajici posloupnosti a pii kategorizaci udélal tfi chyby, a zaroven se pii urcovani
kategorii posloupnosti své definice nebyl schopen drZet. Ostatni respondenti neudélali vice
nez jednu chybu. V definici neklesajici posloupnosti respondenta 5 se vyskytly vSechny
ocekavané chyby (oc¢ekavani 3 a 4). U respondentii 4 a 6 definice obsahovaly vSechny hlavni
aspekty, pouze nezminili, Ze n jsou z oboru ptirozenych cisel (Castecné potvrzuje ocekavani
3). Paté a posledni zminéné oc¢ekavani — studenti, kterym definici neklesajici posloupnosti
predlozime my, s ni nedokdzou pracovat na takové urovni, jako studenti, ktefi si definici

naformuluji sami — se nepotvrdilo. S definici neuméli pracovat dva respondenti,
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respondentka 2 a jiz zminény respondent 5. Respondentka 2, ktera konstantni posloupnost
nezafadila do kategorie ,,nerostouci a zarovei neklesajici®. Pomoci definice tedy nedokazala
odvodit spravnou kategorii. To naznaCuje neliplné porozuméni definice neklesajici
posloupnosti. Nenaplnéné ocekavani si vysvétlujeme tim, Ze jsme pro experiment vybrali
respondenty, kteti byli pfili§ zkuSeni a vétSina z nich ziskdvala dalsi vzdé€lani jesté pred tim,

nez nastoupili na Pedagogickou fakultu. Vice tuto myslenku rozvijime nize.

Zjisténi z nasi studie nam ukazala, ze co se tycCe Uspesnosti pii kategorizaci, respondenti
obou skupin dosahli témét shodnych vysledkl. V ¢em se ale tyto skupiny lisi, je zptisob
prace s definici. Studenti, ktefi dostali pfedem formulovanou definici, méli tendenci ji
vyuzivat jako pevny referen¢ni bod. Tito studenti projevovali pti kategorizaci vétsi jistotu.
Naopak studenti, ktefi si museli definici formulovat sami, projevovali vét§i nejistotu pfi
aplikaci jejich vlastnich definic. Tento rozdil je ¢aste¢né¢ dén uz samotnym zadanim —
studenti pracuji s definici s vétsi jistotou, protoze vi, ze je zadana spravné. Nejistotu
korektnosti vlastni definice ukazal naptiklad respondent 6, kdyz tikal: ,,Nevim, ja jsem totiz

to tady néjak nadefinoval sdm a potom jsem se snazil drzet t¢ vlastni definice. Nevim, jestli

je spravna...*.
3.3 DalSi pozorovani

Za zminku stoji 1 stru¢nd analyza matematického vyjadfovani pii rozhovorech. Na zakladé¢
odpovédi i1 takto malého vzorku respondentii lze konstatovat, ze kvalita matematického
vyjadfovani se mezi jednotlivymi respondenty pomérné 1iSi. Nékteti respondenti, jako
napiiklad Respondent 1, projevuji schopnost jasn€ a srozumitelné popsat sviij mySlenkovy
proces a spravné vyuZzivaji matematickou terminologii. To vypovida o jejim dikladném
pochopeni definice a schopnosti aplikovat ji na konkrétni ptiklady. Na druhou stranu nékteti
respondenti, jako Respondent 5, vykazuji nedostatky v pfesnosti a konzistenci
matematického vyjadiovéani. Jeho vyroky jsou z hlediska matematické piesnosti nejasné
anespravné interpretuje pojmy, coZ naznacuje, ze student spiSe intuitivné manipuluje
s pojmy, nez aby vychdzel z presnych matematickych definic. Konkrétn€ neni ziejmé, zda
rozumi tomu, jaky vyznam ma v definici obecny kvantifikator nebo co presné znamenaji

pojmy ,,0boje* a ,,ani jedno*. Pro respondenty naSeho experimentu lze fici, Ze schopnost
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spravné kategorizovat posloupnosti a aplikovat matematické definice zavisi také

na schopnosti pfesného matematického vyjadifovani.

Jak jsme jiz zminili v obecném pozorovani, ve skupiné respondentt, ktefi dostali definici
naformulovanou, studovali dva ze tfi studentd pfed nastupem na Pedagogickou fakultu
na jiné vysoké Skole. Studenti s pfedchozim studiem, kde byla soucasti studijniho programu
1 matematika (v tomto piipadé mluvime o Matematicko-fyzikalni fakult¢ UK a Fakulté
architektury CVUT), mohli mit siln&jii zaklady v matematice ve srovnani s respondentem
bez predchoziho matematického studia. Piedchozi znalosti jim mohli zasadné usnadnit

feSeni vSech piedlozenych uloh.

Ve druhé skupiné se na vysoké skole vzdélavali respondenti 5 a 6 (v tomto ptipadé konkrétné
fakulta elektrotechnicka na CVUT a stavebni fakulta na VUT). Respondent 5 uvedl, Ze typy
uloh se podle n¢j opakuji, a proto je srovnaval mezi sebou a urcoval jejich kategorie
jednotné, pokud si byly posloupnosti podobné. Tento ptistup odpovida teorii prototypt, ktera
popisuje, ze lidé Casto kategorizuji objekty na zakladé jejich podobnosti s typickymi ptiklady
neboli prototypy, spiSe nez podle striktnich definic (Rosch, 1973). Prototypy zahrnuji
body pfi kategorizaci novych objektl (Rosch, 1978). Tento intuitivni zplsob mysleni je
ptirozeny a efektivni, ale v matematice, kde jsou ptesné definice klicové, mize vést
k systematickym chybam. Respondent 5 tak casto dochdzel k nespravnym zavérim, coZz
potvrzuje vyznam formalniho pochopeni matematickych pojmi a definic vedle intuitivniho
pfistupu zaloZeného na podobnosti. Zajimavé na reakcich respondenta 5 také je, ze spiSe nez
s n¢jakym centralnim prototypem neklesajici posloupnosti, porovnaval dané piiklady podle

svého popisu vzajemné nebo ve skupinach.

3.4 RozliSeni studentii podle rostoucich zkuSenosti s definicemi

matematickych pojmu

Jeden z moznych disledkli této studie naznacuje, Ze s rostoucimi zkuSenostmi studentli
s danymi pojmy se zmensuje vliv pfistupu k definici (ve smyslu zadani v rdmci experimentu

— tedy predloZend definice x vlastni formulce definice) na jejich vykon. Jinymi slovy, ¢im
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1épe studenti chapou koncept neklesajicich posloupnosti, tim méné zalezi na tom, zda jim

byla definice pfedloZena, nebo si ji museli sami formulovat.

Na zaklad¢ této uvahy lze formulovat nasledujici hypotézu. V procesu uc¢eni matematickych
konceptli mizeme ptredpokladat tfi etapy vyvoje, které se lisi vlivem piistupu k definici
na vykon studentti. Prvni etapu bychom mohli charakterizovat tak, ze studenti obecné neumi
prili§ pracovat s definicemi, maji problémy vyuzit ke kategorizaci predlozenou definici
i formulovat svou vlastni a na jejim zaklad¢ se rozhodovat. U studentt, ktefi se v této etapé
nachazi, je tézké odhadnout, jak by si se zadanim A i B vedli. Ti, ktefi obdrzi formulovanou
definici, mohou mit vyhodu, pokud maji asponi rdmcové zkusSenosti s definovanim pojmil
(nebo alespont oveéfovanim definic) a poskytnutd definice jim umozni rychleji a piesnéji
o konkrétnich ptikladech uvazovat (napf. respondent 3). Studenti, kteti si musi definici
formulovat sami, mohou ¢elit obtizim, protoze jejich schopnost vytvofit pfesnou a funkcni
definici mlze byt omezena jejich zatim nedostatecnymi dosavadnimi znalostmi
a zkuSenostmi s danym konceptem (napft. respondent 5). Tento rozdil mize vést k chybam
v kategorizaci a k nespravnému pochopeni pojmi, coz mize branit jejich dalSimu pokroku

(respondent 5 a ¢aste¢né respondent 2).

Druhé etapa odpovid4 vzorku studentil, které zahrnuli do svého experimentu Alcockova
a Simpson (2016), kteti ukézali, Ze se situace méni a vykonnéjs$i mohou byt spise studenti,
ktefi si definici formuluji sami a studenti, ktefi musi svou definici vysvétlit. Proces
formulace vlastni definice a pfipadné jejiho vysvétleni pak ziejmé& funguje jako jakysi
akcelerator jejich rozhodovani a umozituje hlubsi nahlédnuti daného pojmu. Zaroven se da
predpokladat, Ze tim, Ze si studenti definici sami vytvofi, se studenti aktivné zapojuji
do procesu uceni, coz podporuje lepsi osvojeni a aplikaci novych znalosti (Chi, 2009).
Samotna aktivita formulovani definice v této etapé pravdépodobné stimuluje kognitivni

procesy, které vedou k lepSimu pochopeni a efektivnéjsimu vyuziti pojma v praxi.

V tietim stadiu se rozdily mezi obéma ptistupy postupné vytraceji. Jakmile je poznatek
natolik pevné zakotven v kognitivni struktufe studenta, jiZ neni vyznamny rozdil v tom, zda
student obdrzel definici formulovanou nebo si ji musel formulovat sam. Obé& skupiny

studentll dosahuji srovnatelné urovné porozuméni a schopnosti aplikace pojmil, protoZe
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jejich znalosti jsou jiz dostatecné integrovany do jejich kognitivni struktury. Respondenti
této studie byli presné v tomto stadiu, a proto jsme nebyli schopni z experimentu vyvodit
zadné obecnéjsi zavery, protoze studenti (respektive skupiny) mezi sebou neméli vyznamné
rozdily v feSeni uloh. Jedinym drobnym rozdilem byla zmifiovana nejistota v reakcich

respondentl ze skupiny, kterd si formulovala vlastni definice.

Tato hypotéza mé implikace pro pedagogickou praxi. Pfi poCate¢nim seznamovani s novymi
pojmy miize byt efektivnéjsi vést studenty k budovani schopnosti umét definice spravné
formulovat. Abychom tuto fazi zkratili, mohli bychom schopnost se studenty budovat
pomoci co nejvice pojmi. Jakmile vSak studenti dosdhnou urcité irovn€ porozuméni, chtéli
bychom u nich co nejvice podpofit hlubsi kognitivni proces a lepsi osvojovéani pojmi (Chi,
2009). Zputsob, jak tohoto cile dosahnout, zatim neni jednoznacné dany. Nakonec,
v pokrocilych stadiich u¢eni, mize byt dilezité zaméfit se na aplikaci pojmil, protoze rozdily
mezi metodami se jiz stavaji irelevantnimi. Aktivnim procvi¢ovanim formulaci definic
(napfiklad pomoci zajimavych a netypickych ptikladii a protiptikladi) a vysvétlovani
matematickych pojmi u studentli podporujeme obecnou praci s definicemi a ti si tak
postupné osvoji tuto schopnost a mizou ji dale Uspésné vyuzit v podobnych situacich

a u dal$ich matematickych konceptt.

3.5 Implikace do vyuky matematiky a prinos do praxe ucitele

Zjisténi prezentované v této praci spolu se zavéry z ¢lanku (Alcock & Simpson, 2016)
pfinaseji cenné poznatky pro pedagogickou praxi uciteli matematiky. Zkoumani vlivu
pofadi cCinnosti (definovani, vysvétlovani, kategorizace) na porozuméni konceptu
neklesajici/nerostouci posloupnosti mohou byt predev§im podkladem pro zamySleni
se praktikujicich ucitelti o tom, jak pristupuji k vyuce matematickych pojmu a jejich definici.
Proto k nésledujicim obecnym zavérim uvadime vzdy navrh né&jaké aktivity ¢i ulohy, které

predstavuji jeden z moznych zpusobt, jak s témito fenomény miZe pracovat ucitel ve vyuce.

Studie prezentovand v této praci zduraziluje dulezitost aktivniho zapojeni studentii
do procesu uceni. Namisto pasivniho pfijimani hotovych definic a vysvétleni by méli byt

studenti povzbuzovani a motivovani k tomu, aby si pojmy sami definovali a vysvétlovali.
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To jim umoziuje nejenom hlubsi pochopeni daného pojmu, ale také pravdépodobné

snadné&jsi porozuméni novym pojmiim.

V praxi bychom tuto mySlenku mohli aplikovat naptiklad prostfednictvim nasledujici
aktivity:
Ukolem studenttl je vytvofit piiklady neklesajicich posloupnosti podle zadanych instrukci.
Naptiklad:

- Kazdy dalsi ¢len posloupnosti je vétsi nez Clen piredchozi.

- Kazdy dalsi ¢len posloupnosti je o polovinu vétsi nez ¢len predchozi.

- Kazdy ¢len posloupnosti se opakuje dvakrat a hodnoty posloupnosti rostou o 2,

po kazdych dvou ¢lenech.

Poté spolecné se studenty sepiSeme vlastnosti t€chto posloupnosti a nechdme je o nich
diskutovat. Mizeme pokladat dopliujici otazky a podporovat jimi aktivni ucast studenti.
Na zavér se studenti pokusi na zdkladé svych pozorovani a diskuze formulovat vlastni

definici neklesajici posloupnosti.

Ucitelé mohou vést studenty k diskuzim o daném tématu, pokladat jim podnétné otazky
a povzbuzovat je k vyjadieni vlastnich mySlenek a argumenti. Tento pfistup miZze byt
studentlim napomocny pii pochopeni dané problematiky a je mozné jich dosdhnout naptiklad
prostiednictvim skupinovych praci. Ty davaji studentim moznost si mezi sebou ukazat
rizné pohledy na véc a také svymi slovy vysvétlovat latku a rozvijet spolupraci. Skupinové
préace piinasi také pocit volnosti a moznost se vyjadfit pfed mensi skupinou studenti miize

byt komfortnéjsi nez pted celou tfidou.

Do vyuky bychom mohli tento aspekt prace s definicemi zatadit timto zpiisobem:

Na uvod se zeptame studentli, co si piedstavi pod pojmem “neklesajici posloupnost”.
ZapiSeme jejich napady na tabuli. Rozd¢lime studenty do skupin. PredloZime studentim
seznam konkrétnich posloupnosti 1 s jejich spravnym zatfazenim do kategorii. Nechdme
studenty diskutovat o znéni definice neklesajici posloupnosti a po skonceni s nimi shrneme

hlavni body jejich diskuzi a spole¢né korektni definici naformulujeme.

Resené kategoriza¢ni ulohy, podobné tém, které byly pouzity v tomto experimentu, by pak

mohly slouzit jako nastroj pro zjisténi, zda studenti chapou jednotlivé ¢asti definice. Zde
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jesté poznamenejme, Ze spravna kategorizace predlozenych ptikladii nemusi nutné znamenat
pochopeni definice. Nektefi respondenti dokazali spravné kategorizovat priklady, 1 kdyz
neuméli definici korektné formulovat nebo pouzivat. Kategorizaci studenti mohli provadét
napiiklad na zakladé¢ prototypti nebo vzajemné podobnosti posloupnosti. Netvrdime ptitom,
ze to je v né¢jakém smyslu Spatny piistup, ale spiSe to neptedstavuje cil, jehoz se pii praci

s definicemi matematickych pojmi snazi ucitelé dosahnout.

Studie naznacuje, Ze potadi ¢innosti (definovani, vysvétlovani, kategorizace) miize mit vliv
na uceni riznych studentii. Proto je dulezité tuto variabilitu zohlednovat a rozliSovat vyuku

tak, aby vyhovovala potfebam a preferencim jednotlivych studentt.

Ucitelé by také méli studenty vést k uvédomeéni si vlastnich procesti uceni a rozvijeni
metakognitivnich dovednosti. Reflexe nad tim, jak s pojmy pracuji, miize studentiim pomoci

v dal$im uceni a zlepsit jejich studijni strategie.

Konkrétni vyuziti ve vyuce si dovedeme predstavit naptiklad prostfednictvim této aktivity:

Nejprve zahajime diskuzi se studenty o vyznamu definic v matematice. Zeptdme se jich,
pro¢ je dilezité mit korektni definice a jak definice ovliviiuji jejich schopnost fesit problémy.
Poté zacneme diskuzi o tom, zda je nezbytné naformulovat spravnou definici neklesajici
posloupnosti, aby bylo mozné kategorizovat konkrétni posloupnosti, které studentim
predlozime. Konkrétné¢ bychom postupovali prostiednictvim nasledujicich otazek a tkolt

(idealné v psané podobé tak, aby kazdy svou odpoveéd’ musel naformulovat samostatné):

Proc¢ je pro nas dulezité mit presné definice matematickych pojma?

Definujte neklesajici posloupnost.
- Je mozné rozhodnout o kazdé posloupnosti, kterou si dovede piedstavit, zda je

neklesajici nebo ne pouze na zakladé vasi definice?

Jak je mozné tuto zkuSenost vyuzit pti dal§im studiu matematiky?

Na zavér aktivity shrneme hlavni vystupy z odpovédi zakt.

Vyse uvedené zavéry a navrzené aktivity mohou byt vyuzity k préaci s definicemi a tim

posilit jejich porozuméni matematickym pojmim.
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3.6 Limity studie, sebereflexe

V této kapitole se zamétfime na limity a slabé stranky této studie a na moznosti, jak
ji v budoucnu vylepsit. Pfi realizaci této studie jsem pfisla na né€kolik limit, které¢ ovlivnily
vysledky a interpretaci dat. Tyto limity je dulezit¢ zminit, aby bylo mozné spravné
vyhodnotit platnost a ptenositelnost nasich zjisténi. Sebereflexe tohoto vyzkumu poskytuje

také pohled na mozné oblasti zlepSeni a navrhuje budouci sméry pro dalsi vyzkum.

Jednim z hlavnich limith této studie byl maly, a ne zcela reprezentativni vzorek respondentti
(n = 8). To omezuje moznost zobecnit zjisténi na Sirsi populaci studenti, jelikoz zkuSenosti
a pristupy k udeni se mohou lisit v zavislosti na geografické lokalit&®, kultuie a akademické
disciplin&® studentii. Zvyseni rozsahu a riiznorodosti vzorku v budoucich studiich by posililo
vérohodnost a aplikovatelnost zdvért. Zatazeni studentll z rozmanitych prosttedi a s riznou
urovni zkusenosti s matematikou by umoznilo Iépe reflektovat realitu a posunout poznatky

k $irSimu publiku.

Pti vybéru studentt nebyly kontrolovany vSechny potencidlni faktory, které mohly ovlivnit
vysledky studentt, jako je jejich motivace, kognitivni styl a ucebni strategie ¢i predchozi
zkuSenosti se studiem matematiky. Jeden z ptrekvapivych faktort byla také skutecnost,
Ze vétSina respondentll (Ctyfi z Sesti) uz pred studiem na Pedagogické fakulté¢ studovali
na jinych vysokych Skolach. Dani studenti diky tomu mohli mit Iépe rozvinutou schopnost
prace s matematickymi pojmy a definicemi nez jejich kolegové bez téchto zkuSenosti. To
vSak v této studii nebylo jediné, co se ukazalo. Domnivam se, Ze pfedchozi vysokoskolské
studium v technickém oboru zahrnujici i matematiku mohlo ovlivnit studenty 1 opa¢nym
zptisobem. Piikladem uved’'me respondenta 5, ktery ve stiedoskolské latce hledal souvislosti,
se kterymi se na stfedni Skole u poymu Posloupnosti jisté nesetkal. Byl pravdépodobné
ovlivnén vyukou vysokoSkolské matematiky a nedokazal vSechny své znalosti oddélit

a smysluplné€ s nimi pracovat.

5 Stejné jako nasi respondenti, kteii podle ziskanych informaci studovali pfed nastupem na Pedagogickou
fakultu v riznych ¢astech republiky, Respondentka 1 dokonce na Slovensku.

6V tomto kontextu myslime specifickou oblast znalosti a dovednosti, kterou studenti rozviji v priibéhu svého
studia.
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3.7 Mozné navaznosti
I kdyz tato studie piinesla cenné poznatky o procesu uceni a osvojovani si matematickych
konceptt, otevira se prostor pro hlubsi prozkoumani, rozsifeni a ptipadnou tipravu nékterych

oblasti.

Pro budouci vyzkum by bylo pfinosné zvysit pocet ticastniki a zaroven zajistit jejich veétsi
ruznorodost. Toto zahrnuje zatazeni studenti z riznych geografickych lokalit, kulturnich
zdzemi a s riznou urovni matematickych znalosti a zkuSenosti. Takové rozsifeni
by umoznilo 1épe reflektovat rozmanitost skuteéné studentské populace a poskytnout
vysledky, které jsou vice zobecnitelné a aplikovatelné na Sirsi Skalu studentd. Do takové
studie bych zatadila studenty, kteti maji mensi zkuSenosti, ale zdroven védi, Ze se studiu
matematiky chtéji dale vénovat. Takovi studenti by byli schopni o matematickych
konceptech mluvit s dostate¢nymi znalostmi ziskanymi béhem jejich dosavadniho studia.
Vzhledem k jejich z4jmu se matematice vénovat i nadéale predpokladam, ze této oblasti uceni

vénovali dostateCné mnozstvi pozornosti.

Kdybychom studii pojali z dlouhodobéjsiho hlediska, mohli bychom 1épe pozorovat, jak
se pfistup studentd k matematickym pojmim postupem c¢asu méni. To by ndm mohlo
potvrdit disledek studie popisovany v kapitole 3.1. Kromé sledovani okamzitych vysledkt
by bylo mozZné zaznamenavat, jak se studentim dafi aplikovat ziskané znalosti, jak se jejich
porozuméni matematickym konceptim vyviji v prubéhu ¢asu a jaké dlouhodobé vyhody
prinaseji rizné vyukové strategie. Tento pristup by mohl odhalit dalsi faktory, které ovliviuji

efektivitu uceni, a poskytnout cenné informace pro pedagogy.

DalSim krokem by mohlo byt rozSifeni vyzkumu na jiné matematické koncepty mimo
soucasné zameéteni na nerostouci a neklesajici posloupnosti. Zkouméani dalSich oblasti, jako
jsou naptiklad algebraické struktury, geometrické pojmy nebo diferencidlni a integralni
pocet, by mohlo ptinést nové poznatky o tom, jak studenti vnimaji a kategorizuji razné typy
matematickych objektii. Tento §ir§i pohled by mohl piispét k obecnému porozumeéni procest

uceni v matematice.
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Zavér

V této praci jsme se pokusili prozkoumat vztah mezi definovanim a kategorizaci
matematickych pojmi na piikladu neklesajici posloupnosti. Cilem bylo prozkoumat, jak
rizné piistupy k definovani ovliviiuji schopnost studentli spravné kategorizovat
matematické objekty, a zda si studenti 1épe osvoji koncepty, pokud jsou aktivné zapojeni
do formulace definic. Kvali malému vzorku respondentli jsme nemohli z analyzy
experimentu vyvodit jednoznacny zaveér, kterym by se tato domnénka potvrdila ¢i vyvratila.
Pro obecnéjsi zaveéry bychom museli zménit metodologii vyzkumu a upravit vzorek
respondentul.

I ptes uvedené limity poskytuje tato studie zajimavé poznatky o procesu vyvoje a osvojeni
si novych pojmi z pohledu studenta. Rozliseni tii stadii vyvoje uceni pfinasi novy pohled

na dynamiku uceni a zdaraznuje dulezitost riiznych ptistupti v riiznych fazich uceni.

Psani této prace mi umoznilo ziskat hlubsi vhled do procesu experimentu, analyzy dat a také
vhled do matematickych pojmi a tomu, jak s nimi pracujeme. Naucila jsem se, jak peclivé
planovat a designovat vyzkum, stejn¢ jako jak dikladné¢ dokumentovat a prezentovat své
zjisténi. Prace na tomto projektu mi rovnéz pomohla rozvinout schopnost reflektovat vlastni
préci, coz jsou dovednosti, které jsou neocenitelné nejen v akademickém prostiedi, ale

1 v praktické pedagogické ¢innosti.
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