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ABSTRAKT

Cilem diplomové prace Porozumeéni vybranym funkcim u zZaku stiednich skol je popsat
postupy a nejcastéj$i chyby studentli pfi posouvani grafu mocninnych funkci a pouziti
absolutni hodnoty u mocninnych funkci. Prvni ¢ast prace mapuje historicky vyvoj funkci,
provadi analyzu dostupnych ucebnic a strucné rozebira relevantni vyzkumy tykajici se této
problematiky. Druhd ¢ast je zaméfena na vlastni vyzkum, jeho stru¢ny popis a analyzu chyb
a strategii. Diskuze téchto vysledkii a porovnani s jiz zminénymi vyzkumy se nachazi

v zavérecné kapitole.

KLiCOVA SLOVA
mocninna funkce, graf funkce, absolutni hodnota

ABSTRACT
The aim of the thesis Understanding of particular function by high school students is to

describe the procedures and the most common mistakes of students in shifting power
functions and application of absolute value for power functions. The first part of the thesis
traces the historical development of functions, analyses available textbooks and briefly
discusses relevant research on the subject. The second part focuses on the research itself with
a brief description and analysis of the errors and strategies. A discussion of these results and

a comparison with previously mentioned research is found in the final chapter.
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Uvod

Tato prace si klade za cil prozkoumat, do jaké miry maji stfedoSkolsti zaci porozumeéni
posunuti grafti funkci a dale popsat jejich postupy a nejcastéjsi chyby pii1 posouvani grafu
mocninnych funkei a pouziti absolutni hodnoty u mocninnych funkci. Funkce jsou jednim
z pilith matematiky a porozuméni jim je zasadni pro rozvoj analytického mysleni
a schopnost fesit slozité problémy. Bohuzel se v pribéhu vzdélavani nékteii zaci setkavaji
s obtizemi, které mohou vést k povrchnimu memorovani pravidel, aniz by skute¢né
porozuméli podstaté funkci. Tento pfistup muize zpusobit nedorozuméni a omezeni ve
zvladani matematickych konceptt jak v soucasnosti, tak i v budoucnosti.

V ramci mé diplomové préace jsem se zaméfila na zkouméni matematického porozumeéni
zaki na obchodni akademii, kteti budou v budoucnu pracovat v oborech, kde je matematika
neodmyslitelnou soucasti kazdodenniho profesniho zivota. Je zasadni, aby tito zaci méli
pevny zaklad ve vSech oblastech matematiky, véetné téch, které se tykaji mocninnych
funket.

Rozhodla jsem se zaméfit prav€é na mocninné funkce, nebot’ jsou klicovym prvkem
matematického modelovani v mnoha obchodnich a ekonomickych situacich, které patii
k vyuce na vybrané skole. Tyto divody m¢ vedly k vybéru této konkrétni oblasti pro mé
zkoumani. K urceni miry porozumeéni témto funkcim vyuZziji analyzu transformaci funkci,
zejména posunuti ve sméru osy x i y a mocninné funkce s absolutni hodnotou. Tyto techniky
mi poskytnou uceleny pohled na schopnosti Zaki v oblasti mocninnych funkci, cozZ je
dulezité pro jejich budouci profesni tspéch.

Tuto praci mizeme rozdé€lit na teoretickou a praktickou Cast. V teoretické Casti se
zabyvam nejen historii funkce a funkéniho mysleni, ale také se zamétuji na vyvoj pojmu
funkce jako takového. V podkapitolach 1.1 az 1.4 se vénuji ¢astem historie od staroveku az
po moderni dobu 20. stoleti. Kromé toho zde zkoumam postaveni funkci v RVP a analyzuji
ucebnice, které pokryvaji téma funkci na stfedni Skole a sleduji jejich pfistup k zavadéni
pojmu funkce. Na zavér této ¢asti je k dispozici shrnuti vybranych vyzkumd, které se tyka;ji
tématu funkci.

Ve druhé c¢asti se zabyvam vlastnim vyzkumem. Na zdklad€ teoretické casti jsem

formulovala pét vyzkumnych otazek, které jsem si stanovila na zac¢atku vyzkumu. Tyto



otazky byly klicové pfi sestavovani vyzkumného testu, ktery jsem nasledné zadala zakim
na obchodni akademii. Vyzkumny test byl navrzen tak, aby zkoumal riizné aspekty
porozumeéni posunuti grafu funkci a absolutni hodnoté u mocninnych funkci.

Po provedeni vyzkumu a dikladné analyze dosazenych vysledkil jsem se v zavére¢né
¢asti této prace zaméfila na zodpovézeni predem stanovenych vyzkumnych otézek. Ziskané
vysledky analyzy poskytly cenné poznatky o tom, jak Zaci chdpou dané matematické

koncepty, a odhalily rizné problémy a chyby, které se u nich nejcastéji vyskytuji.



1 Historie

Jak jsme jiz zminili, v této Casti se budeme zabyvat historii funkci. A to jak pojmu, tak
1 funkéniho mysleni, bez kterého by pojem funkce nedaval smysl.

Funkéni mysleni se vyvijelo v lidské spolecnosti v fadech stoleti az tisicileti.
Nemiizeme tedy urcit presny okamzik, odkdy lidé tento zplisob mysleni jiz pln€ uzivali.
Naopak zavedeni pojmu funkce muzeme datovat piesnéji. Toto slovo poprvé pouzil
Gottfried Wilhelm Leibniz roku 1673 a to v ,, Methodus tangentium inversa, seu de
functionibus ** (,, Inverzni metoda tecen neboli o funkcich“) (Lomtatidze, str.171). Vyznam
tohoto slova vSak nebyl stejny, jak je tomu dnes (viz. Odstavec 1.3 Rany novovék).

V nésledujicich ¢astech této prace se budeme podrobné zabyvat vyvojem funkéniho
mysleni, abychom nasledné mohli Iépe pochopit obtize, se kterymi se mohou setkdvat zaci
stitednich Skol. Pro ptehlednost jsme z celé historie vybrali Ctyfi vyznamné obdobi, ktera
doba (18.-20. stoleti). Kazdé z téchto obdobi ptindsi specifické poznatky a ptistupy, které

nam pomohou 1épe pochopit vyvoj funkéniho mysleni v kontextu historického vyvoje.

1.1 Starovék

Jako zacatek staroveéku se povazuje ndstup prvnich statnich utvart (cca 4.-1. tisicileti pted
Kristem). Pro starovék je nejen z hlediska matematiky typické zaznamenéavani ptirodnich
déja. Lidé pozorovali oblohu, nebeské déje nebo ptirodu. Pomoci zaznamenavani téchto
udaju ziskavali postupné spojity déj a uvédomovali si rizné zavislosti.

Prvni znamky funkéniho mysSleni miiZeme najit jiz kolem roku 2000 pf. n. L
v Babylonské ti8i (cca 2100-2000 pt. n. 1. az 539 pf. n. 1.). Staii Babylonané vyuzivali
tabulky k riznym vypoctim v astronomii, zeméd¢lstvi, obchodu atd. V téchto tabulkach
méli konkrétné vyjadiené zavislosti jako napt.:

n - %,n -n%n - Vn,n-n’n - n,n - n?+n (Kopackova, 2002, str. 150).



Dale ale i zavislosti schodovité funkce, nebo po ¢astech linearni, kterou mizeme
vidét v appletu The Zigzag Function v programu Geogebra!. Jak pise Juskevi¢ ve své knize
The Concept of Function up to the Middle of the 19th Century tato funkce spolu se step
function slouzily za vlady Seleuka k urceni polohy Slunce a Mésice na obloze.

Nasleduje dalsi etapa, a to Starovéké Recko (1000 pf. n. 1. — 500 n.1.). John Fauvel
ve své knize Music and Mathematics: From Pythagoras to Fractals pisSe o ranych
Pythagorejcich (cca 5. stol. pf. n. 1.), ktefi se zabyvali mimo jiné i akustikou, kde zkoumali
naptiklad vztah mezi délkou a tloustkou struny a vyskou zvuku. Po Pythagorejcich zminime
Alexandrijskou dobu (cca 3. stol. pf n. 1.), kdy astronomové vypocitali pomoci tétiv a obvodi
daného poloméru hodnoty podobné funkci sinus®>. Nesmime opomenout, Ze ani myslenka
zmény proménné hodnoty nebyla lidem v Antice cizi. Toto miiZzeme sledovat v problematice
tykajici se pohybu. Aristoteles rozlisil ¢tyfi hlavni zmény (pohyby) svétovych procesi:
zmeéna v substanci, zména v kvalité a kvantité a nakonec zména mista (Osolsobg, str. 70).
Nicmén¢ ackoliv si byli lidé téchto proménnych védomi, nestala se proménna objektem
matematickych studii.

Rekové ale rozvijeli dale i matematiku jako takovou. Snaha o nalezeni kofenti
kubickych rovnic vedla k prohlubovéni znalosti o kuzeloseckach. Rekové se pak pomoci

takzvaného symptomu snazili popsat obecnou kiivku:

Symptom né&jakého kuzelovitého fezu predstavuje, jak by moderni matematik fekl,
pro kazdy bod dané kiivky jednu a tu samou funkciondlni zavislost mezi piilkou
tétivy y a useckou x na pruméru konjugovaného s tétivou, konec této usecky je

prasecik pruméru s tétivou a odpovidajici vrchol (Kopackova, 2001, str. 40).

Abychom tento pojem Iépe pochopili, uvadim zde ptiklad symptomu. Mé&me elipsu
a na ni vyznacen jeji prumér 4B (Obrazek 1). Déle jeji tétivu CD. Prasecik tétivy CD
s prumérem nazvéme E. Dale oznac¢me tusecku CE jako y a EA jako x. Necht' d je velikost

priméru. Pak existuje neménné ¢islo, které nazveme symptomem:

! The Zigzag Function — GeoGebra. GeoGebra — the world’s favorite, free math tools used by over 100 million
students and teachers [online]. [cit. 11.11.2022]. Dostupné z: https://www.geogebra.org/m/zqqnXG4U
2 Funkci sinus viak zaznamenali az Indové v 5. stoleti n.1.
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Obrazek 1: Priklad symptomu u elipsy

Dalsich konkrétnich ptikladi kiivek je mnoho. Rekové se zabyvali i kfivkami
vzniklymi spojitymi pohyby. Jedna se hlavné o kiivky jako: kvadratrix, spiraly, cissoida,
nebo konchoida.

K dalsimu postupu ve funkcionalnim ale i v infinitesimalnim mysleni pfispéla

vr . sinx v .y R SN2 IR . ;
napiiklad: znalost 11n(1) — (Juskevic, str. 6) nebo feseni problémil tykajicich se extrémnich
xX—

hodnot a te¢en kfivek. Rekové fesili tyto ulohy metodami, které byly podobné diferencialnim
nebo integralnim poctim. Podle Edwardse v jeho knize The Historical Development of the
Calculus Archimedes napiiklad pouzival takzvanou vykryvaci metodu. Podstatou této
metody je postupné piiblizovani se k hodnoté obsahu nebo objemu daného obrazce nebo
télesa pomoci geometrickych Utvari, jejichZ obsah nebo objem je znamy a lze je snadno
vypocitat. Naptiklad pfi ur€ovani obsahu kruhu Archimedes pouzil pravidelné
mnohothelniky vepsané a opsané¢ kruhu. Postupné zvySoval pocet stran téchto
mnohouhelniktl, ¢imz se jejich obsah pfiblizoval skutecnému obsahu kruhu. Tento proces
pokracoval, dokud rozdil mezi obsahem vepsaného a opsaného mnohouhelniku nebyl
zanedbatelné maly. Takto dokazal ur€it i obsah segmentu paraboly, obsah elipsy nebo objem
a povrch koule.

Musime zde také uvést Ptolemaiovu préci tykajici se refrakce. Své matematické
metody a vypocty poloh Slunce a Mé&sice, které vedly k funkcim o jedné, dvou nebo tfech
neznamych, popisuje Ptolemaios (85-165 n. 1.) ve svém dile A/magest. Zde udava i tabulku

hodnot délky tétivy v kruhu v zavislosti na sttedovém uhlu, ktery ji vymezuje. Pomoci této

10



tabulky popisuje funkéni vztah, kde tet(a) je délka tétivy, r je polomér kruhu a « je velikost

sttedového uhlu:
tet(a) = 2rsin (g) (Smykalova, str. 10).

Pokud dédme stranou Diofanta (cca 250 n. 1) a jeho zapisy mocnin, anticka
matematika postradala veskery symbolicky zapis, coz ¢inilo porozuméni funkcim o néco
nedokazali najit ale obecny ptedpis, ¢i obecnou funkcionalitu. Jejich pfinos mizeme vSak
sledovat pravé v téchto popisech jednotlivych zavislosti. Pfestoze antické civilizace byla
velmi vyspéla, neda se tedy obecné Fict, Ze by Rekové plné vyuzivali funkéni mysleni.
Chybél jim totiz vyraz ¢i pojem, ktery by vSechny konkrétni zékonitosti sjednocoval. Tyto
zékonitosti viak dokazali Rekové vyjadtit pomoci tabulky, slovnim popisem, graficky, nebo
kinematickym pravidlem. A dale slouzily i byly hojné vyuzivany pro dal$i rozvoj

funkcionality.

1.2 Stredovék
Po padu fimské tise (476 n.l.) byli pro funkéni mysleni vyznamngj$i az indicti myslitelé,
kteti se matematikou vice zabyvali a dale ji rozvijeli. V 5. stoleti naSeho letopoctu zavadéji
funkci sinus a poté nésleduje 1 funkce kosinus.

Déle zminime perského filozofa, astronoma a matematika Al-Biruni (973-1050),
ktery se zabyval zrychlenym pohybem a také uvazoval o obecné kiivce. Bohuzel vSak po
ném se dlouhou chvili nikdo timto smérem neubiral.

V Evropé, hlavné ve Francii a v Anglii, pfirodni filozofové (13. — 14. stoleti), ktefi
navazovali na Aristotela a dalsi, prohlasovali matematiku za hlavni néstroj ke zkoumani
ptirodnich d&ji. To, ¢im se tito filozofové zabyvali, bylo mimo jiné i optika, mechanika,
teplotni jevy, hustota, ale 1 nerovhomérny pohyb. Nebot nejen tyto obory vyzadovaly
zapojeni funkci pro sviij rozvoj.

Jak piSe Kopackova (Kopackova, 2001, str. 49), tito scholastici pouZzivaji pojmy jako
kvalita ¢i forma (teplo, svétlo, barva, hustota, vzdalenost, rychlost apod.). Tyto formy maji
rizné stupné intenzity a spojit€ se meéni uvnitf jistych mezi. Intenzity forem jsou pak
posuzovany ve vztahu ke svym extenzitdm (Cas, hmotnost). Sjednotilo se kinematické

a matematické mysleni a jak také udava i Juskevic:
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Soucasn¢ se objevila mysSlenka, ze kvantitativni zdkony piirody jsou zakony

funkéniho typu postupné dozravala v pFirodni filozofii (Juskevig, str. 45)°.

Oxfordsi kalkulatofi, zndmi matematici z Mertonské koleje v Oxfordské univerzity,
William Heytesburry, Richard Swineshead a John Dubleton se zabyvali spiSe
kinematickoaritmetickym smérem. U této skupiny matematiki mizeme nalézt prvni
rigor6zni definici pojmu rovnomérného pohybu. Tito matematici se proslavili i svym
Mertonovym pravidlem a zaslouzili se tak o nejvétsi prilom v mechanice ve své dobé. Toto

pravidlo pravi, ze

pokud je téleso rovnomérné zrychleno zrychlosti vy na v; vur€itém casovém
intervalu a urazi vzdélenost s, pak stejnou vzdalenost urazi téleso pohybujici se

konstantni rychlosti:

v = Uo;r—vl (Sonar, str. 140)*.

Naopak Nicole Oresme (1323-1382) se zabyval geometrickym smérem, coZ si hned
ukazeme. Tento scholastik znazorfioval stupné intenzity useckami (latitudes) odpovidajicich
délek, kolmo® k useckam (longitudes), které odpovidaly k extenzitam (Obrazek 2). Vyssi
konec usecek zvanych latitudes vytvarel linii intezity (linea intensionis). Tato linie spolu

s krajnimi latitudes a se vSemi longitudes znazorfiovala danou kvalitu a jeji stupné.

N

Obrazek 2: Oresme - latitudes a longitudes. Prevzato z: A Source Book in Mathematics od Dirka Jana Struika

3 Simultaneously, an idea that quantitative laws of nature were laws of functional type gradually ripened in
natural philosophy.
*#1f a body is uniformly accelerated from velocity v, to v; within a certain time interval and traverses a distance

s, then the same distance is traversed by a body moving with a constant velocity of v = Yot

5 Tento thel miizeme zvolit libovolné.
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Ackoliv jesté nejsou definovany, mizeme zde vidét jiz védomé pouzivani zavislé
(latitudes) a nezavislé proménné (longitudes). Dale mizeme chapat lineu intensionis jako
funk¢ni zavislost. Dovolme si pfipomenout, Ze slovo funkce jesté nebylo znamé. Muzeme
vSak soudit, ze lidé jiz 1épe rozuméli funkcionalité, a dokonce funkci dokazali definovat bud’
slovnim popisem jeji specifické vlastnosti nebo graficky.

Oresme dale rozd¢lil linearni kvality (formy) na:

1) Rovnomérnd kvalita (qualitas uniformis), kde konstantni linie intenzity je
rovnob¢&zna s longitudes

2) Nerovnomeérna kvalita (uniformiter difformis)

je takova, ze pokud vezmeme libovolné tii body (uvazované piimky), je pomér
vzdalenosti mezi prvnim a druhym bodem ke vzdélenosti mezi druhym a tfetim
bodem stejny jako pomér piebytku intenzity prvniho bodu nad intenzitou druhého
bodu k piebytku intenzity druhého bodu nad intenzitou tfetiho bodu; prvni z téchto

tf bodii nazyvam bodem s nejvétsi intenzitou (Oresme, str.192-193)5.

Pokusime se nyni tuto kvalitu definovat pomoci dnesni matematiky. Vezméme si tii
body se soufadnicemi: A, [aq, b,], Az[a,, b, ], As[as, bs] (Obrazek 3). Aby tyto body spadali
do této kvality, musi splilovat tuto rovnost:

by—b, a;—a,

bz - b3 B az - a3
Linie intenzity je tu tedy pfepona pravothlého trojuhelniku, nebo ¢tvrta strana pravouhlého
lichobéZniku, jehoZ jedna strana je longitude a zdkladny jsou latitudes (jedna se tedy

v dneSnim pojmoslovi o linearni funket).

6 Is one in which if any three points (of the line considered) are taken, the ratio of the distance between the first
and the second to the distance between the second and the third is as the ratio of the excess in the intensity of
the first point over that of the second point to the excess of that of the second point over that of the third point;
I call the first of those three points the one of the greatest intensity.
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Obrazek 3: Nerovnomeérna kvalita
3) Difformiter difformis, kam patii vSechny ostatni ptipady.

Pokud uvedeme ptiklad téchto kvalit na pohybu, pak bychom mohli rovnomérny
pohyb povazovat za zastupce rovnomérné kvality (qualitas uniformis). Zastupcem
nerovnomérné kvality (uniformiter difformis) by byl zrychleny pohyb, a nerovnomérny
pohyb, ktery je zastupcem difformiter difformis, by vykazoval proménlivou rychlost. Jejich
grafické zndzornéni, kde osa x (extensio) pfedstavuje Cas a osa y (intensio) predstavuje
rychlost, by vypadalo takto (Obrazek 4):

infensio infensio intensio

difformiter
difformis

/

. _ %formit r
uniformis . difformis

| >

1

extensio extensio extensio

Obrazek 4: Oresme - grafické zobrazeni. Prevzato z Sonar, str. 145.
Jist¢ miZeme fici, Ze scholastici 14. a 15. stoleti vyrazné pfispé€li k chapani funkeci.
Vzapéti na né navazuji dal$i matematicti velikani, ktefi jejich poznani déle prohlubuji

a zdokonaluji.
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1.3 Rany novovék
Béhem raného novovéku (pfiblizné konec 15. stoleti -17. stoleti) doslo k vyznamnym
zménam v chapani matematickych funkci. Toto obdobi bylo charakterizovano rozvojem
matematickych metod a mysleni, které polozily zaklady pro moderni matematiku.

K vyvoji funkci urcité ptispély rozvijejici se algebraické metody. V 16. stoleti
prispeli matematici jako Francois Viéte k rozvoji algebry. Viete pouzil symbolicky zépis pro
koeficienty a nezndmé v rovnicich, coz umoznilo zobrazovat matematické vztahy
v abstraktni podobé. Tento symbolicky zéapis pozdéji pfevzali i jini matematici jako
napftiklad René Descartes, Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz, nebo Leonhard Euler
v jejich odvétvich matematiky.

Musime vSak upozornit na zacatky analytické geometrie, ktera je pro rozvoj funkci
nepostradatelna. Pierre de Fermat navazal na praci Francoisa Viéteho a rozvinul koncept
soufadnic v algebraickém jazyce pro studium kuzelosecek. Svoji praci se vSak nesnazil nijak

vvvvvv

vét v historii analytické geometrie, ktera je prave jemu pfipisovéana:

V piipadé, kdy v kone¢né rovnici nalezneme dvé neznamé veliiny, mame obrazec,
pficemz koncovy bod jedné z téchto veliin popisuje pfimku, bud’ rovnou, nebo

zakiivenou. (Boyer, str 17).

Vyznam Fermatova pfistupu k analytické geometrii spoc¢ivd v tom, Ze dokdzal popsat
geometrické Utvary pomoci rovnic, coz umozZnilo algebraické studium geometrickych
problémil.

René Descartes také propojil geometrii s algebrou a zavedl soufadnicovy systém.
Tim umoznil zobrazovat geometrické objekty pomoci algebraickych rovnic a zjednodusil

tak analyzu matematickych funkci. Toto miiZeme sledovat v jeho dile: ,, La géométrie*:

Davame-li ¢are (kiivce) y postupné nekone€né mnozstvi riznych hodnot, najdeme
také nekonecné mnozstvi hodnot x a timto zplsobem dostaneme nekonecné
mnozstvi riznych bodii . . .: a ty opiSou hledanou kiivou ¢aru (Kopackova, 2001, str.

53).
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Tyto hodnoty Descartes i Fermat zanaseli do grafu jinak, nez je tomu zndmo dnes.
Na horizontalni osu, kde byl vyznacen poc¢atek, v daném sméru ordinaty nanaseli rizné body
a tim dostali graf.

Sviij podil ve vyvoji funkei ma i trigonometrie. Jeji vyvoj sehral v novoveéku
(pfevazné v 16. stoleti) také dulezitou roli a to hlavné v astronomii a v navigacnich
metodach. Jost Biirgi spocital logaritmické tabulky jako vztah mezi geometrickym postupem
mocnin stejného zdkladu a aritmetickym postupem mocnin. Jiny pohled na logaritmus

muzeme vidét u J. Nepera:

... jehoz prace byla publikovéana v letech 1614-1619, postupoval od srovnani dvou
spojitych pfimych pohybil, z nichz jeden byl pohyb bodu (L), ktery se pohybuje
rovnomérné a druhy byl pohyb druhého bodu (N), jehoz rychlost se piredpoklada
proporcionalni vzdalenosti od néjakého pevného bodu. V tomto piipadé je
vzdalenost, kterou urazi bod L, (napierovsky) logaritmus vzdalenosti, kterou urazi

bod N (Juskevig, str.16).

Tento logaritmus nesplituje nekteré ndm dnes zndmé vlastnosti logaritmi o libovolném
kladném zakladu rizném od jedné. V roce 1624 vSak ptichazi Henry Briggs s dekadickym

logaritmem, ktery spliluje tyto vlastnosti a ma vztah k Napierovskému:

Kde Nog je Napierovky logaritmus (Kopackova, 2001, str. 51)

Musim vSak zdaraznit, Edwards ve své knize The Historical Development of
Calculus pise, Zze v této dobé jeSte obecny koncept funkci nebyl zndmy. Napierovsky
logaritmus je pouze zaloZen na konkrétnim funkénim vztahu. Logaritmicka funkce se tak

stala prototypem tohoto obecného konceptu funkei.

7 ... whose work was published in 1614-1619, proceeded from a comparison of two continuous rectilinear
motions, one being that of a point (L) moving uniformly and the other being that of a second point (N) the
velocity of which is presumed proportional to its distance from some fixed point. In this case, the distance
travelled by point L is the (Napierian) logarithm of the distance travelled by point N.
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Infinitesimalni Gvahy se staly nedilnou soucasti vypocti obsahtl, objemti a konstrukci
teCen, a to s vyznamnymi dopady v matematice. Johannes Kepler ve své praci Nova
stereometria doliorum vinariorum vyuzil téchto tivah k vypoctu objemu sudii na vino
(Koudela, str.16). Zajima se zde ale pouze o rotacni télesa. Bonaventura Cavalieri pak
rozvinul tento koncept s Cavalierovym principem, ktery slouzi k vypocétu obsahu rovinnych
utvard a objemu téles v jeho dile Geometria indivisibilibus continuoru (Schwabik, str. 25).
Tento princip mizeme pouzit k vypoctu objemu urcitého télesa, pokud zname objem

druhého télesa, které spliuje podminky urcené nasledujici vétou:

Maji-li dvé télesa stejnou vysku a jsou-li fezy rovinami rovnobéznymi s télesem
se zdkladnami a ve stejnych vzdéalenostech od nich, jsou vzdy v daném poméru,

pak jsou v tomto poméru i objemy t&chto téles (Edwards, str. 104)8.

John Wallis se také zabyval infinitesimalnimi tvahami a vyuzil je k urceni
kvadratury paraboly a k vypoctu poméru objemt kuzele a vélce.

Piere de Fermat a Blaise Pascal rovnéZ pracovali s témito metodami. Fermat je vyuzil
k nalezeni te¢ny ke kiivce, zatimco Pascal se zabyval obsahem pulkruhu (Fauvel a Gray,
1987, s. 378). Tyto piistupy polozily zéklady diferencialniho a integralniho poctu, coz bylo
zasadni pro rozvoj moderniho kalkulu. Isaac Newton a Gottfried Wilelm Leibniz nezavisle
na sob€ rozvinuli tyto metody v 17. stoleti, cozZ umoznilo studovat zmény a plochy pod
kiivkou. A to se stalo kliCovym prvkem analyzy funkeci.

U Isaaca Newtona, ptesnéji v jeho knize Method of Fluxions and Infinite Series,
muzeme nalézt dva terminy: fluent (quantitas correlata) a fluxions (quantitas relata). Zatimco
nejprve byly tyto terminy spjaty s ¢asem, pozdéji je od tohoto hlediska odprostil. Fluenta
hrala roli nezavislé proménné, kdezto fluxions zavislé proménné. Fluenta mohla byt
vyjadfena analyticky, nebo pomoci souctu nekone¢né fady (Newton, 1736).

Jak uz jsme zminili, v tomto ¢asovém rozmezi byl poprvé pouzit termin funkce a to
Gottfriedem Wilhelmem Leibnizem roku 1673. Je dulezité poznamenat, Ze vyznam slova

,funkce* v Leibnizoveé pojeti byl odliSny od jeho soucasného vyznamu. Zacal pouzivat tento

8 If two solids have equal altitudes, and if sections made by planes parallel to the bases and at equal distances
from them are always in a given ratio, then the volumes of the solids are also in this ratio.
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termin ve spojeni s kiivkou a jeji tenou v daném bodé¢€. Pro n¢j byly rizné tseky na osach
spojené s konstrukci te¢ny funkcemi kiivky. Neomezoval se pouze na useky vytvorené
te¢nou, ale také zkoumal dalsi useky vznikajici pfi konstrukei dalSich ptfimek spojenych
s danym bodem na ktivce, jako jsou normala a chordala.

I kdyz Leibnizovo pojeti funkce mélo geometricky charakter, slovo funkce u néj mélo
dokonce dva smysly. A to oznaceni urcité vlastnosti nebo role a pojmenovani vysledku nebo
objektu s touto vlastnosti. Leibniz také pouzival termin ,,relatio Cesky ,,vztah* v kontextu,
ktery by dnes odpovidal pojmu ,,funkce.

Bohuzel v té dob¢ jesté nedostateéné vymezoval, co jsou nezavislé volné proménné,
protoze kiivka nebyla chapéana jako graf funkce, ale jako geometricky objekt, vyjadiujici
vztah mezi abscisou (x-ova soufadnice) a ordindtou (y-ova soufadnice). Jacob Bernoulli
v roce 1684 pouzil termin ,,funkéni ¢ara“ pro kiivku, coz naznacuje pfechod od ptivodniho
geometrického vyznamu k pojmenovani kiivek.

Postupné se vyznam slova ,,funkce® zménil a matematici zacali klast vétsi diiraz na
vzorce a rovnice spojené s funkcemi kfivky. Proménnou zacali vnimat spise jako hodnotu
zavislou na ostatnich proménnych a konstantadch v rovnici nez na samotné kiivce. Toto se
promitlo v nasledujicim vyvoji pojmu ,,funkce®.

Vroce 1694 Johann Bernoulli zacal pouzivat pismeno n k oznaceni libovolné
veli¢iny v souvislosti s rozvojem fady [ndz, ale vté dob& jesté nepouzival termin
,funkce®. AvSak v nasledujicich letech, se zacal 1 zde termin ,,funkce* vyuzivat. Ve svém
dopise Leibnizovi z roku 1698 mluvi o funkcich ordinat pifi feSeni izoperimetrického
problému. Dale mluvi i o funkci proménné misto funkce kiivky a ¢im dél tim vice povazuje
funkci za analyticky vyraz, coz signalizuje zménu od plivodniho geometrického pojeti
k chapani funkce jako analytického vyrazu

Celkové lze tici, Ze rany novovek piinesl do matematiky mnoho inovaci a novych
metod, které vedly k hlubSimu chapani matematickych funkci a umoznily rozvoj moderni

matematické analyzy.
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1.4 Moderni doba (18. - 20. stoleti)

Technicky pokrok 18. az 20. stoleti pfinesl primyslovou revoluci, kdy vynalezy jako parni
stroj a textilni stroje zdsadné zmeénily vyrobni procesy. Rozvoj Zeleznic v 19. stoleti
revoluéné zmeénil dopravu a umoznil rychlejsi a levnéj$i pohyb zbozi a osob. Vyndlez
telegrafu a pozdéji telefonu umoznil rychlou komunikaci na velké vzdalenosti, ovliviujici
obchod 1 mezinarodni politiku. Vznik moderniho inzenyrstvi a technickych disciplin polozil
zaklady pro dalsi inovace a technologicky rist v 20. stoleti.

Mulzeme zaznamenat i pokroky ve vyvoji funkce. V roce 1718 Johann Bernoulli
vyikl definici funkce, na niz pak navazal v roce 1748 Leonhard Euler, kdy nahradil slovo

»veli¢ina® slovnim spojenim ,,analyticky vyraz*.

Funkce proménné veliCiny je analyticky vyraz slozeny jakymkoli zpisobem z této

proménné veli¢iny a z konstantnich &isel nebo veli¢in (Dominiques, str. 195)°.

Dale Euler definuje i pojmy jako je proménna a konstantni veli¢ina. Dodefinovava
1 zpuisoby, jak sestavit proménnou veli¢inu. Za zajimavost mtizeme ale brat, Ze konstanta pro
Eulera nebyla funkeci. Timto se pohled na funkce jako takové zménil. Matematici jiZ s nimi
mohli snaze provadét matematické operace. Bohuzel tato definice nevyhovovala Jeanu
Baptistovi le Rond d’ Alembertovi a jeho slavnému problému kmitajici struny. Proto v roce

1755 pak ptiSel Euler s novou definici funkce:

KdyZ né&jaké kvantity zaviseji na jinych tak, ze pfi zmén€ poslednich se samy také
meéni, pak se prvni nazyvaji funkcemi druhych. Toto pojmenovani mad mimotadné
Sirokou povahu, zahrne v sobé vSechny mozné zptsoby, jakymi Ize jednu kvantitu

urcit pomoci jinych (Schwabik, str. 46).

Euler také ve své knize , Introductio” rozdéluje funkce na algebraické
a transcendentni. Algebraické pak dale dé€li na raciondlni a iracionalni (Schwabik, s.40).

A racionalni na celé a lomené. Nachazime u néj 1 explicitni a implicitni funkce, kde zastava

® Functio quantitas variabilis, est expressio analytica quomodocunque composita ex illa quantitate variabili, et
numeris seu quantitabus constantibus.
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nazor, ze kazda funkce lze zapsat jako soucet nekonecné mocninné fady s racionalnimi
koeficienty. Zavedl i oznaceni funkci, jak jej zname dnes (f pro funkci a f(x) pro oddéleni
argumentu). V roce 1772 zndmy matematik Joseph-Louis Lagrange definuje funkci jako
jakykoli vyraz analyzy.

To, ze Euler nemluvi o tom, jak jsou funk¢ni hodnoty ziskany, podtrhl svou definici

i Sylvestre Francois Lacroix, kdy:

Pojem funkce prestava byt spojovan s algebraickym vyrazem, pripousti se i funkce
definované pomoci mocninné fady nebo funkce, pro které neni explicitni pfedpis

znam (Koudela, str. 33).

S vyuzitim trigonometrické fady jako analytického néstroje n¢ktefi matematici zacali
pouzivat formule za piili§ omezujici. Zacalo se opét vice klast diiraz na pojeti funkce jako
kfivky, coz umoznovalo obecnéjsi tivahy. Daniel Bernoulli se odvazil predpokladat, ze
jakoukoli ktivku lze reprezentovat analytickym vyrazem, avSak ne pouze ve formé
mocninné, ale i trigonometrické fady.

Stoji za to si uvédomit rozdilnost v chapani terminu spojitost. Pro matematiky
v zacatcich 18. stoleti byla funkce spojita praveé tehdy, kdyz se jeji analytické vyjadieni
nezménilo v celém jejim defini¢nim oboru. Koncem 18. stoleti v§ak Augustin Louis Cauchy
poukazal na funkci, kterd je dand y = x prox >0 ay = —x pro x < 0, jeZ je podle této
definice nespojita, ale kdybychom ji piepsalido y = \/x_z, tak spojita razem je. Tento rozpor
ho vedl k zméné€ ve vnimani pojmu spojitost a nastartoval vyvoj k jiz zminéné dnes znamé

definici spojitosti:
Bud f funkce definovana v bodé x, a jistém jeho okoli. Rekneme, Ze funkce f je
spojita v bodé x,, jestlize existuje lim f(x) a plati lim f(x) = f(x,) (Sirackova,
X—Xg X—Xg

str.10).

V 18. stoleti zacalo chdpani funkce jako analytického vyrazu ¢i mocninné fady

postupné narazet na nedostatky. Matematici se potykali s novymi problémy v astronomii

20



a matematické fyzice, zejména pii feSeni kmitajicich strun. Tyto problémy vedly k objevu
funkci, které nebylo mozn¢ popsat analyticky ani pomoci mocninnych fad.
Na pocatku 19. stoleti se tak zménilo chapani funkce. Funkeci se jiz rozumi jakakoli

zavislost mezi proménnymi, coz doklada i Jean Baptiste Joseph Fourier:

Obecné funkce predstavuje posloupnost hodnot nebo ordinat, z nichz je kazda

libovolna (Kopackova, 2001, str. 67).
Definici pojmu funkce mtizeme vidét i u Nikolaje Ivanovic¢e Lovabacevskije:

Obecné pojeti funkce vyzaduje, aby funkce proménné x byla ¢islo, které je dano pro
kazdé x a které se postupné méni s x. Hodnota funkce miize byt dana bud’
analytickym vyrazem nebo podminkou, kterd dava zplsob testovani vSech cisel
a vybéru jednoho z nich, nebo konecné zavislost mize existovat a ziistat nezndma

(Kopéackova, 2001, str. 70).

Ale az Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet poprvé roku 1837 explicitné zdlraznil
jednoznacnost funkéni hodnoty ve své definici funkce a tak se zrodila definice, kterd je dnes

hojné vyuZivana:

Jestlize proménnd y zavisi na proménné x tak, ze je-li x pfifazena hodnota, pak z ni
podle ur¢itého pravidla vyplyva jedine¢na hodnota pro y, pak se y nazyva funkce x

(Sonar, str. 508)!°.

K dal$imu kroku v pochopeni podstaty funkci pomohl Dirichlet s funkci D (x), ktera

neni v zddném bod¢ spojita (Obrazek 5):

1 pokudx €Q

D(x) = {0, pokud x € R — Q. (Habala, 2001).

10 1f a variable y depends on a variable x so that if x is an assigned value then, following a rule, it follows a
unique value for y, then y is called a function of x.
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Obrazek 5: Dirichletova funkce

VétsSina matematikti se v tuto dobu domnivala, ze diferencovatelnost je disledkem
spojitosti. Toto vyvratil az Georg Friedrich Berhard Riemann, kdy ukazal funkci, ktera je

sice spojita, ale piesto nema derivaci v zadném jejim bod¢ (Obrazek 6).

0, pokud x je iracionalni ¢islo.

R(x) = {

1 : «1.. . (Kéannai, str. 746).
7’ pokud x = s, kde p, q jsou nesoudélna ( ’ )
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Obrdazek 6: Riemannova funkce

Ptesuneme-li se do 20. stoleti musime zminit Georga Cantora, ktery pfispél se svoji
definici funkce:

Pod pojmem ,,pfifazeni mnoziny N k prvkiim mnoziny M" nebo, jednoduseji feceno,
pod pojmem ,,pfifazeni N k M" rozumime zékon, podle kterého je urcity prvek M
spojen s kazdym prvkem n z M, pfi€emz jeden a tentyz prvek M muze byt pouzit

opakované. Prvek M spojeny s n je do jisté miry jedinec¢nou funkci n a 1ze jej oznacit
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f(n); nazyva se "pfirazovaci funkce n*; odpovidajici ptifazeni N se nazyva f(N)

(Cantor, str. 486)!!.

Cantorova prace polozila zédklady pro moderni matematické mysleni a jeho definice
funkce se stala klicovym nastrojem pro studium a pochopeni vztahli mezi rliznymi
mnozinami a jejich prvky. Vidime zde, ze pojeti funkce se pteneslo z realnych cisel na
vSechny mnoziny.

Nasledn¢ uvedeme i1 Constantina Carathéodory, ktery ve své publikaci Reele Funktionen dal
v synonymum slova funkce, pfifazeni a zobrazeni a navic rozdé¢lil funkce na tfi typy:

1) Reélné jednoznacné bodové funkce, ktera pfifazuje bodu ¢islo

2) Mnozinové¢ funkce, kterd pfifazuje mnoziné bodu Cislo

3) Funkce pfifazujici bodové mnozin€ bodovou mnozinu (Kopackova, 2001, str. 74).

Pfi dal$im definovani funkce se matematici setkdvali s nejasnostmi v zdkladnich
pojmech, jako jsou mnoziny a zobrazeni. Star$i definice Casto obsahovali nejasné terminy,
jako jsou pravidla nebo zékony, coz vedlo ke zmatkiim. V reakci na tyto problémy vznikaly
ruzné modifikace, které se snazili zjednodusit definice a minimalizovat nejasnosti.

Giuseppe Peano definoval funkci pomoci jediného nedefinovaného terminu
mnoZziny. Podle jeho definice je funkce specidlni bindrni relace nebo zobrazeni, které lze
chapat jako mnozinu uspotfadanych dvojic.

Nésledné v prabéhu 20. stoleti se matematici preli, zda je pojem funkce
definovatelny, ¢i nikoli. Néktefi zastavali nazor, Ze tento pojen je nedefinovatelny a diky
nému muzeme dal definovat ostatni terminy jako je naptiklad relace. Dalsi chtéli pojem
funkce definovat pomoci terminu binarni relace a zobrazeni brat jako jednu z bindrnich relaci

a to miiZzeme vidét v dneSnim piistupu k definici funkce.

' Unter einer ,,Belegung der Menge N mit Elementen der Menge M oder einfacher ausgedriickt, unter einer
»Belegung von N mit M verstehen wir ein Gesetz, durch welches mit jedem Elemente n von N je ein bestimmtes
Element von M verbunden ist, wobei ein und dasselbe Element von M wiederholt zur Anwendung kommen
kann. Das mit n verbundene Element von M ist gewissermal en eine eindeutige Funktion von n und kann etwa
mit f(n) bezeichnet werden; sie heife ,,Belegungsfunktion von ny; die entsprechende Belegung von N werde
f(N) genannt.
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2 Pojem funkce ve Skolnim vzdélavacim systému a
analyza ucebnic

V této kapitole se nejprve podrobné zamétime na Ramcovy vzdélavaci program, konkrétné
na to, jaké pozadavky jsou kladeny na vyuku funkci na stfednich skolach. Prozkoumame,
jaké znalosti a dovednosti by méli studenti ziskat, aby uspesné zvladli maturitni zkousku
v oblasti funkci. Poté se dikladné¢ zaméfime na podrobnou analyzu dvou konkrétnich
ucebnic, které se na Skole, kde bude provadén vyzkum, pouzivaji k vyuce tohoto dtilezitého

tématu.

2.1 Ramcovy vzdélavaci program (RVP)
Réamcovy vzdélavaci program je zdkladni dokument, ktery vymezuje zékladni cile a obsah
vzdélavaciho procesu v dané oblasti nebo pfedmétu. Tento program obvykle definuje
klicové dovednosti, védomosti a kompetence, které studenti maji dosadhnout v pribehu svého
vzdélavani v daném oboru. Zahrnuje také oblasti obsahu, které maji byt pokryty ve vyuce,
metodiky vyuky a hodnoceni studenttl. V této kapitole se budeme zabyvat pouze Rdmcovym
vzdélavacim programem pro stiedni Skoly. Ten se déli na Rdmcovy vzdélavaci program pro
gymnazia a pro stfedni odborné skoly. Na zaklad¢ téchto dokumentt si pak kazda skola tvori
vlastni Skolni vzd&lavaci program, kde konkretizuje cile a obsahy vzd&lavani uvedené
v Ramcovém vzdélavacim programu. Protoze se vyzkum této prace odehrava na Obchodni
Akademii, zaméfime se pravé na Ramcovy vzdélavaci program uréeny tomuto typu skoly'2.
V tomto dokumentu miizeme nalézt oblast ,,Funkce®, kterd obsahuje toto ucivo: pojem
funkce, definicni obor a obor hodnot funkce, graf funkce; viastnosti funkce, linedarné lomend
funkce; kvadratickad funkce; exponencialni funkce; logaritmicka funkce; logaritmus a jeho
uziti; vety o logaritmech; uprava vyrazii obsahujicich funkce a slovni ulohy. A zaroven jsou
zde uvedeny 1 oekavané vystupy:

e rozliSuje jednotlivé druhy funkci, sestroji jejich grafy a urci jejich vlastnosti véetné

monotonie a extrémi;

2. Dostupny na: https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy-

stredniho-odborneho-vzdelavani-rvp-sov/
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e pracuje s matematickym modelem redlnych situaci a vysledek vyhodnoti vzhledem
k realit¢;

e aplikuje v ulohach poznatky o funkcich pfi Gipravach vyrazl a rovnic;

e urci pruseciky grafu funkce s osami soufadnic;

e urci hodnoty proménné pro dané funkéni hodnoty;

e pfifadi pfedpis funkce ke grafu a naopak;

e sestroji graf funkce dané predpisem pro zadané hodnoty;

e fesi realné problémy s pouzitim uvedenych funkci zejména ve vztahu k danému
oboru vzdélani;

e piifeSeni tloh ucelné€ vyuziva digitalni technologie a zdroje informaci;

Nelze si nevSimnout, Ze téma mocninné¢ funkce nejsou ucivem uvedenym
v Rdmcovém vzdélavacim programu pro stiedni Skoly. Toto téma je tedy pro stfedni Skoly
nepovinné. Mnoho z nich je ale dobrovolné zaélefiuji do svych Skolnich vzd&lavacich
programul.

K ukonéeni Obchodni Akademie pottebuje Zak splnit maturitni zkousku. Ta se od
roku 2011 déli na dvé ¢asti a to statni a Skolni. U statni ¢4sti je povinna zkouska z ¢eského
jazyka a literatury a dale si Zak musi vybrat zda bude maturovat z matematiky, nebo z ciziho
jazyka.

V tematickych okruzich pro maturitu z matematiky'® také miizeme najit okruh
»Funkce®. V tomto okruhu je pét mensich celkil a to: Zdkladni poznatky o funkcich; Linedrni
funkce, linearni lomena funkce; Kvadraticka funkce; Exponencialni a logaritmicka funkce,
jednoduché rovnice a Goniometrické funkce.

V prvnim okruhu se od zdka ocekava, Ze s porozuménim pouziva pojmy jako:
definicni obor, obor hodnot, argument funkce, hodnota funkce a graf funkce. Dokaze
sestrojit graf funkce a ptifadi graf k piedpisu funkce. Urci praseciky grafu funkce s osami
soustavy soufadnic, intervaly monotonie a bod, v némz nabyva funkce extrému.

V nasledujicich tfech celcich se podrobnéji zajima o linearni funkci a linearni

lomenou funkci, kvadratickou funkci a exponencialni a logaritmické funkce. U vSech téchto

13 Dostupné na: https://maturita.cermat.cz/menu/katalogy-pozadavku
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funkei ma zak umét stanovit definicni obor a obor hodnot a sestrojit graf. Vysvétli vyznam
parametrii v piedpisu funkce a fesi realné problémy s pomoci téchto funkci.

Posledni celek je urCen pro goniometrické funkce. Oproti piedchéazejicim celkiim je
u téchto funkci navic jesté uziti pojmt jako je orientovany thel, velikost tthlu, stupiiova mira,
obloukovd mira a jejich pfevody. Dale definuje goniometrick¢ funkce v pravouhlém
trojuhelniku.

74k si také mize piidat k maturitni zkouSce nepovinnou &ast a to: Matematiku
rozsifujici. V této Casti maturitni zkousky je zdk testovan podrobnéji v predchézejicich
okruzich. Je zde ale navic téma absolutni hodnoty u kvadratické funkce a téma mocninnych
funkci, kde je zapotfebi umét urcit mocninnou funkei s celo¢iselnym exponentem, funkci

druhi a tfeti odmocnina, nebo sestrojit grafy téchto funkei.

2.2 Analyza ucebnic
V této podkapitole se detailné zaméfime na dveé ucebnice, které nabizeji rizné piistupy
k vyuce posunu funkci. Prvni z nich je online u¢ebnice Www.realisticky.cz, kdyz (se) chcete
naucit od Martina Krynického, kterd je urcena pro ty, kteti se chtéji naucit matematiku
praktickym a realistickym zplisobem. Tato ucebnice nabizi individualnéjsi a konstruktivni
pristup, ktery usnadnuje pochopeni slozitych koncepttl. Poté se budeme zabyvat dvéma dily
ucebnice s nazvem Matematika pro netechnické obory SOS a SOU od Emila Caldy, které
jsou navrzeny specialné pro stfedni odborné skoly a ucilist€¢ a zaméfuji se na matematiku
v netechnickych oborech. Tyto u€ebnice poskytuji tradi¢ni ptistupy k vyuce a jsou zaméteny
na specifické potieby studenttli téchto Skol. Porovndme jejich metody a ptistupy k zavedeni

konceptu posunu funkeci.

2.2.1 Online ucebnice
Nyni se ptfesuneme do online u¢ebnice, kterou spravuje Mgr. Martin Krynicky od roku 2010.
Tato u€ebnice spojuje vyukovy material s metodickym priivodcem, coz nam umoziuje 1€pe
pochopit pribéh jednotlivych hodin a hloub¢€ji se ponofit do témat. Portal s ndzvem
Www.realisticky.cz, kdyz (se) chcete naucit nenabizi pouze matematiku pro stiedni Skoly,

ale také matematiku pro zékladni Skoly a fyziku pro oba vyse uvedené typy Skol. Obsah je
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strukturovan podle jednotlivych vyu€ovacich hodin, kde ke kazdé hodiné obvykle patii dva
PDF soubory: prvni s nazvem Lekce obsahuje piiklady s pedagogickymi pozndmkami,
zatimco druhy, Priklady, nabizi samotné ulohy bez téchto poznamek. Autor se snazi ptiblizit
matematiku redlnému svétu a Casto dopliuje ptiklady z praktického zivota, coz zakim
pomaha 1épe chapat ucivo. Z pedagogickych poznamek, které autor systematicky vklada do
prikladi, je patrny diraz na dostatek Casu pro zaky k promysleni feSeni a prohloubeni jejich
porozumeéni. Celd u¢ebnice matematiky pro stfedni skoly je rozdélena do 11 oddili, piicemz
nas bude zajimat zejména oddil Funkce a rovnice, ktery obsahuje 9 kapitol. Zde nalezneme

mnozstvi ptikladil z redlného zivota, jako napiiklad ivod do lomené funkce (Obrazek 7).

Pi. 1: 2. B vsadi sportku a vyhraje 50 mil. Ur¢i, kolik penéz pfipadne na jednoho studenta,
kdyz se to dozvi: 1, 2, 3, 5, 10, 15, 30 studentti.

[Student 112 3 |5 110 |15 [30
[KEmil) [50 [25 [16,6[10 [5 [3,3 [1.6

- Cim vic lidi se to dozvi, tim mifi penéz dostanou.

Obrazek 7: Uloha z redlného Zivota. Prevzato z: Realistiky.cz od Martina Krynického

Nasledné se zamétime na transformace funkci. V této ucebnici objevime metodu
kresleni grafii funkci pomoci napodobeni vypoctu, kterd ndm umoziuje ziskat hlubsi
porozumeéni této problematice. Hlavnim cilem je identifikovat zakladni funkci, jejiz graf
budeme nasledné vykreslovat, a poté provést upravy odpovidajici vypoctim pii urCovani
funk¢nich hodnot (Obrazek 8).

Pi. 1:  Nakresli metodou napodobeni vypoctu graf funkce y = [x—1| ;

- Graf kreslime postupné stejné, jako bychom po¢itali hodnotu pro konkrétni x. Zmény grafu
- neustale kreslime do obrazku.
- Ur&eni hodnoty pro x vypada takto:

Vybereme x, napiiklad x=-2 = Nakreslime funkci y = x

Udélame -2—-1=-3 = Nakreslime funkei y =x-1

Dopotteme |-2-11=3 L Nakimetmkei o]

Obrazek 8: Metoda kresleni grafit pomoci napodobeni vypoctu. Prevzato z: Realisticky.cz od Martina Krynického
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Timto postupem ziskame graf vysledné funkce. Diky tomu lépe pochopime, jak

ruzné transformace ovliviiuji piivodni graf funkce (Obrazek 9).

Obrazek 9: Vysledek metody kresleni grafu. Prevzato z: Realisticky.cz od Martina Krynického

Dale bych rada upozornila na zptsob, jakym jsou mocninné funkce zavedeny v této
ucebnici. Na rozdil od vétSiny ucebnic, kde zaci nejprve vytvareji tabulku hodnot a pak kresli
graf, zde najdeme jiny ptistup. Krynicky, podobn¢ jako v ostatnich uc¢ebnicich, rozdéluje
tuto kapitolu na dvé ¢asti: mocninné funkce s pfirozenym exponentem a s exponentem
zapornym. V prvni ¢asti zac¢ind s grafem funkce y = x a nésledné nékolik vybranych hodnot
nisobi samy se sebou a okamzité je zakresli. Takto ziskava grafy funkci y = x - x = x?
(Obrazek 10). Obdobné pak postupuje pii uréeni grafii y = x3, y = x*, y = x5. Tento
pristup je velmi efektivni a umoziuje studentim rychle pochopit zéklady mocninnych
funkeci.

Obrazek 10: Nasobeni funkce y=x hodnotami sobé rovnymi. Prevzato z: Realisticky.cz od Martina Krynického
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Podobné postupuje i pii zavedeni mocninnych funkci se zapornym exponentem.
NP 1 LA 1 . 1
Zacina vSak s grafem funkce y = ~ apro ziskani grafu funkce y = — musi hodnoty délit

samy sebou (Obrazek 11). Postupné pak stejnym zpisobem ziskava i dalsi grafy mocninnych

funkei se zdpornym exponentem.

Obrazek 11: Déleni funkce y=1/x hodnotami sobé rovnymi. Prevzato z: Realisticky.cz od Martina Krynického

2.2.2 Matematika pro netechnické obory SOS a SOU 1. dil a 2. dil
Ucebnice od Emila Caldy z roku 1996 se sklada z celkem deviti kapitol, z nichZ pata nese
nazev Linedrni funkce a osma kapitola Kvadratickou funkci a jeji graf. Ostatni kapitoly se
vénuji riznym jinym tématim nezli funkcim. Pata kapitola obsahuje celkem tfi podkapitoly,
které detailné rozebiraji linearni funkci, jeji graf a grafy linearnich funkci s absolutni
hodnotou. Autor piedklada jasny vyklad doplnény vzorovymi piiklady, které pomahaji 1épe
porozumét probirané latce. K dispozici jsou také ulohy k procviceni, z nichz kazda
podkapitola obsahuje 5 tloh. Na konci u¢ebnice miizeme nalézt vysledky téchto uloh, coz
je velmi uziteCné pro ovefeni spravnosti feSeni. Celkové je v ucCebnici méné uloh
z praktického zivota (ze Sesti feSenych ptiklada tu neni zddny a pouze jedna z patnacti lloh
by mohla byt povazovéna za Glohu z realného zivota). Horsi situace je 1 v osmé kapitole, kde
neni zZadny feSeny piiklad ani uloha z praktického Zivota. Pozornost ale vzbuzuje feSeny

piiklad 5 na strané 101 s nasledujicim zadanim:
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Sestrojte grafy funkci g: vy = |x| — 2, h: y = |x — 2| (Calda, str. 101).

Autor konstruuje oba grafy funkci pomoci rozd€leni definicniho oboru na dva
intervaly, ve kterych odstrani absolutni hodnotu podle definice absolutni hodnoty. Nésledné
v kazdém intervalu sestroji danou funkci a vyslednou funkci pak najde jako sjednoceni obou

téchto funkci. To, co stoji za zminku, mizeme nalézt konkrétné u funkce g:

Vsimnéte si, ze graf funkce g mlzeme dostat také z grafu funkce f:y = |x|,

posuneme-li jej o dvé jednotky v zdporném smyslu osy y (Calda, str. 101).

A 1u funkce h mizeme nalézt obdobnou poznamku:

... kde je graf funkce h sestrojen, si v§Simnéte, Ze jej mizeme dostat z grafu funkce

f:y = |x| posunutim o dv¢ jednotky v kladném smyslu osy x (Calda, str. 102).

Je zde vidét snaha autora o utvofeni SirSiho nadhledu pfi sestrojovani grafti riznych
funkei pomoci posouvani grafu ze zékladniho tvaru.

Autor se dale podrobn¢ zabyva posunem grafu kvadratické funkce, pfi¢emz na tfech
feSenych piikladech dikladné demonstruje Gcel parametrit a,m a n ve vrcholovém tvaru
funkce y = a(x —m)? +n. Timto konkrétnim zplGsobem néazorné ilustruje, jak tato
parametrizace ovliviiuje polohu a tvar grafu. Tuto ¢ast ucebnice zakoncuje nasledujicimi

dvéma podrobnymi odstavci:

Na zéklad¢ vysledkl ziskanych v ptedchozich ptikladech je jasné, jak sestrojime graf
funkce y = a(x — m)? + n. Je to ziejmé parabola, kterd vznikne z grafu funkce y =
ax? posunutim o |m| délkovych jednotek ve sméru osy x (pro m > 0 doprava, pro
m < 0 doleva) a posunutim o |n| délkovych jednotek ve sméru osy y (pro n >
0 nahoru, pro n < 0 dolt).

Graf funkce y = a(x —m)? +n,a # 0 je parabola s osou rovnob&znou s osou y
a s vrcholem V[m, n], ktera se otvird nahoru pro a > 0 a dolti pro a < 0 (Calda, str.

162).

30



Druhy dil této sady ucebnic piimo navazuje na dil prvni a obsahuje celkem 7 kapitol,
pricemz se funkcim piimo vénuji dvé z nich. Prvni z nich, nazvand Prohloubeni poznatkii
o funkcich, se sklada z 7 podkapitol, ve kterych autor predstavuje linearni lomenou funkei,
inverzni funkci a zdkladni vlastnosti, jako je prostota, monotonie a hledani minima
a maxima. Zde se jiz mizeme setkat s t€z$imi feSenymi ptiklady, jez se zabyvaji grafy funkci
s absolutni hodnotou. I ve tfeti kapitole s nazvem Funkce exponencialni a logaritmicka se
s témito priklady setkdvame. Celkové 2. dil této sady ucebnic jiz nabizi vice piikladi ze

zivota (celkem 2 z 14) a také vice uloh, které maji redlny kontext (celkem 5 z 35)

2.2.3 Zavér
Po seznameni s dvéma ucebnicemi pro sttedni Skoly lze pozorovat, Ze online u¢ebnice na
Www.realisticky.cz je spiSe konstruktivisticka, kladouci vétsi diraz na hlubsi porozuméni.
Autor této ucebnice se zaroveil snazi poskytnout zakiim vice ¢asu na porozuméni ucivu, coz
dokladaji pedagogické poznadmky v textu. Na druhé strané sada uc¢ebnic od Emila Caldy je
spiSe instruktivni a obvykle obsahuje pouze jeden vzorovy piiklad, coz muze byt
pristupnéjsi, ale vétsi pocet takovych ptikladt by dal vétsi prostor pro hlubsi pochopeni.
Nicméné, na rozdil od online ucebnice, nabizi vysledky feSenych uloh, coz miize byt pro

zaky pfistupnéjsi.
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3 Vybrané vyzkumy

V této kapitole nalezneme detailni popis péti vybranych vyzkumt, které jsou relevantni
k tématu posunuti grafu funkci a absolutni hodnoty u funkci. Prvni tfi z téchto vyzkumut
pochazeji ze =zahrani¢i a poskytuji mezindrodni perspektivu na studium tohoto
matematického jevu. Zbylé dva vyzkumy jsou z ¢eského prostiedi a nabizeji pohled na to,
jak je toto téma vyucovano a zkoumano v nasich skolach. Kazda z téchto studii pfinasi cenné

poznatky a analyzy do této oblasti matematiky.

3.1 Lage, A. E. a Gaisman, M. T.: An analysis of students’ idea about

transformations of functions

Tohoto vyzkumu se zic¢astnilo 158 zakid z malé soukromé univerzity v Ciudad de México,
kteti navstévovali predkalkulacni kurzy a kurzy kalkulu. Tento vyzkum byl provadén s cilem
zkoumat, jak studenti chapou a aplikuji transformace funkci. Dotaznik obsahoval 11 otazek,
které byly navrzeny na zékladé¢ APOS teorie (Action, Process, Object, Schema). Tato teorie
poskytuje rdmec pro zkoumani vyvoje pochopeni matematickych konceptli a zdaraziuje
vyznam akci, které studenti provadéji, procesu, které pouzivaji, objektd, se kterymi pracuji,
a schémat, ktera si vytvareji.

Na zéklad¢ vysledkii tohoto prizkumu byla néasledné vybrana skupina 16 studentt
pro podrobngjsi analyzu jejich chapéani transformaci funkci. Cilem bylo zjistit specifické
obtize, se kterymi se studenti potykaji pii praci s t€émito matematickymi operacemi.
Z vysledkti prizkumu vyplynulo, Ze studenti ¢asto spiSe memorizuji pravidla a procedury
pro transformace funkci a déle si Casto vypomahaji tabulkou hodnot, nez aby porozuméli

hlubsi podstaté téchto operaci, coZ miizeme vidét:

Meéli tendenci pouzivat zapamatovana fakta nebo si vytvaret tabulky hodnot, aby
v téchto tlohach uspéli. Naptiklad na otdzku ukazujici graf paraboly, kterd se ptala:
a) najdéte hodnoty a a b v grafu f(x) = (x — b)? + a.
b) co by se stalo pro riizné hodnoty a a b,

74k na ak¢ni urovni odpoveédel:
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,Vim, Ze a to posouva nahoru a dolti... a druhd, kdyz je uvnitf... nemtizu si
vzpomenout... musel bych si udélat tabulku hodnot a zjistit...“ (Lage

a Gaisman, str. 26)“.

Nejvétsimi vyzvami se ukazaly byt horizontalni translace funkci (Lage a Gaisman,
str. 26). Dalsi klicovym zjisténim bylo, ze studenti méli potize s pochopenim samotného
pojmu ,transformace funkci®, coz odrazi jejich méné pevné zaklady v oblasti funkci jako
matematickych objektl. Tento vyzkum jasn¢ ukézal, ze pouziti riznych reprezentaci
a pristupt k vyuce transformaci funkci miize vyznamné piispét k hlubSimu a trvalejSimu

porozuméni této matematické problematiky u studenta.

3.2 Baker, B.; Hemenway, C. a Trigueros, M.: On transformations of

functions
Béhem vyzkumu vyplnilo dotaznik 240 vysokoskolskych studentl a nasledné s 24 z nich
probéhly rozhovory. Cilem tohoto vyzkumu bylo prokazat pfinos zapisovani si a pouzivani
grafickych kalkulacek pfi vyuce matematiky.

V ramci vyzkumu byly zkoumany vyzkumné otdzky zaméfené na to, zda
predkalkulacni kurz, ktery se soustfedil na vyuku elementarnich funkci a jejich vlastnosti,
anasledné¢ zobecnéni téchto funkci prostiednictvim transformaci, podpoii dostatecné
porozumeéni funkcim a transformacim u studentli. Tento piistup byl analyzovan v rdmci
teorie APOS (Action, Process, Object, Schema).

Vysledky vyzkumu naznacily, Ze studenti 1€épe porozuméli znamym funkcim
a néktefi z nich

... potiebuje vizualizovat funkce pomoci kalkulacky, aby byla schopna porovnat dvé

funkce (Baker, Hemenway, Trigueros, str. 95)'°.

14 They showed a tendency to use memorized facts or to make a table of data in order to succeed in these tasks.
For example to a question showing the graph of a parabola which asked, a) find the values of a and b in f (x) =
(x — b)? + a and, b) what would happen for different values of a and b, a student at an action level responded
“I know a moves it up anddown... the other, when it is inside... I cannot remember...I would have to make a
table with values and see...*

15 .. needs to visualize the functions with the calculator to be able to compare the two functions
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Ti, ktefi si zapisovali poznamky béhem vyuky, projevili vyssi uroven znalosti
v matematice. Grafické kalkulacky byly identifikovany jako uzitecnd vizualni pomiicka,
avsak u slabsich studentl se projevila tendence k vétsi zavislosti na nich.

Studenti s pevnymi matematickymi zéklady jiz kalkulacky casto nepotiebovali,
nebot’ méli schopnost piedstavit si priabéh funkce nebo jej sami zakreslit. Vyzkum ukazal,
7e ,vertikalni transformace se zdaji byt pro studenty snaz$i nez horizontalni“!®(Baker,
Hemenway, Trigueros, str. 97). Piesto je pro uspésné pracovani s transformacemi funkci

nezbytné, aby studenti méli pevné znalosti o elementarnich funkcich.

3.3 Burnett, S. C.: Students’ Understandings of the Transformations of
Functions
Vyzkum byl realizovan na zékladé rozhovorti s dvéma zaky devatych tfid a dvéma zaky
ze 12. ro¢nikl stfedni Skoly v Massachusetts. Ucitelé téchto studentti potvrdili jejich
vyjime¢né schopnosti a dovednosti v matematice. Teoreticky rdmec vyzkumu vychazel
z bodového a globalniho ptistupu k funkcim.
V této studii se objevili dvé ulohy, kterymi jsem si inspirovala v mém vyzkumu.

Proto je zde i uvedu. Uloha s ¢islem dvé zni nasledovné:

Jaky miiZze byt vztah mezi funkcemi f(x) a g(x), pokud zna§ nasledujici informace

(Obrazek 12)? (Burnett, str. 272)!7

3} -6 -14 -12.--1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 08

-0.2

0.4

Obrizek 12: Uloha 2 z vizkumu 3.3. Prevzato od C. S. Burnett.

16 yertical transformations seem to be easier for students than horizontal ones
17 Given the following information for the functions f(x) and g(x), what could be the relationship between
f(x) and g(x)?
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Uloha ¢islo Ctyti je obdobna, 1isi se pouze formou zadani obou funkeci.

Jaky muze byt vztah mezi funkcemi f(x) a g(x), pokud znas nasledujici informace

(Obrazek 13)? (Burnett, str. 272)'®

x | f(x) x [g(x)
-5 | -8 -5 | —-16
-4 | =5 -4 | —10
-3 | -2 -3 | —4
-2 1 -2 2
-1 | 4 -1 8
0 7 0 14
1 10 1 20
2 13 2 26
3 16 3 32
4 19 4 38
5 22 5 44

Obrizek 13: Uloha 4 z vyzkumu 3.3. Prevzato od C.S. Burnett.

Béhem rozhovort studenti odpovédéli na sedm otdzek zamétfenych na definice
funkci, transformace a porovnavani funkci v rlznych reprezentacich - algebraickych,
grafickych a tabulkovych. Vysledky vyzkumu naznacily, Ze ,,studenti nebyli schopni jasné
urcit typ transformace, kterd popisuje vztah mezi nékterou z dvojic funkci, ale byli schopni
pouzit jina popisna slova pro totéz* (Burnett, str. 273)!°. Jejich matematicky jazyk ¢asto
nebyl dostatecné ptesny a jejich schopnost vyjadfovat se byla omezena.

Dale studie ukazala, ze flexibilita studentl v pouzZivani rtznych reprezentaci
a pristupt k funkcim muZe slouzit jako indikator jejich porozuméni funkcim. Studenti sice
nebyli schopni explicitné identifikovat typ transformace, kterd popisuje vztah mezi
funkcemi, avSak byli schopni pouZit jiné terminy a slovni obraty k popisu (aniz by se uchylili

k technickym terminiim jako "translace" nebo "dilatace").

18 Given the following information for the functions f(x) and g(x), what could be the relationship between

f(x) and g(x)?
1 the students were unable to identify explicitly the type of transformation that described the relationship
between any of the pairs of functions but were able to use other descriptive words for the same
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3.4 Almong, N. a Ilany, B. S.: Absolute value inequalities: high school

students’ solutions and misconceptions
Studie provedend v Izraeli v roce 2012 na 481 studentech se zaméfila na jejich schopnost
fesit rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou. Kromé samotnych matematickych vysledkt
zkoumala i pfistupy studentl a ¢asté chyby ve srovnani s pfedchozimi vyzkumy.

Cilem bylo analyzovat, jak studenti pfistupuji k feSeni nerovnic a identifikovat jejich
chybné predstavy. Test obsahoval netypické ulohy, po nichz nasledovaly rozhovory
se studenty, ktefi pouzili neobvyklé postupy nebo nedokondili tlohy. Diraz byl kladen na
to, zda studenti cilen¢ vyuzivaji grafy k feSeni nerovnic s absolutni hodnotou a jak spravné
je interpretuji.

Nejcastéjsi chybou bylo nespravné ur¢ovani, kdy absolutni hodnota vytvari kladné
a kdy zaporné cislo, a také mylné automatické zaménovani znamének cisel v absolutni
hodnoté. Vyzkum ukazal, Ze mnoho studentli méa chybné predstavy o tom, jak absolutni
hodnota matematicky funguje, ptficemz dvé hlavni nespravné interpretace se tykaly
presvédceni, ze absolutni hodnota vzdy dava kladné Cislo, a domnénky, ze vyraz uvnitf

absolutni hodnoty musi byt vzdy kladny.

3.5 Budinova, I.: Vazba mezi systétmem vzdélavacich cilii a redlnych

vyukovych vystupti na prikladech uciva o funkcich na zakladni Skole
Disertacni prace se zamétfuje na analyzu vyuky funkci na zakladnich Skolach a stav
dovednosti studentl u€itelstvi na vysoké Skole v této oblasti. Cilem vyzkumu bylo podrobné
prozkoumat, jaké konkrétni dovednosti a znalosti si Zaci odnéseji ze zdkladniho Skolstvi
tykajici se funkci a jak tyto dovednosti ovliviiuji jejich schopnost prace s funkcemi na vyssi
urovni vzdélani.

V ramci vyzkumu byly pouzity rizné metodologické piistupy, vcetné didaktickych
testll a pedagogickych experimentli. Vysledky naznacily, Ze studenti na zakladnich Skolach
jsou Casto vyucovani linearnim funkcim v jednostranném sméru, tj. kresleni grafti funkci
podle funkéniho piedpisu, avSak nemaji systematicky zavedenou schopnost urcit funkéni
ptedpis z daného grafu. ,,Pro ucivo funkci je dilezité, aby se Zaci dokazali pohybovat nejen

ve sméru rovnice — graf nebo rovnice — tabulka, ale také v opacnych smérech. Tim
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se prohlubuje porozuméni pojmu funkce* (Budinova, str. 117). Déle vyzkum identifikoval
obtiZe spojené s pochopenim kartézské soustavy soufadnic u nékterych zakl, kde napiiklad
maji problémy s orientaci pii zobrazovani bodli bez zdmény os souradnic (Budinova, str.
115).

Tento vyzkum pfinasi dalezité poznatky pro dal§i vyvoj vyuky matematiky na
zakladnich Skolach a pro ptipravu budoucich ucitelti, zdtiraziujici potiebu vice komplexniho

pristupu ke vzdélavani v oblasti funkci a soufadnicovych systémad.
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4 Vlastni vyzkum

Svij vyzkum jsem uskutecnila na stfedni odborné skole Obchodni Akademie ve Vlasimi,
nebot’ jsem chtéla zjistit, jak dobie Zaci s ekonomickym zaméfenim porozuméli posunuti
grafu funkci, zejména funkci mocninnych. Tito zaci mohou v budoucnosti pracovat v oblasti,
kde je pochopeni matematickych koncepttl, véetné funkci, kli¢ové pro uspéch. V ramci mého
vyzkumu jsem se tedy rozhodla zaméfit na jejich schopnost pracovat s grafy funkei.

Skola byla ochotna spolupracovat a v prib&hu kvétna mi umoznila piistup k zaktim.
Zucastnilo se celkem 153 zaku, ktefi dobrovolné pfistoupili k vyplnéni dotazniku. Béhem
vyzkumu jsem se zaméfila na posunuti grafu mocninnych funkci a mocninné funkce

s absolutni hodnotou.

4.1 Cile vyzkumu
Podle dostupné literatury a zahrani¢nich vyzkumu jsem si stanovila za cil odpovédét na
nasledujici otdzky, které se tykaji chapani a feSeni posunuti grafu mocninnych funkci zaky

stfednich skol:

1 Jaké nejcéastéjsi druhy chyb délaji Zaci p¥i posunuti grafu mocninnych funkeci?

Zamétim se na identifikaci konkrétnich chyb, které se objevuji nejcastéji, kdyz zaci
pracuji s posunutim grafu mocninnych funkci. To zahrnuje chyby v algebraickych
operacich, nespravné aplikovani pravidel a Spatné porozuméni grafickému vyjadieni

posunuti.

2 Jaké strategie FeSeni Zaci voli nejcastéji k posunuti grafu mocninnych funkci?

Budu zkoumat, jaké metody a postupy zéaci nejcastéji pouzivaji pii feSeni uloh
zahrnujicich posunuti grafu mocninnych funkci. To mlze zahrnovat vyuziti grafa,

algebraickych transformaci a dalSich matematickych néstroju.
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3 Je pouziti riznych reprezentaci ufinnym nastrojem k podpoie porozuméni

posunuti grafu funkei?

Posoudim, zda rizné zplisoby reprezentace, jako jsou grafy, tabulky, slovni popisy
a algebraické vyrazy, poméhaji zaklim lépe pochopit koncept posunuti grafu funkei.

Zhodnotim, které z téchto reprezentaci jsou pro studenty nejefektivné;si.

4 Chapou zaci posunuti grafu funkci jako pravidlo, ¢i maji hlubsi vhled?

Zjistim, zda Z4ci vnimaji posunuti grafu funkci pouze jako mechanické aplikovani
pravidel, nebo zda maji hlubsi porozuméni tohoto konceptu. To zahrnuje zkoumani,

jestli dokazi vysvétlit davody a principy, které za posunutim grafu funkei stoji.

5 Do jaké miry Zaci chapou roli absolutni hodnoty u mocninnych funkei?

Prozkoumam, jak dobfe Zaci rozumi vyznamu a roli absolutni hodnoty pii praci
s mocninnymi funkcemi. To zahrnuje zjistovani, zda si jsou védomi, jak absolutni

hodnota ovliviiuje tvar a polohu grafu funkce.

4.2 Vyzkumné strategie

Po dukladném prizkumu podobnych vyzkumii v oblasti funkci jsem se rozhodla pouzit
matematicky test jako hlavni néstroj pro svlij experiment. Tento test byl navrzen tak, aby
poskytl vhled do porozuméni stfedoSkolskych zakti v oblasti mocninnych funkci,
mocninnych funkci s absolutni hodnotou a jejich posunt.

Jednotlivé ulohy v testu jsou inspirovany vyzkumy na obdobné téma, které jsem
zminila vySe. Kazda tloha byla peclivé vybrana a formulovéna tak, aby reflektovala klicové
aspekty, které se v téchto vyzkumech ukdazaly jako kritické pro porozumeéni a aplikaci
danych matematickych koncepti. Hlavnim cilem bylo nejen ovéfit znalosti zaki, ale také
identifikovat bézné chyby a nedostatky v jejich mysleni.

Test byl koncipovan do né¢kolika ¢&asti, pricemz kazd4 Céast se zaméfovala na
specificky aspekt problematiky. Prvni ¢ast se soustiedila na posuny mocninnych funkci

a druha ¢ast na praci s mocninnymi funkcemi obsahujicimi absolutni hodnotu.

39



V prubéhu testovani jsem se také zameéfila na zpasob, jakym Zzéci k feSeni uloh
pristupovali. Pozorovani jejich postupt mi poskytlo cenné informace o jejich myslenkovych
procesech a strategiich, které vyuzivaji pii praci s mocninnymi funkcemi a jejich posuny.
Déle jsem zaznamenavala, jaké typy chyb zéci d€laji nejcastéji, a jaké koncepty jim Cini

nejvetsi potize.

4.3 Charakteristika vyzkumu

Test vyplnilo celkem 153 zakd z Obchodni akademie ve Vlasimi. Tito Zaci navstévovali
prvni a druhé ro¢niky, coz znamend, Ze byli ve vékovém rozmezi 16 az 17 let. Na konci
prvniho ro¢niku se studenti této Skoly seznamuji se v§emi druhy funkei, které se vyucuji na
stiednich Skolach. Pro zéky tohoto ro¢niku je tedy téma funkci opakovanim a maji ho cerstve
v paméti diky neddvné vyuce. Ve druhém ro¢niku se tomuto tématu jiz systematicky
nevénuji, ale po konzultaci s vyucujicim jsem se rozhodla tento vyzkum realizovat i mezi
druhymi ro¢niky v ramci zaveéreéného opakovani uciva. V rameci tohoto vyzkumu jsem se
zaméfila na to, jak dobfe Zaci pracuji s posuny funkci a jak jsou schopni je aplikovat na
mocninné funkce. VSechny testy byly provadény anonymné, coz znamena, ze zadny z zaki
nebyl identifikovatelny na zaklad¢ svych odpovédi. Tento ptistup byl zvolen s cilem zajistit,
aby se Zaci citili pohodlné, aby vysledky byly co nejobjektivnéjsi a aby testovani prob&hlo

bez zbyte¢ného stresu a obav.

4.4 Faktory ovliviiujici vysledky
Pii kazdém vyzkumu se objevuje cela fada proménnych, které mohou negativné ovlivnit
vysledky. Mezi tyto proménné patii faktory, které se mohou projevit riznymi zplisoby
a mirou, a je nutné je brat v tvahu pii interpretaci dat. Z celé fady moZnych proménnych
uvadim pouze tii nejzasadnéjsi, které mely vyznamny dopad na nas vyzkum:
o Cas zad4ni testu: Test byl zikiim zadan béhem hodin matematiky, které probihaly
odpoledne. Je zfejmé, Ze tento fakt mél vliv na motivaci i na vykonnost zaki, protoze
e Stejné zadani pro vSechny: Vsichni Zaci méli stejné zadani testu. I kdyZz byli Zaci

upozornéni, ze se test nebude hodnotit, mohlo dojit ve vyjimecnych piipadech
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k opisovani. Tato moznost opisovani mohla narusit objektivitu vysledkd a ovlivnit
celkovou validitu testu.

e Motivace zaki: V disledku nehodnoceni testu a také anonymity testii zaci nemuseli
byt motivovani k dobrym vykoniim. Absence motivace k dosazeni co nejlepSich
vysledkit mohla vést k tomu, Ze zaci neptistupovali k testu s maximalni vaznosti, coz

se mohlo odrazit na kvalité jejich odpovédi.

Tyto faktory je dulezité mit na paméti pii vyhodnocovani vysledkl a pfi tvorbé
zaveérl, protoze mohou podstatné ovlivnit interpretaci ziskanych dat a vysledkd vyzkumu.
Rovnéz je vhodné zvazit mozné dalsi proménné (napt. podminky prostredi jako jsou teplota,
hluk, nebo kvalita vzduchu), které by mohly mit dopad na vysledky, a ptipadné provést

dopliyjici analyzy.

4.5 Test

Test byl provadén v pribéhu kvétna béhem odpoledniho vyucovani, konkrétné béhem 6.
a 7. vyuovaci hodiny. Tento test je ureny pro studenty prvniho a druhého roc¢niku
Obchodni Akademie ve VlaSimi. Obsahoval celkem osm uloh, zaméfenych na posun
mocninnych funkci a absolutni hodnotu. Studenti méli k dispozici celou hodinu na jejich
vypracovani, avSak vétSina z nich dokoncila test jiz béhem prvni pilhodiny. Pii pfipravé
testu jsem Ulohy strukturovala nasledovné:

e Posunuti ve sméru osy x (doprava a doleva)

e Posunuti ve sméru osy y (nahoru a doli)

e Kombinace ptedchozich dvou typl uloh

e Ulohy zaméiené na absolutni hodnotu

Snazila jsem se zajistit rovnomérné zastoupeni vSech uvedenych kategorii uloh
a soucasné jsem se snazila rozlozit jejich usporadani tak, aby dvé tlohy stejné kategorie
nasledovaly po sobé.

Jako posledni, osmou ulohu jsem zvolila ulohu, kde studenti méli urcit predpis

funkce zadané graficky. Tuto Glohu jsem zamérn€ umistila na konec, protoZe je netradi¢ni a

YV
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4.5.1 Zadani
1) Nakreslete grafy danych funkci a popiste jaky je mezi nimi vztah. Co maji
spolecného? Co je jiné? Sva tvrzeni zdiivodnéte.
fry=x3, gy=x3+1

2) Jaky je vztah mezi funkcemi (Obrazek 14) a (Obrazek 15)? Svoje tvrzeni zdiivodnéte.

1.5

0.5

35 3 25 2 15 -1 050| 05 1 15 2 25 3 35

-0.5 2
Obrazek 14: Uloha 2 - graf funkce f 15

0.5

-356 -3 -25 -2 -15 -1 -05 05 1 15 2 25 3 35

Obrizek 15: Uloha 2 - graf funkce g

3) Napis postup pro spoluzaka, diky kterému nakresli graf funkce: y = G

4) FrantiSek a Gustav jsou dva Zaci Obchodni Akademie. Jednoho dne se rozhodli
porovnat jejich vynosy z uroceni. Pro porovnani uvazovali vidy o stejném vkladu (x)
a do tabulek vidy napsali sviij vynos (y) (Tabulka 1) a (Tabulka 2). V éem se dané

tabulky lisi? Co maji stejné? Popis viastnimi slovy.

frl x |y g | x y
1 1 1 0
2 4 2 1
3 9 3 4
4 16 4 9
5 25 5 16
6 36 6 25

Tabulka 1: Tabulka hodnot funkc
v abulka hodnot funkee f Tabulka 2: Tabulka hodnot funkce g

5) Nakresli graf funkce f:y = (x — 5)? — 3
6) Jaké vidis rozdily mezi funkci f z predchozi tilohy a funkci g:y = (x + 2)? — 3?

Cim jsou zpiisobeny? (miizes si pomoct grafem,).
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7) Jaké vidis rozdily mezi funkci f z wilohy cislo 5 a funkci h:y = |(x — 5)% — 3|? Cim
Jsou zpiisobeny? (miizes si pomoct grafem,).

8) Najdi predpis funkce (Obrazek 16):

Obrdzek 16: Uloha 8 - zaddni

Uvodni tiloha se zaméfuje na vertikalni posun funkci. Hlavnim tikolem je popsat, Ze
se grafy funkci f a g li§i v jejich vertikalni poloze. Oc¢ekava se pouziti formulaci jako
naptiklad ,,funkce g je posunuta vySe nez funkce f* nebo ,,hodnoty y funkce f jsou mensi
nez hodnoty y funkce g*“. K podpoie porozuméni této problematiky jsou pfipraveny dva
smérové dotazy a vyzva k vykresleni grafii obou funkci. Funkce jsou iimysIné zvoleny
jednoduché, coz zvySuje Sanci na Gspéch zakt, ktefi s nimi jiz maji zkuSenosti. Tato loha
rozsahlej§i instrukce. Zaci jsou vyzvani ke kresleni obou grafii a naslednému jejich
porovnani.

Druhé uloha se zaméfuje na posunuti grafu funkce nahoru po ose y. Funkce jsou
prezentovany pomoci grafii a ikolem zaki je detailné popsat vztahy mezi nimi. Pro lepsi
piehlednost jsem ve vSech grafech zvyraznila dvé klicové hodnoty. Dale jsem v druhém
grafu zobrazila asymptotu, avSak mtiZe to byt prvkem, ktery zaky zbytecné¢ mast. Tato uloha
je inspirovana druhym ukolem z vyzkumu Students * understandings of the transformations
of functions od Camille S. Burnett. Je pravdépodobné, Ze zaci budou mit podobné obtize
s tim, Ze si nebudou jisti, co se od nich piesn¢ ocekava, coz mize vést k tomu, ze odpovi na

jiné otazky.
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Ve treti uloze, kterd se zamétuje na posun dolii a doleva, najdeme vyzvu k popisu
postupu. Tim je po zacich zadano, aby vyjadfili postup feSeni vlastnimi slovy. Diky tomu
pak mtzeme lehce odhalit jejich uvazovani pii konstrukci grafu funkce. Tato uloha mtze
Ocekéavam, ze zaci se pokusi o hyperbolu, ktera je jim jiz zndma. Pravdépodobny postup je,
ze si zaci zvoli body, dosadi do tabulky a nasledn€ nanesou do kartézské soustavy soutfadnic
a prolozi je hyperbolou. Tento postup maji zazity z vyuky. V poslednich hodinach vSak
probirali posuny funkeci a je tedy také mozné a vitané, ze nekteti zaci zvoli tento postup.

Ctvrta Gloha se zaméfuje na posun doprava. Je zadana pro zdky ponékud netradi¢ng.
Muzeme zde vidét slovni popis situace a dvé funkce zadané tabulkou. S ohledem na lepsi
porozuméni jsem se rozhodla pro financni téma, které by meélo byt zadkim obchodni
akademie blizké. Pfedpokladam, Ze Zaci si v§imnou, ze kdyz jsou dosazeny stejné hodnoty
proménné, jejich funkéni hodnoty se 1i8i a tento fakt blize specifikuji. Tato tloha je
inspirovana ¢tvrtou tlohou z vyzkumu Students * understandings of the transformations of
functions od Camille S. Burnett.

Na patou tlohu zaméfenou na posun doprava a dold navazuji i Glohy 6 a 7. Zéci jsou
zde vyzvani k nakresleni grafu kvadratické funkce, se kterou byli jiz v hodindch matematiky
seznameni. Proto by tato uloha neméla zadkim Ccinit vétsi potize. Ocekavany postup je
nalezeni vrcholu této paraboly, dale jednoho bodu a nésledné prolozeni paraboly.

Sesta tiloha se zamé&fuje na posun funkce doleva a dolt. Oproti pfedchozi funkei, na
kterou odkazuje, se li§i pouze jednou konstantou a tedy i smérem posunuti po ose x.
Piedpokladam, Ze zaci pii vyzve k identifikaci rozdilli upozorni pravé na tuto konstantu.
K lepSimu porozumeéni tkolu je k dispozici moznost nakreslit graf dané funkce.

Ptedposledni uloha navazuje rovnéZ na ulohu ¢islo 5. Rozdil v téchto ulohach je
evidentni jiz ze zadani a to diky absolutni hodnoté. Pfedpokladam, Ze i1 to zaci ve svych
feSenich zmini. Zde chci testovat porozuméni absolutni hodnoté ve spojeni s funkcemi.

Jako posledni, tedy osmou tlohu, jsem zvolila nalezeni pfedpisu funkce. Tento typ
ulohy je pro Zaky netradi¢ni a proto ofekavadm, Ze bude patfit mezi nejnaro¢néjsi ulohy.
Jedna se o mocninnou funkci se zdpornym exponentem, jehoz absolutni hodnota je liché
¢islo nebo cislo 1. Navic je tato funkce posunuta o jednotku vyse po ose y a déle v absolutni

hodnoté€. Pro ptehlednost jsem v grafu funkce zobrazila jeden bod a asymptotu. Pro vyssi
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Skalu spravnych odpovédi jsem zvolila bod, diky kterému nelze jednoznacné urcit predpis
funkce. Jako spravnou odpovéd’ tedy budu brat jakykoli piedpis funkce, ktery by vyhovoval

zadani.

4.5.2 Hodnoceni vysledkii

V nésledujici tabulce (Tabulka 3) jsou uvedeny vysledky vSech osmi tloh matematického
testu. Pro kazdou ulohu jsou testy rozd€leny do tii kategorii: nevyplnéné testy, testy
s chybnymi odpovéd’'mi a testy se spravnymi odpovéd’'mi. U kazdé ulohy jsou pak uvedeny
pocty odpovédi v jednotlivych kategoriich a jejich procentualni zastoupeni. Tato analyza
poskytuje podrobny ptehled o Uspésnosti zaka pti feSeni jednotlivych tloh a ukazuje, ve
kterych oblastech dochazi k nejvétsim problémtim. Data z tabulky reflektuji rozdilné trovné

uspésnosti v jednotlivych testovanych oblastech matematiky.

Uloha Nevyplnéno Spatné Spravné

1. Uloha 14 (9,15%) 106 (69,28%) 33 (21,57%)
2. Uloha 49 (32%) 53 (34,64%) 51 (33,33%)
3. Uloha 44 (28,76%) 64 (41,83%) 45 (29,41%)
4. Uloha 53 (34,64%) 45 (29,41%) 55 (35,95%)
5. Uloha 37 (24,18%) 77 (50,33%) 39 (25,49%)
6. Uloha 55 (35,95%) 35 (22,88%) 63 (41,18%)
7. tloha 60 (39,22%) 27 (17,65%) 66 (43,14%)
8. uloha 90 (58,82%) 58 (37,9%) 8 (5,23%)

Tabulka 3: Analyza vysledku

V prvni uloze je vyrazné vysSi pocet Spatnych odpovédi (106, coz predstavuje
69,28%) nez pocet spravnych odpovédi (33, coz je 21,57%). Tento rozdil naznacuje
vyznamné obtize zakid s porozuménim nebo aplikaci koncepti potfebnych k feSeni této
ulohy. Pravdépodobné se jedna o zékladni nedostatky v porozuméni principlim mocninnych
funkei. Navzdory tomu méla tato uloha nejméné nevyplnénych testi (14, coz ptedstavuje

9,15%). Tento fakt naznacuje, ze Zaci jsou s timto typem tuloh jiz pomérné obezndmeni.
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U druhé tloze je pozorovatelny témet vyrovnany pomér mezi Spatnymi odpovéd'mi
(53, coz ptedstavuje 34,64%) a spravnymi odpovéd'mi (51, coz je 33,33%), coz naznacuje,
ze uloha byla pro zaky relativné naro¢na. Praimérny pocet nevyplnénych odpovédi (49, tedy
32%) ukazuje, ze zaci nebyli s touto typologii ulohy obezndmeni a neméli jasno v tom, jak
na ni spravn¢ reagovat. Pravdépodobné se jednalo o novy nebo nezvykly koncept, se kterym
se zaci dosud nesetkali.

U treti ulohy je zjevné, ze vétSina zakli méla vyznamné obtize s jejim feSenim, jak
dokladéd vysoky pocet Spatnych odpovédi (64, coz predstavuje 41,83%) a vyrazny pocet
nevyplnénych odpovédi (44, tedy 28,76%). Tento markantni nedostatek spravnych odpoveédi
miize byt zpisoben nékolika faktory. Casova narocnost ukolu byla pravdépodobné piilis
vysokd, coz mohlo vyznamné& snizit motivaci zadka k dokonceni tkolu. Dal§im moznym
faktorem mtiZze byt jejich omezend znalost dané latky nebo nejistota ohledné spravného
postupu. Tento vyrazna absence spravnych odpovédi miize naznacovat, ze uloha byla pro
vétsinu zakd pfiliS ndrocnd a moznd nebyla adekvatné ptizplsobena jejich znalostem
a schopnostem.

Ctvrta uloha, i kdyz byla teti nejéast&ji spravné zodpovézenou tlohou (55 odpovédi,
coz predstavuje 35,95%), stale vykazuje vysoky pocet Spatnych odpovédi (45 odpovédi, coz
je 29,41%). Tento jev by mohl byt zptisoben slozitosti zadani nebo nejistotou zakti ohledné
spravného postupu. Déle je zde vysoky pocet nevyplnénych odpovédi (53 odpoveédi, coz
predstavuje 34,64%) a to naznacuje, Ze nékteti zaci mohli byt odrazeni dlouhym nebo
slozitym zadanim tulohy, a proto se rozhodli ulohu viibec nefesit.

Pata tloha, 1 pfestoze doséhla relativné vysokého poctu spravnych odpovédi (39, coz
predstavuje 25,49 %), stale zlstava vyznamnym zdrojem chybnych odpovédi (77, tedy
50,33 %). Tento fakt naznacuje, Ze Zaci méli vyrazné obtiZze s aplikaci svych znalosti,
pri¢emz uloha byla o néco srozumitelnéj$i nez ty predchozi.

Sesta tloha ukazuje pomérné maly podet chybnych odpovédi (35, coz piedstavuje
22,88% z celkového poctu) ve srovnéani s vysokym poctem spravnych odpovédi (63, coz je
41,18%). Avsak vyrazné vysoky podil nevyplnénych odpovédi (55, coz je 35,95%)
naznacuje, Ze mnoho zakd nemélo dostatek Casu nebo motivace dokoncit tlohu. Tento fakt

muze byt dale podpofen tnavou nebo ztratou koncentrace béhem testu. Dilezité je téz vzit
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v tvahu, ze uloha Cislo Sest nasledovala po uloze ¢islo pét. Nevyplnéni ulohy ¢islo pét tedy
pravdépodobné vedlo i k nevyplnéni této Sesté tllohy.

Sedma uloha vykazuje vysoky pocet spravnych odpovédi, konkrétné 66, coz
predstavuje 43,14% tspésnost. Tento vysledek ukazuje dobrou uroven znalosti a schopnosti
zakl v dané problematice. Na druhé strané€, sedma uloha ma také nejnizsi pocet Spatnych
odpovédi ze vSech uloh, pouze 27 (17,65%), coZ opét svédci o kvalitnim zvladnuti obsahu.
Nicméné, je zde také znaény pocet nevyplnénych odpovédi, a to 60 (39,22%). Tento fakt
naznacuje mozné potize zakl s Casovym limitem nebo motivaci k pokracovani v testu. Toto
nevyplnéni mize byt ovlivnéno i tim, ze sedma uloha navazovala na ptedchozi tlohu cislo
pet, kterd rovnéz mohla zlstat nevyplnéna.

V osmé uloze je evidentni, ze zaci méli nejvetsi obtize s jejim feSenim. Pouze 8
spravnych odpovédi (coz predstavuje 5,23 %) a vysoky pocet nevyplnénych odpovedi (90,
coz je 58,82 %) naznacuje, ze zaci bud’ nerozuméli zadani, nebo neméli jasno v tom, jak
ulohu spravné fesit.

Z vysledkt je patrné, Ze nejjednodussimi tlohami podle poctu spravnych odpoveédi
byly tlohy ¢&islo 7, 6 a 4. Uloha ¢&islo 7 dosahla nejvy3si isp&snosti s 66 spravnymi
odpovéd'mi (43,14 %), nasledovana ulohou ¢islo 6 s 63 spravnymi odpovédmi (41,18 %)
a ulohou ¢islo 4 s 55 spravnymi odpovéd’'mi (35,95 %). Tyto ulohy ziejmé obsahovaly znamé
koncepty nebo byly formou, ktera byla Zzakim blizkd a snadné&ji pochopitelnd. Naopak
s pouhymi 8 spravnymi odpovédmi (5,23 %), coz naznacuje vysokou slozZitost nebo
nejasnost zadani. Uloha &islo 1 méla vyrazné vice $patnych odpovédi nez spravnych, to
ukazuje na obtiZe s porozuménim a aplikaci pozadovanych matematickych konceptii. Uloha
¢islo 3 doséhla také vysokého poctu Spatnych odpovédi, coz naznacuje, Ze byla pro Zaky

naro¢na z hlediska znalosti nebo jasnosti zadani.
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S Analyza chyb

Béhem peclivé analyzy vysledkil testu jsem identifikovala rozmanité typy chyb, které se
objevily v rtiznych ulohéch, a také specifické chyby v jednotlivych ulohach. Dilezité je
zduraznit, Ze nékteré ulohy vykazuji podobné postupy feseni. Napiiklad ulohy ¢islo 1,3 a 5
vyzaduji bud’ sestaveni grafu funkce nebo popis jeho konstrukce a to je spole¢na
charakteristika. Ulohy 2, 4, 6 a 7 se soustfedi na porovnani dvou funkci. Osma tloha je
vyjimecna tim, ze zaci maji za ukol identifikovat piedpis graficky znazornéné funkce. Tyto
paralely se projevuji v zjisténych chybovych vzorech. Opakované jsem identifikovala stejné
chyby pii podobnych ulohéch. Prvni krok mého pfistupu byl analyzovat chyby, které se
vyskytly v nékolika tilohach soucasné, a nasledné jsem se zaméftila na charakteristické chyby

specifické pro jednotlivé ulohy.
5.1 Chyby ve vicero ulohach:

5.1.1 Posun funkce Spatnym smérem

Chyba, ktera se stala, byla ptedpoklddand a naznacuje, ze zdk ma povédomi o posunech
funkeci a jejich pravidlech. Bohuzel si vSak tato pravidla $patn¢€ zapamatoval. Tento konkrétni
typ chyby se da rozdélit na posuny podél osy x, posuny podél osy y a kombinované posuny
obéma smery.

Prvni ptiklad ukazuje chybu v posunu podél osy x, kde bylo zapotiebi posunout graf
druhé funkce nahoru podél osy y. Celkem 16 Zaki pteneslo druhy graf funkce doprava podél
osy x (Obrazek 17). Nespravné tedy vyloZili, jak ¢islo jedna v ptfedpisu funkce ovliviiuje

graf funkce. Tito Z4ci zaménili piedpis druhé funkce s funkei y = (x — 1)3.
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1) Nakrc:slcte graly danych funkef a popiste jaky je mezi nimi vztah. Co maji
spolecného? Co je jiné? Sva tvrzeni zdtvodnéte.

fry=x3,
|
gy=x3+1

Obrizek 17: Uloha 1 - posun doprava s jednotkou

Ve skuping, kde Slo o posun podél osy y, celkem 7 zakti udélalo chybu v uloze ¢islo
Sest. Tito zaci si uvédomili, ze graf funkce bude posunut vzhledem k grafu z pfedchozi ulohy.
Avsak chybné ho posunuli nahoru nebo dolti podél osy y, namisto aby provedli posun ve
sméru osy X.

Ve skupiné¢ zaméfené na kombinované posuny obéma sméry, ktera se vénuje
odpovédim na ulohu &islo pét, bylo zjisténo nékolik zajimavych piistupt. Ukolem bylo
vytvofit graf kvadratické funkce, ktery je posunut osové doprava a po ose y smérem dold.
Celkem 11 Zakt se pokusilo identifikovat kvadratickou funkci a zkonstruovat jeji graf. Bylo
patrné, Ze Zaci pouZili parabolu, ale jejich interpretace v kartézské soustavé soutadnic byla
chybnad. Tti Z4ci nakreslili pouze zakladni graf kvadratické funkce y = x?2, zatimco dalsi dva
posunuli tento graf nahoru podél osy y. Ostatnich 5 74k pracovalo s funkci y = —x?
(Obrazek 18) a provadeli s nim posuny v soustaveé souradnic. Tyto riizné pfistupy ukazaly,
ze zaci rozuméli kvadratickym funkcim, ale jejich schopnost ptesné a pln¢ vytvofit grafy

byla omezena nebo neptesna.
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5) Nakresli graf funkce f:y = (x —5)* =3

Obrazek 18: Uloha 5 - opacnd parabola
V této uloze bylo také zjisténo, ze 8 zaki spravné identifikovalo potfebu posunout
graf zadané funkce po ose y smérem dolli v porovnani se zadkladnim grafem funkce y = x2.
Bohuzel v§ak opomnéli tento graf posunout i po ose x. Z tohoto poznatku Ize usoudit, Ze tito

zaci méli povédomi o potiebe posunu grafu po ose y smérem dola.

5.1.2 Jednotky na osach
Tuto chybu mizeme nalézt jiz v prvni tloze. Zajimavé je, ze 14 zaki zde neuvedlo zadnou
jednotku na ose grafu (Obrazek 19), coz naznacuje mozny nedostatek porozuméni méfitku
a jeho nutnosti. Tento fakt muze rovnéz signalizovat urcity nedostatek pozornosti

k detailim.

I) Nakrcish’atc grgl'y (ii?ll_\"ci} funkei a popiste jaky je mezi nimi vztah. Co maji
spole¢ného? Co je jiné? Sva tvrzeni zdivodnste.
f:y=x3
S

gy=x+1

Obrizek 19: Uloha I - posun doprava bez jednotky

Dva Zéci v lloze Cislo pét spravné posunuli graf zékladni kvadratické funkce smérem
doli a doprava po osach soustavy soufadnic, avSak nezahrnuli Zadné jednotky na osach, coz

zpusobuje zna¢né nejasnosti pii interpretaci daného grafu.
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5.1.3 Nejednotné méritko na ose y
Ve svém vyzkumu jsem narazila na zajimavou chybu ve ¢tvrté tloze. Osm zakl nebralo
v tvahu méfitko, takze jejich grafy vypadaly jako grafy linearni funkce (viz Obrazek 20),
prestoze ve skutecnosti Slo o kvadratické funkce.

Konkrétni problém spocival v tom, ze zaci pouzili ¢isla na y-ové ose pouze jako
soubor znacek, y-ova ose tak neni skutecnou ¢iselnou osu. To znamena, ze nebrali v tivahu
skutecné hodnoty a proporce mezi témito Cisly. Nejprve nakreslili graf bez peclivého zvazeni
metitka a poté doplnili soufadnice jednotlivych bodl, ale zapomnéli, Zze jednotky na
jednotlivych osach mohou byt rizné, ale na jedné ose musi byt jednotky konzistentni.

Kvadratickd funkce ma charakteristicky tvar paraboly, zatimco linedrni funkce je
reprezentovana piimkou. Kdyz Zaci nespravné aplikovali métitko, zkreslili tvar paraboly do
podoby, ktera ptipominala pfimku. To naznacuje, Ze zZaci mozna vidi rostouci linearni graf
jako univerzalni vzor pro jakoukoli funkci a nedokéazi spravné rozlisit mezi riznymi typy
funkci na zaklade jejich grafického znazornéni.

4) Frantisek a Gustav jsou dva ¥aci Obchodni Akademie. Jednoho dne se rozhodli porovnat
jejich vynosy z wro&eni. Pro porovnéni uvazovali vZdy o stejném vkladu (x) a do tabulek vzdy
napsali sviij vynos (). V &em se dané tabulky 1i8i? Co maji stejné? Popi$ vlastnimi slovy.

f x |y g X y
1 1 1 0
2 4 2 1
3 9 3 4
4 16 4 9
5 25 5 16
6 36 6 |25

i 7¢ 1345 ¢ e

Obrazek 20: Uloha 4 — graf
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5.14 Nedostateéna odpovéd’ formou grafu
V této Casti se budeme zabyvat odpovéd’mi, které¢ jsou néjakym zplusobem nelplné ¢i
nedostatecné. Zamétime se zejména na odpovédi, které obsahuji graf zadané funkce, nebo
alespoil pokus o jeho zobrazeni. Napftiklad v prvni tloze celkem 51 zaki spravné nakreslilo
oba grafy funkce, avSak popisy k témto grafiim bud’ chybély, nebo byly uvedeny nespravné
(Obrazek 21). Tento problém mize mit nékolik pficin. Tito Zaci si mozna nebyli jisti, jak na
otazku pfesn¢ odpoveédet, necetli dikladné zadéani, nebo spoléhali na to, ze samotné grafy
funkci budou dostatecné vymluvné a dalsi komentai neni nutny. Je také mozné, ze méli
potize s ¢asovym rozvrhem a nezbyl jim dostatek ¢asu na ptidani vSech potiebnych popist.
Tento jev poukazuje na diilezitost nejen spravného vykresleni graft, ale i peclivého piistupu

k zadani a doplnéni vSech pozadovanych informaci.

1) Nakreslete grafy danych funkef a popite jaky Je mezi nimi vztah. Co maji
spole¢ného? Co je jiné? Sva tvrzeni zdtvodnéte.

[y =x3, r
i
A
‘1—.4“ T >,<
1-2
vl
gy=x3+1
14
A
e
Il A | b
o = 5%
=k

Obrazek 21: Uloha I - spravné vykresleny graf bez tabulky
U tfeti Glohy se 15 studentli pokusilo pouze nakreslit graf funkce, ackoli to viibec
nebylo jejich ukolem. Je mozné, Ze tito Zaci nejprve chtéli zkusit graf sestrojit, mozna aby si
ov¢ftili sviyj postup, ktery zvolili. Bohuzel vSak pii pokusu o sestrojeni grafu neuspéli. Tento
neuspéch mohl byt demotivujici a vedl je k rozhodnuti nepokracovat déle v plnéni této tilohy.
DalSich 7 zaka v této tiloze sestavilo tabulku hodnot. Zvolili k tomu hodnoty 1,2 a 3.

Avsak tyto hodnoty nejsou idedlni pro vypocet, protoze jsou ¢asové narocné a vyzaduji
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matematickou preciznost, navic vysledky byvaji neceld Cisla. Tento fakt mohl zpusobit

znejisténi zakl a piimet je zastavit se v plnéni tikolu (Obrazek 22).

3) Napis postup pro spoluzika, diky
kterému nakresli graf funkce

Obrdzek 22: Uloha 3 - tabulka hodnot

V tuloze cislo Ctyfi se naslo pét Zzaka, kteti se pustili do konstrukce obou grafhi.
Nicmén¢ tato aktivita nebyla explicitné pozadovana zaddnim. Zda se, ze tito zaci mohli
potfebovat jinou formu zadani funkce, nez je tabulka, aby byli schopni popsat spolecné
vlastnosti a rozdily mezi funkcemi. AvSak ani jeden z nich se nakonec nedostal k samotnému
popisu funkci.

Podobna situace nastala i v ulohach Sest a sedm. V uloze Sest totiz osm zak vytvoftilo
pouze graf dané funkce, aniz by se pustili do dal§iho rozboru. A v uloze sedm bylo ¢trnact
zak, ktefi se omezili jen na konstrukci grafu funkce h, aniz by se v€novali popisu ¢i analyze

této funkce.

5.1.5 Netplna odpovéd’
V této Casti se zamétuji na odpovedi, které jsou pravdivé, avSsak mohou byt povazovany za
nedokoncené, obsahovat urcité nepfesnosti nebo byt pfili§ obecné a mohly by byt detailnéji
specifikovany. Prvnim ptikladem tohoto jevu je situace z prvni ulohy, kde 8 zaki nakreslilo
pouze graf prvni funkce, zatimco graf druhé funkce ztstal prazdny.

V druhé uloze spravné identifikovalo posunuti funkci celkem 36 Zzakl, avSak
nedostavalo se jim informaci o konkrétnim rozsahu tohoto posunuti. Je zajimavé, ze jejich
odpovédi se lisily, ale obecné ukazovaly na existenci posunuti funkci. Nekteti uvedli
formulace jako: ,,funkce jsou jinak posunuté®, nebo ,,kazda funkce je v jiné vysce* (Obrazek

23).
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2) Jaky je vztah mezi funkcemi? Svoje tvrzeni zdiivodnéte.
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Obrazek 23: Uloha 2 - jedna funkce je vyse

Ve ctvrté uloze se Zaci zamétfovali na porovnani funkci a jejich rozdilnosti.
Z celkového poctu vSech zakl si jich 12 vSimlo, Ze tabulky ukazuji odlisné vysledky
(Obrazek 24). Pét zaki identifikovalo rozdil ve vynosech jako dusledek riiznych urokovych
sazeb. Ctyii dal3i Z4ci se domnivali, Ze rozdilnost vznikla tim, Ze FrantiSek ,,zacal Grogit
drive®. Prekvapivé ani jeden z téchto zakil neprovedl ditkladnéj$i porovnani hodnot obou
funkei, coz by mohlo poskytnout hlubsi pochopeni jejich  rozdili.

4) FrantiSek a Gustav jsou dva zaci Obchodni Akademie. Jednoho dne se rozhodli porovnat
jejich vynosy z trodeni. Pro porovnani uvazovali vZdy o stejném vkladu (x) a do tabulek vzdy
napsali sviij vynos (y). V ¢em s€ dané tabulky 1i3i? Co maji stejné? Popi$ vlastnimi slovy.

. : X Yy
f: : x 1y g : 5
2 4 2 1
3 9 3 4
4 16 4 9
5 25 5 16
6 36 6 25

/
p.-./ w
AL Ut Uy/er
Obrizek 24: Uloha 4 - jiny vynos
Naopak 12 zakt v této tloze provedlo porovnani hodnot zadanych dvou funkci a na

zaklad¢ tohoto porovnani vyjadrilo tuto skutecnost slovy jako napiiklad: "FrantiSek ma vzdy

vys$i vynos nez Gustav." Bohuzel se vSak dale nesnazili hloub¢ji zkoumat a analyzovat tento
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wevr

jev, nebo moznd nevénovali dostatecnou pozornost piesnéjSimu vztahu mezi témito
funkcemi, ktery mohl byt kli¢ovy pro lepsi porozuméni celé situaci (Obrazek 25).
4) Frantidek a Gustav jsou dva Zaci Obchodni Akademie. Jednoho dne se rozhodli porovnat

jejich vynosy z trodeni. Pro porovnani uvaZovali vZdy o stejném vkladu (x) a do tabulek vzdy
napsali sviij vynos (¥). V ¢em se dané tabulky 1i8i? Co maji stejné? Popi3 vlastnimi slovy.

f x |y g X y
1 1 1 0
2 4 2 1
3 9 3 4
4 16 4 g
5 25 5 16
6 36 6 25

/

/mgfl A//?”? o hfod
et ad Fandick
- il ,{Wm /by AN AL
Obrazek 25: Uloha 4 - Frantisek ma vic

Navic celkem 17 74k zaznamenalo urcitou spojitost mezi zobrazenymi tabulkami
(Obrazek 26). Tuto spojitost vétSina z nich popisovala jako: ,,u Gustava jsou vynosy
opozdény* nebo ,,Gustavovy vynosy jsou o jeden fadek posunuté“. Avsak nikdo z téchto
zakl se nepokusil tuto spojitost hloubé&ji analyzovat ¢i dale rozvijet. Kvili tomu se jim

nepodafilo odhalit hlubsi vztah mezi témito dvéma funkcemi a jejich vzdjemnymi vazbami.

4) Frantidek a Gustav jsou dva Zaci Obchodni Akademie, Jednoho dne se rozhodli porovnat
jejich vynosy z trodeni. Pro porovnani uvazovali vzdy o stejném vkladu (x) a do tabulek vzdy
napsali sviij vynos (). V &em se dané tabulky li8i? Co mayji stejné? Popis vlastnimi slovy.

1 x y g: X v |
1 1 1 10
2 4 2 |1
3 B 3 14
4 16 4 19
5 25 5 16
6 36 6 25

/ -/
I’}_U/UEJ £y eLA PofuluTE U A4 PADEK

Obrizek 26: Uloha 4 - posunuto
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Druhou skupinou, kterd zahrnuje 36 odpovédi, i kdyz neuplnych, tvoii Zaci, ktefi
identifikovali vztah mezi proménnymi x a y, tedy mezi vkladem a vynosem, u prvni funkce
f. Nékteti z téchto zaka popsali tento vztah slovné (Obrazek 27), jini vytvorili graf této
funkce, a zbyvajici pak napsali analyticky ptedpis y = x2. Druhou funkci vSak Zaci
nepopsali viibec.

4) FrantiSek a Gustav jsou dva Zici Obchodni Akademie. Jednoho dne se rozhodli porovnat

jejich vynosy z uro¢eni. Pro porovnani uvazovali vZdy o stejném vkladu (x) a do tabulek vzdy
napsali sviij vynos (y). V ¢em se dané tabulky li$i? Co maji stejné? Popi3 vlastnimi slovy.

pé [ x v g X y
i 1 1 0
[2 4 2 1
|3 9 3 4
4 16 4 9
5 25 5 16
6 36 6 25

ZU’;/&UA%A/ZW/WX&

[)QD.JAS‘Q(I
o ko, o gk ol 4y

Obrizek 27: Uloha 4 - vztah u prvni funkce

V ramci Sesté ulohy bylo ukolem zakii porovnat zadanou funkci s funkci uvedenou
v predchozi uloze. Celkem devét zaki zde zvolilo slovni popis, ve kterém vysvétlovali, ze
ob¢ funkce se li§i ve vSech hodnotach (Obrazek 28). PrestoZe Zaci spravné identifikovali, Ze

funkce nejsou shodné, jejich odpovéedi postradaly podrobnéjsi specifikaci téchto rozdili.

6) :Iaké Vvidis rozdily mezi funkef fz piedchozi dl
Jsou zplisobeny? (mtiZes si pomoct grafem).

Il frdid poneh. ; tpicing oo pedindsi g

Obrdzek 28: Uloha 6 - nedostatecné zdiivodnéno

ohy a funkei g:y = (x + 2)2 — 3?2 Cim

Naproti tomu 13 zakid v sedmé uloze si v§imlo rozdilnosti v ptedpisu zadané funkce

a funkce z paté tlohy, ale jiz roli absolutni hodnoty nijak nepopsali (Obrazek 29).
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7) Jaké vidis rozdily mezi funkei £z Glohy &islo 5a funkei h:y = |(x — 5)* — 3|7
Cim jsou zplisobeny? (mizZes si pomoct grafem).

Jt:)g:( x-b)*-%

\r\\ = ).<, 5)&_ .
£ >k ahenlud hodingo,

Obrdzek 29: Uloha 7 - absolumi hodnota bez vysvétleni
5.1.6 Stejné funkce
U ulohy c¢islo dvé 11 zakt viibec nespatfilo Zadny rozdil mezi obéma grafy zadanych funkci
(Obrazek 30). Mohla je zmast asymptota zakreslena ve druhém grafu, kterou mohli zaménit
za osu x. Pro dosazeni lepSich vysledkid by mohlo byt uzite¢né, kdyby byly oba grafy
nakresleny do stejné kartézské soustavy soufadnic. To by umoznilo zakim snadnéji
identifikovat rozdily mezi grafy a spravn¢ interpretovat jejich vlastnosti.

@ Jaky je vztah mezi funkcemi? Svoje tvrzeni zdiivodnéte.

f
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Obrazek 30: Uloha 2 - funkce jsou stejné
K podobnému zavéru dosli i 3 Zaci u ulohy ¢islo 7. Tito Zaci tvrdi, ze funkce h

i funkce f jsou naprosto stejné a nemaji zadné rozdily (Obrazek 31).

7) Jaké vidis rozdily mezi funkei fz lohy &islo 5a funkef h:y = (x —5)2 = 3|2
Cim jsou zpiisobeny? (miiZed si pomoct grafem).

Obrazek 31: Uloha 7 - stejny graf
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5.1.7 Jiny graf
V tomto oddile se zabyvam chybou, kdy zak zkonstruoval graf jiné funkce, nezli byla
zadana. V prvni tloze se objevilo celkem 10 zaka, ktefi zameénili predpis druhé funkce
s predpisem funkce, jejiz graf je hyperbola, ¢i parabola.

Ve treti uloze 8 zaka Uspésné lokalizovalo stfed hyperboly. Nicméné je tieba
poznamenat, Ze poté zakreslili graf mocninné funkce, kterd ma v exponentu ¢islo 3. K tomuto
kroku je mohlo vést zaménéni funkce ze zadéani za funkci y = (x + 3)3 — 1. Navic 3 z nich
si spletli i pojmy vrchol a stred.

U ulohy ¢islo pét nalezneme 12 odpovédi, kde se zaci sice pokusili nakreslit graf
kvadratické funkce podle zadani, ale zadny z vyslednych grafti nepfipominal parabolu. Zaci
nepouzili ani tabulku hodnot, ktera by je vedla k vhodnému grafickému znazornéni paraboly.

Nejcastéji se zde objevovaly grafy hyperboly, jejich ¢asti nebo exponencialni funkce.

5.1.8 Vypocet
Pro tento druh chyby je typické, Ze se zak snazi pouzit vypocet ve chvili, kdy neni zapotiebi,
nebo ho neprovede zcela spravné, pripadné ho nedokonci.
Poprvé se s timto druhem chyby miizeme setkat ve tieti tloze, kde maji Zaci za tikol
podrobné popsat postup pii konstrukci grafu dané funkce. Celkem 5 zaki se pokusilo popsat
vypocet funkéni hodnoty, ale bohuzel jiz nepokracovali v podrobném popisu samotné

konstrukce grafu, ¢imz se dopustili této chyby (Obrazek 32).

v ’ b ( t ' [ T 375
3) Napis postup pro spoluzika, diky q. l:j P Sla et
kterému nakresli graf funkce {

oy C{\k\ Homef
r=arm! oo
3). sehacke )\

Obrizek 32: Uloha 3 - rada na vypocet
Dale se celkem 13 z&kl pokusilo o Upravu vyrazu v predpisu funkce (Obrazek 33).

Je zde vidét nepochopeni zaddni a nerozpoznani mocninné funkce. Ve dvou piipadech se

zak na ptedpis funkce dival jako na rovnici a vyjadrtil proménnou x.
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VT 5 %
3) Napis postup pro spoluzika, diky / ATG " {
kterému nakresli graf funkce y 4 =%
1 N — \ ﬁrl, = p3
y:(x+3)3~1 | = Lo 1 X4t
—X - Q; % + (C ~ _,>< ‘)g Ly
X —+6 < 49

Obrdzek 33: Uloha 3 - vypocet

Nyni pokracujeme v podrobné analyze feSeni ulohy &islo 5, kterd byla zaddna zakiim.
Jejich tkolem bylo zkonstruovat graf funkce. Pti zkoumani jejich pfistupt jsme zjistili, ze
ze vSech zaku se 14 z nich nesoustfedilo pfimo na samotné kresleni grafu. Tito Zaci se misto
toho zaméfili na vypocet diskriminantu a nasledné na urceni priiseciki s osami a vrcholu
paraboly. Pii téchto krocich bohuzel doslo k nékolika chybam: 6 zakt ud¢€lalo chybu pii
roznasobeni zavorky, 5 zakli se omezilo pouze na vypocet diskriminantu a pruseciki
sosou x a 3 7aci sice spravné vypocitali diskriminant, ale chybovali ve vzorci pro urceni
vrcholu paraboly. Tento postup je Cisté mechanicky. Musime konstatovat, ze témito kroky

si zaci ¢asto ulohu zbyte¢né komplikovali (Obrazek 34).

5) Nakresli graf funkee f:y = (x—5)*-3

- Xi/k’\ﬁx"p)‘b
= }KL ‘MOX ,')510

D= M-hoe
A A= TAL
T AMD

N 2 -~
WS —— 7
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Obrizek 34: Uloha 5 - nedopocitany diskriminant
Na zavér se tento specificky typ chyby projevil 1 v ptipadé¢ tlohy ¢islo 6. V této tiloze
jsme identifikovali Ctyfi zaky, ktefi se pokusili riznymi zplisoby upravit funkéni vzorec
(Obrazek 35). U jednoho z téchto zakti jsme zaznamenali naznak pouZiti diskriminantu, coz

mélo slouzit k ur€eni praseciku s osou x nebo k vypoctu vrcholu paraboly podle vzorct.

Bohuzel vsak ziistal nedokonceny a nedopocitany.
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2 2 _ A
6) Jaké vidi§ rozdily mezi funkei fz predchozi ulohy a funkei g:y = (x +2)? —37Cim

jsou zpiisobeny? (mtiZes si pomoct grafem).
ot T i
==t

Obrizek 35: Uloha 6 - pokus o vypocet

5.2 Chyby typické pro jednotlivé ulohy

5.2.1  Prvni uloha

V ramci této ulohy bylo nezbytné vytvoftit grafy dvou funkci. Je dilezité zdlraznit, ze pii

jejich konstrukei se objevila zajimava situace ohledné asymptoty. I kdyZ ob¢ zadané funkce

vlastné asymptotu nemaji, n€kteti zaci v jejich feSenich uvedli (Obrazek 36) piitomnost

asymptoty. AvSak je ziejmé, Ze tito zaci chybné povazovali za asymptotu jednu z os
soufadnic systému, nikoli asymptotu v pravém slova smyslu.

1) Nakreslete grafy danych funkei a popiste jaky je mezi nimi

spole¢ného? Co je jiné? Svg tvrzeni zdivodnéte,
f_- y= x3’

vztah. Co maji

gy=x+1 /[o), yd 4 WAMQY;U‘ YN N IRV

Obrizek 36: Uloha I - asymptota

V této tloze se Casto setkdvame s matematickym vyjadfovanim, které neni zcela
presné. VétSina zaka spravné pochopila, Ze druha funkce je posunutd vzhledem k prvni.
Nejcastéji tento jev popisovali slovné: ,,posunuta o 1 nahoru®, ,,posunutd o 1 bod nahoru*
nebo dokonce jako ,,graf je o 1 dilek Souply*. V n¢kolika ptipadech se objevila formulace
»funkce je posunutd o 1 cm nahoru®, coz naznacuje, ze Zaci predpokladali, ze 1 cm na papiru

odpovida 1 dilku na jejich grafu. Pro n€ byly tyto dva pojmy vzajemné zaménitelné.
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Dalsi castou chybou bylo zrcadlové prevraceni grafu druhé funkce podle osy y.
Celkem sedm zakd vytvofilo obraz grafu funkce y = x3 prostiednictvim osové soumérnosti

podle osy y.

5.2.2 Druha uloha

Celkem 20 zakd mélo problém se zadanim této ulohy. Z jejich odpovédi, jako naptiklad:
,Jjsou to hyperboly* (Obrazek 37), ,,jsou to funkce rostouci®, ,,funkce maji lichou paritu* 1ze
vy¢ist, Ze ne vSichni Zaci plné€ pochopili zadani, anebo spiSe samotnou otazku. V této skupiné
vsak najdeme i 2 zéky, ktefi tvrdili, ze funkce nemaji zddny vztah, coz mize byt zptisobeno
nedostate¢nym pochopenim matematickych konceptti. Na druhou stranu, nékteii zaci se
zaméfili na osovou soumérnost téchto funkci, to dokazuje tvrzeni jednoho z nich: , kiivky
jsou na obou strandch osy y soumérné* (Obrazek 38). Tato pozorovani poukazuji na to, ze

nektefi Zaci se snazili nalézt jakékoli podobnosti (ale ne vztahy) mezi grafy funkci.

2) Jaky je vztah mezi funkcemi? Svoje tvrzeni zduvodnete. ¥ o rom

/ 15
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Obrazek 37: Uloha 2 - hyperbola
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2) Jaky je vztah mezi funkcemi? Svoje tvrzeni zdiivodnéte.

f ——l i :
35 2 25 2 -15 -1 -650] o5 1 i5 2 25 5 3a
-05!

i

OV SOumevny

35 0 85 215 1 05 | 05 1 15 2 25 3 85

Obrazek 38: Uloha 2 - soumérnost grafii

5.2.3 Tretiuloha
V této uloze poskytli 2 zaci tak obecné pokyny, Ze by zak s niz§im porozuménim konstrukce

grafu mocninné funkce nemusel védét, jak postupovat.

524  Ctvrta tloha
Jako &astou chybu zde lze oznaéit nedostateénou pozornost. Ctrnact zaki si v§imlo, Ze za
proménnou x je vzdy dosazena stejnd hodnota (Obrazek 39). Tento pozoruhodny fakt vSak
zdiraziuje spise jejich moznou nedbalost pfi cteni zadani, nebot’ jiz zahrnuji informace,
které jsou v zadani vysvétleny.

dva #aci Obchodni Akademie. Jednoho dne se rozhodli porovnat
vnani uvazovali vZdy o stejném vkladu (x) a do tabulek vzdy
dané tabulky 1i&i? Co maji stejné? Popi§ vlastnimi slovy.

4) FrantiSek a Gustav jsou
jejich vynosy z uroceni. Pro poro
napsali sviij vynos (y). V ¢em se

x Y
f 1 = Iy & 1 0
2 4 2 |1
3 9 3 4
4 16 4 9
5 25 5 16
6 36 6 25

S"/’EJM} M JEN X

Obrizek 39: Uloha 4 - stejné x
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5.2.5 Pataaloha

Pti teSeni této tlohy se nejcastejs$i chyba objevila pti konstrukei grafu pomoci tabulky
hodnot. Tento pfistup je sice spravny, ale 25 zakd v ném udélalo né€jakou formu chyby. Tito
zaci se rozhodli vybrat ne¢kolik prvkd, spocitat jejich funkéni hodnoty a na zaklad¢ nich
vytvorit graf funkce. Bohuzel, 6 z nich se omezilo pouze na vytvofeni tabulky hodnot,
pricemz jejich volba nevhodnych ¢isel vedla k mimoiadné vysokym vyslednym hodnotam.
To pravdépodobné zpiisobilo jejich odraz od pokusu vytvofit grafickou reprezentaci funkce.
Ostatnich 15 zaku, ktefi vytvorili spravnou tabulku hodnot, zvolilo jen omezené mnozstvi
prvki a jejich funkénich hodnot, coz brénilo vytvoteni spravné paraboly pfi zaneseni bodil
do kartézské soustavy souradnic (Obrazek 40). Tito zaci tedy byli spokojeni jen s ¢astecnou
grafickou reprezentaci.

//"/24/“ /l '[’/"V\/l/(/ /F [

. ,
5) Nakresli graf funkce My =q(;c —5)%—3

Obrizek 40: Uloha 5 - tabulka hodnot a Spatné nakreslend parabola

Druhé béZzna chyba, ktera se v této tloze vyskytla, byla spojena se soufadnicemi
vrcholu paraboly. Ze sedmi Zzakd, ktefi se pokusili urc¢it soufadnice vrcholu podle piedpisu
dané funkce, dva z nich skutecné spravné identifikovali tyto soufadnice. Bohuzel, pfi jejich
zaneseni do kartézské soustavy soufadnic udélali chybu, coZ mélo za nasledek nespravné
vykresleni grafu funkce. Pravdépodobné k této chybé doslo kvili nepozornosti.

Ostatni Ctyfi Zaci také udélali chybu pii vypocitani (Obrazek 41) nebo vycCteni
soutfadnic vrcholu z funkéniho piedpisu. Nékteii si sice uvédomili zménu znaménka, avSak

nespravné ji aplikovali bud’ na obé soufadnice nebo pouze na y-ovou soufadnici.
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5) Nakuesli graf funkce f:y = (x —5)2 —3 7= Vl' 70y 25 -3

O.
v=C%2 %)
V:E?{ 9% = 75]
= I/:G‘S(?{[

Obrizek 41: Uloha 5 - spatny vrchol

5.2.6  Sests tloha
Zajimavou chybou, kterou udélalo celkem 17 z4k1, bylo oznaceni funkce g jako ,,v minusu*
a funkce f jako,,v plusu“ (Obrazek 42). Z pfidanych obrazki je znat, Ze do grafu zakreslili
pouze ¢ast paraboly (tu z pfedchozi ulohy omezili na kladna x a tu z této lohy pouze na
zapornd x) a neuvédomili si, Ze defini¢énim oborem paraboly jsou v§echna redlna ¢isla.

6) Jaké vidis rozdlly mezi funkei fz predehozi tlohy a funkei g1y = (x + 2)2 — 3?7 Cim
jsou zpusobeny‘7 (muzes si pomoct grafem) : | LY !
Z!,Wﬂw dpﬂr/zo/w’ww ‘—7’3\:‘;’—}-—_-;

/C/{"' Wu&uf%@% eeskom g prarores, A

Obrdazek 42: Uloha 6 - graf v minusu

Celkem u 11 74kl nalezneme poukézédni na rozdilnost v piedpisu funkci (Obrazek
43). Tito zaci si vSimli jinych parametri a néktefi se pokusili bez jakékoli grafické
interpretace tento jev vysvétlit. Bohuzel poukazali pouze na ptedpisy danych funkci a nijak
dal tuto myslenku nerozvijeli. Ackoliv je jejich odpoveéd’ spravnd, pro nase tcely je bohuZzel

nedostatecna.

6) Jaké vidi3 rozdily mezi funkci fz pfedchozi tlohy a funkei g: v = (x + 2)? — 3?7 Cim
Jsou zpiisobeny? (muZes si pomoct grafem). :

. ’ & ‘ v )
e X A +Y o =S i\uﬂ{m mm&kﬂmuﬂa’a&
Obrdazek 43: Uloha 6 - znaménka
Viceméné necekanou odpoveéd napsali Ctyfi Zaci, kdy popisuji, Ze tento graf je ,,uz§i*

nezli graf predchazejici funkce (Obrazek 44), nebo ze se ,,vice priklani k ose y. Tato chyba

mohla vzniknout se zaménénim parametri a a m v predpisu kvadratické funkce doplnéné
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na &tverec y = a(x —m)? + n, kde parametr a zpisobuje, jak moc bude graf funkce

’ 7 66
,,uzky*.

6) Jaké vidis rozdily mezi funkei fz pfedchozi ulohy a funkei gy =(x+2)2—3?2Cim
Jjsou zplisobeny? (miiZe$ si pomoct grafem). :

rek g i

Obrazek 44: Uloha 6 - uzsi parabola

5.2.7 Sedma uloha
Celkem 9 zakt popsalo rozdilnosti obou funkci nespravnym zptisobem. Tii z nich hledali
posun mezi funkcemi, dal$i ¢tyfi tvrdili, Ze ,,absolutni hodnota pfevrati hodnoty do zaporu*
(Obrazek 45).Posledni dva oznacili absolutni hodnotu jako ,nadbyte¢nou zavorku®
(Obrazek 46).
e s e vy (M ANOSRSS, PR,

r . v r3 - "‘7 )
7) Jva’ke :VldlS rouzchly mezi funkei fz alohy &islo Sa?:mkci h: yk= [(x —=5)2 - 32
Cim jsou zpisobeny? (muZes si pomoct grafem), .

Dy @bl Sedmsdi ne Qo KA, A Bangid, by

Obrazek 45: Uloha 7 - absolutni hodnota a zdporné hodnoty

7) Jaké vidis rozdily mezi funkei fz tlohy &islo Sa funkei h:y = |(x — 5)% — 32
Cim jsou zptisobeny? (mtiZes si pomoct grafem).

Wee 2avoreke
Obrdzek 46: Uloha 7 - vice zévorek

5.2.8 Osma uloha
V této uloze identifikujeme 58 zaka (37,9%), kteti se pokusili o vyplnéni ukolu, avSak
netspesné. Z tohoto poctu zaklti mélo deset z nich tendenci psat predpis linedrni funkce,
zatimco za parametry a a b dosadili soufadnice bodu vyznaceného na grafu dané funkce

(Obrazek 47). Dalsich osm zaki zvolilo pfedpis kvadratické funkce ve vrcholovém tvaru,
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pricemz pro soutadnice pouzili hodnoty z vyznaceného bodu na grafu. Jen jeden z téchto
osmi zakt dokazal zahrnout i absolutni hodnotu do piedpisu funkce. (Obrazek 48). Sestnact
zaka spravné identifikovalo hyperbolu, ale Spatné zapsalo parametry, které urcuji posun
zakladni hyperboly. Z téchto Sestnacti zaka si deset z nich uvédomilo nutnost zahrnout
absolutni hodnotu (Obrazek 49). Zbylych 24 zaki se pokusilo pomoci nacrtkil zjistit, jakymi
posuny vznikla naSe zadand funkce, avSak své myslenky nebyli schopni pienést do

analytického predpisu zadané funkce.

8) Najd{ piedpis funkce:

Obrizek 47: Uloha 8 - linedrni funkce

8) Najdi predpis funkee:

Obrizek 48: Uloha 8 - kvadratickd funkce
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8) Najdf predpis funkce:

<

\ 7 q’
3 \.,_,,.»w—
Gx+1

* Obrazek 49: Uloha 8 - lomend funkce
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6 Analyza strategii FeSeni

V této sekci se podrobn¢ zamétfim na rizné strategie feSeni, které zaci pouzili pfi plnéni
zadanych uloh. Nejdiive je vsak dulezité rozdélit tyto tilohy do dvou hlavnich kategorii.
Prvni kategorie zahrnuje ulohy, kde byla nutnd konstrukce grafu, coz se tyka uloh 1, 3 a 5.
Druha kategorie se pak vztahuje na ulohy, kde bylo potfeba provést popis rozdilnosti,
konkrétn¢ se jedna o ulohy 2, 4, 6 a 7. Na zavér se pak budu zvlast’ zabyvat osmou ulohou,

ktera ma oproti ostatnim lohdm specifické zadani.

6.1 Konstrukce grafu:

6.1.1 Posun funkci
Rada bych podrobnéji rozvedla, Zze nejcastéjsi strategii pro feSeni matematickych tloh je
vyuziti posunu funkci. Tento postup zacina zakreslenim grafu zakladni mocninné funkece,
ktery zdk nésledné posouva ve sméru jednotlivych os soutadnicového systému, dokud
nedosahne grafu pozadované funkce. Tento konkrétni pfistup byl pozorovan u 27 zaki pti
feSeni prvni tlohy.
U treti tlohy se naslo 9 zaki, kteti si vzpomnéli na latku probiranou v nedavnych

hodinach matematiky a podrobné popsali postup, pii kterém nejprve zakreslili graf funkce

1 . . . . T . o
y = —. Poté, pomoci posunuti grafu této funkce po soufadnicovém systému, dosdhli

x3
kone¢ného grafu zadané funkce (Obrazek 50). Mnoho z téchto Zaku si také usnadnilo praci
pouzitim ,,Sipek®, které doplnili do zadani a které jim pomohly 1épe se orientovat v tom,
jakym smérem bude funkce ,,pohybovat®.

3) Napi$ postup pro spoluzéka, diky

kterému nak:resli1 graf funkce A. e Sz s,
= —_—a 1 ~ 5
Y= G+ 3)8 po ote w2 T

~ - uPER DOy
é( ub&_lfb'\f 9P E { iy
: 5o 0%
9 ' = d : DO a3
4. udgL €y  taed ° v -
Obrizek 50: Uloha 3 - rada nakresleni pomoci posunuti

U paté ulohy bylo zjiSténo, Ze celkem 13 Zakl zakreslilo spravny vysledek, aniZ by

pfipojili jakykoli doplitujici komentai nebo vysvétleni. Toto naznacuje, ze pravdépodobné
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postupovali podle predpisu funkce a presné védéli, jak graf vykreslit. Na druhou stranu,
dalSich 10 zaka vyuzilo jiz zminéné ,,Sipky*, které ptidali pfimo do zadani. Tento postup
naznacuje, ze tito zaci si pomahali vizualizaci a predstavovali si posunuti grafu zakladni
kvadratické funkce y = x2. Diky témto Sipkdm dokazali spravné urdit vysledny graf

(Obrazek 51), coz svédci o jejich pochopeni posunu grafu ve sméru osy x nebo y.

5) Nakresli graf funkce f:y =1(x — 22 —3Y
3 \
) A

Obrizek 51: Uloha 5 - spravnd parabola pomoci Sipek

6.1.2 Tabulka hodnot
Dalsi velmi Castou strategii je pouziti tabulky hodnot, kterd se skladd z n¢kolika kroku.
Nejprve si zak zvoli n€kolik konkrétnich hodnot pro nezavislou proménnou. Pro tyto zvolené
hodnoty pak vypocitd odpovidajici funkcéni hodnoty, tedy hodnoty zavislé proménné.
Nasledné tyto body, které predstavuji dvojice (hodnota nezavislé proménné, hodnota zavislé
proménné), prenese do kartézské soustavy soutadnic. Po zakresleni téchto boda do grafu je
prolozi kiivkou, kterd odpovida dané funkci. Tuto metodu, kterou jsme pozorovali, pouzilo

Sest zaku pfi feSeni prvni tlohy (Obrazek 52).
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1) Nakreslete grafy danych funkei a popiste jaky je mezi nimi vztah. Co maji
spole¢ného? Co je jiné? Sva tvrzeni zdivodnéte.

fry=x3,

Al - 1)
nnulilﬂ

gy=x3+1

Tanhs o 1 oy o o
%Mmo&mww Mmudl*r\

=
-t
U
Obrizek 52: Uloha 1 - spravné nakreslen i popsdn graf
U treti ulohy najdeme 22 zaku, kteti popisovali o¢ekavany postup konstrukce, kde
zacali sestavenim tabulky hodnot (Obrazek 53). Poté, co ziskali body z této tabulky, je

zakreslili do kartézské soustavy soutadnic a nakonec ,,spojili vysledky k sobé&*.

Lan Aol
3) Napis postup pro spoluzéka, diky A, &3@@@4@ o A
kterému nakresli graf funkce 2~y S
1 w
y=+-——"=y3 1 K LS o\ N )(
(x+3) | Iy

\ h&l&m o Ci\im‘”“ %%

Obrizek 53: Uloha 3 - rada na nakresleni tabulky hodnot
10 ki (Obrazek 54).
37 Cim

U Sest¢ ulohy se timto smérem rozhodlo jit

i funkei fz predchozi ulohy a funkei gy = (x+ 2)2

6) Jaké vidis rozdily mez 1)) RAE! \ ¥
jsou zpiisobeny? (miiZe§ si pomoct pelei). % e Al /'Sli? T YIRS

=

A

1 e

e ,‘_'.'

P

v;L,.'_~,/, 4412 ]
L 2 r F i A —_e32 _ 31?7
M Tl i ATE M mai fimkei £z tlohy &islo 5a funkei h:y = |(x —5)* — 3\
Obrdzek 54: Uloha 6 - tabulka hodnot tloha 6

6.1.3 Vrchol
Dalsi ze strategii, miiZeme pozorovat u mocninnych funkci se sudym exponentem, jejichz

grafem je parabola. U téchto funkci 1ze najit soufadnice vrcholu a jednoho bodu, ktery lezi

70



na dané parabole. Tyto dva body umistit do kartézské soustavy soufadnic a prolozit jimi
parabolu. Takovy ptiklad mizeme najit u paté¢ ulohy. Zde 7 zaka, jak jsem i1 oCekavala,
provedlo vypocet nebo vycetlo soufadnice vrcholu paraboly a zkonstruovali graf zadané

funkce (Obrazek 55).

5) Nakresli graf funkce f:y = (x —5)2— 3
g
\/ = X~ 10x +25 -3

2
\/:—X - 10 ¢ £22 A o ke xS ¢, S0

2
Ve TR -
V= § ~33 E A

Obrizek 55: Uloha 5 - vypocet vrcholu a spravnd parabola

6.2 Popis rozdilnosti:

6.2.1  Slovni popis

Vétsina testovanych 74kl se vydala timto smérem popisu rozdilnosti a vztahd mezi
funkcemi. Miizeme to pfisoudit tomu, Ze slovni popis je pro mnohé zaky pfirozengjsi.
U tlohy c¢islo dvé mlzeme najit hned 22 odpovédi, kde zaci naptiklad zminili, ze ve
vzoreCku druhé funkce je pfipsano +3, nebo zZe ke kazdé hodnoté x bylo pficteno +3. Ve
¢tvrté uloze bylo zaznamenano 11 takovych odpovédi. Tito zaci detailn€ popsali vztah mezi
vkladem a vynosem (x a y) u obou funkei, coz ukdzalo na jejich rozdilnost a vztah mezi
nimi (Obrazek 56).

_4)“Franr'i§ek a G}:stav Jsou dva Zdci Obchodni Akademie. Jednoho dne se rozhodli poroy
jejich vynosy z uro¢eni. Pro porovndni uvaZzovali vzdy o stejném vkladu (x) a do b} l(naE
napsali svij vynos (y). V ¢em se dané tabulky Iii? Co maji stejné? Popig vlastnimi sloevyvzdy

¥ 7
w i ; _
M}Edw X ?L voow /J(C”{}w e moomime,
/M0 o My DZ iZ j 2=[/ 92 fu@ /um:,um,iw o
344 1 ok oloby

Obrizek 56: Uloha 4 - vztah u druhé funkce
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U Sesté ulohy celkem 3 Zaci popisovali rozdilnost téchto dvou funkci pomoci jinych
soufadnic vrcholu paraboly (Obrazek 57).

6) Jaké v;tcgﬁ rozdily mezi funkei £z piedchozi tlohy a funkei g:y = (x +2)? — 3?7 Cim
jsou zplisobeny? (miiZes si pomoct grafem).

/]
y=lo;a

2,5)

Obrazek 57: Uloha 6 - jiny vrchol

Ttikrat vice zakl, konkrétné devét, si vSimlo toho, ze grafy funkci jsou posunuté

(Obrazek 58) a (Obrazek 59). Tito studenti projevili zna¢nou pozornost k detailtim a nékteti

z nich dokonce poukézali na specifické parametry v predpisech obou funkci. Diky tomu byli
schopni ptesné vysvétlit, jak zjistili, Ze se funkce posouvaji.

P r o " 129 A
6) Jaké vidis rozdily mezi funkei fz piedchozi Glohy a funkel g1y = (x +, 2) 372 Cim
jsou zpusobeny? (miZes si pomoct grafem).

AN - . | e, S S i
EKJF-EL'(IJ‘)-’-’ youmitsCeng %’Lvrcb‘olu,\)e Lo 2PvTaten vt i}

! - > r ' e
"LQ v 2¢~vc1-\:e.,/=';¢\7bzc poseren~ Me Joslone Ao ay AuCer, i

Obrazek 58: Uloha 6 - posun funkci

6) Jaké vidi§ rozdily mezi funkei fz predchozi alohy a funkei g:y = (x + 2)? — 3?2 Cim
Jjsou zpisobeny? (miizes si pomoct grafem).

M ¢ 7 M:';‘.?"”%Ngw/9"2m¢myaa -3

Obrézek 59: Uloha 6 - posun funkce 2

V sedmé uloze 10 zaka piidalo i slovni popis, kde uvadi podobnosti a rozdilnosti
s funkei f z Glohy ¢islo 5 (Obrazek 60).

PASRiad LAGTHNG ANRPTYm (U SEAE VT PR L ez )
7) Jaké vidis rozdily mezi funkef fz tlohy ¢islo Sa funkef h: %]_1 = |(x _ﬁS/) 3,\
Cim jsou zpiisobeny? (miZes si pomoct grafem).

T ik st o prowie abartidnt Aesimeta. Lo~
o Ao tepisobeons albachakn! Kocoton. ‘

Obrizek 60: Uloha 7 - graf funkce s popisem
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Ctrnact zaki si zde vimlo rozdilnosti v piedpisu obou funkci a popsalo roli absolutni
hodnoty v grafech funkci (Obrazek 61). Ctyfi ztéchto zakd pouZivali pojem ,zlom*

(Obrazek 62).

2 e
7) Jaké vidis rozdily mezi funkei fz tlohy &islo 5a funkef iy = |(x —5)% = 3|7
Cim jsou zpusobeny? (miizes si pomoct grafem).

J%}’W@MW;”MW ol
MWMLMM,,WMW

8) Najdi piedpis funkoe

Obrizek 61: Uloha 7 - vysvétleni absolutni hodnoty

7) Jaké vidis rozdily mezi funkci fz ulohy &islo 5a funkei h:y = [(x — 5)* — 3|?
Cim jsou zptisobeny? (miiZes si pomoct grafem).

VC ’(uhi(:' h J€ o«l:vsol’u‘lth\ hociwDT[m /(‘["r'\ Vol kM 2P inl VST C*\"W"‘f -7~'F7’”“"

2i15le v L]o\dh( o 2]Dm "o m rcﬂ v davnem bedeé
J

Obrizek 62: Uloha 7 - vysvétleni absolutni hodnoty pomoci terminu zlom

6.2.2  Analyticky
Mensi pocet Zakl byl schopen vySe zminéné vztahy popsat pouze analyticky, coZ naznacuje,
Ze tito Zaci prokazuji vysSi Groven matematické zdatnosti. Tento jev proto nesmime
opomenout a je tfeba ho podrobnéji analyzovat. Ve druhé tloze bylo Sest zakti schopno uvést
vztah mezi funkcemi ve tvaru ,,g = f + 3“. Tento vysledek ukazuje, ze tito zaci nejen
pochopili podstatu tkolu, ale také zvladli aplikovat své znalosti v praxi. Ve Ctvrté uloze pak
Ctyti zaci dokazali spravné formulovat analyticky predpis jak pro funkci f, tak pro funkci g.
To sveédci o jejich schopnosti presné pracovat s matematickymi vyrazy a formulacemi. Jeden
7ak uvedl predpis ve tvaru ,,y = x? — 1%, pfi¢emz bylo ziejmé, Ze se jedna o nepiesny zapis.
Tento konkrétni ptiklad je dulezity, protoze ukazuje na nutnost peclivé kontroly a ovétovani

spravnosti matematickych zapisi.
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6.2.3 Osma uloha
Na zavér bych rada predstavila tii odlisna feSeni osmi zaka, kteii tspésné dokoncili osmou
ulohu. Jejich feseni jsou v tomto vyzkumu ojedin€la natolik, Ze stoji za zminku. Tii zaci si
vytvorili pomocné funkce, které jim pomohly provést posuny a pouzit absolutni hodnotu
k ziskani zakladni hyperboly se stfedem v pocatku soutadnic. Poté, co méli tuto zakladni
hyperbolu, postupovali pii hledani pfedpisu od této hyperboly k zadané funkci (Obrazek 63).
Dalsi ¢tyti zaci (Obrazek 64) se rozhodli pro vypocet predpisu funkce. Vybrali si dva body
zobrazené na grafu funkce, pracovali s jejich soufadnicemi a vyuzili absolutni hodnotu, aby
je prevratili ptes osu x. Nasledné pouzili obecny piedpis pro lomenou funkei, aby vyjadfili
parametr b, a pomoci srovnavaci metody vyfesil soustavu dvou rovnic pro vyjadieni
parametru a. Zde nejspise zjistili, ze tento parametr je zavisly na poslednim parametru k.
Proto za tento parametr zvolili ¢islo 1 a nasledné vypocitali parametry a i b a zapsali
vysledek. Posledni z4k si v8§iml posunuté asymptoty o jednu jednotku a také si uvédomil
vyznam absolutni hodnoty. Proto pravdépodobné pievedl asymptotu pies osu x (coz
dokazuje jeho poznamka ,,v abs. h. tedy -1). Dale posttehl, ze stfed hyperboly bude na ose
y, takze jeho x-ovéa soufadnice bude 0. Nakonec zaregistroval zkoseni této hyperboly
a oznacil ji jako ,,hodné vzhtru®, coz ho vedlo k zavéru, ze u neznamé x bude mocnitel 5.

Na zakladé toho vyvodil spravny vysledek (Obrazek 65).
8) Najdi pfedpis funkce:
§

@ ]
Obrizek 63: Uloha 8 - 1. spravné reseni
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.. ¢ L
8) Najdi predpis funkce: - y-l- T/:U*J’ U-7a ZL
{x ) 4
fel- 1] —m[!, 2] ’ff%, b~7a
L=l D] —>BH,U] .l ¥
L™ AW ‘
Yat1) - L=+ A
VAT My
6% 1-&
3 2 -1 0 a=t \TFZ:-] A
Z = @' // 4 B l "g
. LA
Al |
b= =
Obrizek 64: Uloha 8 - 2. spravné iesent
8) Najdi predpis funkce: A FTOTA A /{ VoOALS UL TER - 4

cried oM 2a o+ O

Fedud vihdnu =) ‘GL"‘

‘/\\

Obrizek 65: Uloha 8 - 3. spravné resent
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7 Diskuze

V této kapitole najdeme shrnuti a porovnani vysledkii z mého vyzkumu se zahrani¢nimi
1 Ceskymi vyzkumy. Konkrétné se zamétuji na praci zak s posuny mocninnych funkci
a s absolutni hodnotou u mocninnych funkei, coz je téma, které je v dostupné literatufe jen
ziidka zpracovano. V této ¢asti se také pokousim odpovédét na predem uréené vyzkumné
otazky, které se tykaji porozuméni zaka danému tématu. Kromé toho kapitola zahrnuje popis
dalSiho dutlezitého vysledku, ktery ptfesahoval ramec jednotlivych vyzkumnych otazek
a shodoval se s vySe zminénymi vyzkumy. Tento vysledek jsem oznacila jako Kartézska

soustava souradnic a dale je rozebiram v zavéru kapitoly.

7.1 Jaké nejcéastéjsSi druhy chyb délaji Zaci pri posunuti grafu mocninnych

funkci?

Zaci, ktefi se rozhodli pouzit posunuti grafu funkci pii feSeni uloh, se nejéastji
zamétovali na to, jakym smérem maji posunout zakladni funkci. Z mych zjisténi vyplyva,
ze zaci meli men$i potize s vertikdlnim posunutim grafu funkce. Tento trend je
pozorovatelny 1 v ramci zahrani¢nich studii, jako je An Analysis of Students ‘ Ideas about
Transformations of Functions od Lage, A. E. a Gaisman, M. T. a On Transformations of
Functions od Baker, B.; Hemenway, C. a Trigueros M. Vétsi mnoZstvi chyb se objevilo
u mocninnych funkei s lichym mocnitelem. To by mohlo byt zplisobeno tim, ze Zakim jsou
vice povédomé mocninné funkce se sudym mocnitelem (napfiklad kvadratické funkce), coz
odpovida vysledkim ptedchozich studii. Dals§i castou chybou bylo zakresleni S$patné

zakladni funkce, coz i pfes spravny postup nevedlo k spravnému feseni.

7.2 Jaké strategie FreSeni studenti voli nejcastéji k posunuti grafu

mocninnych funkei?
Mnoho z testovanych zakt se rozhodlo pro konstrukci grafu zadané funkce pomoci
urceni tabulky hodnot. Poté tyto body nanesli do kartézské soustavy soufadnic a snazili se
prolozit danou funkci. Tento pfistup je v souladu s vysledky vyzkumu je An Analysis of

Students ‘ Ideas about Transformations of Functions od Lage, A. E. a Gaisman, M. T. Mezi
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testovanymi zaky byli i ti, ktefi vyuzivali posun funkce. To lze pozorovat napiiklad na
zaklad¢ pomocnych Sipek, které si zaci zaznamenavali do pfedpisu zadané funkce. Nasledné
vynesli zakladni funkci do soustavy soutradnic a pouzili Sipky v piedpisu funkce k posunuti
grafu v daném sméru. Jako dalsi strategii 1ze zminit postup, kdy zdk posunul jeden bod ze
zakladni funkce, ¢asto se jednalo o stfed nebo vrchol, a poté tento bod prolozil vyslednou

funkeci.

7.3 Je pouziti riznych reprezentaci ucfinnym nastrojem Kk podpore
porozumeéni posunuti grafu funkei?

V prib¢hu tohoto vyzkumu se Zaci setkali s tfemi riznymi zplsoby reprezentace
mocninnych funkci. Z vysledki vyzkumu vyplyva, ze funkce, kterd byla zadana graficky, je
pro né nejzietelnéjsi. VEétsSina zakl téz projevila malou schopnost prizptisobit se riznym
zpisobiim prezentace téZe funkce (pouze osm Zzakl bylo schopno najit ptedpis funkce
z jejiho grafu). Navic n€ktefi zaci nebyli schopni vhodné popsat posunuti grafu funkci nebo
rozdil mezi dvéma funkcemi pomoci vhodnych termint. Tyto nedostatky naznacuji
nedostate¢né porozuméni konceptu posunuti grafu funkci, jak nakonec i1 ukazuje vyzkum
Students’ Understandings of the Transformations of Functions od Burnett, C. S. Diky
riznym reprezentacim funkci pouzitych v tomto vyzkumu se mi ale podatilo odhalit, Ze
nektefi Zaci skutecné maji hlubsi vhled do této problematiky. Pouziti riiznych reprezentaci
urcité podporuje porozuméni posunuti grafu funkci a pojmu funkce jako tahového (vyzkum
Vazba mezi systémem vzdeélavacich cilii a redlnych vyukovych vystupii na prikladech uciva
o funkcich na zakladni skole od Budinové, 1.), je ale tieba dodat, Ze je zapotiebi, aby se Zaci

s témito riznymi reprezentacemi setkavali v hodinach matematiky.

7.4 Chapou studenti posunuti grafu funkci jako pravidlo, ¢i maji hlubsi

vhled?
Vzhledem k tomu, Ze vétSina zaki potfebovala vidét grafy mocninnych funkci
k urceni posunuti, Ize usoudit, ze jim chybi hlubsi porozumeéni této problematice (tento zaveér
je shodny se zavérem vyzkumu On Transformations of Functions od Baker, B.; Hemenway,

C. a Trigueros M.). Z jinych zadani mocninnych funkei Zaci zpravidla nedokazali vyvozovat
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74dné zavéry. Casto se téz stavalo, Ze Zaci posouvali graf funkce v horizontalnim sméru na
opacnou stranu. To nasvédCuje tomu, ze zaci chapou posunuti grafu funkci pouze jako
pravidlo, aniz by pochopili jeho podstatu. Kromé toho se ukazalo, Ze néktefi zéci si toto
pravidlo Spatné zapamatovali. Tato zjisténi jsou v souladu s vysledky z vyzkumu An
Analysis of Students ‘ Ideas about Transformations of Functions od Lage, A. E. a Gaisman,
M. T. Dale pii porovnani mocninnych funkci zadanych pouze tabulkou hodnot byla schopna
posun odhalit pouze mala skupina zaki. To naznacuje nedostatecné porozuméni konceptu

posunu funkei.

7.5 Do jaké miry studenti chapou roli absolutni hodnoty u mocninnych

funkci?

Vétsina zakl projevila spravné pochopeni a pouziti absolutni hodnoty. Nicméné, pii
feSeni uloh souvisejicich s absolutni hodnotou, nékteti Zaci délali chyby, které nebyly pfimo
spojeny s pouzitim absolutni hodnoty, coz vedlo k nespravnému vysledku. Pti verbalnim
popisu byli zaci schopni adekvatné vysvétlit ucel absolutni hodnoty a rozpoznat rozdily mezi
funkcemi, kde byla absolutni hodnota pouzita a kde nikoli. AvSak z popisu je znat, ze nékteti
zaci méli tendenci povazovat vysledek absolutni hodnoty pouze za kladny, coz odpovida
zjiSténim z vyzkumu Absolute value inequalities: High School Students’ Solutions and
Misconceptions od Almog, N. a Ilany, B. S. Je nutné podotknout, ze mala ¢ast respondentti
zahrnovala absolutni hodnotu do pfedpisu funkce, ktera méla graf pouze v kladné ¢asti osy y,

prestoze absolutni hodnota v tomto ptipad¢€ nebyla zapotiebi.

7.6 Kartézska soustava souradnic

Mezi respondenty se nasli 1 ti, kteti nebyli schopni spravné znazornit bod v kartézské
soustave soutadnic. Pii zakreslovani prohodili osy x a y (podobné vysledky vychazely i ve
vyzkumu Vazba mezi systémem vzdélavacich cilii a redalnych vyukovych vystupu na
prikladech uciva o funkcich na zakladni skole od Budinové, 1.). V tu chvili jim vychazela
funkce inverzni k Zadané funkci. Jini zaci nezachovali stejné méfitko u obou os a tedy jim
misto mocninné funkce vychézela tfeba linearni. Dalsi nepouzili Zadnou jednotku ani na

jedné z os kartézské soustavy soutadnic. Takové chyby ve zndzornéni bodu v kartézske
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soustavé soufadnic mohou byt zplsobeny nedostatenym porozuménim zakladnimu
uspotadani os a principt grafické reprezentace funkci. Jejich vznik muize signalizovat

potiebu dalsiho tréninku a porozuméni zakladnim principiim prace s grafy funkci.
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Z.avér

Tato diplomova prace se zaméfovala na posunuti grafu mocninnych funkci a absolutni
hodnotu u mocninnych funkci. Cilem bylo zjistit, do jaké miry stiedoskolsti zaci rozumi
posunuti grafii funkci. Dale také popsat jejich postupy a nejcastéj$i chyby pii posouvani
grafu mocninnych funkci a praci s absolutni hodnotou u mocninnych funkei. V prvni ¢asti
jsem shrnula historii funkci, analyzovala ucebnice a strucné predstavila pét relevantnich
vyzkumi na toto téma. Z téchto vyzkumi vzeslo pét vyzkumnych otazek, které mi pomohly
zjistit miru zédkovského porozuméni této problematice. Nasledné jsem vyjmenovala
a popsala nejcastéjsi chyby a postupy pii posouvani grafi mocninnych funkci a praci
s absolutni hodnotou u mocninnych funkci. Na zavér jsem odpovédéla na vyzkumné otazky.

Ptinosem této diplomové prace je pohled z méné Castého thlu na problematiku
posunil funkci se zaméfenim na mocninné funkce. Vyzkum v této oblasti je zatim velmi
omezeny, a proto prace piinasi cenné poznatky a nové perspektivy. Zaméfeni na mocninné
funkce pfti studiu jejich posunill poskytuje hlubsi pochopeni téchto matematickych koncepti,
coz miiZe byt uzite¢né nejen pro teoreticky vyzkum, ale také pro praktické aplikace ve vyuce
matematiky.

DalSim vyznamnym piinosem této prace je konkrétni pomoc ucitelim matematiky.
Upozornéni na casté chyby Zzdkt a identifikace oblasti, kde je jejich porozuméni
nedostate¢né, mohou ucitelim slouzit jako cenny zdroj informaci pfi pldnovani a ptiprave
vyukovych materialti. Diky témto poznatklim mohou ucitelé Iépe ptizplisobit své vyucovaci
metody a strategie, aby u zakd vice podporovali porozuméni posunim funkei. Navic,
podrobné analyzy chyb a nedostatkli v porozuméni mohou vést k vytvoreni specialnich
vyukovych aktivit a cviceni zamétenych na posuny mocninnych funkci. Timto zptisobem
muze tato diplomova prace pfispét k rozvoji efektivnéjSich vzdélavacich strategii, které
budou cilit na konkrétni problematické oblasti a zlepSovat celkovou troven matematického
vzdélavani.

Nesmim opomenout ani pifinos pro mij vlastni rozvoj. Pfi pfipravé, zadavani
a analyzovani vlastniho vyzkumu jsem zjistila, jak dilezité je vhodné pokladat otazky
a formulovat je spravnym zplisobem. Tato zkuSenost mi jist¢ pomuze pii tvorbé vyukovych

materidli a testli v mé vlastni praxi. Také povazuji za ptinosné seznameni se s historii funkci,
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kde vidim urcitou paralelu s objevovanim funkci zaky. Navic jsem si uvédomila, jak klicova
je schopnost analyzovat a interpretovat ziskana data, coz mi poskytlo cenné dovednosti pro
mou budouci pedagogickou Cinnost.

Prestoze ma prace ma mnoho piinosti, musim zminit i nékteré slabsi stranky. Kvili
mé nezkusenosti nejsou nékteré otazky ve vyzkumném testu vhodné formulovany, coz
mohlo zptsobit mensi aktivitu zakt pfi jejich vypliovani.

Navzdory tomuto nedostatku véfim, Ze tato prace piinasi hodnotné poznatky a muze
byt pfinosem pro dalsi vyzkum i praxi. Poskytuje nové pohledy a konkrétni doporucenti,
ktera mohou byt vyuzita pro zlepSeni vyuky matematiky a pro podporu hlubsiho porozumeéni
matematickym funkcim u zakt. Tato zkuSenost mé také motivovala k dalSimu vzdélavani,

coz je pro m¢ osobn¢ velkym pifinosem pro mij osobni rozvo;j.
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