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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva konstruktivistickym hnutim se zaméfenim na didaktiku
matematiky. V uvodni ¢asti prace jsou shrnuty myslenky a postoje vyznamnych osobnosti
konstruktivistického hnuti, které vyrazné ovlivnili pfistup k vyuce nejen v oblasti matematiky.
Tyto poznatky jsou nasledné porovnany s piistupem dvou fad ucebnic matematiky — na jedné
stran¢ ucebnic Hejného metody, na strané¢ druhé ucebnic kanadského nakladatelstvi Peason
Math Makes Sense. Porovnani je provedeno jednak v obecné roviné a jednak na piistupu
ucebnic k vybranym tématim, kterymi jsou Pythagorova véta, zdporna cela Cisla a obsahy
rovinnych utvard. V rdmci tohoto srovnani se ukazalo, Ze ob¢ fady ucebnic vyuzivaji k zavedeni
danych témat podobné tlohy a v mnoha ohledech i podobné postupy, pfesto se v nékterych

aspektech odlisuji.

Kli¢ova slova: konstruktivismus, Hejného metoda, Math Makes Sense, Pearson



Abstract

This thesis deals with the constructivist movement with a focus on mathematics didactics. The
introductory part of the thesis summarizes the ideas and attitudes of significant figures of the
constructivist movement, who have greatly influenced the approach to teaching not only in the
field of mathematics. These findings are subsequently compared with the approach of two series
of mathematics textbooks — on one side, the textbooks of the Hejny method, and on the other
side, the textbooks of the Canadian publisher Pearson Math Makes Sense. The comparison is
carried out both in a general sense and in the textbooks' approach to selected topics, namely the
Pythagorean theorem, negative whole numbers, and the areas of plane figures. Within this
comparison, it has been shown that both series of textbooks use similar tasks to introduce these

topics and, in many respects, similar methods, although they differ in some aspects.
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1 Uvod

Téma diplomové prace ,,Konstruktivistické pfistupy k vyu€ovani v matematice* jsem si zvolila,
jelikoz jsem se s konstruktivisticky ladénym vyufovanim seznamila pfi svém studiu na
pedagogické fakulté a tento pfistup mé natolik oslovil, Ze jsem se také rozhodla ho zapojovat
vramci své vyuky. Nicméné pro plnohodnotné zapojeni konstruktivistickych principtt do
vyucovani je potieba mit o téchto principech piehled a dostatecné porozuméni. V tomto ohledu

beru tuto praci jako pripravu pro svou dalsi pedagogickou praxi.

Tato prace je zamétena na konstruktivistické hnuti, jeho dualezité ptedstavitele a jejich
piinosy didaktice nejen v oblasti matematického vzdélavani. Cilem prace je pak porovnani
Hejného metody s ptistupem dalSich konstruktivistickych pfistupti, jednak v roviné obecné a
jednak v roving srovnani s dalsi fadou konstruktivisticky koncipovanych uc¢ebnic. Jako druhou
fadu ucebnic jsem pro ucely této prace zvolila kanadské ucebnice Math Makes Sense. Na tuto
fadu jsem narazila jesté pfed vybérem tématu prace, v rdmci vlastni piipravy na vyuku a velmi
mé zaujaly pouzivané modely a postupy pii zavaddéni novych témat. Nasledné jsem z nich

opakovang Cerpala, a proto pti vybéru vzorku k porovnani byla tato fada uc¢ebnic jasnou volbou.

Samotna prace se tedy sklada ze dvou ¢asti — teoretické zamétené na zdkladni principy
konstruktivismu v pojeti jeho jednotlivych ptedstavitell (kapitoly 2 az 4) a praktické zamétené

na porovnani vybranych ucebnic.

Prvni kapitola je vé€novdna obecnému vymezeni terminu konstruktivismus a jeho
pedagogické verzi, uvedeny jsou pouzivané definice, zakladni aspekty konstruktivistického

vyu€ovani a také sméry, do kterych byva konstruktivistické hnuti rozdélovéno.

Druhé kapitola je vénovana vyznamnym osobnostem konstruktivistického hnuti, jednak
v obecné roving, kde jsou rozebrany prace Jeana Piageta, Lva Vygotského, Davida Bloora a
Ernesta von Glasesrsfelda, jednak se zaméfenim na didaktiku matematiky, v této Casti jsou

zatfazeni Hans Freudenthal, Paul Ernest a Anna Sfard.

Tteti kapitola je zamétfena na Hejného metodu, jeji zdkladni myslenky a jeji srovnani
s difive uvedenymi autory. Podrobnéji jsou pak rozebrany néckteré dilezité aspekty jako

napiiklad teorie generickych modeld.

Ve ¢tvrté kapitole jsou predstaveny zvolené fady ucebnic a porovnéna vybrand témata —
Pythagorova véta, zdporna celd Cisla a obsahy rovinnych Utvard. V ramci porovnani jsou

podrobné popsany postupy, jakymi jsou zvolend témata zavedena, aby bylo mozné srovnat



piistupy obou fad ucebnic. V zavéru jsou pak shrnuty spolecné znaky a rozdily v jednotlivych

pojetich a v pfistupech ucebnic.



2 Konstruktivismus

V uvodni casti této diplomové prace budou uvedeny nékteré definice konstruktivismu, jednak
obecné a jednak se zaméfenim na didaktiku. V nasledujicich ¢astech pak budou uvedeny
zakladni principy, druhy konstruktivismu a bude rozebrana prace vyznamnych osobnosti, které
piispély k rozvoji konstruktivistického hnuti, zvlasté pak ty, které mély vliv na didaktiku

matematiky.

2.1 Konstruktivismus — obecné vymezeni

Vymezeni pojmu konstruktivismus neni zcela jednoznacné a u riznych autord se jeho definice
vice ¢i méné lisi, coz je s nejvetsi pravdépodobnosti dano Sitkou daného pojmu. Pro predstavu

zde bude uvedeno né¢kolik moznych definic.

Dle (Priicha, Mare§ a Walterovd 2013, s. 132) je konstruktivismus definovan

nasledovné:

Siroky proud teorii ve védach o chovéni asocialnich védach, zdaraziujici jak
aktivni ulohu subjektu a vyznam jeho vnitinich predpokladt v pedagogickych
a psychologickych procesech, tak dilezitost jeho interakce s prostfedim a
spoleCnosti, v tomto smyslu je také interakéni teorii piekondavajici
jednostrannost empirismu a nativismu. v didaktice je jednim z dominantnich

soudobych paradigmat, d€licich se do n¢kolika proudd.

Hartl a Hartlova (2015, s. 271) pak v Psychologickém slovniku definuji

konstruktivismus takto:

Smér druhé poloviny 20. stoleti, ktery zdlraziiuje aktivni ulohu clovéka,
vyznam jeho vnitinich ptfedpokladui a diilezitost jeho interakce s prostiedim a

spolecnosti.

Pro tuto préaci bude nejzdsadnéjs$i vymezeni konstruktivismu v rdmci pedagogiky a
psychologie, nicméné je tieba si uvédomit, ze tento smér vyrazné ovlivnil 1 fadu dalSich obort

— pocinaje filozofii, sociologii a kon¢e naptiklad u architektury.
2.1.1 Pedagogicky konstruktivismus
Obdobné jako u obecného konstruktivismu, 1 v pfipadé pedagogického konstruktivismu se

definice riznych autor mohou lisit. Nicméné v tomto omezeném kontextu jiz rozdily nejsou
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tak vyrazné, proto zde bude uvedena pouze jedna definice, a to od autortit Khalouse a Obsta

(2009, s. 49):

Pedagogicky konstruktivismus se nékdy vymezuje jako snaha o pfekonani
transmisivniho vyucovani, jeZ je chapano jako pifedavani definitivnich
vzdélavacich obsaht zakim, ktefi jsou pfitom odsouzeni do pasivni role
jejich prijemcu.

Transmisivnim vyucovanim, jak vyplyvd zvySe uvedené definice, rozumime
vyucovani, kde hlavnim aktivnim Cinitelem je ucitel, jakozto nositel védomosti, zatimco Zaci
jsou pouze pasivnimi pfijemci téchto védomosti. Védomosti jsou zakiim predavany jako hotové
konstrukty, coz je v piimém rozporu s mySlenkami konstruktivistického ptistupu. Jak také
vyplyva z uvedené definice, konstruktivismus je ¢asto vymezovan jako protip6l transmisivniho
ptistupu. Zékladni mySlenkou konstruktivismu, kterd spojuje vétSinu jeho predstaviteld, je, ze
zaci si sami aktivné konstruuji své vlastni poznatky a chadpani reality. Pii této konstrukei
vyuzivaji své zkusSenosti a ptedchozi znalosti. Vyuka by méla byt koncipovana tak, aby vedla
zaky k samostatnému objevovani a uceni, ucitel by mél byt spise facilititorem uceni nikoliv

pouhym poskytovatelem informaci.

Rozdily mezi konstruktivistickym a transmisivnim vyuc¢ovanim mohou byt shrnuty

napfiklad tak, jak uvadi (Molnér et al., 2008, s. 47) v tabulce 1.

Tabulka 1 - Rozdily mezi konstruktivistickym a transmisivaim vyucovanim

Pristup orientovany na zaka

Tradi¢ni (transmisivni) pristup e o i)

Skola ptedava détem piedeviim vzdélani jako
vysledny produkt, ktery je nutno si osvojit
v hotové podobg.

Skola pfipravuje déti pro Zivot a vzdélavani je
povazovano za proces, ktery nikdy nekon¢i.

Na rozhodovani o obsahu vzdélani se podileji
Obsah vzd€lani je wurovan zvnéjsku, je|vSichni zainteresovani (odbornici,
predkladan v oddélenych predmétech a diraz | pedagogove, rodice, déti) je integrovan do
je kladen ptedevs§im na osvojeni si védomosti. [ smysluplnych celki a diraz je kladen na
osvojeni klicovych kompetenci.

Nové poznatky jsou ndstrojem k porozumeni
sobé& 1 okolnimu svétu, déti si je buduji samy,
ucitelé jsou partnery podporujici uceni a
nabizejici praci s mnoha zdroji.

Nové poznatky jsou cilem, kterého je tieba
dosahnout a kter¢ predklada  wucitel
prostfednictvim ucebnic.
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Pravidla pro préaci a chovéni ve tfidé tvoii
ucitel spolecné s détmi, kazdy nese
odpovédnost za své chovani a ucitelé¢ jsou
»pruvodci® na cesté za vzdélanim, kteti dité
respektuji.

Ucitelé nesou odpovédnost za déni ve tiide,
urcuji pravidla a kontroluji, jsou v ni hlavni
autoritou a predstavuji roli ,,predavatela*
informaci.

Dit¢ je chapano jako aktivni tvirce a
samostatn¢ myslici bytost, ktera si konstruuje
vlastni poznavani na zaklad¢ svych zkusenosti

Dit¢€ je povazovano za pasivniho piijemce, za
,»Cisty list papiru®, na ktery je tieba vepsat

informace. , . o
svym vlastnim zptsobem.

Ucitel nabizi détem moznost prace riznym
Ucitel vyucuje celou tfidu stejnym zptisobem, | zpisobem, respektuje jejich individualni
vétsinou frontdlne, déti plni piikazy ucitele, | rozdily, déti mohou pracovat individudlng, ve
pracuji pfevazné individualng. dvojicich, ve skupindch. Maji moznost si
pomahat a spolupracovat.

Komunikace srodi¢i je vyhrazena pro
ptipady, kdy je tfeba informovat o vysledcich
ditéte nebo pokud se objevi néjaky problém,
Skola zije svym vlastnim zivotem.

Rodice jsou povazovani za partnery ucitele,
jsou ve skole vzdy vitani a ocekava se jejich
ucast na skolnim vzdélavani svého ditéte.

Hodnoceni zachycuje individudlni pokrok
kazdého ditéte, podileji se na ném 1 déti, které
spoleén¢ s ucitelem formuluji pozadavky
(kritéria) hodnoceni.

Hodnoceni je zcela v kompetenci ucitele a je
zalozeno na porovnavani uUspéSnosti ditéte
s ostatnimi détmi prostfednictvim znamek.

2.1.2 Konstruktivistické sméry

Jak jiz bylo zminéno v ptedchozi ¢asti, konstruktivismus je pomérné Siroky myslenkovy proud,
neni tedy ku podivu, Ze i v ramci pedagogického konstruktivismu doslo ke vzniku rtiznych
smérh, které se v urCitych aspektech liSily. Za nejvyraznéjsi z téchto smérit mohou byt

povazovany tyto:
1. Kognitivni konstruktivismus

Za nejznamgjsiho predstavitele tohoto sméru je povazovan Jean Piaget, jehoz dilo
bude podrobnéji rozebrano v nasledujici ¢asti této prace. Hlavnim bodem zdjmu
tohoto sméru je kognitivni vyvoj ditéte.

2. Radikalni konstruktivismus
Typickym znakem radikalniho konstruktivismu je odmitani objektivni pravdy ¢i

nepravdy, velky diiraz je kladen na subjektivni realitu, ktera je vazana na poznani

konkrétniho jedince. Jednim z hlavnich ptedstavitelt byl Ernst von Glasersfeld.
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3. Socialni konstruktivismus
Socialni konstruktivismus klade diraz na vliv spolecnosti, ale i postaveni jedince
a jeho socidlnich interakci na jeho konstrukei reality. Mezi piedstavitele tohoto
sméru patii naptiklad Lev Vygotskij, autor pojmu ,,zona nejbliz§Sitho vyvoje®,
v didaktice matematiky pak napiiklad Paul Ernest.

4. Didakticky konstruktivismus
Hlavnimi piedstaviteli tohoto sméru jsou Milan Hejny a FrantiSek Kufina. Milan
Hejny je spolec¢né se svym otcem Vitem Hejnym zakladatelem ,,Hejného metody*,
konstruktivistického pfistupu pro vyuku matematiky, ktery vyznamné ovlivnil
vzdélavani v Ceské republice a doséhl i mezinarodniho véhlasu.
Spole¢né s Kufinou zkoumali didaktické principy pro konstruktivisticky ladénou
vyuku matematiky, vysledky svého zkoumani publikovali naptiklad v knize Dite,
skola a matematika.

5. Realisticky konstruktivismus
Realisticky konstruktivismus se zaméfuje na propojeni vyuky a readlného svéta.
Hleda zptisoby, jak propojit vyuku se redlnym kontextem, aplikaci postupii a feSeni
problémovych situaci. Jednim z ptedstaviteli je nizozemsky matematik Hans

Freudenthal.
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3 Konstruktivismus ve svété

V nasledujici ¢asti budou uvedeny osobnosti, které meli podil na vzniku a rozvoji
konstruktivistického hnuti ve svéte. Jak bylo uvedeno diive, konstruktivismus je velmi Siroky
pojem, a proto by zde mohly byt uvedeny osobnosti z nejriznéjs$ich oborti, nicméné vzhledem
k zaméteni této prace byly vybrany pouze obory souvisejici se vzdélavanim. Z vybranych
osobnosti zde bude rozebrana prace Jeana Piageta a Lva Vygotského, ktefi jsou casto
povazovani za duchovni otce konstruktivismu. Déale Budou stru¢né uvedeni David Bloor a
Ernest von Glasersfeld. Zavérecna cast této kapitoly bude vénovana né€kolika vyznamnym
osobnostem didaktiky matematiky, konkrétn¢ Hansi Freudenthalovi, Ann¢ Sfard a Paulu

Ernestovi.
3.1 Jean Piaget

Jean Piaget (1896-1980) byl Svycarsky psycholog, ktery je povazovadn za jednoho
z nejvyznamnéjSich predstavitelli konstruktivismu. Piagetiv vyzkum se zamétoval predevSim
na kognitivni vyvoj déti. Jeho teorie kognitivniho vyvoje popisuje, jak se v pribéhu vyvoje
ditéte rozvijeji jeho mentalni schopnosti. Jedna ze zdkladnich myslenek této teorie spociva
v tom, Ze dité aktivné konstruuje své chapani svéta. Dité se dle Piageta mize ucit novym vécem
pouze tehdy, pokud je schopno tyto nové poznatky zaclenit do svych stavajicich mentalnich

struktur.
3.1.1 Zakladni principy Piagetova konstruktivismu

Mezi zékladni znaky Piagetova konstruktivismu patii adaptace, organizace a eqilibrium, proto

budou tyto pojmy v nasledujicich odstavcich stru¢né vysvétleny.

Adaptaci se rozumi pfizpisobovani se jedince okolnimu svétu. V ramci adaptace
jednotlivce jsou pak zasadni dva procesy — asimilace a akomodace. Pii asimilaci si jedinec
zaCletiuje nové informace do stavajicich mentélnich struktur, oproti tomu pii akomodaci jedinec
upravuje stavajici mentalni struktury tak, aby odpovidaly nové ziskanym informacim nebo aby

do nich bylo mozné nové informace zaclenit.

Pojem organizace popisuje, jakym zplsobem si jedinec organizuje své mentalni
struktury. Dle Piageta ma kazdy jedinec vrozeny sklon organizovat ziskané informace
do logickych struktur, které se méni v zavislosti na vyvoji jedince.

Equilibrium je v podstaté stav rovnovahy ¢i vyvazeni adaptace a organizace. Dojde-li

v poznavani daného jedince k rozporu mezi novou informaci a stavajici mentalni strukturou,

14



nebo nejde novou informaci do stavajici mentalni struktury zatadit, vznika u jedince nejistota
(disequilibrium). Aby bylo mozné opét nastolit rovnovahu, musi dojit k novému vyvoji

mentalnich struktur.
3.1.2 Stadia vyvoje

Jak jiz bylo uvedeno vyse, dalsim vyznamnym prvkem Piagetovy prace bylo zkoumani riiznych
stadii vyvoje ditéte. Piaget v tomto ohledu provedl fadu experimentti a vyzkumi. Jejich
vysledky prezentuje mimo jiné také v knize Toward a logic of meanings (Piaget et al. 1991),
kde popisuje sérii experimentil provadénych s détmi rizného véku. Détem predklada k feseni
ruzné problémové ulohy (napiiklad ziskat hracku, na kterou dit€¢ nedosédhne), a zkouma, jak se
meéni strategie feSeni v zavislosti na véku ditéte. U starSich déti jsou pak pouzity také tlohy
s matematickym presahem, naptiklad odhady vzdalenosti, dlazdéni ¢i zachovani miry. Kniha je
znacn¢ zaméfena na matematické ulohy a Piaget v této sérii experimentl poukazuje na to, kdy

vznikaji a jakym zpiisobem se v feSeni zadanych tkoll projevuji prvky matematické logiky

V obecné roving ale Piaget zkouma, jak se 1isi vnimani ditéte a jeho piistupy k feSeni
problému na zéklad¢ jeho véku a zkusenosti, studuje dusevni vyvoj ditéte od jeho narozeni az
po obdobi pubescence, kdy dle Piageta dosahuje dit¢ urovné formélniho mysleni a tvorby

takzvanych formalnich opera¢nich schémat.
Podle Piageta (2014) je mozné dusevni vyvoj ditéte rozdelit do Ctyt zakladnich stadii

1. Senzomotorické stadium

2. Predoperacni stadium

3. Stadium konkrétnich operaci
4

Stadium formalnich operaci

Senzomotorické stadium

Dle Piageta se v prvotni stddium duSevniho vyvoje ditéte rozviji senzomotorické inteligence,
proto je oznacovano jako stddium senzomotorické. Trva od narozeni pfiblizné do dvou let
ditéte, jedna se tedy o obdobi pied ,,vznikem* feci, a proto jde o Cisté praktickou inteligenci.
Dité v tomto obdobi ziskava prvni informace o svété kolem sebe pomoci svych smysll, zatim
vSak neni schopno abstraktniho mysleni. Dal§im dileZitym znakem tohoto stadia je motoricka
aktivita, dit¢ se v tomto obdobi uci, jak ovladat své télo. Dllezitym vyusténim tohoto stadia je

vyvoj objektové stalosti, tedy uvédomeni si, Ze predmét existuje 1 tehdy, kdyz neni vidét.
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Predoperaé¢ni stadium

Nasledujici, ptedoperacéni, stadium trva piiblizné od dvou do sedmi let véku ditéte. V tomto
obdobi dochdzi k rozvoji feci a symbolického mysleni, coz ditéti umoznuje uvazovat o
abstraktnich pojmech které nemusi nutné mit fyzickou podobu. V prubéhu tohoto obdobi dité

zaCina byt schopno mluvit o minulosti, objevuje se u n¢j symbolickd hra a schopnost piedstirat.

Nicméné i toto stddium ma jistd omezeni, mysleni ditéte je stdle konkrétni a
neabstraktni. V predopera¢nim stadiu je mysleni ditéte také egocentrické, dité vidi svét pouze
z vlastniho pohledu, nedokaze na véci pohlizet z perspektivy jiného clovéka. Dité jiz je schopné
jisté trovné logického uvazovani, ale vétsi vyznam, nez logickym argumentim piiklada tomu,
jak ne néj véci pusobi, jakymi se mu zdaji byt.

Stadium konkrétnich operaci

Stadium konkrétnich operaci se obvykle vyskytuje u déti ve véku mezi sedmi a jedenacti lety,
dochézi béhem néj k velkému rozvoji kognitivnich dovednosti. Dité je v tomto obdobi schopno
provadét operace s konkrétnimi objekty ¢i udalostmi, dochazi k rozvoji logickych dovednosti.
Na rozdil od predchoziho stadia je dité¢ schopno zaméfit se na vice vlastnosti jednoho objektu,
zatimco v pfedopera¢nim stadiu by se vétSinou zaméfilo ne jednu vlastnost a ostatni by

nezohlednovalo.

Dité¢ v tomto obdobi zafind rozumét konzervaci, chépe Ze vlastnosti objektu jako
mnozstvi, objem ¢i délka zlstavaji neménné i v ptipadé, ze dojde ke zméné jejich vzhledu.
S rozvojem tohoto konceptu také souvisi rozvoj reversibility, tedy uvédomeéni si, ze nékteré
akce mohou byt nasledné vraceny do plivodniho stavu (naptiklad pfi pfelivani vody z jedné

nadoby do druhé).

Ve stadiu konkrétnich operaci dité zacina chéapat zakladni principy matematiky a logiky,
je schopné klasifikovat objekty dle jejich vlastnosti. Dité je schopno zpracovavat a organizovat
ziskané informace, coz je zdkladnim piedpokladem pro tvoteni logickych postupli a plani.
Ackoliv je dité schopno nahlizet a soustfedit se na vice aspekt feSeného problému, jsou jeho

schopnosti v tomto ohledu stile zna¢né€ omezené.
Stadium abstraktnich operaci

Posledni ze stadii, stddium abstraktnich operaci, trvad obvykle od jedenacti let. V této fazi
kognitivniho vyvoje zacind byt jednice schopen abstraktniho mysleni, nepotiebuje tedy

k manipulaci konkrétni objekty, vystaci si s abstraktnimi koncepty a symboly. Diky tomu miize
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provadét abstraktni matematické operace €i rozvijet teoretické koncepty. Mimoto je schopen i
hypotetického uvazovani, dokdze zvazovat mozné dusledky, predpovidat mozné budouci

udalosti.

V tomto obdobi dochézi k vyraznému rozvoji logického mysleni a schopnosti logicky
argumentovat. Jedinec je jiz schopen feSit slozit¢ problémy, pii jejich feSeni postupuje
systematicky a analyticky. Déle zde vznikd schopnost metakognice, tedy schopnost
uvédomovat si a porozumét vlastnimu mysleni, coz vede k moznosti najit zplisoby, jak své

mysleni vylepSovat.

Stadium abstraktnich operaci piedstavuje zral¢ kognitivni mysleni, které umoziuje
lidem provadét slozité ukoly, fesit abstraktni problémy a vyvijet teoretické koncepty. Toto
stadium se nevztahuje pouze na déti, ale také na dospélé a tvofi zaklad pro komplexni mysleni

a feSeni problému v rtiznych oblastech, véetné védy, matematiky a filozofie.

Ackoliv by se mohlo na prvni pohled zdat, Ze uvedend stddia kognitivniho vyvoje
s konstruktivistickym hnutim v zdsad¢ nesouviseji, opak je pravdou. Piaget ve své teorii
zduraziuje, ze jedinec si v prubéhu kognitivniho vyvoje sdim konstruuje své poznani, coz je
zékladni myslenka konstruktivismu. Mezi dal$i mySlenky, které propojuji Piagetovu teorii
kognitivniho vyvoje a konstruktivismus, patii naptiklad dillezitost interakce s prostfedim nebo
proces vyrovnavani se se zménami, na které dité v jednotlivych fazich svého vyvoje narazi a

jejich zaclenéni do kognitivnich struktur ditéte.
3.2 Lev Vygotskij

Lev Vygotskij (1896-1934) byl jednim z nejznaméjSich sovétskych psychologii a pedagogt,
jehoz teorie dodnes ovliviuji pfistupy ke vzdélavani. Jednim z klicovych aspektt jeho prace
byla jeho sociokulturni teorie vyvoje, kterd klade velky diiraz na socidlni podminénost
psychického vyvoje ditéte. Vygotskij zastaval nazor, ze socidlni interakce silné ovliviuji

kognitivni vyvoj jedince, ale také formuji jeho hodnotovy systém a vyrazné ovliviiuji u€eni.

Kromé socidlnich interakci hraje pfi vyvoji jednice vyznamnou roli také kultura, jelikoz
jazyk, pismo ¢i matematické symboly jsou kulturnimi produkty a zarovei jsou to pro jedince
nastroje mysleni, které vyuZziva pfi feSeni problémil a jejichZ prostfednictvim rozviji své
kognitivni schopnosti. Dle Vygotského je jazyk jednim z nejdilezitéjSich néstroji pro
kognitivni vyvoj. Toto tvrzeni podporuji vysledky experimentu popsaného ve (Vygotskij 1979),
pii kterém bylo prokazano, ze déti pred osvojenim feci, vyuzivaji stejnou praktickou inteligenci

jako primati. Toto se ale po osvojeni fe¢i méni a déti zacinaji vyuZivat nové strategie feSeni
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problém, které nejsou tolik zavislé na informacich, které ziskéavaji z prostiedi, naptiklad jsou
schopné navrhnout feSeni, pii kterém vyuziji pfedmét, ktery neni v mistnosti pfitomen.

(Vygotskij 1979, s. 29) shrnuje toto téma nasledovneé:

Specificky lidska schopnost pouziti jazyka umoziiuje détem pouzivat
pomocné nastroje pii feSeni obtiznych ukold, pfekonavat impulzivni jednani,

naplanovat feSeni problému pied jeho realizaci a ovladat své vlastni chovani.!

Kli¢ovou roli méa dle Vygotského ve vyvoji také vnitini fec ditéte, kterd ma zasadni roli
béhem kognitivniho vyvoje ditéte. Vygotskij tvrdi, Ze vnitini fec se postupné vyviji z feci vnéjsi,
ktera ma z pocatku pouze socialni charakter, ale postupem Casu se internalizuje a méni na
vnitini. Tento proces popisuje Vygotskij v rdmci experimentli provadénych s détmi rzného
veku, nejprve dit¢ vSechny své tvahy souvisejici s feSenim problému popisuje nahlas, nicméné
ucelem neni o tomto procesu informovat dalsi osobu, ale jde o takzvané ,,egocentrickou fec*,
tedy dit¢ mluvi samo k sobé€. Pravé tato ,,egocentrickd fec* je dle Vygotského predstupném
vnitini feci. Tu pak dit€¢ mize pouzivat obdobné, nicméné uz pouze na urovni vlastniho mysleni.
Vnitini fe¢ pak pomaha ditéti v feSeni slozitéjSich ukol, umoziuje abstraktni uvazovani,
pomaha planovat a kontrolovat jednani ditéte.

Ziejmé nejvyznamnéj$im a dodnes vyuzivanym konceptem Vygotského teorie je Zona
nejbliz§iho vyvoje (Zone of Proximal Development, didle ZPD), ten Vygotskij definuje
nasledovné (Vygotskij, 1930, s. 86):

Je to rozdil, mezi aktualni urovni rozvoje, ktera je urena samostatnym
feSenim problémd, a urovni potencialniho rozvoje, kterd je urcena feSenim
problémti pod vedenim dospélého nebo ve spolupraci se schopnéjSimi

vrstevniky.?

Z uvedené definice je evidentni, Ze Zakliv rozvoj je chapan ve dvou rovinach, v roviné aktudlni
a v rovin€ potencialni. Aktualni Groven je dana tim, co je zak schopen vyfesit sam, co je ale
mnohem dulezitéjsi je pravé uroven potencialni, tedy ta, ke které se zak mtize s dopomoci

dostat. V této oblasti probihd efektivni uceni, Zak pracuje na tkolech, které by pro néj

! To summarize what has been said thus far in this section: The specifically human capacity for language
enables children to provide for auxiliary tools in the solution of difficult tasks, to overcome impulsive
action, to plan a solution to a problem prior to its execution, and to master their own behaviour.

21t is the distance between the actual developmental level as determined by independent problem
solving and the level of potential development as determined through problem solving under adult
guidance or in collaboration with more capable peers.
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samotné¢ho byly narocné, ale s pomoci je dokaze splnit. V zasad¢ Ize fict, ze v aktudlni rovni
je poznani, které jiz u zaka bylo pln¢ vytvotfeno, a dané problémy je tedy schpen fesit

samostatné, a v urovni potencialni se nachdzi poznani, které se vytvaii.

S teorii ZPD se také poji pojem ,,scaffolding* (leSeni), ktery popisuje proces, ve kterém
zkusSen¢jsi osoba, naptiklad ucitel, poskytuje zakovi podporu v ZPD, tato podpora miize mit
formu povzbuzeni, navodnych otazek atd. Tyto formy pomoci, ackoliv se mohou jevit jako
bezvyznamné, mohou zakovi zdsadné pomoci v procesu uceni a zak ma pak Sanci dosahnout
urovng, které by bez této podpory nemél Sanci dosahnout. Tato podpora je docasnd, jakmile ji
zéak prestava potiebovat, postupné dochézi k jejimu odbouravani. Vygotskij byl piesvédcen, ze
scaffolding mé zasadni vyznam v ramci kognitivniho vyvoje zéka, coz potvrzuje naptiklad

nasledujicim vyrokem (Vygotskij 1979, s.85):

Po vice nez desetileti ani ti nejvétsi myslitelé nikdy nezpochybnili tento
pfedpoklad — nikdy nezvazovali mozZnost, Ze to, co déti dokazou s pomoci
ostatnich, by mohlo v jistém smyslu vypovidat o jejich duSevnim vyvoji vice

nez to, co dokazou samy.’

Diky scaffoldingu a zén¢ nejbliz§iho vyvoje Vygotskij polozil zédklady individualizaci
vyuky, jelikoZ prvnim krokem je v obou pifipadech ur€eni aktualni Grovné Zaka, a nasledné
stanoveni dalSiho postupu tak, aby se zak mohl co nejvice rozvijet. Obdobné¢ tomu je
1 scaffoldingu, kde je potieba pro kazdého zaka vybrat vhodnou podporu, tam kde jednomu
zékovi bude stacit vhodné poloZena otdzka, jiny bude potiebovat vhodnou pomitcku. Je tedy
ziejmé, Ze pokud je cilem vyuZiti t€chto konceptih maximalni rozvoj Zékovych schopnosti, je

tfeba se zaméfit na konkrétniho zaka v daném okamziku.

3.3 Ernst von Glasersfeld

Dal$im z vyznamnych piedstaviteli konstruktivistického hnuti byl rakousky psycholog a
filozof Ernst von Glasersfeld (1917-2010). Von Glasersfeld se krom¢ jiného zabyval také
procesem poznavani a konstrukei védomi, ve svém zkoumdani se zaméfil na to, jak lidé aktivné
konstruuji své vlastni poznéni a jak se uci prostfednictvim interakce se svétem. Jeho préci

vyznamn¢ ovlivnily myslenky Jeana Piageta.

3 Over a decade even the profoundest thinkers never questioned the assumption; they never
entertained the notion that what children can do with the assistance of others might be in some sense
even more indicative of their mental development than what they can do alone.
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3.3.1 Radikalni konstruktivismus

Von Glasersfeld je povazovan za zakladatele a jednoho z hlavnich ptedstaviteli takzvaného
radikalniho konstruktivismu. Stejné jako ostatni konstruktivisté i von Glasersfeld tvrdi, Ze
poznani je aktivnim procesem jedince, nicméné oproti ostatnim konstruktivistickym smérim se

vyhrazuje v tom, jaky je vysledek tohoto poznani.

Podle von Glasersfelda neni mozné dosdhnut objektivniho poznéni, protoze vné&jsi
realita je pro poznavajiciho nedosazitelna. Vysledkem naSeho poznani jsou potom pouze nase
subjektivni mentalni modely, nase vysvétleni toho, jak svét funguje. Z tohoto pohledu je tedy
poznani jedince zcela subjektivni, zavisi pouze na jedinci, ktery ho vytvofil. Sdm von
Glasserfeld (2013) pak uvadi, ze poznani jedince neodpovida samotné realité, nekoresponduje
s ni (,,matches reality*), ale je uzptisobeno tak, aby do ni zapadlo (,,fits reality). Zjednodusené
feceno, jedinec si nevytvaii poznani objektivni reality, ale poznani néceho, co v ni muize

fungovat.

Tento piistup k poznani, kdy kazdy jedinec ma své vlastni poznani a své vlastni chapani
reality, bylo také jednim z diivodu kritiky radikéIniho konstruktivismu, jelikoz v zasad¢ odmita
existenci objektivni reality. Neexistence objektivni reality pak nutné vede k tomu, ze jakékoliv
poznani, které si jedinec vytvofil, musi byt povazovano za spravné, jelikoZ neni mozné ho

s ni¢im porovnat a urcit tak jeho spravnost.
Radikalni konstruktivismus a vzdélavani

Von Glasersfeld a jeho radikalni konstruktivismus méli vyznamny vliv na piistup ke vzdélavani,
ale 1 v oblastech jako je psychologie ¢i filozofie. Vzhledem k jeho pohledu na subjektivni
poznavani, které je pln€ zavislé na konkrétnim jedinci, vyrazné napomohl k rozvoji
personalizovaného uceni, vede pedagogy k zohlednovani riznych potteb studentli v ramci
jejich poznavaciho procesu. Mimoto von Glasersfeld také zdaraziioval, Ze je potieba
zohledniovat i1 pfedchozi zkuSenosti Zaki, nebot’ hraji vyznamnou roli v jejich vnimani reality a

ovliviwji tak poznavaci proces.

3.4 David Bloor

V névaznosti na predchozi ¢ast o radikalnim konstruktivismu je tieba také zminit praci Davida
Bloora. David Bloor (1942 — soucasnost) je britsky sociolog, ktery se ve své praci zajimal

hlavné o sociologii védy a sociologii védeckého poznani. Ve své knize Knowledge and social
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imaginery se Bloor zabyva analyzou vztahu mezi spole¢nosti a védeckym poznanim. Jednou ze
stézejnich myslenek je, ze védecké poznani, respektive to, zda je pravdivé i spravné, je

podminéno spolecnosti.

Kuhn-Popperova polemika a Silny program

WV

Jelikoz tézistém Bloorovy prace bylo zkoumani riiznych faktort ovlivitujicich védecké poznani,
bude zde zminéna jedna z vyznamnych debat 20. stoleti souvisejici s timto tématem, ktera také
Thomasem Kuhnem a Karlem Popperem byly jejich odlisné nazory na chépani védeckého

vyvoje a na povahu védeckého poznani.

Zatimco Popper zastaval nazor, Ze by vSechny védecké teorie mély byt falsifikovatelné,
tedy postavené tak, aby bylo mozné je ovéfit nebo je naopak vyvratit, a védecky pokrok je
postaven na vyvraceni starych teorii, Kuhn zastdval myslenku, ze védecky vyvoj probihd
v obdobich, kdy je védecka komunita soustfedéna kolem konkrétniho védeckého paradigmatu,

kdyz toto paradigma narazi na krizi, dochéazi k revoluci a nahrazuje ho nové paradigma.

Dalsim bodem, ve kterém se Kuhn a Popper neshodovali byl relativisticky piistup
k védeckému poznéni. Popper byl odpiircem relativistického ptistupu, vnimal ho jako ohroZeni
pro objektivitu védeckého poznani. Kuhn sice nebyl pfimym zastincem relativistického
postoje, nicméné zdlrazioval, ze védecky vyvoj a poznani jsou nezbytné nutné spjaty se
spolecenskym a historickym vyvojem. Znalosti podle n€j vznikaji v redlném svéte a jsou jim

tedy 1 ovliviiovany, coz ale ovSem neznamenad, Ze jsou zcela relativni.

Ackoliv se Bloor pfimo netcastnil polemiky mezi Kuhnem a Popperem, nicméné se ji
zabyval — popisuje ji napiiklad ve své knize Knowledge and social imaginery — a sdm se vii€i
uvedené problematice vyc€lenil v rdmci takzvaného Silného programu (,,Strong programme*).
Silny program je sociologické teorie, za jejiz autor jsou kromé Bloora povazovani i dalsi
sociologové Edinburskeé Skoly sociologie védeckého poznani (,,Edinburgh School of Sociology
of Scientific Knowledge*), jmenovité tfeba Barry Barnes, Henry Collins, Donald MacKenzie a

John Henry.
Sam Bloor pak jako €tyfi hlavni principy Silného programu uvadi (Bloor, 1991):

1. Kauzalita (,,causality)
Védecké poznani je ovlivilovano nejriznéj$imi faktory, napiiklad socidlnimi ¢i

historickymi, coz je tfeba zohlednit pii jeho zkoumani. Bloor se jako sociolog
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samoziejme nejvice soustiedil na socidlni faktory a na to, jak ovliviiuji a formuyji
védecké teorie a presvédcent.

2. Nestrannost (,,impartiality*)
Analyza védeckého poznani by méla byt de Bloora nestranna, neméla by tedy
uptfednostnovat védecké teorie a pristupy na zaklad¢ piedpokladu o jejich
pravdivosti ¢i nepravdivosti. Sociolog by tedy mél k analyze téchto pfistupt a
teorii pfistupovat s neutralitou.

3. Symetrie (,,symmetry*)
Dle tohoto principu by vSechny teorie mély byt zkoumany stejnymi metodami, bez
ohledu, zda jde o teorii v§eobecné uznavanou nebo o teorii alternativni. Autofi se
timto pristupem snazi ze zkoumani vyradit pfedsudky viéi uréitym veédeckym
ptistuplim, aby tak nedochazelo ke zkreslovani vysledk.

4. Reflexivita (,,reflexivity)
Jelikoz sociologie a sociologové jsou sami soucasti socialniho kontextu, ktery
studuji, mélo by i samo jejich zkoumani byt otevieno reflexi. Sociologové by tedy
meli provadét reflexi svych vlastnich vyzkumt s ohledem na jejich socialni a

kulturni postaveni.

Bloor a konstruktivistické hnuti

Blooriiv postoj k védeckému poznani ma uzkou souvislost s konstruktivistickym hnutim. Jak
bylo uvedeno vyse, Bloor zastava mySlenku, Ze védecké poznani je ptimo ovlivnéno socialnimi
faktory, coz vede k myslence, Ze védecké poznani neni absolutni, nybrz zavisi na lidskych
interakcich a socidlnim kontextu. Timto pfistupem Bloor v podstaté¢ rozsifuje
konstruktivistickou ptedstavu, Ze lidské vnimani reality je pfimo zavislé na jeho socidlnich a
jazykovych konstrukcich, tim, Ze ji vztahuje 1 na védecké teorie, jelikoZ i ty jsou souc¢asti tohoto
vhimani.

Bloor navic zdaraziiuje, ze rozhodnuti o pravdivosti ¢i nepravdivosti védeckého
poznani, je velmi problematickd zélezitost. Tvrdi, Ze hodnoceni védeckého poznéni je opét
zavislé na spolecenském a kulturnim kontextu, ¢imZ v zdsad¢ odmita objektivni a univerzalni
kritéria pro hodnoceni védeckych teorii. Bloorova prace, zvlasté pak Silny program, vyrazné
piispéla k rozvoji konstruktivistického pfistupu ve studiu védeckého poznéni a ptenesla

pozornost k vyznamu socialnich a kulturnich faktort, které toto poznani vyrazné ovliviuji
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3.5 Didaktika matematiky

V piedchozich ¢astech byly struéné shrnuty myslenky vyznamnych osobnosti
konstruktivistického hnuti, v nasledujici ¢asti pak budou uvedeny nékteii z vyznamnych
predstavitelti konstruktivismu z oblasti didaktiky matematiky. Nejvétsi cast bude vénovana

Vitu Hejnému a Milanu Hejnému, jejichz metoda je stézejni pro praktickou ¢ast této prace.

3.5.1 Anna Sfard

Anna Sfard (1949 — soucasnost) je vyznamnou osobnosti v oblasti vzdélavaci psychologie,
mimo jiné je znama pro svij piinos v oblasti vyuky matematiky. Sfard ve své praci ¢astecné
navazuje na Vygotského, zdlraznuje roli jazyka a komunikace v procesu uceni. V tomto ohledu
je asi nejznamé;jsi jeji teorie diskursivniho uceni, kterd se primarn€ zaméfuje na to, jak se lidé
u¢i pomoci jazyka a komunikace. Sfard jazyk povaZuje za kliCovy nastroj pro uceni, jelikoz
umoznuje mysleni a uceni. Nejenze jazyk zprostiedkovava myslenky, al také ovliviuje to, jak
o vécech premyslime. Zna¢nou pozornost také vénovala komunikaénim problémim, které

mohou komplikovat proces uceni.

Sfard se také zabyva problémy spojenymi s vyukou matematiky, zkouma, pro€ i pies
vSechny podobnosti matematiky s dal$imi védeckymi disciplinami, ¢ini matematika a jeji ueni
zakum casto velké obtize. Obvyklé zdiivodnéni, ze matematika je mnohem abstraktnéjsi nez
ostatni obory, jelikoZ jejim pfedmétem jsou abstraktni pojmy, které nemaji fyzickou formu,
Stard nepovaZzuje za dostacujici, dokonce ji povaZuje za nedostatecné vypovidajici o skute¢ném

problému. Své vlastni vysvétleni pak stavi na dualité procesu a jeho produktu (Sfard 2011, s.2):

Nicméné doposud nebylo dosazeno jednotné teorie, kterd by se zabyvala
filozofii a psychologii matematiky soucasné a vénovala stejnou péci
matematickému mysleni 1 matematické mySlence — jak procesu, tak

produktu.*

Toto rozdéleni samo o sobé neni v ramci matematiky novym objevem, nicméné Sfard
k nému pfistupuje odlisné oproti svym piedchiidcim. Obdobné jako jeji piedchtidei 1 Stard
vnim4 jako proces riizné Cinnosti, algoritmy a jako produkt objekty, které je mozné ziskat

pomoci téchto procesi. Jeji piistup se ale lisi v propojeni téchto dvou prvki, dle Sfard jsou

* But up to now, not enough has been done in the direction of unified theory which would address
philosophy and psychology of mathematics simultaneously, and would take an equal care of
mathematical thinking and of mathematical thought - of both the process and the product.
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procesy a produkty neoddélitelné spjaty, pro porozuméni matematice je tieba je neustale
propojovat. Pro efektivni matematické mysleni je dle Sfard potieba plynule prechdzet mezi

procesni a produktovou perspektivou.

Na matematiku pak Ize nahlizet z pohledu procest ¢i z pohledu produkti, tyto pohledy
Sfard oznacuje jako operativni pojeti (,,operational conception®) a strukturdlni pojeti
(,,structural conception®), nicméné jak bylo uvedeno dfive, tvrdi, Ze je tfeba kombinovat oba
pfistupy. Operativni pojeti by mélo nejen ve vyuce predchazet strukturdlnimu, tento fakt je
mozné nastinit i pomoci vyvoje matematiky — pii vzniku Ciselnych struktur se mnohdy i po
velmi dlouhd obdobi nova Ciselnd struktura prakticky vyuzivala, aniz by k ni existovala ucelena

definice, jak (Sfard, 2011, s. 15):

Je tieba zduraznit, ze v urcité fazi si matematici a filozofové pln¢ uvédomili
néco, co bylo pravdépodobné po néjakou dobu ¢inéno pouze intuitivné —
jejich Gsili o reifikaci, jejich potiebu definice, kterd by ospravedlnila béZznou

praxi odkazovani na funkci, jako by to byla skute¢na ,véc.’

Tento piechod od dynamického vyuziti k vytvoreni statického konceptu Sfard nazyva
reifikace. JelikoZ pfechod od dynamickych procest ke statickym produktiim je velmi obtizny,
je mezi nimi vyrazny rozdil primarné s ohledem na kognitivni ndro¢nost a miru abstrakce, je

proces reifikace je dale rozdélen do tfi fazi — interiorizace, kondenzace a reifikace.

Pii interiorizaci dochazi k piechodu od vné&jsich operaci k operacim mentalnim. Zak
pfestava pouzivat readlné pomicky a modely a misto nich za¢ina vyuZivat mentalni vizualizace
nebo konceptualizace bez potieby vnéjsich pomiicek. Kondenzace neboli zhustovani je proces,
pti kterém zak piechazi od konkrétnich ptikladl k abstraktnéj$im reprezentacim, napiiklad
kdyz zék ptejde od s¢itani konkrétnich objektl ke s¢itani pomoci symbolického zépisu. Dochazi
pfi ni ke snizovani sloZitosti, pficemz je ale zachovan zdkladni vyznam. V poslednim kroku —
reifikaci dochdzi k vytvoreni abstraktniho konceptu, ktery je ale ddle vniman jako konkrétni
objekt, tedy lze s nim déle pracovat, provadét operace atd. Tyto tfi kroky musi na sebe

navazovat (Sfard 2011, s. 21):

5 It should be pointed out that at a certain stage, mathematicians and philosophers became fully aware of what for some time had probably been done
only intuitively - of their striving for reification, of their need of definition which would justify the common practice of referring to function as if it was a real

"thing"
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V tuto chvili by jiz mélo byt jasné, Ze nase tiifazové schéma musi byt chapano
jako hierarchie, coz znamend, ze urcitého stupné nelze dosdhnout, pokud

nebylo dosazenou viech piedchozich.®

Podstatnou myslenkou tykajici se popsaného procesu je, ze struktura ziskana procesem
reifikace mize pak dale vstupovat do tvorby dalSich konceptl, mtize se dale dynamicky vyvijet.
Ptikladem takového posunu mohu byt tieba funkce — v prvnich fazich jsou vnimany jako proces
pfifazovani hodnot, postupné pak dojde k vytvofeni struktury, funkce jsou vnimany jako
objekty. S témito objekty Ize pak nasledné provadét dalsi operace (napiiklad fesit funkcionalni
rovnice), ¢imz dochazi k navratu k operativni fazi. Timto ,,navazovanim* dochézi k rozsifovani

puvodniho konceptu a vzniku novych vazeb ¢i struktur.

Dulezité je uvédomeéni, Ze je nutné vychazet ze znamé struktury a pomoci procesu
budovat strukturu novou, coz by mél byt i postup, ktery by mél byt dodrZzovan 1 pti vyuce. Sfard
také uvadi, ze v mnoha ohledech by se procesualni porozuméni mohlo zdat jako dostacujici,
nicméné strukturalni pojeti je dle ni nezbytné pro hlubsi porozuméni a zasadné zjednodusuje
budovani navazujicich poznatkti. Nicméné procesudlni porozuméni na urcité trovni mtize byt
dostacujici, je ale tfeba vést zaky k potieb¢ reifikace, ta se totiz nemusi dostavit ihned, ale
sur¢itym casovym odstupem, takze Zaci nékdy museji dané obdobi pieklenout pouze

s porozumeénim procesu.

Dalsim znakem jejiho diskursivniho ptistupu je participativni metafora ueni — uceni je
podle Sfard chépéano jako aktivni Gcast v socialnich praktikéach, diskusich atd. Sfard zdtraziuje
potfebu aktivniho zapojeni studentl do téchto diskusi, protoZe tim se podporuje smysluplné
ucenti.

Artefaktizace se zabyva procesem vytvareni a pouziti kulturnich néstrojti, témi mohou
byt napiiklad symboly, grafy, modely atd. Tyto nastroje mohou vyrazné¢ usnadiiovat
komunikaci, porozuméni i uceni, pomahaji pfi porozumeéni slozitym konceptim. Dle Sfard
artefakty nejsou pouze pasivnimi néstroji, ale obdobné jako jazyk, ovliviiuji nase mysleni a

chapani.

6 At this point it should already be clear that our three-phase schema is to be understood as a
hierarchy, which implies that one stage cannot be reached before all the former steps are taken
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3.5.2 Paul Ernest

Dalsi vyznamnou osobnosti konstruktivistického hnuti je Paul Ernest (1944 — soucasnost),
britsky filozof zaméfujici se na matematiku a didaktiku matematiky. Ernest patfi mezi
predstavitele socidlniho konstruktivismu, dirazné se vymezuje proti radikalnimu
konstruktivismu dle von Glasersfelda, predevsim vii¢i jeho odmitani socialniho aspektu uceni.
Své vyhrady vua¢i tomuto pfistupu Ernest vyjadfuje napfiklad timto vyrokem
(Ernest, 2011, s. 88):

Nicméné tento postoj komplikuje vytvofeni socidlniho zakladu pro
mezilidskou komunikaci, pro spolec¢né pocity a obavy, natoz pak pro sdilené
hodnoty. Tyto problémy se musi v paradigmatu zohlednit, jednak tim, ze
vyvazi védéni s citénim, a také uznanim, ze vSichni lidé zacinaji jako soucast
jiného byti, nikoliv oddélens.”

Ernest ve své praci zdiirazituje socialni aspekt uceni, radikalni konstruktivismus podle
n¢j jedince v procesu uceni izoluje od okolniho svéta a uzavira ho pouze do jeho vlastni reality,
jejiz soulasti je dany jedinec. Z tohoto duvodu je radikdlni konstruktivismus povazovan za
solipsisticky, pozndvajici je soucésti poznavaného, a je potfeba jeho pfistup zménit. Za dalsi
nedostatek radikalniho konstruktivismu Ernest povazuje absenci objektivni pravdy, kazdy
jedinec si vytvari svou vlastni verzi chdpani svéta, tak aby odpovidalo jeho zkuSenostem,
nicméné tyto verze se mohou u riznych jedinct vyrazné lisit s ohledem na jejich zkuSenosti.
Co vice tato dvé vnimani reality se navzajem nemohou nikterak ovlivilovat, ani zasahovat do

vzniku socidlni reality.

Jako protipol, ktery fesi uvedené nedostatky radikalniho konstruktivismu, Ernest stavi
socialni konstruktivismus. Jak jiz nazev napovida oproti radikdlnimu konstruktivismu tento
zahrnuje 1 vliv spole¢nosti a okoli na poznéani jedince a na jeho uceni. Ernest pak rozdéluje
socidlni konstruktivismus na dv€ odnoze — zaméfenou na jednotlivce a zaméfenou na
spole¢nost. Prvni uvedend dle Ernesta vychdzi z radikdlniho konstruktivismu, ke kterému
»pouze® piidava socialni aspekt. Jedinci tedy nebuduji své poznani izolované, do jeho tvorby
mohou vstupovat i dal§i aktéfi. Oproti tomu piedstavitel¢é druhého typu, tedy socidlniho

konstruktivismu zaméfenému na spolecnost, ke kterym se fadi i sém Ernest, nejenze ptipoustéji,

7 But such a view makes it hard to establish a social basis for interpersonal communication, for
shared feelings and concerns, let alone for shared values. Thus, the paradigm needs to accommodate
these issues by balancing knowing with feeling, and acknowledging that all humans start as a part of
another being, not separately.
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ze se na poznani jedince podileji nejen dalsi jednotlivei a spolecnost, ale také zdaraznuji, ze
tento vztah je vzdjemny. Tedy nejenze poznani a mysleni jedince je ovlivnéno spolecnosti, ale
také jedinec a jeho poznani ovliviiuji spolecnost, poméhaji vytvaret spole¢enské konstrukty, ale
také hodnoty, postoje atd. Sam Ernest pak uvadi (Ernest, 2010, s. 68):

3

Diusledkem toho je, ze lidské poznani nemuze vytvofit ,,skute¢ny obraz‘
reality (v tomto ohledu souhlasime s radikdlnim konstruktivismem).
Klicovym problémem, jimz se odliSuje od zkuSenostniho svéta radikalniho
konstruktivismu, je to, Ze socialni realita existuje pied kazdym jednotlivcem,
ktery je socializovan k pfijeti upravené mistni verze pohledu na svét, zatimco
se sam soucasn¢ podili na neustalém vyvoji této socidlni reality, coz znamena,

7e socialni realita nikdy neni staticka.®

Tento pohled se pak prolind 1 v Ernestové pohledu na matematiku a jeji vyuku. Neni
podle n¢j mozné na matematiku pohliZet jako na objektivni a nezavislou disciplinu, naopak ji
povazuje za spoleCensky konstrukt, ktery je vytvaren a udrzovan prostfednictvim lidské
interakce a ktery je rovnéz ovliviiovan kulturnimi normami. Ve vyuce matematiky jsou pak
klicovymi prvky, nepostradatelnymi pro konstrukci matematického poznani, interakce mezi

jedinci, sdileni znalosti a diskuse.

V oblasti matematiky a didaktiky matematiky se Ernest zamétoval na kritickou analyzu
matematické epistemologie. Ve svém zkoumani se zabyval otdzkami fungovani matematického
poznani a zplsoby jeho konstrikce, ¢asto se v tomto ohledu zamétoval na filozofické hledisko
tohoto procesu. V ramci poznavani a uceni se matematice Ernest rozliSuje 6 zdkladnich
vystupti, jimiz jsou:

- Fakta

- Dovednosti

- Koncepty

- Konceptové struktury
- Obecné strategie

- Ocenéni

8 Consequently, human knowledge can never give a ,,true picture” of reality (an insight shared
with radical constructivism). The key issue that distinguishes it from the experiential world of radical
constructivism is that social reality pre-exists any individual who is socialised into accepting a modified
local version as his or her worldview, whilst simultaneously participating in the ongoing development
of that social reality, which means that it is never static
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Prvni urovni vystupii v matematice jsou dle Ernesta fakta, informace, které si jedinec
musi ulozit do kratkodob¢ a nasledné i do dlouhodobé paméti, jedné se zde naptiklad o znacky,
zkratky, pfevodni vztahy atd. Proces uceni faktli usnadnuje takzvané kouskovani (,,chunking®),
proces, pii kterém si jedinec jednotlivé informace spojuje a skldda do vétSich celki, toto
Dalsi trovni vystupt jsou dovednosti, vétSinou vicekrokové postupy, které maji jasn¢ dana
pravidla. Ptikladem takového postupu mohou byt naptiklad zakladni matematické operace, jako
pisemné sc¢itani ¢i odc¢itani. Na rozdil od faktli, pro ueni dovednosti neni dostacujici pouze
zapamatovani, ale je potifeba dané postupy i natrénovat. Soucasti tohoto procviCovani byvaji
zpravidla zakovské chyby, ¢asto se v nich opakuji jisté vzorce, jez musi ucitel odhalit a nasledné

dovést zaky k jejich odstranéni.

Vys$S§im vystupem v ufeni matematiky jsou pak koncepty a kontextové struktury.
Konceptem jsou zde chapany bud’to mnoziny nebo konkrétni vlastnosti. Pokud by jako ptiklad
konceptu byl bran ¢tverec, zaci by z dané mnoziny méli byt schopni vybrat Ctverce, tedy
ctyfihelniky se stejn¢ dlouhymi stranami a pravymi uhly. ZjednoduSené feceno, koncept je
mysSlenka, kterd se skryvéa za danym pojmem. Pokud by se zéci naucili pouze pojem jakozto
nazev, jednalo by se o fakt, pokud tomuto pojmu porozumi, jedna se o koncept. Konceptové
struktury jsou pak propojenim koncepttl, vztahy mezi nimi, jejich spole¢né vlastnosti a rozdily,

Tyto struktury se pak v radmci poznavaciho procesu neustale rozsifuji a dopliiuji o nové
koncepty, které jsou zakiim v pribéhu uceni matematice pfedkladany. Na urovni konceptil, a
zvlasté pak na urovni konceptovych struktur, zacina byt vyrazngjsi potieba vlastni konstrukce
poznatki a jejich organizace, ponévadz pouhym pamétovym ucenim by bylo pro zaky velmi
obtizné, ne-li nemoZzné, obsahnout vSechny potiebné poznatky a vybavit si je v odpovidajicich
situacich. Cim vice konceptii a vazeb mezi nimi si zak vytvofi, tim snazsi je pak pro ngj si je

nasledné vybavit.

Dalsim vystupem jsou obecné strategie, v t€to rovin€ je pozornost vénovana feSeni
problémi matematického a nasledn& i nematematického charakteru. ReSeni problémii patii
vzdélavaciho programu, jeho dllezitost spoCiva vtom, Ze strategie, které pii feSeni
matematickych uloh Zaci vyuZivaji, mohou nasledné pouZzit i pfi feSeni probléml v ramci
dalSich vyucovacich predméti, ale i v bézZném zivoté. Z matematického hlediska jsou dulezité
tf1 urovné feSeni problému — prvni je zkoumani problému a navrh jeho feSeni, druha zahrnuje

rozvoj matematického jazyka a komunikaci, v této Casti je dulezitym prvkem schopnost
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komunikovat své feSeni s dalSimi jedinci ale také zéapis vlastniho feSeni. Posledni uroven je
zamétfena na rozvoj matematického uvazovani, zahrnuje matematické mysleni, usuzovani a

také zdtivodnovani ziskanych vysledkd.

Posledni z vystupti je nazyvan ocenéni (,,appreciation®) a je tizce propojen s postojem,
ktery zak k matematice zaujima a jeho hodnocenim matematiky jako celku. Tato hodnotici ¢ast
by méla byt zamétena nejen na matematiku jako celek, vSechny jeji prvky, vztahy mezi nimi a
jejich dalsi mozné vyuziti v rdmci feSeni matematickych problémt, ale také roli, kterou
matematika hraje ve spolec¢nosti a na vSechna jeji mozna vyuziti. Samoziejmé tato ¢ast neni
piimo soucasti vyuky matematiky, nelze ji zaky piimo naucit, nicméné zkusenosti, které zaci
v ramci vzdélavaciho procesu ziskdvaji mohou ovlivnit jejich postoje a vztah k matematice a
nasledné tedy i1 to, jak zdk matematiku hodnoti, samoziejm¢ tento vliv mize bat jak

v pozitivnim, tak i v negativnim slova smyslu.

Zavérem je tieba podotknout, ze Ernest je také zndm pro svou kritiku tradi¢nich ptistupli
k vyuce matematiky, mimo jiné piispél k rozvoji vyzkumnych metod ve vyuce matematiky.
Zdtraznoval pfi tom dualezitost mezipfedmétovych vztahd, rozvoje kritického mysleni a
v neposledni fad€ také socialni konstrukci matematického poznani. Tyto myslenky jsou plné
v souladu s vySe popsanymi principy, a jsou tak logickym vyusténim Ernestovy koncepce

vyucovani matematice.

3.5.3 Hans Freudenthal

Hans Freudenthal (1905-1990) byl vyznamny nizozemsky matematik a didaktik matematiky,
ktery ptispél k rozvoji teorie a praxe vyuky matematiky. Mezi jeho nejvyznamné;si po€iny patii
vyvoj Realistic Mathematics Education (RME), coZ je ptistup k vyuce matematiky, ktery klade
diiraz na realné kontexty a v souladu s konstruktivistickym hutim také na aktivni zapojeni Zakl

do procesu objevovani matematickych konceptt.

Freudenthal byl vyraznym kritikem ,,tradi¢ni vyuky matematiky, kterd vyuZivala
memorovani poucek a algoritmt, Freudenthal je pfesvédcen, Ze tento zpusob, piestoze byl ve

vyuce hojné€ vyuzivan, nevede k porozuméni matematice (Freudenthal, 2002, s. 3):
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Jednim z divodi, pro€ ucitelé uci timto zpiisobem, je tradice: takto se to sami
naucili, zatimco zapomnéli, Ze to nebyl zplsob, jakym matematiku skutecné

pochopili, pokud ji viibec kdy pochopili.’

Freudenthal také zdlraziuje, ze dalSim divodem, pro¢ se vyucovani matematice po velmi
dlouhou dobu ubiralo timto smérem je také dano tim, Ze matematika na rozdil od dalSich
védeckych disciplin svou strukturou umoziiuje tento zptisob vyucovani — Ize ji uchopit pomoci

poucek a algoritmd.
Realistic Mathematics Education (RME)

Jak jiz bylo uvedeno, Freudenthal se ve své praci zaméioval na piistup ve vyuce matematiky,
ktery by zakim umoznoval porozuméni matematice. Jako vyusténi této snahy mize byt
povazovan pristup Realistic Mathematics Education (dale RME), ktery je dilem Freudenthala a
jeho kolegti. Jak nadzev napovida je tento pfistup zaméfen na propojeni matematiky s realitou,
nicméné zakladnim stavebnim kamenem je Freudenthalovo pojeti matematiky jako lidské
aktivity. V ramci tohoto pojeti se Freudenthal vymezuje proti tradicni vyuce, zdaraziuje
vyznam aktivit a ¢innosti souvisejicich s matematickym myslenim (,,mathematizing*) na ukor
kone¢ného produktu (,,mathematics®). Tento pfistup ovSem neznamend, ze by se podle
Freudenthala vyuka neméla vénovat i matematické teorii, ale spiSe zdiiraziuje, Ze tato teorie by

neméla byt zakladem vyuky, jak tomu bylo v ,,tradi¢nim* vyucovani.

V ramci RME jsou s ohledem na vyuku matematiky rozliSovany dva zakladni procesy,
kterymi jsou horizontalni a vertikalni matematizace. Horizontalni matematizaci je rozuméno
pfevedeni problému do matematického modelu, v zésad¢ jde o zplsob, jakym zak problém
uchopi, aby ho mohl fesit matematicky. Tato Groven je z kognitivniho hlediska nizsi, nicméné
pro porozuméni danému problému a néasledné 1 matematickému konceptu je zcela nezbytna.
Vertikalni matematizace pak znaci pfechod k abstraktngjsim modelim a matematickym
konceptim, ten pak zakiim umoziiuje zlepSovat a prohlubovat jejich matematické dovednosti a
problémy. V souvislosti s timto rozdélenim Freudenthal zdlraziiuje, Ze pro porozuméni
matematice je potieba obou uvedenych procest, vertikalni matematizace umoziuje zakiim fesit
abstraktnéj$i problémy, nicméné horizontalni matematizace je nezbytnd pro propojeni

matematiky s realnymi problémy.

% One reason why teachers teach it this way is tradition: it is the way they learned it themselves, while
they have forgotten that it was not the way they really understood mathematics if ever they did.
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Ptevazné v souvislosti s horizontalni matematizaci se Freudenthal vénuje také konceptu
“common sense, jenz by se nechal prekladat jako zdravy rozum. Zakladni myslenkou tohoto
konceptu je vyuziti intuitivniho mysleni zaki pfi feSeni matematickych problémi a pfi snaze
porozumeét matematickym konceptiim. Za timto ucelem jsou zaktim piedkladany problémy
v kontextech, které jsou jim znamé, aby pii jejich feSeni mohli Zaci vyuzit vlastnich zkuSenosti
a diky tomu i zdravého rozumu. Tento koncept pfinasi do vyuky fadu benefitd, mimo jiné
zvySuje angazovanost a motivaci zakli, poméha zdkiim vyvazet relevantni a smysluplné
koncepty, podporuje kritické mysleni, ... Na druhou stranu i tento koncept ma sva uskali, mize
vést k problémim s piechodem k abstraktnéjSim konceptim, nemusi byt pro nékteré koncepty
dostacujici, mize vést k nespravnim uvaham. Aby bylo vyuziti zdravého rozumu v matematice
zakam ku prospéchu, je potteba vyvazit jeho pouziti s dostatecnym pochopenim formalnich

matematickych principti.

Dal$im neméné dilezitym konceptem v tomto pfistupu je propojeni matematiky
s realnym zivotem. Pod timto konceptem se samoziejmé skryva vyuziti redlnych prostiedi, do
kterych jsou zasazeny matematické problémy, nicméné Freudenthal zdiiraziuje, Ze jde i o to,

ukézat zakim redlné vyuziti matematiky v bézném zivoté (Freudenthal, 2002, s. 15):

Lidé stile cCastéji pouzivaji matematiku, aniz by si toho byli védomi.

Matematiku pouzivaji, protoze se bez ni neobejdou.'”

Tento aspekt zdlraznuje Freudenthalovo pojeti matematiky jako lidské ¢innosti, poukazuje na
dilezitost matematiky pomoci jejiho vyuziti v béznych kazdodennich ¢innostech, ale i v dalSich
védnich oborech. Matematika by méla byt zadkim piedkladana jako dynamickd cinnost

(mathematising), kterd ma své kotfeny v jejich kazdodennim zivoté.

Mimo propojeni matematiky s realitou na Urovni vyznamu se Freudenthal a RME
zamé&fuje na kontext, které déli na chudé (poor) a bohaté (rich) ve smyslu jejich obsahlosti. Za
chudé kontexty jsou povaZovany ty, které neodpovidaji realnym situacim, jsou uméle vytvoreny
a vyrazné zjednoduseny. Diky tomuto rozporu s realitou mohou zakiim zasadné zkomplikovat
feSeni daného ukolu, jelikoz neodpovidaji jejich chapani, jsou v rozporu se zdravym rozumem.
DalSimi problémy chudych kontextdl muizou byt jejich nedostatecnd hloubka, omezené
moznosti jejich propojeni s dalsimi koncepty, ¢i pfehnana navodnost, kterd tlumi kreativitu pti

feSeni zadanych problémil. Oproti tomu bohaté kontexty byvaji vice autentické, odpovidaji

10 People increasingly use mathematics more often than they are aware of. They use mathematics because
they cannot do without it.
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realnému svét, coz u zaku zvySuje vnimani uziteCnosti matematiky a tim také zvysuje jejich
motivaci, mimoto podporuji hlubsi porozuméni, vyuziti vice perspektiv pti feSeni problému,
umoziuji propojovani raznych konceptli v ramci jednoho problému. Nicméné ani bohaté
kontexty nepfinaseji pouze pozitivni aspekty, pro nekteré zaky mohou byt nepiimétrené slozité
az matouci, navic z matematického hlediska je narocné zajistit, aby vSem matematickym

konceptiim byla v rdmci bohatych kontextli vénovana dostatecna pozornost.

V dalsich aspektech odpovida poznavaci proces, oznaCovany jako fizené
znovuobjevovani (guided reinvention), v pojeti RME dal$im konstruktivistickym pfistuptm.
Diiraz je kladen na aktivitu zak1, je dodrzovan postup od konkrétniho k abstraktnimu, zasadni
role je piikladana spolupraci a komunikaci mezi zaky, ucitel plni roli privodce zakovym
poznanim, nepfedavd zakim hotové poznatky. Kromé uvedenych Freudenthal piejima i

Vygotského myslenku zony nejbliz§iho vyvoje, pfestoze tento termin nezminuje (Freudenthal,

2002, s. 47) uvadi:

Rikam si, kdyz si chytré dit¢ miZe samo znovuobjevit znaénou &ast
matematiky, tak pro¢ by to také nemohlo dokazat mén¢ chytré dit€¢ s pomoci

a pod vedenim ostatnich — dospélych i svych vrstevnik?!!

Tuto otdzku pak Freudenthal dale rozvadi a konstatuje, Ze by Zéaci rozhodné meéli dostat
potfebnou podporu, aby mohli dosdhnout co mozna nejvyssi urovné, ktera je v jejich
moznostech. Obecné vzato Freudenthaltv pfistup odpovida zasadam konstruktivismu, nicméné
sam Freudenthal uvadi, Ze zjeho pohledu vnima konstruktivismus hlavné jako svobodu
¢innosti, Z4ci by dle n€j méli moZnost pfistupovat k feSeni problému vlastnimi zptisoby a nebyt

nuceni k pfedem danym feSenim. Takova vyuka matematiky je dle Freudenthala nejpfinosnéjsi.

A clever youth can reinvent quite a lot of mathematics on his own, I said. So why
should less clever ones not be able to do so with the help and under the guidance of others --

adults as well as their peers?
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4 Vit Hejny a Milan Hejny — Hejného metoda

Hejného metoda je oznaceni konstruktivistického pfistupu vyucovani v matematice, jehoz
zakladateli jsou Vit Hejny (1904—-1977) a jeho syn Milan Hejny (1936 — soucasnost). V ramci
této metody jsou zaci vedeni k budovani vlastnich matematickych schémat v souladu s principy
konstruktivistického vyucovani. Klicové principy této metody jsou nékdy oznacovany jako
Desatero didaktického konstruktivismu, pod timto nazvem byly také publikovany v knize

Milana Hejného a Frantiska Kutiny Dite, Skola a matematika.
4.1 Teorie generickych modela

Kromé¢ zminénych principi je dal§im zasadnim aspektem Hejného metody teorie generickych
modelt. Tato teorie reflektuje vznik matematického poznani v mysli zdka a tzce souvisi se
stadii kognitivniho vyvoje. Dle teorie generickych modeli Ize poznavaci proces zaka rozdélit

do ctyft, respektive péti fazi, kterymi jsou:

- Stadium motivace

- Stadium izolovanych modeld
- Stadium generickych modeld
- Abstrakce

- Krystalizace

Mezi jednotlivymi fazemi pak dochazi ke dvéma abstrakénim zdvihiim, k prvnimu dochazi
mezi stadii izolovanych a generickych modell, ke druhému potom mezi stadiem generickych
modelll a vznikem abstraktniho poznéni, pficemz kazdy ze zdvihd vyjadiuje ptechod

k abstraktnéj$Simu poznéni. Jednotlivé faze budou hloub¢ji rozebrany v nasledujici ¢asti.
4.1.1 Motivace

V nékterych zdrojich zamétenych na Hejného metodu neni motivace uvadéna jako samostatna
faze, nicméné je nepochybné nedilnou soucasti procesu uceni a hraje v ném klicovou roli. Bez
motivace by nebylo moZzné zah4jit proces aktivniho uceni, ktery je nezbytny pro vSechny

konstruktivistické sméry. (Hejny, 2014, s. 42) ohledn€ motivace uvadi:

Motivace ddva poznavacimu procesu energii 1 orientaci, a proto hraje
kli¢ovou roli pro kvalitu celého procesu. Zak, ktery ma vnitini potifebu
poznavat, poznava intenzivnéji, hloub&ji a komplexnéji nez ten, ktery je

k poznavani nucen.
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Pro zahajeni procesu uceni je v piipadé Hejného metody nutnou podminkou vnitini
motivace zaka — rozpor mezi tim, zZe zak néco neznéd a zarovei ma potiebu danou véc znat.
Proto jsou v ramci této metody zaktim piedkladany tkoly, které tento rozpor u zaka vyvolavaji,
které u zakl vzbuzuji zvédavost a podnécuji tak jejich aktivitu. Pokud by tato faze nenastala,
nemohly by byt plnohodnotné zahajeny faze nasledujici. Hejny také uvadi, ze pokud by byla
uceni by pak nebylo zdaleka tak efektivni a trvalé jako v pfipadé, kdy je vyuzita pfirozena

zveédavost zéka, a tedy 1 vnitini motivace.
4.1.2 Stadium izolovanych modeld

V této fazi poznavaciho procesu, v nékterych zdrojich téz nazyvané stadium separovanych
modeltl, se zdk seznamuje s riznymi modely, které reprezentuji budouci abstraktni znalost.
Modelem se rozumi prostiedek, pomoci kterého se zaci mohou orientovat v daném problému,
udinit si ho prehledngj$im ¢ nazorn&j§im. Zak v této fazi ziskava zkuSenosti s budoucim
poznanim, seznamuje s jeho riznymi reprezentacemi, diky ¢emuz ziskava moznost na n¢j

nahlizet riznymi zpiisoby a také s nim riznymi zptisoby pracovat.

V této fazi se zak také seznamuje se zdanlivymi modely, pfekvapivymi modely a tzv.
nemodely. Jako zdanlivy je oznacovan model, ktery se na prvni pohled mize jevit jako model,
prestoze ve skute¢nosti se o model nejedna. Naopak piekvapivy model je takovy, ktery zprvu
jako model nevypada, ale presto je modelem daného poznani. Za nemodel je povazovano to, co
nepatii mezi modely, jejich vyznam spociva v tom, Ze se diky nim Z4k nauci rozeznat co je a co

neni modelem.
4.1.3 Stadium generickych modela

Jakmile Zak ziska dostatecny pocet izolovanych modell a uvédomi si, Ze tyto modely popisuji
stejny jev, je mozné dany problém fesit stejnym zpisobem, probehl u n¢j 1. abstraktni zdvih,

¢imz se dostava do stadia generickych, nebo také obecnych ¢i univerzalnich modeli.

Pro vytvoreni generického modelu je tedy u Zdka nutnd urcita mira vhledu do daného
problému. Na rozdil od izolovanych modeld, genericky model je obecnéjsi, je mozné pomoci
néj fesit rizné situace spojené s danym kontextem (napiiklad pouziti diskrétniho modelu pro
zlomky — v ur¢itém kontextu jiz nebude dostacujici, na rozdil od spojitych modelii, které 1ze

,,delit neomezeng). Genericky model je v podstaté prototypem skupiny izolovanych modela.
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4.1.4 Abstrakce

Dojde-li ke zobecnéni izolovanych a generickych modell, zdk prochazi 2. abstraktnim
zdvihem, jeho poznani mé vyrazné obecnéjsi charakter, dostava se do faze abstrakce. V této
fazi jsou modely restrukturalizovany v abstraktni znalost, Zak nepotfebuje nadale model
k feSeni problému (nemusi jiz modelovat sCitani zlomkt, ale provede operaci pouze pomoci

symbolického zépisu).
4.1.5 Kirystalizace

Pojem krystalizace v teorii generickych modelii znac¢i proces, pii kterém se zakovy poznatky
zaClenuji do stavajicich struktur vytvorenych z ptedchozich poznatki. Tato faze je ve vSech
zdrojich uvadéna jako posledni, nicméné toto umisténi neodpovida pribéhu zdkova poznani.
Ve skutecnosti mize ke krystalizaci dojit jak v pribéhu vzniku abstraktniho poznéni, tak i

v prub¢hu vzniku modelda.
4.2 DuSevni (matematicky) organ

S teorii generickych modeld rovnéz souvisi pojem matematicky organ. Vit Hejny tento pojem,
respektive jeho obecnéjSi verzi duSevni orgdn zavadi v ramci své kinetické psychologie.
Zakladni myslenkou kinetické psychologie je zkoumani dusevniho pohybu jedince, Hejny se
snazil tento dusevni pohyb poznat na zaklad¢ vnéjSich projevii jedince. Dusevni pohyb se sklada
ze tii fazi — pohnutky, hodnoceni a konani, pficemz prvni dvé faze mohou ovlivnit klima a

intenzitu duSevniho pohybu, a tedy i teti f4zi duSevniho pohybu.
Pojem duSevni organ Hejny zavadi takto (Bachraty, 2012, s. 42):

Kazda z uvedenych c¢innosti je nejako psychikou administrovand. Centrum

poverené touto administraciou nazveme dusSevnym organom.

Hejny nasledné rozliSuje rtizné druhy téchto dusevnich organi, pfic¢emz jednim z nich je i organ
matematicky. Dlvodem vyuZiti pojmu duSevni organ oproti pouZivanému pojmu duSevni
funkce, Hejny zdiivodiiuje jeho lepsi vyuZitelnosti v pedagogické praxi. Pokud se u zaka projevi
problém, pfi vyuZiti pojmu duSevni organ je chapan jako ,,onemocnéni* tohoto organu, a toto
»,onemocnéni je potieba diagnostikovat a 1éCit, tedy pochopit dusevni pohyb zdka a najit
zpusob, ktery mu pomtlize problém odstranit. V tomto ohledu duSevni orgdn pomahé vyhnout

se statickému chapani zakovskych problémi a mimo jiné pedchézi ,,nalepkovani®.

Pojem matematicky orgdn v zésad€ popisuje vrozenou schopnost kazdého jedince

chapat matematické vztahy a struktury, podle Hejného ho také 1ze u kazdého jedince déle

35



rozvijet, coz by mélo byt hlavnim cilem vyuky matematiky. Nicméné rozvoj matematického
organu nelze provadét zvendi, je plné zavisly na aktivité zaka. Rovnéz v souladu s predchozim
odstavcem, neporozuméni danému problému je chapano jako nemoc matematického organu, a

dle toho je tfeba k nému pftistupovat.
4.3 Role ucitele

Jak bylo uvedeno vyse, matematicky organ zaka nelze rozvijet zvenci, i presto ma ale ucitel ve
vyucovani kliCovou roli. Pii pouziti spravného edukacniho stylu miize rozvijet Zaky nejen na
urovni matematického organu, ale i na tirovni osobnostni. Podle Hejného (2014) by mé¢l ucitel

dodrzovat nasledujici zasady:

- Vytvafi optimalni pracovni klima

- Nechava prostor pro zakovské tivahy

- Vede zéky ke vzajemnym diskusim

- Zadavé zaktim piiméfené ulohy

- Vlastnim pfistupem podporuje u zaka zajem o matematiku

- Smysluplné pracuje s chybou

Zvlaste posledni bod — prace s chybou je v ramci Hejného metody pomérné zasadni
téma. V ramci Hejného metody je chyba vnimana jako néstroj uceni. V idedlnim piipadé by
zéaci meli byt sami schopni své chyby najit a analyzovat jejich ptivod, pokud tomu tak neni mél
by je ucitel k objeveni chyby dovést, oviem nejlépe bez toho, aby sdm na chybu upozornit,
jelikoz ucitel nema byt tim, kdo hodnoti spravnost, o t¢ by mé&li rozhodnout Zaci. K objeveni
chyby mohou slouZit ndvodné otazky, zadani nové tlohy, kde bude mit chyba vyrazné&jsi dopad,
nebo rozebrani postupu se zbytkem zakid. KaZzdopadné€ v tomto pojeti je chyba pozitivnim

jevem, protoze pomaha zakiim hloubéji porozumét matematickym konceptim.
4.4 Desatero didaktického konstruktivismu

Autofi Hejny a Kufina (2009), shrnuji zakladni principy didaktického konstruktivismu

v takzvaném Desateru didaktického konstruktivismu, které obsahuje néasledujici body:

I.  Aktivita
Jednim ze zakladnich prvkl konstruktivistického vyu€ovani je aktivni uceni
zaka. V ramci didaktického konstruktivismu autorti Hejného a Kufiny je navic
1 matematika chapana jako specificka ¢innost, a nejen jeji vysledek (dikazy,

vzorce, poucky, ...), proto by tak neméla byt preddvana ani zakim.
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II.

I11.

IV.

VL

VII.

ReSeni tiloh

Ve vyuce matematiky by feSeni tloh a problémt mélo byt stézejni slozkou
zakovy aktivity, feSeni tlohy by se ale nemélo omezovat pouze na matematiku,
ale 1 na dalsi oblasti Zdkova poznavani.

Konstrukce poznatku

Dle autort je v ramci konstruktivistické vyuky rozliSovat pojmy informace a
poznatek. Informace jsou prenosné, zdk je muze piijmout z nejriznéjSich
zdroji, naptiklad od ucitele ¢i z knihy. Oproti tomu poznatky jsou nepienosné,
je nutné, aby si je zak sam vybudoval, vznikaji v jeho mysli.

ZkuSenosti

Tento bod velmi tzce souvisi s predchdzejicim, jelikoz pti tvorbé poznatki se
zak musi kromé informaci, které ziskal z néjakého zdroje, vyuZzivat také vlastni
zkuSenosti. Tyto zkuSenosti by mél Zak Cerpat jednak z ,,béZzného* Zivota ale
také by je mél ziskavat pti feseni uloh a problémi ve Skolnim prostiedi.
Podnétné prostiedi

Pro konstruktivistickou vyuku nejen v matematice je nezbytné¢ podnétné
prostfedi. Timto terminem je jednak rozuméno prostiedi, které¢ zakovi pfinasi
dostatek vhodnych podnéti, které podnécuji zakovu tvotivost a aktivitu, jednak
je ale také nutn¢ definovano priznivym socialnim klimatem ve tfidé, které je
také nezbytnym aspektem pro poznavaci proces Zaka.

Interakce

Prestoze by se proces uceni a konstrukce poznatki mohl jevit jako proces
individudlni, jelikoZ probihd v mysli zaka, interakce pfi ném mize hrat také
vyznamnou roli. Interakce ve tfidé miZe vyznamné pfispét k rozvoji
poznavaciho procesu.

Reprezentace a strukturovani

Dalsim dilezitym znakem konstruktivistického pfistupu je budovani Siroké
Skaly riznych druht reprezentaci zkoumanych problému. U kazdého poznatku
zak nejprve ziskéava tyto konkrétni reprezentace, na jejichz zaklade€ pak vytvari
obecnéjsi predstavy, ty ndsledné propojuje a zatazuje mezi diive ziskané
poznatky — vytvaii si strukturu matematického svéta. Tento proces je

podrobnéji popsan v ¢asti Teorie generickych modelt.
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VIII. Komunikace
Jak jiz bylo uvedeno vbodé¢ VI, jednim ze znakll didaktického
konstruktivismu je interakce, proto musi byt jeho nedilnou soucasti také
komunikace. Komunikaci zde nicméné neni minéna pouze komunikace
verbalni, ale také komunikace neverbalni, matematicka symbolika atd. Hlavni
myslenkou tohoto bodu je schopnost vyjadfit své myslenky riznymi zptsoby,
ale také schopnost porozumét jazyku ostatnich.
IX. Vzdélavaci proces
Vzdélavaci proces je podle autori tfeba hodnotit dle tii hledisek, prvnim je
porozuméni matematice, pro porozuméni matematice je zékladnim
predpokladem vytvareni predstav a pojmu a také jejich vzajemné propojeni,
schopnost hledat souvislosti mezi nimi. Druhym hlediskem pro hodnoceni je
zvladnuti matematického femesla, schopnost zvladnout urcitad pravidla a
algoritmy, znat definice. Poslednim hlediskem je aplikace matematiky,
schopnost vyuzit ziskané poznatky pro feSeni problémut z rtiznych oblasti
zivota. Nicméné aplikace matematiky muze tvorbé poznatkil pfedchézet,
pusobit jako motivacni prvek, naptiklad pti pouziti motivaéni tilohy z praxe pii
zavadéni nového tématu.
X.  Formalni poznani

Jako posledni bod desatera autofi uvadeji formalni poznéni, jev, kterému je
tteba v rdmci konstruktivistického vyucovani predchazet. Jednd se v podstaté
o pseudopoznani, zdkovi je pii ném velmi Casto predkladan pouze navod,
algoritmus, jak pfi feSeni daného problému postupovat, bez hlubSiho
porozuméni danému problému. U zaki tento postup pak vede k tomu, ze si
ziskané informace ukladaji do paméti, nicméné obvykle relativné brzy dochazi
k jejich zapominani a také je jsou jen velmi zfidka schopni pouZit v jiném nez

naucenim kontextu, ¢i pii alteraci feSené¢ho problému.

4.5 Hejného metoda a konstruktivismus ve svété — srovnani

Hejného metoda nepochybné vykazuje znaky konstruktivistického vyucovani a v fadé ohledti
je ve shodé s dfive uvedenymi autory, sam Milan Hejny uvadi (Hejny, 2004, s. 24):
,Konstrukce mechanizmu vychézela z experimentalniho vyu€ovani autora,

ale vyrazn€ vyuzivala mnohaleté pedagogické zkuSenosti i pedagogickou
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filosofii autorova otce, dale i nékteré myslenky J. Piageta a L.P. Vygotského,
pozdéji, pii hlubsim rozpracovavani mechanizmu, byly vyuzity i myslenky

dalsich autor(.

Krom¢ Piageta a Vygotského, ktefi jsou pfimo uvedeni, zminuje Hejny i1 dalSi autory,
zuveden¢ho vybéru napiiklad Annu Sfard. Je tedy zfejmé, ze Hejného metoda nejenze
odpovida definici konstruktivistického vyucovani, ale rovnéz Cerpa zdila tady
konstruktivisticky zamétenych osobnosti z oblasti psychologie, sociologie a didaktiky.
Spolecné aspekty a konstruktivistické prvky vyuzité v Hejného metod¢ budou déale podrobné&;i

rozebrany.

Jak jiz bylo uvedeno, Hejného moteta vyrazné vychazi z praci Piageta a Vygotského.
Z Piagetova piistupu Hejny piejima v prvé fadé stadia kognitivniho vyvoje, kterd jsou v jeho
ptistupu tzce propojena s teorii generickych modelt. V ramci teorie generickych modeld,
stejné jako v Piagetové stadiich kognitivniho vyvoje, se nejprve pracuje s konkrétnimi objekty
(stadium konkrétnich operaci), ndsledné se pfechazi k jejich reprezentacim, a nakonec dochézi
k jejich abstrakci (stddium formalnich operaci), kdy v zakové mysli vznikaji abstraktni
matematické koncepty, se kterym muize zak nadéle pracovat bez potfeby pomocnych modeli.
Samoziejmé tento piistup vyZaduje vyraznou miru zapojeni Zaka a abstrakci musi nutné

predchéazet dostate¢né rozsahla prace s konkrétnimi modely.

Dal$im moZnym pohledem na propojeni prace Piageta a Hejného metody mizou byt
pojeti matematického organu, ten v urcitém slova smyslu popisuje urovenn Zakova poznani,
strukturu vytvofenou v Zakov€ mysli, jeho rozvoj pak v zasad¢ odpovida procesiim asimilace a
akomodace. Mimo tuto paralelu se Hejného metoda shoduje s Piagetovou praci 1 v dalSich
aspektech, jako jsou aktivni konstrukce poznani ¢i dilezitost socialni interakce, nicméné tyto

podobnosti jsou platné v rdmci obecného konstruktivismu.

Z prace Vygotského Hejny ¢erpé jednak v rdmci obecnéjsich principi, jako je naptiklad
vnitini fe¢ zdka ¢1 pojmové ucCeni, nicméné za zminku nepochybné stoji dva prvky ptejaté
z Vygotského dila — zdéna nejbliz§iho vyvoje a ,,scaffolding®. Ucitel v rdmci vyuky zadava
zaktim ulohy odpovidajici obtiznosti a pfi jejich feSeni pak nasledné poskytuje Zakim
odpovidajici podporu, at’ uz piimo, nebo prostiednictvim fizené diskuse se ostatnimi zaky.

Pfi  porovnani sradikdlnim konstruktivismem (Glasersfeld) a socidlnim
konstruktivismem (Bloor, Ernest) je zfejmé, ze se Hejného metoda ptiklani k socidlnimu

konstruktivismu. Podobn¢ jako Ernest se s radikalnim konstruktivismem shoduje v pojeti
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zékova poznani jakozto reprezentace zakovské reality, nicméné¢ na rozdil od radikalniho
konstruktivismu Hejného metoda z procesu poznani a uceni nevylucuje socialni aspekt, ba
naopak ho povazuje za jeden z klicovych prvkii. V tomto ohledu se tedy shoduje s mySlenkami

vree

socidlniho konstruktivismu, pfinejmensim jeho ,,mirnéjsi* odnoze, ktera je zamétena na zaka a

jeho poznavaci proces.

S realistickym konstruktivismem Hanse Freudenthala se Hejny rovnéz shoduje
v nékterych myslenkach, vyraznd shoda u obou autorti panuje v pouziti zdravého rozumu,
intuitivni uceni a vychazeni z ptredchozich zkusenosti zéka je zakladem poznavaciho procesu
jak u Hejného, tak u Freudenthala. Dal§im aspektem spoleCnym pro oba autory je propojeni
matematiky a realnych kontexti, i tento aspekt je v Hejného metod¢ zohlednén, i kdyZ mu neni

vénovano tolik pozornosti, jako v RME.

Ukéazalo se, Ze Hejného metoda nejenze spliuje zdkladni charakteristiky
konstruktivistického pfistupu k vyuce, ale ze v mnoha svych aspektech Cerpa z prace

uvedenych predstaviteltl konstruktivistického hnuti.
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5 Prakticka cast

V této Casti budou porovnany piistupy k vybranym tématim u dvou fad ucebnic. Jednou z nich
budou ceské ucebnice Hejného metody, druhou série kanadskych ucebnic Math Makes Sense.
Ob¢ sady ucebnic jsou koncipovany pro zakladni Skolu a odpovidajici uroven v kanadském

vzdélavacim systému.
5.1 Ucebnice Hejného metody

Ucebnice Hejného metody v soucasnosti pokryvaji vyuku na zakladni Skole. Pro prvni stupen
jsou ucebnice oznacovany pomoci ro¢niki, tedy Matematika 1, Matematika 2, atd. Ucebnice
pro druhy stupen nesou oznafeni pomoci pismen, tedy Matematika A, Matematika B atd.
S ohledem na to, ze v nasledujici ¢asti prace budou porovnavana témata odpovidajici druhému
stupni zakladni Skoly, ucebnice pro prvni stupent zde budou zmifiovany pouze pokud v nich
bude stéZejni Cast nckteré¢ho ze porovnavanych témat. Ucebnice jsou spoleCnym dilem
kolektivu autorti v ¢ele s Milanem Hejnym a Pavlem Salomem, mezi dali autory patii Darina

Jirotkova, Anna Sukniak, Jana HanuSova a dalsi.

5.1.1 Struktura u¢ebnic Hejného metody

Z hlediska struktury se ucebnice Hejného metody pro druhy stupen znacné liSi od jinych
ucebnic, véetn€ ucebnic Math makes sense, jelikoz nejsou usporadany do tematickych celkd,
jak tomu vétSinou u ucebnic byva. Pro predstavu téma délitelnosti, které byva vétSinou zarazeno
v 6. €1 7. ro¢niku jako jeden tematicky celek je v této fad€é ucebnic zafazeno v ucebnicich B
(Sestkrat), C (jednou), D (jednou), E (dvakrat) a F (jednou). Zaci se k tématiim opakované
vraceji a postupné si prohlubuji své znalosti. Tento pfistup autofi zvolili s ohledem na to, jak
74cl nejsnaze piijimaji nové poznatky. (Hejny et a. 2015¢) argumentuji tim, Ze stfidani témat
usnadiiuje proces uceni, jelikoz zaci dostanou prostor nové poznatky zpracovat. Naopak
v pfipad€ probirani celého tematického celku je mnoZzstvi novych poznatkll pro Zaky pftilis
zahlcujici a velmi rychle se takto unavi.

Ulohy zadavané v uéebnicich jsou obvykle zvoleny tak, aby zéky dovedly k hledanému
poznatku. V ucebnicich je relativné maly pocet uloh, tilohy k procviceni jsou pak v dopliujicich
pracovnich sesitech. Ulohy vétsinou mivaji vice dil¢ich &asti, ty jsou ¢asto odstupiiovany podle

obtiznosti, pficemz zaci nemusi nutné zvladnout vyfesit vSechny ulohy — rychlejsi zaci mohou
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vyresit vSechny ulohy, nebo mohou vynechat snadné, které pro né nejsou vyzvou, naopak
pomalejsi zaci mohou vyftesit jen ¢ast tloh.

DalSim specifikem této fady ucebnic jsou jejich charakteristicka prostfedi. Nektera se
vyskytuji 1 v dalSich ucebnicich ¢i jinych zdrojich, naptiklad souctové pyramidy, jind jsou
typické pravé pro ucebnice Hejného metody. V ramci porovnani budou popsana i jednotliva
prostiedi, ktera jsou v danych tématech vyuzita. Zaci jsou s prostiedimi seznamovani pribézngé
jiz od prvniho stupné, Zaci jsou pak s jejich pomoci schopni fesit i Glohy, které¢ by pro né bez
daného prostiedi nebylo mozné fesit. DalSim benefitem vyuzivanych prostredi je, ze se zaci pii

zavadéni novych témat vraceji k né€emu zndmému, coz zvysSuje jejich motivaci i uspésnost.

Ucebnicemi zaky provazeji tii postavy — Kira, Ariana a Elmar, fada uloh je postavena
na rozhovorech mezi témito postavami, jejich jména se proto budou vyskytovat u popisu
nckterych Uloh. Postavy v u€ebnicich piisobi jako motivacni prvek, Zaci reaguji na jejich

rozhovory, diskutuji navrzena feSeni, ...

5.2 Ucebnice Math Makes Sense

Ucebnice Math Makes Sense je fada ucebnic Kanadského nakladatelstvi Pearson, které je
zname pro své inovativni pfistupy k vyuce. Uvedena fada ucebnic klade diraz na praktické
pouziti matematiky, coZ se vyrazné¢ projevuje 1 v jejich struktufe — ¢asti zamétrené na praktické
vyuziti matematiky jsou zatrazeny do kazdé lekce. Mimo praktické vyuZziti matematiky, autofi
také kladou velky diiraz na aktivni zapojeni Zzaki a jejich vlastni konstrukci matematického

poznani, coZ je nepochybné fadi mezi konstruktivistické.

Na tvorbé ucebnic Math Makes Sense se podilel kolektiv autorti z riznych oblasti
vzdélavani, nicméné nikdo znich se oteviené nehlasi ke konstruktivistickému hnuti, ani
k zddnému z jeho smért. JelikoZ je kolektiv autori u€ebnic velmi rozsahly, budou pro
predstavu uvedena jména jen nékterych z autorti, téch, ktefi se podileji na vice knihéach této

fady — naptiklad Addison Wesley, Catherine Heideman, ...

Jak jiz bylo uvedeno, 1 pfes tento fakt ucebnice odpovidaji charakteristikam
konstruktivistického ptistupu. Pokud bychom chtéli u¢ebnice v ramci konstruktivismu zafadit
konkrétnéji, pfipadaji v uvahu socidlni konstruktivismus a realisticky konstruktivismus.
Socialni aspekt je v ucebnicich velmi vyrazny, v ramci zadavanych ukola jsou zaci vedeni ke
spolupraci a diskusi, u¢i se prostfednictvim interakce se svym okolim. Spoluprace je v této fad¢
stéZejnim prvkem, v rdmci vEtSiny zkoumdni pracuji Zaci ve dvojicich ¢i vétsich skupinach a
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nasledn¢ sva zjiSténi porovnavaji a diskutuji s ostatnimi zaky, bud’to v ramci mensich skupin,
nebo v ramci celotfidni diskuse. Na druhou stranu dal§im vyraznym prvkem je propojujicim
tuto fadu ucebnic je provazanost s redlnymi situacemi, v této fadé jest¢ navic doplnéna

0 propojeni s technologiemi.

Dalsim charakteristickym rysem ucebnic Math Makes Sense je velké mnozstvi tloh na
procvi¢eni, které jsou zafazeny v jednotlivych lekcich. Ulohy jsou samoziejmé zadavany
v riznych obtiznostech tak, aby ucebnice umoznili diferenciaci vyuky a aby vyhovély potiebam
jednotlivych zaki. V nékterych kapitolach jsou zatazeny ulohy, které vyrazné piesahuji rozsah
uciva stanoveny pro zakladni vzdélavani, coz jen podtrhuje miru diferenciace. V ramci
jednotlivych kapitol jsou také Casto zafazeny hry, nebo lekce zaméfené na ovérovani ziskanych
znalosti pomoci technologii, naptiklad pomoci geometrického softwaru. Vlozeny jsou ale také
lekce zaméfené na praci s kalkulatorem, ¢i na vybér rGznych strategii pro feSeni zadané¢ho

problému.

5.2.1 Struktura uéebnic Math Makes Sense

Druhd porovndvand sada ucebnic ma pii srovnani s uebnicemi Hejného metody na prvni
pohled mnohem tradi¢néjsi charakter. Témata jsou uspofadana do kapitol, které v podstaté
odpovidaji tematickym celkiim. Na tvodnich strankach kazdé kapitoly jsou uvedena klicova
slova pro dané téma, co se zaci v kapitole nauci a rovnéz, kde se s danym tématem mohou setkat
v béZném Zivoté. Obzvlaste posledni uvedend informace miiZe mit pozitivni vliv na motivaci
zaku.

Jednotlivé kapitoly jsou pak d€leny do dalSich menSich casti — lekci. Prvni lekce je
v uCebnicich oznafovana jako ,,Launch® (zah4jeni/rozjezd), n€kdy jako vice popisné ,,Skills
you'll need* (Dovednosti, které budete potfebovat). Jak druhy ndzev napovida, jde o ¢ast, ve
které se objevuji zékladni poznatky, které budou potieba pro feSeni nasledujicich problémi. Ve
vetsing lekci je tato ¢ast vénovana opakovani dovednosti, které byly zatfazeny dtive. Po této
¢asti byva zarazena prvni ¢ast nového uciva, rozsah se rtizni podle toho, o jak rozsahlé téma se

jedné. Zhruba v poloving je pak zafazeno procviceni v podobé¢ ,,Mid-unit rewiev*.

V nésledujici ¢asti kapitoly je predloZen zbytek hlavniho tématu. Nova témata jsou
obvykle zaddvana jako problém k feSeni pro Zéky, kteti jsou pomoci jednotlivych uloh navadéni
k hlavnimu poznatku dané lekce. Celé téma je pak shrnuto v zavérecném opakovani

oznacovaném jako ,,Unit rewiev*. V zavéru kapitoly pak byva vlozen zavére¢ny projekt (,,Unit
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problem*), obvykle zamétenym na vyuziti probraného tématu v praxi. Mimo zavérecny projekt
se v lekcich objevuji i dalsi pokusy o napojeni na praktické vyuziti —jednak v ramci zadavanych
uloh, ale také formou dalSich charakteristickych ¢asti, které¢ jsou do tématu zatazovany. Za
zminku nepochybné stoji propojeni tématu lekce se svétem prace (,,The World of work*), ¢ast
,Cteni a psani v matematice” (,Reading and writingin math*) a propojeni matematiky

s technologiemi.
5.3 Porovnavana témata
V této casti budou porovnana nasledujici témata:

- Pythagorova véta
- Zaporna cela cisla

- Obsahy rovinnych Utvari (rovnob&znik, lichobéZnik, trojiihelnik)

Tato témata byla zvolena vzhledem k jejich dilezitosti — vS§echna patii mezi vystupy dle
Rémcovée vzdélavaciho programu pro zdkladni Skoly, objevuji se v piijimacim fizeni — ale také
s ohledem na pfistup jednotlivych ucebnic k jejich zavedeni. Vybér byl také proveden
s ohledem na to, aby si témata nebyla prespfili§ blizka a jejich srovnéni tak vytvofilo lepsi
ptehled o podobnostech a rozdilech porovnavanych ucebnic. V této casti bude popséan zpisob
zavedeni témat a modely, které jsou pti zavedeni vyuzity. Piistupy obou ucebnic budou

porovnany.

5.3.1 Pythagorova véta

Pythagorova véta je jednim ze zasadnich objevli matematiky a zaroven se jednd o jeden
z prvnich ptipadi, kdy se Zaci setkavaji s propojenim geometrie a algebry. Mimoto je nedilnou
soucasti vystupit RVP, ktery by si zaci méli po absolvovani zékladni Skoly odnést. Jeho
dillezitost jen podtrhuje Siroka vyuZitelnost Pythagorovy véty pfi feSeni rtiznych problémi

nejen matematického charakteru.
Pythagorova véta v uéebnicich Math Makes Sense

V této fad€ ucebnic je Pythagorova véta zatazena v iivodni kapitole ucebnice pro 8. rocnik.
Samotnému zavedeni Pythagorovy véty pfedchdzi pomérné dlouha ¢ast, ve které ucebnice
pracuje s druhou mocninou a odmocninou, konkrétné na propojeni mezi jejich algebraickym a

geometrickym pojetim. Samotné téma druhé mocniny je zatazeno v ucebnici pro sedmy ro¢nik.
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V uvodu této lekce je zakam piedlozena tloha z obrazku 1. Zaci zde maji za tikol
sestrojit ze ¢tverct odpovidajicich jedné ¢tverecni jednotce co mozna nejveétsi pocet obdélnikt
o daném obsahu, pfi ¢emz maji spolupracovat se spoluzakem. Vytvofené obdélniky maji
zakreslit na ¢tvereCkovany papir a nasledné zodpoveédét dopliujici otazky, které se zaméiuji na
to, ve kterych piipadech bylo mozné sestrojit ¢tverec a jak souvisi délka strany takto ziskaného
¢tverce jeho obsahem. Poté nasleduje diskuze se zbytkem tfidy o zvolené strategii a jak by bylo

mozné najit dalsi vhodné obsahy vétsi, nez 20 ¢tverecnich jednotek.

Investigate

Work with a partner.

You will need grid paper and 20 square tiles like this:
Use the tiles to make as many different rectangles

as you can with each area.

4 square units 12 square units
6 square units 16 square units T unit
8 square units 20 square units

9 square units

Draw the rectangles on grid paper.

» For how many areas above were you able to make a square?
» What is the side length of each square you made?

» How is the side length of a square related to its area?

Obrazek 1 — Pythagorova veéta — Uvodni cvicent, mocniny (Baron et al., 2008, s. 6)

V této uloze jde primarné o seznameni zakli s pojmem ctvercové Cislo (,,square
number*), a propojeni predstavy druhé mocniny, se kterou jsou zZaci seznameni v ucebnici Math
makes sense 7, a jeji grafickou reprezentaci, tedy obsahem ¢tverce s délkou strany rovnou
mocnénci. Po tomto cviceni nasleduje kratké vysvétleni a pfipomenuti znaceni pro druhou
mocninu, v zavéru této Casti je pak fada uloh k procviceni, pii kterych zaci i nadale mohou

vyuzivat ¢tverecky pro modelovani situace.

V dalsi c¢asti lekce maji zaci za ukol objevit vztah mezi ¢tvercovymi €isly a poctem
délitelt. Jejich prvnim tkolem je doplnit tabulku délitelti (viz obrézek 2) a nasledn€ odpovedét
na otazky:

- Ktera &isla maji pouze dva délitele? Ceho jste si na téchto &islech v§imli?

4

- Ktera ¢isla maji sudy pocet délitelt, ale vice nez dva?

Ktera ¢isla maji lichy pocet déliteltr?

45



N
w
I IERES
v
o= |w e
~
w|—= |0 s o

9 |10|11({12|13(14|15(16| 17|18 (19|20(21|22|23|24|25|26| 27|28 |29|30

Obrazek 2 — Pythagorova véta — Tabulka délitelit (Baron et al., 2008, s. 11)
Stejné jako v predchozi ¢asti, 1 pti tomto ukolu pracuji zaci ve dvojicich, poté nasleduje
diskuze se zbytkem tiidy. V této diskuzi maji zZaci porovnat své vysledky a také ze zadanych
Cisel vybrat ¢isla ctvercova. U ctvercovych Cisel pak maji diskutovat, jaky vztah plati pro jejich

délitele.

Vystupem této ulohy je zjisténi, ze pokud ma Cislo lichy pocet déliteld, je toto Cislo
¢tvercové. Ve shrnuti poznatk je pak uvedeno, ze jednou z moznosti, jak ¢tvercové ¢islo poznat
je pomoci déleni — hledame déleni pfi kterém je podil roven déliteli — anebo praveé pocet délitelt
daného ¢isla. V zavéru tohoto shrnuti je také zaveden pojem druha odmocnina, jako inverzni

operace k druhé mocniné a vysvétleno, ze druhou odmocninu nelze vzdy zapsat jako celé ¢islo.

Po zavedeni druhé odmocniny je vlozena lekce zamétend na jeji vyuziti pro urovani
délky usecky. V uvodni tloze k tomuto tématu (viz obrazek 3) maji zaci urcit délky stran
zadanych ¢tverct, také maji doplnit dalsi ctverce, které je mozné zakreslit do sit€ 4x4 své vlastni
¢tverce. Cilem ulohy je vyuzit druhou odmocninu pro ur€eni délky strany, je-li znam obsah
¢tverce. V dalSich ulohéch je pak vyuZito obecnéjsi zadani, kde je rovnéz ukolem urcit délku

usecky, nicméné Ctverec si musi fesitel doplnit sam.

Dalsi ¢ast kapitoly je vénovana porovnavani hodnot druhé mocniny a jejich zakreslovani
na Ciselnou osu. Poznatek je postaven na porovnani hodnot pod odmocninou se znamymi
¢tvercovymi Cisly. K procviceni je uvedeno nékolik tlloh, obdobné jako u dalSich ¢asti, a navic
je pfidana hra, kter& ma rozvinout schopnost Zakd urcit hodnoty druhych odmocnin.
Na kartickach jsou uvedena ¢isla, n€kterd zadana jako zlomky, cela ¢isla, mocniny, odmocniny

atd. kolem pro zaky je vybrat dany pocet karet a ty pak uspotradat podle velikosti.

Pfed samotnym zavedenim Pythagorovy véty je pak jesté zarazena lekce zamétend na
praci s kalkuldtorem. Mimo jiné zde ucebnice piedstavuje vizudlni provedeni tlacitka pro
odmocninu, ale také se zaméfuje na porovnani hodnot druhé odmocniny u riznych typl

kalkulatorti a upozornuje na zaokrouhlovani, které kalkulatory pfi vypoctech pouZivaji.
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Investigate

Work with a partner. You will need 1-cm grid paper.
Copy the squares below.
Without using a ruler, find the area and side length of each square.

L] I

‘What other squares can you draw on a 4 by 4 grid?
Find the area and side length of each square.
Write all your measurements in a table.

How many squares did you draw?

Describe any patterns in your measurements.

How did you find the area and side length of each square?
How did you write the side lengths of squares C and D?

Obrdzek 3 - Uloha "Délka strany” (Baron et al., 2008, 5.17)

Dalsi cast kapitoly se jiz vénuje zavedené Pythagorovy véty. Nejprve jsou zakim
pfipomenuty terminy piepona a odveésna. Nasledné maji Zaci za kol sestrojit z usecky zadané
na ¢tvereckovaném papife sestrojit pravouhly trojihelnik, pficemz zadana isecka ma byt jeho
pteponou. Ke v§em strandm maji sestrojit ¢tverce a pak urcit jejich obsah a délky jednotlivych

stran trojihelniku.

Obdobny ukol je poté¢ zakliim zadan pro tfi libovolné pravouhlé trojuhelniky, které si
maji Zaci ve Ctvercové siti zvolit. Ziskané hodnoty zaci zapisuji do pfipravené tabulky (viz
obrazek 4) a nasledné se spoluzidky porovnavaji své vysledky a hledaji vztah mezi obsahy
¢tvercti nad jednotlivymi stranami pravotuhlého trojihelnika a délkami jeho stran — Pythagorovu
vétu. Ta je nasledné zformulovéana a nasleduje nékolik feSenych tloh. Nutno podotknout, ze
v této Casti je uvedena pouze slovni formulace, algebraicky tvar Pythagorovy véty zatim uveden

neni a ani pii feSeni tlohy neni pouZit.

Area of Length of | Area of Length of | Area of Length of
Square on Leg 1 Square on Leg 2 Square on Hypotenuse
Leg 1 Leg 2 Hypotenuse

Triangle ABC

Triangle 1

Triangle 2

Triangle 3

Obrazek 4 - Pythagorova véta — tabulka (Baron et al., 2008, s.31)

47




Po feSenych ulohach jsou pfidany tlohy nefeSené, stejné
jako v ostatnich ¢astech jsou zatazeny ulohy riznych obtiznosti.
V této konkrétni Casti jsou ale zatazeny ulohy, se kterymi se 3cm

v béZnych uéebnicich pro zékladni §koly pouzivanych v Ceské

republice setkdme spiSe vyjimecné. Napiiklad Theodorova
spirala, ve které zaci maji pocitat délky jednotlivych odvésen,
nebo Pythagorova véta, kde jsou misto Ctvercii vyuzity polokruhy
(obrazek 5). Druha zminéna uloha se vyskytuje i v uCebnicich Obrazek 5 - Pythagorova véta, rozsiujici

ulohy (Baron et al., 2008, s. 36)
Hejného metody v ramci kapitoly zaméfené na urceni obsahu

kruhu.

Po tlohach je vlozena ¢ast zaméfena na vyuziti technologii, v tomto ptipadé na pouziti
pocitate a geometrického softwaru na ovéfeni platnosti. Zakiim je pfedloZzen navod na
sestrojent trojuhelniku a ¢tverct nad jeho stranami véetné méteni délek stran a obsahu ¢tvercii.
Zaci pak maji zkoumat, zda je Pythagorova véta splnéna, i kdyZ méni parametry trojuhelniku.
V poslednich otazkach této casti pak maji zjistit, zda bude Pythagorova véta fungovat, i kdyz
bude trojuhelnik ostrothly nebo tupothly.

Otazka vznesena na konci predchozi casti je kli€ovym prvkem casti nésledujici.
Obdobn¢ jako pti hledani Pythagorovy véty si zaci sami zvoli trojihelniky ve ¢tvercové siti —
jeden ostrothly a jeden tupouhly a opét urcuji délky jejich stran a obsahy ¢tvercti nad témito
stranami. Své vysledky zanaSeji do pfipravené tabulky a nésledné€ porovnavaji se spoluzéky a
snazi se zjisti, jak by pomoci ziskanych informaci mohli zjistit, o jaky druh trojuhelniku se
jedna.

Vse je shrnuto pomoci tii trojihelnikti, které se shoduji ve dvou kratSich stranach,
pfi¢emZ jeden je ostrouhly, druhy pravouhly a tfeti je tupouhly (viz obrazek 6). Porovnani
souctu obsahti ¢tvercli nad krat§imi stranami s obsahem ¢tverce nad nejdelsi stranou je uvedeno
v tabulce. Na zaklad¢ toho je potom uvedeno, Ze Pythagorova véta plati pouze pro pravouhly
trojuhelnik a Ze ji tim padem lze vyuZit pro ureni, zda je trojihelnik pravouhly podle délek
zadanych stran — trojice, kterd tuto rovnost spliiuje je pak oznacena jako Pythagorejska trojice.
Algebraicky zapis stale neni uveden, v feSenych tlohach na konci této €asti jsou jiz pouzity

zapisy jako 3°+52, ale zatim pouze jako zkraceni zapisu feSeni.
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Area:

100cm? -
Area:
10cm Area: | 121 cm?
64cm? | 11
8cm ) Area:
N . g8cm/ 64cm?
6cm ‘
Area: | 6cm
36 cm?2 + Area: 1
“ 36¢cm?
For each triangle, compare the sum of the areas of the two smaller squares to
the area of the largest square.
Triangle Sum of Areas of Two Smaller Squares Area of Largest Square
Acute 36 + 64 = 100 81
Right 36 + 64 = 100 100
Obtuse 36 + 64 = 100 121

Obrazek 6 - Pythagorova véta — rizné druhy trojuhelnikii (Baron et al., 2008, s. 40)

Dalsi cast kapitoly o Pythagoroveé vété je zamétena na jeji aplikaci. V tivodu je zakiim

predlozena tloha (Baron et al., 2008, s. 46):

Dvete maji vysku 2,0 metru a $itku 1,0 metru. Délka strany dievéné ctvercové
desky je 2,2 metru. Je mozné, aby deska prosla dvefmi? Jak to vi§? Ukazte

svij postup.'?

a v piipadé riznych feSeni vybrat, které z nich je spravné.

Zaci maji ulohu nejprve fesit ve dvojicich a poté ji ukdzat dalSim dvojicim a porovnat sva feSeni

Po této tloze jsou Zaci upozornéni, Ze Pythagorovu vétu je mozné vyuZzivat k feSeni tiloh

Pythagorovy véty. Opét nasleduje n€kolik feSenych tloh a také ulohy k procviceni.

z praxe, ve kterych se vyskytuji pravouhlé trojihelniky a také je zde uveden algebraicky zapis

V poslednich ¢astech kapitoly o Pythagorové vété jsou shrnuty poznatky, které by si

méli Z4ci odnést a dalsi ulohy na vyuziti Pythagorovy véty. Kapitolu uzavird ,,Unit Problem®,
rozSifujici uloha, kterd vyzaduje vétSi zkoumani. Zadana tloha je zaméfena na hledani

ctvercovych Cisel a velikosti rozdilu mezi dvéma po sobé nasledujicimi ctvercovymi Cisly.

12 A doorway is 2.0 m high and 1.0 m wide. A square piece of plywood has side lenght 2.2. Can

plywood fit trough the door? How do you know? Show your work.
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Vzhledem k tomu, Ze uloha nema vétsi vyznam pro zavedeni Ci aplikaci Pythagorovy véty,

nebude vice rozebirana.

Pythagorova véta v uéebnicich Hejného metody

Samotna Pythagorova véta se v ucebnicich Hejného metody vyskytuje pouze v ucebnici C,
nicméné protoze pii jejim odvozeni pouziva také miizové ¢tverce, jejichz konstrukce je soucasti

ucebnice A, bude do popisu zafazena i tato ¢ast.

Konstrukci miizovych ctvercii predchazi v ucebnici Matematika A jesteé dvé kapitoly
zaméiena na praci v prostfedi mfize, v prvni je zaméfena na porovnavani délek miizovych
usecek, a hledani rovnobézek. Druha kapitola se zaméfuje na pohyb po mfizi a na popis pomoci
Sipkovych zapist a hledani stfedt usecek. Je zde vlozeno jedno cviceni, kde maji Zaci za ukol
doplnit ke dvéma danym bodiim tfeti tak, aby vznikl pravouhly trojihelnik, nicméné to pro
samotné odvozeni Pythagorovy véty nema vétsi vyznam. Samoziejmé bez téchto zakladnich

dovednosti by dalsi prace v mfizi nebyla mozna.

Kapitola Mfiz III je uvedena tlohou, ve které maji zaci rovnéz sestrojovat pravouhlé
trojuhelniky, nicméné zde je navic podminka, Ze tyto trojuhelniky musi byt rovnoramenné.

V zadani jsou jiZ dva trojiihelniky sestrojeny (viz obrazek 7).

Obrazek 7 - Pythagorova véta — dopliiovani trojuhelniki v mrizi (Hejny et al., 2015a, s. 73 )

Podle autorti je hlavni mySlenkou této Glohy, aby se u zakl zacala budovat myslenka kolmych
usecek. V dalsi ¢asti je pak navrZeno, aby Zaci doplnili dalsi isecky A¢Bg a, A5 B, tak aby byly,
obdobné jako je tomu v ptedchozich pripadech, thloptfickami obdélnikii 6x1 a 7x1. Autofi také
navrhuji, Ze pokud by sestrojeni trojuhelniki délalo zdkim problémy, je vhodné doplnit stejnym

zpusobem 1 dalsi tisecky. U tfetiho trojihelniku jsou navic doplnény dva obdélniky, které maji
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zéky ptivést k myslence, ze tlohu je mozné fesit otocenim Zzlutého obdeniku do polohy

modrého.

Nasleduje tuloha (viz obrazek 8) , ve které je cilem ovéfit, zda 1ze dané trojuhelniky
doplnit na Ctverec. Je zfejmé, ze zaci musi ovétit dvé podminky, jednak, zda je trojuhelnik
rovnoramenny (tato dovednost byla soucasti kapitoly Mriz I a taképiedchoziho cviceni) a takeé,

zda je mezi rameny pravy thel, coz bylo hlavni myslenkou ptedchozi tlohy.

V dalsich dvou ulohach se ucebnice | |
zamé&fuje na prechod k Sipkovému zapisu. Zaci |
mayji za ukol doplnit zapis tak, aby utvar vznikly i
jeho provedenim byl ¢tverec RSTU. V prvnich
dvou ptipadech jsou zadany body R,S a T , |

v dalSich uz pouze body R a S. Ve druhé uloze |
je zadani obdobné, ale zadané body tvofi

Obrazek 8 - Pythagorova véta — doplnéni ctverce
uhlopticku. (Hejny et al., 2015a, 5.73)

Nasledujici uloha je zamétena na dalsi klicovou dovednost v rdmcei prace v miizi a to na
ramovani. Ramovani je dulezité hlavné pro urCovani obsahil, jeho principem je, Ze dany
miizovy mnohouhelnik je vloZen do co moznénejmensiho obdélniku, jehoz strany lezi na mfizi.
V této uloze Zaci maji Zaci maji do Sipkového zapisu
pro ¢tverec MNOP doplnit pismena ABCD tak, aby P 0
Ctyithelnik ABCD byl étverec mensi nez MNOP.
Jelikoz strany ¢tverce MNOP lezi na mfiZzi, jedna se
zde o opacny proces k ramovani.

V ramci feSni zaci také musi zvazit, kolik
feSeni dana uloha ma. Grafické feSeni pro prvni
ptipad — zapis M 5—>—-- N TT117T 0 <<« P lll]
M - je na obrazku 9. Zaci mohou najit tfi riizné &tverce Obrazek 9 - Pythagorova véta —

, ramovani  (vytvoreno  pomoci  programu
ABCD, které spliuji dané¢ podminky. Uloha ma tedy GeoGebra)
feSeni:
M->A->->->NTBMMO«C«<<PlDIIM
M->-5A->->NMBMO««C<PlIDIM

M->->2>A->NTMTBTO «««C«<PlLILDIM
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V Sesté uloze maji zaci zjistit, jak Ariana pfiSlana
to Ze usecka BF je kratsi nez usecka BE (viz obrazek 10) S £
bez toho, aby ob¢ usecky musela méfit. Dle autord je d
cilem, aby si zaci uvédomili, Ze leze vyuzit obsah ¢tverct,
které 1ze nad danymi useCkami sestrojit, a souvislost mezi T g
obsahem ¢tverce a délkou jeho strany — tedy Ze Cteverc
s vétSim obsahem musi nutné mit del$i stranu. Jelikoz

¥ . « v1 o Obrazek 10 - Pythagorova véta —
obsah ¢tverce nad stranou FB je 8 ¢tverecki a nad stranou  p, i deliy isecek (Heiny et al,

BE je 9 &tveredks, je ziejmé, Ze strana BF je kratsi. ~/7°% 7%
Obdobna myslenka je vyuzita v uloze nasledujici, kde je dan odhad délky strany BF a ukolem
je zdivodnit, pros si Ariana mysli, Ze strana je delsi. I zde se vychazi z obsahu Ctverce, protoze

obsah pro odhadovanou délku by byl mensi, nez 8 ¢tvereck, ktery byl ur€en v predchozi tloze.

V posledni uloze této Casti maji zaci urcit obsahy ctvercl sestrojenych v uloze
s ramovanim. Jako moznost rozsifeni pro rychlé¢ zaky autofi nabizeji pfidat zakiim obsahy
¢tverct nad useCkou AB, kterd bude thlopfickou obdélnika se strnami p a q, pfiCemz p a q
budou konkrétni vétsi ¢isla. I sami autofi uvadéji, Ze toto je prvni pokus o objeveni Pythagorovy
vety.

Samotna Pythagorova véta se

o Na obrazku jsou nakresleny Etyfi pravouihlé trojiihelniky ABC.

Ob.] cvyje v ucebnici C v kapltle U prvniho a druhého jsou pfikresleny dva &tverce a zjistény jejich obsahy.

pojmenované Pravothly trojuhelnik.

1
T i_‘ Hl
. . . (| i et JIRE =
V tvodu kapitoly jsou pfipomenuty B, = Y9 T 1T T
.., . " dve BlF(C B [ - T C __BAC
souvisejici pojmy ptepona a odvésna. e 1T
r : ror : r ! (1 11
Nasleduje prvni uloha (viz obrazek 11), BisiEs e -
. PR oy Udglejte toté? pro treti a Ctvrty trojahelnik. IRE
ve které maji zaci doplnit &tverce ke R
dvéma stranam pravoﬁhlého Obrazek 11 - Pythagorova véta — obsahy ctvercii, (Hejny et al., 2016,

., , Cer s e v 573
trojuhelnika a urcit jejich obsahy. Tieti

strana ma u vSech trojihelniki délku 1. Smyslem tulohy je pfipomenout zaktiim konstrukc
miizovych Ctvercl a také vypocet jejich obsahil. Hodnoty z ptedchozi ulohy jou pak v druhé
uloze zapsany do tabulky (viz obrazek 12). V tabulce se objevuji obsahy modrych a zlutych
Stvercli a také soufednice!® vrcholu A, jestlize jsou bodu B pfifazeny soutfadnice (0;0).

V poslenim sloupci je pak uveden obecny tvar bodu A (n;1). Zaci by si méli uvédomit, Ze

13 Soufadnice jsou zavedeny v ucebnici Matematika C, kapitola Mftiz I
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obsahy vSech Ctvercu v této tabulce se

e Vrchol B mé u kazdého trojuhelniku soufadnice (0; 0).

1181 prave 0 1 a naSIGdne naJ 1t VZtahy Soufadnice vrcholu A je uvedena v poslednim fadku tabulky. . J
, v . ., o Vprvnich dvou sloupcich jsou data tykajici se 1. a 2. trojahelniku.
pro vypocty jednotlivych obsahi,tedy Doplite zbyvaiici data.

n?an?+1.

V dal$ich ulohach jsou zakim

soufadnice A G @) | Gy | @y | Gy gy | 05D | ()

zaddvany obdobné tabulky s novymy

body, ve tfeti uloze se druhd soufadnice . . 11> pnacorova véra - wabulka (Hiejns et al,, 2016, 5.73)
bodu A zvétsila na 2, ve Ctvrté Uloze

pak na 3. Zaci by zde méli opét hledat zakonitosti, tedy Ze ve tieti tiloze se obsahy li§i o 4, ve
ctvrté o 9 CtvereCkl. V ulohach je vyuzita tzv. metoda uvoliiovani paramerti. Soufadnice bodi
jsou slozeny ze dvou parametrl, proto byly uvoliiovany postupné. V prvni tabulce byla druha

soufadnice bodu A vZdy 1 a postupné se ménil parametr prvni soufadnice. V dalSich tabulkach

se pak ménil i druhy parametr.

Cilem je zéky dovést k obecnému tvrzeni, a to je také jejich tikolem v dalsi uloze, kde
maji na zakladé ptfedchoziho zkoumdani najit vztah pro obsah ¢tverce ned pieponou AB, je-li
B(0;0) a A(a;b). Autofi uvadgji, Ze cilem neni ziskat algebraicky zapis a? + b? = c?, ktery také
v ucebnici neni uveden, ¢imz se snazi predchazet formalnimu uceni. Rad¢ji preferuji rizna
slovni vyjadieni a dokonce doporucuji zménu znaceni tak, aby zéci, ktefi pfijdou s vlastnim
vzorcem byli schopni tento vzorec upravit, napifiklad pokud budou zaménény nazvy

jednotlivych stran.

Po Pythagorové véte jsou zatazeny jesté dve ulohy, jejichz pomoci si zaci maji uvédomit
vztah obsahu ¢tverce a délky jeho strany, coz vyusti v zavedeni druhé odmociniy. Prvni z téchto
dvou tuloh vyzaduje ovéteni, zda ¢tverec z jedné z piedchozich uloh s obsahem 13 ¢tvereckil
ma délku strany piesn€ 36mm, nebo zda je strana delsi respektive kratsi. Obdobna tloha se jiz
objevila vucebnici A v kapitole o mfiZovych trojuhelnicich, nicméné tam jeSt€ neylo
vyzadovano piesné urceni délky, pouze jeji porovnani s danym odhadem. Zde je uloha cilena
na uréeni co mozna nejpiesnéjsi hodnoty, které Zaci mohou dosédhnout. Kapitolu uzavira tloha,

ve které Zaci maji procvicit urovani délky strany ¢tverce ze zadaného obsahu Ctverce, tyto

¢tverce pak mani sestrojit ve ¢tvercové siti.
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V ucebnici D je v ramci kapitoly o podobnosti zafazena sada tloh, ktera ma zaky dovést
k dikazu Pythagorovy véty. V prvni Uloze maji zaci rozdélit pravouhly trojuhelnik ABC
rozd¢lit na dva pravouhlé trojihelniky a nasledné dokézat, ze piivodni trojuhelnik a dva mensi,
které z néj rozdélenim vzniknou jsou podobné. V dalsi tloze jsou tyto trojuhelniky zakresleny
samostatné¢ a na jejich pieponach jsou D c

D
sestrojeny  Ctverce tak, ze vzniknou /S,\

,domecky*“ (viz obrazek 13), Zzaci maji .

zjistit, kolikrat je obsah Ctvervce vétsi, nez

obsah jeho ,,sttechy®. Zde autofi uvadéji, ze

neni nutné, aby Zaci objevili konkrétni ¢islo,

ale Ze je hlavni uvédoméni, ze pro viechny ©Prdzek 13 - Pythagorova veta - "domecky" (Hejny et al.,
2017a, 5.74)

,domecky* bude toto Cislo stejné.

Vdalsi uloze jsou Zaci upozornéni, Ze pro ,,sttechy domecki* plati S; + S, = S3 a Zéci
maji za ukol ovéfit , zda by podobna rovnost mohla platit pro ¢tverce a pro celé ,,domecky.
V posledni uloze maji zaci za ukol dokazat platnost Pythagorovy véty, nicméné to uz v zasadé
provedly v ptedchozich ulohach, bude stacit, kdyz preskladaji ,,domecky* tak, aby tvorili
obvykly obraz ¢tvercii sestrojenych nad stranami pravouhlého trojihelnika, platnost rovnosti

obsahti ¢tvercti byla dokdzana v piedchozi tloze.
Pythagorova véta — shrnuti

V ucebnicich Math makes sense je Pythagorova véta zavedena v ucebnici pro osmy ro¢nik. Pti
jejim zavedeni a nasledném feSeni tloh je hojn€ vyuzivana Ctvercova sit’ a propojeni s grafickou
strankou daného problému. V ucebnici neni zatfazen dikaz Pythagorovy véty, nicméné je zde

zase uvedeno, jak by se véta zménila, pokud by zadany trojuhelnik nebyl pravouhly.

Z hlediska konstruktivismu je vyrazné socialni hledisko — soucasti vétSiny uloh
vyuzitych k nalezeni novych vztaht je vyuzita spoluprace zakt, jednak pii samotném zkoumani
a feSeni zadanych problémd, jednak pfi diskusi nad jednotlivymi feSenimi, které po vétSin€ tloh
nasleduje.

V ucebnicich Hejného metody je Pythagorova véta zavadéna v ucebnici Matematika C,
nicméné¢ nékteré dilezit¢ dovednosti pro toto zavedeni jsou uvedeny jiz dfive, napiiklad
sestrojovani miiZzovych ¢tverct a vypocet jejich obsahti. V ucebnici Matematika D jsou Zaci

pomoci série tloh, na rozdil od druhé sady ucebnic, dovedeni k diikazu Pythagorovy véty.
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Pti zavedeni Pythagorovy véty ob¢ ucebnice vyuzivaji prostiedi miize, obsahy ¢tverct
v mfizi, nicméné samotny pristup pfi zkoumani je odlisny. Zatimco uc¢ebnice Math Makes Sense
nenechavaji zdky experimentovat jen na pfipravenych utvarech, ale i na svych vlastnich,
ucebnice Hejného metody se drzi pon€kud striktné svého zadani, protoze cili na to, aby zaci
vyuzili metodu postupného uvolnovani parametru a méli tak Sanci najit obecny vztah, ktery
bude v disledku platit pro kazdy pravouhly trojuhelnik. Tato metoda bohuzel neumoziuje
vyuziti vlastnich trojuhelnikii, protoze by se na nich s nejvétsi pravdépodobnosti nemusely

projevit potiebné vztahy.

Ugebnice Math Makes Sense vyuziva spiSe socialni stranku feSeni problému. Zaci
pracuji bud’to s danymi utvary nebo s témi, které si sami zvoli (podle ulohy), a nasledné
porovnavaji své vysledky, diskutuji své objevy. Pokud by tento socialni aspekt chybél, byl by
pocet konkrétnich modeld, které maji zaci k dispozici velmi maly pro hledéni vazeb a vztahQ

mezi prvky, nicméné diky diskusi mlze byt pocet konkrétnich modeld dostacujici.

DalSim rozdilem je piistup k vysledkim Zzakovského zkoumani. Ob¢ ucebnice se
shoduji v pfistupu k algebraickému vzorci vyplyvajicimu z Pythagorovy véty, obé nejprve
pracuji s geometrickou piedstavou. Ucebnice Math Makes Sense nakonec vzorec uvadi,
nicméné az v ¢asti zaméfené na aplikaci Pythagorovy véty. V ucebnicich Hejného metody se
vzorec neobjevi vilbec, v pfirucce pro ucitele dokonce autofi uvadéji, ze se zapisu pomoci
vzorce vyhybaji, aby pfedchazeli formalnimu uceni. V tomto duchu je pfistupovano k vétsing
poznatkd, uc¢ebnice Hejného metody se zapisu vzorel, definic, vét €i pravidel ve vétsing pripad
vyhybd, zatimco v u€ebnicich Math Makes Sense jsou zakim vzdy piedloZeny hned po

zkoumani daného problému.

7 wr

5.3.2 Zaporna cela Cisla a operace s nimi

Zaporna Cisla jsou nedilnou soucasti Ramcového vzdélavaciho programu pro zakladni Skoly,
jejich znalost je navic zdsadni pro fadu dalSich témat, napiiklad pro feSeni rovnic, funkce a
mnoho dalSich oblasti matematiky. Zaroven jde o jedno z témat, které je pro Zaky naro¢né jak

konceptualné, tak 1 pocetné, proto je také zafazeno mezi porovndvana témata.
Zaporna cela ¢isla v ucebnicich Math Makes Sense

V ucebnicich Math Makes Sense je téma zapornych celych ¢isel rozdéleno do dvou roc¢nikii.

V sedmém ro¢niku je zatazeno zavedeni zépornych cisel, jejich porovnavani a usporadani a
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opacna Cisla. Z operaci je pak zavedeno s¢itani a odCitani. V ucebnici pro osmy ro¢nik jsou pak

zavedeny operace nasobeni a délenti, jejich vlastnosti a pfednosti pocetnich operaci.
Math Makes Sense 7

V prvni ¢asti kapitoly o zapornych cCislech je zatfazeno nékolik uloh na s¢itani a odc¢itani celych
¢isel (oznaceno jako ,,Dovednosti, které budete potiebovat™). V nasledujici ¢asti je pomoci
teplot objasnén vyznam zaporného Cisla a zavedeno oznaceni kladné a zaporné celé Cislo.
V ramci této Casti je také upozornéno na rozdil pro oznaceni ,,negative 4“ a ,,minus 4% —
v anglickém jazyce se forma s ,minus® pouziva pro oznaceni teploty pod bodem mrazu,
zatimco ,,negative je beézné oznaceni zaporného Cisla pouzivané v US a Kanadé¢, v ptipadé
,,minus 4 je minus pak brano spise jako operator. Nasleduje sada uloh, ve kterych maji zaci ve
dvojicich zapisovat informaci danou slovnim popisem zapsat pomoci kladného ¢i zéporného

celého Cisla, napiiklad:

- Osm stupnil pod nulou
- Ztrata 16 dolart

- Udé¢lat ¢tyti kroky zpét

Obdobn¢ jako v jinych Castech, i v této maji zaci sva feSeni prodiskutovat s dal§imi dvojicemi
a nasledné i s celou tfidou. Cilem cvi€eni je porozuméni predstavé zaporného ¢isla, nicméné

zvolené ulohy patii spiSe mezi zakladni.

Pro s¢itani zapornych celych ¢isel je zaveden model — dlazdice. Dlazdice jsou ¢tvercové,
ve dvou barvach — Zluté pro +1 a Cervend pro -1. Kromée dlazdic je také zaveden pojem ,,nulovy
par“ — ten oznacuje dvojici Cervené a Zzluté dlazdice a slouzi k tomu, aby bylo mozZné

vymodelovat ¢islo nula.

Prvnim tkolem pro zdky je ve dvojicich vymodelovat nékolik ¢&isel, kladnych i
zapornych a pfi tom zkusit najit riizné zplisoby, jak by bylo moZzné dana c¢isla znazornit. Po
zkoumani ve dvojicich nasleduje diskuze, jejiz vysledek je zndzornén na obrazku 14, kde jsou
vyobrazeny tii zptisoby, jak znazornit Cislo +5. Nasledné je uvedeno, ze pfi modelovani
konkrétniho ¢isla existuje nekonecné mnoho zplsobi, jak dané Cislo zndzornit, které se

navzajem odliSuji poctem nulovych part.
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Each set of tiles below models +5.

Each pair of 1 yellow .
tile and 1 red tile
makes a zero pair. .

The pair models 0.

alnzlaan

Obrazek 14 - Zaporna cela cisla — modely cisla 5 (Johnston et al., 2005, s. 334)

V dalsi ¢asti pak maji zaci za ukol pomoci modelu dlazdic zkoumat samotné s¢itani,
nejprve dvou kladnych ¢isel, potom jednoho kladného a jednoho zaporného cisla, a nakonec
dvou zapornych cisel. Cisla si zaci sami vybiraji a nasledné zkouseji své ulohy modelovat a

hledat feSeni. Cilem je, aby Zaci objevili nasledujici ,,pravidla®:

V pfipadé, Ze obé zvolend Cisla jsou kladnd, > Toadd two positive integers: (+5) + (+4)
Model each integer with tiles.

vysledek operace s¢itani musi byt kladny, coz v ptipadé is

zvoleného modelu znamena, Ze ziskané c¢islo bude e

poskladano pouze ze zlutych dlazdic (viz obrazek 15). Obrézek 15 - Zdpornd celd &isla —
scitani kladnych cisel (Johnston et al., 2005,

Pro scitani kladného cisla se zapornym, s 337)

respektive 1 pro Opaén}'l pf‘ipad vzhledem ke > To add a negative integer and a positive integer: (—6) + (+9)
Model each integer with tiles. Circle zero pairs.

komutativité s¢itani, zalezi znaménko vysledku .
na hodnoté zvolenych ¢Cisel. V pripade +9: @@@@@@
pou21teh0 modelu Jje mozne znaménko 1 Obrazek 16 - Zaporna cela cisla — scitani

, - v s , ;o . kladného a zaporného cisla (Johnston et al., 2005, s. 338
vysledek urc€it odstranénim nulovych part (viz ného a zdporného cisla (Johnsion ¢ )

obrazek 16), které vysledek nijak neovlivni, protoZe jejich hodnota je nula. Vysledek je pak dan

poctem a druhem zbyvajicich dlazdic — pocet urcuje hodnotu, barva urcuje znaménko.

V posledni kombinaci, tedy s¢itani dvou

Y

To add two negative integers: (—3) + (—7)
Model each integer with tiles.

=1 B B
=3 I & R R B B

zapornych cisel je vysledek obdobny jako v prvnim
pfipadé, pouze stim rozdilem, Ze pouzité¢ dlazdice

jsou vzdy Cervené, znazoriiujici zaporna Cisla, a tedy

. . Obrazek 17 - Zaporna cela cisla —

1 V}'/sledek musi by‘t pOSklé.dé.l’l pouze z (VJCI‘VCH}”Ch dlaidlc, a scitani dvou zapornych cisel (Johnston et al.,
2005, s. 338)

tedy nutn¢ také zéporny (viz obrazek 17).

57



Po nékolika feSenych i1 nefesenych tlohach nasleduje dalsi lekce, ktera zavadi odlisny
model pro s¢itani zdpornych Cisel, a to pohyb po ¢iselné ose. Ucebnice vychazi z toho, co je
zékam predlozeno diive, tedy ze scitani dvou kladnych Cisel a z toho, jak se tato operace

reprezentuje na Ciselné ose. V uvodu je uvedena konkrétni uloha, jejiz feSeni je zndzornéno a

zéktim je pfipomenuto, Ze pii¢tenim kladného ¢isla se po ose posouvaji doprava.

Nasledné¢ je zadkim pifedlozen _—
> To add a positive integer, move right (in the positive direction).
;o . v PoNZ ot ot 2, (=2) 4 (&3
obdobny ukol, jako v pfedchozi ¢asti, tedy  jou> sl e
zkoumat, jak se pii sCitani chovaji rtizné G S S S
kombinace kladnych a zapornych cisel pfi .
pouziti modelu cCiselné osy. Ocekavanym
vystupem je pak informace, Ze pii pficitani
> To add a negative integer, move left (in the negative direction).
I w7 S ’ Start at —2 (=2) + (—3)
kladného cisla dochazi k posunuti doprava a  wewswisien (=2) + (=3) = =3
- 3 I 2 i
pii pric¢itani zaporného k posunuti doleva T R
. We can use patterning to add integers.
(VlZ obrazek 18) Poté naSIGdqu resenc Obrazek 18 - Zaporna cela cisla — model ciselna osa

, , ., (Johnston et al., 2005, s. 341, 342)
ulohy a ulohy k procviceni.

Dalsi ¢asti se vénuji odcitani, prvni pomoci modelu dlazdic, druha pomoci Ciselné osy.
V casti zamétené na dlazdice je zdkim nejprve pfipomenuto, Ze s€itdni znaci, ze néco
pridavame a odc¢itani, Ze néco odebirame. S pomoci této informace a daného modelu pak maji

za ukol vytesit nasledujici sadu uloh:

o (+5)—(+3)
* (+5-(3)
* (-3)-(+5)
* (-3)-(5

Zaci maji ulohy fesit ve dvojici a nasledné porovnavat s dal§imi dvojicemi, diiraz je
kladen na to, zda riznéa zakovka feSeni znazoriiuji stejna Cisla, tedy zda se 1i8i pouze o nulové

pary. Nasledné je zakladni mySlenka shrnuta na feSené tloze: (+5) — (+9).

V prvnim  kroku feSeni (viz obrazek 19) je
vymodelovéno ¢islo +5 pomoci péti Zlutych dlazdic. Nasledné

je potieba odebrat devét zlutych dlazdic, coz vzhledem k dané

-PoY | T
situaci nelze, nicméné plvodni model (+5) lze pomoci

Obrazek 19 - Zaporna celd
cisla — uloha (+5) - (+9) (Johnston et
al., 2005, s. 346, 347)

nulovych para doplnit tak, aby bylo mozné dany pocet dlazdic

odebrat. Pokud po odebrani zbyly v feSeni nulové pary, je také
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tteba je odstranit, zbyvajici dlazdice jsou pak fesSenim zadané tlohy. Po tomto shrnuti nasleduji

dalsi feSené ulohy a ulohy k procviceni.

Nasledujici ¢ast se vénuje od¢itani celych ¢isel s pomoci modelu ¢iselné osy a pohybu
po ni. Prvni sada uloh je zamétena pouze na feSeni daného problému na Ciselné ose, zaci maji

za kol tlohy znazornit za pomoci daného modelu a nasledné ovétit spravnost vysledku pomoci

dlazdic.

Ve druhé sad¢ tloh (viz obrazek 20) . ¢ piract Add.

g e P (+7) — (+2) (+7) + (=2)
pak maji zaci nejen najit feSeni ale 1 porovnat (=7) = (~2) [~
feSeni uloh v jednotlivych tadcich a pokusti (+7) —(=2) (1) + (+2)

(=7) = (+2) (=7) +(=2)

SC l’la_]lt mezi t€mito ulohami souvislosti. What do you notice about the answers in each row?

; . NIRRT . N ‘What patterns do you see in each subtraction and addition?
Cilem je, aby zaci nasli vztah mezi od¢itanim . : )
Check your pattern using other integers.

a pri¢itanim opacného disla.

Obrazek 20 - Zaporna celd cisla — Odcitani — ulohy

Pfi zdGvodiovani se autofi uéebnice “ohnstonetal., 2005, 5. 351)

nejprve opiraji o tlohy 5 — 2, pf jejimz feseni je mozné pouzit vahu: ,, Jaké Cislo je tieba ptidat
k ¢islu 2, abychom dostali 57*“. Obdobnou uvahu pak lze aplikovat i na ulohy v pfedchozim
cvi¢eni. Nasledné autofi upozoriuji, Ze stejné vysldky, jako pfi feSeni od¢itani celych cisel
pomoci této tivahy, je mozné ziskat také pfi¢tenim opacného Cisla, a tedy Ze jednotlivé fadky
z predchoziho cvi¢eni maji vzdy stejné vysledky, protoze si operace od¢itani Cisla a pficten Cisla

k nému opacného odpovidaji.

Kapitolu uzaviraji rozsifujici tlohy v €asti ,,Zvolte si strategii“ (v originéle ,,Choosing
a strategy*) a ,,Unit problem*, tentokrat zaméfeny na asova pasma a vypocet Casu v mistech,

ktera se nachdzeji v riznych ¢asovych pasmech.
Math Makes Sense 8

Znovu se zéaporna cela Cisla objebuji v ucebnici pro osmy rocnik, kde je téma rozsifeno o
nasobeni a déleni a nékteré jejich vlastnosti, a také o vypocty s ohledem na pfednosti pocetnich
operaci. Obdobné jako v u€ebnici pro sedmy roc¢nik se 1 zde stfidaji dva modely — pohyb po

¢iselné ose a dlazdice.

Hned v prvni ¢asti, ktera je zaméfena na nasobeni, jsou nakombinované oba modely. Na
zacatku jsou oba modely pfipomenuty a nasledné je zafazena uloha na ndsobeni pomoci ¢iselné
osy. Oproti pfedchozi ucebnici, kde Zaci vSechny ulohy fesili pomoci ¢iselé osy v uebnici,
nebo na papife, zde je pozadovano, aby osu Zaci vytvofili na podlaze a realné¢ se po ni

pohybovali. Zaci pro své fedeni dostavaji nasledujici instrukce dopliiené o obrazek 21.
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- Zacnéte na nule.

- Pokud je dan zaporny pocet krokti, otocte se celem k zdporné Casti osy, a az potom

se zacnéte pohybovat.

- Pokude je zaporna délka kroku, couvejte.

.‘
b (-2) X 3
—3 /___\n/_-\ L.
-6 -3 0 +3

"
"y 2 X (-3)
- /_\n/__\n L.
-6 -3 0 +3

Obrazek 21 - Zaporna cela cisla — nasobeni na ciselné ose (Baron et al., 2008, s. 64)

Zaci si maji vybrat dvé kladna cisla mensi nez pét, a pomoci zadanych instrukci maji

najit viehny vysledky, které by nasobenim téchto &isel s raznymi znaménky mohli dostat. Zaci

pracuji ve dvojici, kdy jeden ma za kol pohybovat se po ose a druhy je zapisovatel, poté

nasleduje porovnani s ostatnimi dvojicemi a diskuse o nalezenych pravidelnostech.

Po této tuloze nasleduje objasnéni, jak bude néasobeni zapornych cisel vypadat

v dlazdicovém modelu. Podobné jako v pfedchozim piipadé jsou zakiim ptedlozena hotova

pravidla, doplnéna o grafickou ilustraci (obrézek 22), coz je v ptipadé€ pouzitého modelu veelku

pochopitelné, vzhledem ke slozitosti pravidel by je zaci odhalili s velkymi obtizemi.

V modelu pro néasobeni je zaveden
novy prvek — kruh ktery je oznaen jako
,banka“, protoZe pifi nasobeni do néj Zaci
budou dlazdice vkladat, nebo je naopak
vybirat, coZ ur¢ije znaménko prvniho Cinitle.
Kladné znaménku u prvniho ¢initele znaci
vklad, zaporné naopak znaci vybeér.
Znameénko u druhého Cinitele pak udava, jaké
dlazdice budou vkladany respektive
vybirdny. Obdobné jako u modelu &iselné
osy se za¢ind s nulou, kruh je tedy na zac¢atku

prazdny. Vysledek je dan tim, kolik dlazdic

(+4) X (43) = (+3) + (+3) + (+3) + (+3) Make 4 withdrawals of -3.
Make 4 depasits of +3.

ERiEE

(+4) X (-3) = (3) + (-3) + (43) + (-3)
Make 4 deposits of -3.

Make 4 withdrawals of +3.

Obrazek 22 - Zaporna cela cisla — ndasobeni pomoci modelu

dlazdic (Baron et al., 2008, s. 65, 66)

v kruhu zlistava, znaménko je urceno jejich barvou.

Pokud je prvni €initel kladny, pro ziskani feSeni staci urcit pocet dlazdic, které byly do

kruhu vloZeny. V opa¢ném piipad¢ je potieba jesté v dalSich krocich urcit, jaké dlazdice v kruhu
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zustanou. V ucebnici je pro objasnéni pouzita tloha (—4) X (—3). Podle modelu je tedy tiecba
provést Ctyfi vybéry tii Cervenych dlazdic, coz ale neni mozné, protoze kruh je na zacatku
prazdny, takze je nejprve nutné doplnit ho o potiebny pocet nulovych part. Z téchto part budou
nasledné odebrany potiebné ¢ervené dlazdice a v kruhu tedy zbydou dlazdice Zluté, vysledek

bude mit tedy kladné znaménko. Obdbn¢ je pak situace popsana pro ulohu (—4) X (+3).

Nasleduji fesené ulohy pro oba typy modell a na zavér ¢asti je vlozena diskuse pro zaky
zamé&fena na porovnani obou modeli. Zakaim je také ddna moznost navrhnout vlastni modely.
Také jsou zde uvedeny dopliujici otazky, naptiklad jak by zdci pomoci modelt vysvétlili

nasobeni nulou, ¢i jak ovlivni pofadi Ciniteld vysledek nasobeni.

Dalsi ¢ast kapitoly je vénovana vlastnostem nasobeni celych ¢isel, nicméné v zasedé
jsou zde pouze shrnuty vlastnosti, se kterymi jsou Zaci jiz sezndmeni v ucebnicich pro paty a
Sesty ro¢nik, nicméné v piedchozich uc¢ebnicich nejsou pojmenovany. V ucebnici jsou uvedeny

tyto vlastnosti:

- Nasobeni nulou
- Nasobeni ¢islem 1 — neutralni prvek
- Komutativni vlastnost

- Distributivni vlastnost

Vsechny uvedené vlastnosti jsou vysvétleny a doplnény o ulohu, kterd je rovnéz
znazornéna graficky, nicméné vSechny pouzité ulohy jsou s kladnymi ¢isly a pouze doplnény o
informaci, ze vlastnosti jsou platné i pro zaporna ¢isla. Pro kazdou z vlastnosti je pak ptidana
feSend uloha, a na konci zatazena diskuse, jejimz vystupem by mélo byt pravidlo, podle kterého
je mozné urcit znaménko soucinu, pokud jsou zndma znaménka jednotlivych Cinitelti. Dale jsou

zafazeny ulohy a také hra k procviceni.

Po upevnéni nasobeni je zatazeno déleni. Samotnému zavedeni déleni zapornych cCisel
piedchazi pZipomenuti vztahu mezi délenim a nasobenim jakozto inverznimi operacemi, a
modelu dlazdic pro nasobeni. Poté uz je zakiim do dvojic zadana uloha, ve které maji zkoumat
pomoci diive uvedenych vztaht, jaké vysledky budo dostavat, pokud budou ménit znaménka
pii déleni dvou zvolenych Cisel. Situaci maji modelovat pomoci dlazdic a po vyfeSeni porovnat

s dalSimi dvojicemi a hledat pravidelnosti v porovnavanych vysledcich.
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Déle je zafazeno rozsifeni modelu Ciselné osy pro déleni zapornych Cisel, 1 zde se
vyuziva poznatkli znéasobeni jakozto

inverzni operace pro ziskani vysledkl pro 2

déleni. Uloha je prevedena na feSeni AT N ST S

-9 -6 -3 0 +3

problému, kde hledame pocet kroka o

) ) ) ) Obrazek 23 - Zapornd cela cisla — déleni na ciselné ose (Baron
velikosti délitele, abychom dosahli umisténi ez al., 2008, s. 78)
postavy na délenci. Napftiklad pro ulohu (—9) + (—3) je feSeni zndzornéno na obrazku 23.
Cilem je zjistit kolik kroka o délce minus tfi, tedy couvani o délce tfi, je potfeba udélat, aby se
postava dostala do minus devitky. Obdobn¢ je situace popsana a feSena i1 pro dalsi kombinace

kladnych a zapornych hodnot. Nasleduji feSené tlohy, které vuyzivaji oba nabizené modely, a

také tlohy k procviceni.

Dalsi ¢ast kapitoly je vénovana odvozeni pravidel pro d€leni zadpornych celych isel,
nicméné v podstaté jde o zobecnéni predchozi asti. Zaci maji pracovat ve étveficich a kazda
Ctvetice si ma vybrat dveé kladné a dvé zaporna celé Cisla, kterd ma vyjadrit jako soucin dvou
celych ¢isel. Kazdé ¢islo mé byt vyjadieno dvéma zplsoby. Déle maji pro kazdé z téchto dvou
Cisel vyjadfit operaci déleni, kterda odpovida ptredchozim soucinim. Na zikladé tohoto
zkoumani a nasledné tiidni diskuse pak maji Zaci generalizovat pravidlo pro ureni znaménka

pro déleni dvou celych ¢isel.

Hledané pravidlo je pak shrnuto, ale jiz bez pouziti modeli. V zavéru je doplnéno, Ze
znak pro déleni mize byt nahrazen zapisem pomoci zlomku, coz je nasledné vyuzivano
v zatazenych tlohach a v také v ¢asti zaméetfené na prednosti operaci, ktera nasleduje po ulohéch

na procviceni.

Cast vénovana prednosti operaci je primarné zamétena na procviceni tématu v tlohéch.
V jejim uvodu je uvedeno v jakém potadi maji byt operace feSeny, poté nasleduje tloha pro
ctyf¢lenné skupiny, ve které si zaci zvoli pét Cisel a maji z nich sestavit vyrazy s co mozna

nejvyssi a s co mozna nejnizssi hodnotou, sva feSeni maji porovnat s ostatnimi skupinami.

Zbytek Casti je pak vénovan urcovani hodnoty vyrazu, pouZity jsou fesené i nefeSené ulohy.
Zaporna cela Cisla v u¢ebnicich Hejného metody

Zaporna Cisla, a hlavné pak pocetni operace, které se s nimi provadi se v u¢ebnicich Hejného
metody objevuji vétSinou v rdmci prostfedi Krokovani a Schody, nékdy jsou vyuzivany rovnéz
soucinové Ctverce. VSechna prostredi se pribézné objevuji jiz v u€ebnicich pro prvni stupen.

V ramci krokovani zaci intuitivné vyuZzivaji zapis ,.krokll zpét“ pomoci zdporného ¢isla jiz
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v prubéhu druhého obdobi, tedy od 3. rocniku, nicméné vétsi pozornost zapornym cCislim je
vénovana az v ucebnici pro 5. ro¢nik, kterd se zamétuje hlavné na porozuméni pojmu zaporného
Cisla, jeho zakresleni na ¢iselné ose, ale také feSeni tlloh jednoduchych uloh na od¢itani pomoci

krokovéni nebo schodt.
Krokovani a schody

Pti krokovani maji zaci k dispozici krokovaci pasy, bud'to na zemi, po kterych se sami
pohybuji, nebo na papife, po kterych se mohou pohybovat pomoci postavicky. Dilezitou
soucasti je tohoto procesu je pohyb, at’ uz vlastni, nebo prostfednictvim postavy. V krokovacich

ulohach a rovnicich jsou vétSinou stanovena jednoduchad pravidla:

- = znaci jeden krok doptedu
-« znaci jeden krok dozadu
- O znadi otoCeni Celem vzad — pouziva se pro minus pied zavorkou a na jejim

konci, pro navrat do ptivodniho sméru

Prostiedi schody je na prvni pohled témét shodné s krokovanim, nicmén¢ je mezi nimi
jeden zcela zasadni rozdil, a tim je adresace jednotlivych schodd, tedy ze kazdy schod ma své
¢islo. V prostredi krokovani jednotlivym polim z&dna ¢isla pfifazena nejsou. Tim se prostiedi

schody daleko vice priblizuje ¢iselné ose.

Ulohy v t&chto prostiedich mohou byt zaddny pomoci Sipkového nebo v piipadé schodi

1 ¢iselného zapisu. Jejich feSeni miize vypadat napiiklad takto:

2-5-(2-7)=
Ulohu je nejprve potieba pievést do sipkového zapisu:

- ‘(—(—(—(—(— “D ‘—)—) ‘(—(—(—(—(—(—(— D

Vysledkem tohoto typu feSeni je zjisténi, kterym smérem a o kolik kroki je postavicka na konci
posunuta oproti pivodni poloze — v tomto piipad¢ je posunuta o dva kroky vpravo, coz
odpovida feseni 2.

Dals8i mozZnosti feSeni je pfevedeni do prostiedi Schodisté. Na zacatku dané ulohy mtize
byt postavicka na schodu 0 a posouvat se o 2, nebo miize byt rovnou umisténa na schodu ¢islo
2, nasleduje pét krokii vzad, postavicka je na schodu -3. Nasleduje pokyn ¢elem vzad, poté se
postavicka pohybuje o dva kroky vpted (-5) a ndsledné o 7 krokti vzad, takZe postavicka konci

na schodu 2, nakonec se jeste otaci do ptivodniho sméru. Reseni tlohy je Cislo 2.
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Soudcinové étverce

Princip souc¢inovych ¢tvercii (obrazek 24) spoc¢iva v tom, ze Cislo
ve stfedu hrany je ndsobkem ¢isel v jejich krajnich bodech a Cislo
uprostied je souctem vSech Cisel ze stfedd hran. Ve ctvercich,
které jsou zakim ptredkladany jsou néktera ¢isla vynechdna, takze
zaci musi feSit ulohy pomoci ndsobeni pro cisla ve zlutych

rameccich, nebo pomoci déleni pro ¢isla v modrych radmeccich.

Cislo uprostted lze také urcit jako soucin diagondlnich souctu, ale

to neni zakim cilené predkladano, samoziejmé pokud na tento Obrizek 24 - Ziporna celi cisla —
soucinové ctverce (Hejny et al,

vztah ptijdou, mohou ho pfi vypoctech vyuzivat. 2017a,s. 17)
Zadpornd Cisla v ucebnici pro 5. rocnik

V ucebnici pro paty rocnik jsou zadporna ¢isla zatazena v kapitole nazvané ,,Zkoumame ¢iselnou
osu kolem nuly, rysujeme®. Uvodni Gloha je zaméfena na chapani pojmu zaporného ¢&isla, Zaci

v ni maji vysvétlit vyznam tvrzeni obsahujicich zaporna Cisla, jako naptiklad:

- Venku je teplota -12 °C
- Mam -300 K¢.

Nasleduje uloha s tabulkou, ve které jsou zaznamenany teploty za jeden tyden.

K tabulce jsou pfipojeny otazky:

- Ktery den byla nejvyssi a ktery den nejnizsi teplota?
- Jaky byl rozdil teplot v utery a ve stfedu?
- Mezi kterymi dny byl nejvétsi teplotni rozdil?

Po zodpovézeni otazek maji zaci hodnoty z tabulky zakreslit do grafu a zkusit najit
pramérnou teplotu, autofi piedpokladaji feSeni pomoci ,,vyrovnavani vysky sloupcii, nebo
pomoci Sipkového zapisu, kde se nejprve vyrusi Sipky v opacném sméru a nasledné se zbyvajici
Sipky rozdéli mezi jednotlivé dny, tak aby u kazdého dne byl stejny pocet Sipek udavajici

prumérnou teplotu.

Po préci s grafem nasleduji dvé tillohy zamétené na praci s ¢iselnou osou, v prvni maji
zéci zakreslit dand Cisla na ciselnou osu. Jelikoz ¢isla na Ciselné ose jsou opacnd, maji se Zaci

pokusit najit tuto souvislost, nicméné autofi uvadéji, Ze pokud si Zaci vztahu nev§imnou, nema
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jim byt zbyte¢né piedkladan. V druhé tloze zéci Cisla zakresluji a nasledné urcuji vzdalenost
mezi nimi.

Nasleduji dvé cviceni s krokovacimi rovnicemi, jedno s tlohami zadanymi pomoci
Sipkového zapisu, druhé s ulohami zadanymi ciselné. V druhém piipad€é musi Zaci nejprve
pievést ¢iselny zapis na Sipkovy, nicmén¢ feSeni tohoto typu uloh znaji jiz z diivéjska a nemélo
by jim dle o¢ekavani autort Cinit vEétsi obtize.

V dal$i sadé tloh je do Sipkového zapisu pridan pokyn Celem vzad (), ktery je
vysvétlen formou komiksu (viz obrazek 25). Ulohy jsou opét nejprve zadany pomoci Sipkového
zéapisu, v dalsim cviceni pak i ¢iseln€. V zavéru je pak zadano 25 tloh na procviceni sCitani a

od¢itani bez zavorek.

To je povel celem vzad. Musi$ ho
dat, kdyz je pred zavorkou minus.

Co znamend to ©7 A podruhé jako konec zavorky.
Vyzkousej si to na delsim krokovadle.

OO0 0000000000

Obrazek 25 - Zaporna cela cisla — krokovani, celem vzad (Hejny et al., 2022, s. 81)

Zapornad Cisla v ucebnicich pro 2. stupeii zakladnich Skol

Obdobn¢ jako v ucebnicich pro 1. stupen se zaporna ¢isla vyskytuji v riznych tématech ucebnic
pro 2. stupen, nicméné prvni kapitola, ktera je jim pfimo vénovana se nachazi v u€ebnici
Matematiky C. Zde jsou zdkiim piedlozeny tfi rozhovory obsahujici zaporna cisla, vétSinou
v ne zcela standardnich situacich, naptiklad:

- Na vecirku byli minus dva kluci.

- Cecil mi dluzi minus 50 korun.

- Pfestéhovali jsme se o minus dvé patra nahoru.

Cilem je, aby Zaci diskutovali nad vyznamem piedlozenych diskusi a vyrazi, jelikoz

zaporna cisla jsou dle autorii pro zdky naro¢nd nejen pocetné, ale také jako koncept, je tedy

tteba se zaky diukladné rozebrat, jak danym tvrzenim rozumi.
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Dalsi ¢ast zamétend na téma zapornych Cisel se nachazi v ucebnici D a je vénovana
nasobeni, za hlavni cil si autofi kladou vyjasnéni, pro¢ nasobeni dvou zapornych ¢isel dava
kladné vysledky. Kapitola na s¢itani, respektive od¢itani zapornych ¢isel neni zatazena, protoze

dle autorti je piedstavy o téchto operacich se dobie buduji pomoci krokovani a prostiedi schodii.

Prvni uloha je opét zaméfena na porozuméni pojmu zaporného ¢isla, vychazi ze dvou
pojeti zapornych Cisel — V pripade Kiry je piedstava -1 krok dozadu (kork), Ariana si pod -1
predstavuje dluh ve vy3i jedné koruny. Zaci maji uvazovat, co pro divky bude znamenat sou¢in
3-(—1) a1- (—3). Diskuse by m¢la dovést zaky k nasledujicim zavéram:
- 3.(-D)
o Kira —tfi kroky dozadu
o Ariana — dluZim tfem lidem po jedné koruné
- 11(=3)
o Kira—posunuti o jeden trojkrok dozadu

o Ariana — dluzim jednomu ¢lovéku 3 koruny

Dalsi tloha jsou dva soucinové Ctverce, ve kterych je misto jednoho cisla v rohu
umisténo X, za které postupné zaci dosazuji dané hodnoty (viz obrazek 26). Jelikoz vysledky
klesaji pravidelné —u prvniho ¢tverce o 7, u druhého o 3, méli by zZaci byt schopni urcit vysledky

pro nasobeni kladného ¢isla se zapornym a v ptipad¢ druhého ¢tverce i dvou zépornych Cisel.

o Zjistéte gislo v krouzku, kdy? za x dosadite postupné éisla 3, 2,1, 0,-1,-2, -3,

B
—

Obrazek 26 - Zapornd celd cisla — soucinové ctverce Il (Hejny et al., 2017a, 5. 17)
V dalsich tfech ulohach maji Zaci doplnit hodnoty v tabulkéach podle zadaného pfedpisu.
V ptipadé€ prvni tabulky je dan ptedpis x = 2x a hodnoty od 4 do -4, pro které maji Zaci tabulku
doplnit. Tabulka je navic doplnéna o grafickou reprezentaci ¢iselné osy jako natahujici se gumy.

Tato ilustrace ma poukazat na to, co koeficient v ptedpisu, v tomto ptipadé tedy ¢islo 2, provede

s hodnotami na ¢iselné ose — ,,roztdhne je*.

V dalsi tloze je obdobné zadani pro piedpisy s novymi koeficienty — 3, % a é Zaci maji

op¢t doplnit tabulku a nasledné zndzornit, jakym zplsobem jednotlivé piedpisy zméni ¢iselnou
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osu — 3 opét ,,roztdhne*, zbyvajici dva koeficienty ji naopak ,,smrsti*“. Podle autorti ma po feSeni
této ulohy zah4jit diskusi, co se stane, pokud budeme pokra¢ovat a zmensovat ¢isla ,,ptes nulu®,
protoze smrStovani ma sva omezeni. Tato diskuse by je méla dovést k myslence, Ze pfi
piekroceni nuly dojde k ,,otoceni* ¢iselné osy. Coz je také podstatou nasledujici ulohy, kde je
dan predpis x = (—1) - x. Autofi ocekavaji Ze v této ¢asti se objevi prvni pokusy o formovani
pravidla o ndsobeni dvou zdpornych cCisel, nicméné piedpokladaji, ze vétSina zak porozumi
této zakonitosti az pfi feSeni nasledujicich uloh.

Prvni z téchto uloh jsou tfi soucinové ¢tverce, ve kterych jsou zadana Cisla ve rozich,
ale i ve stiedech stran. Zaci tedy pro feSeni ulohy musi vyuZit nejen nasobeni, ale také délent,
do kterého vstupuji zaporna ¢isla. Autoii doporucuji Zaky v ptipadé obtizi k navedeni na vztah
déleni a nasobeni, mohou si pomoci napiiklad otazkou: ,,Cim je potieba nasobit &islo 3, abych
dostal -6?7. U druhého ¢tverce se zaci setkavaji s vypoctem -6:(-2), ve tfetim je uloha navic

obohacena o moznost si jedno ¢islo zvolit libovolné.

Po soucinovych ¢tvercich je zafazena diskuse Elmara, Kiry a Ariany ohledné vypoctu
6: (-2) = -3, postavy tesi, zda je tento vypocet spravny. Ariana nesouhlasi, protoze se ji nezda
déleni na -2 &asti, Kira pomoci nasobeni spravnost potvrzuje. Zaci maji rozhodnout, ktera
z divek ma pravdu. Cilem je, aby zaci pfijali fakt, Ze ne vSe se nechd modelovat na situacich
z redlného Zivota, v tomto piipadé nejde delit na -2 ¢asti, nicméné zdivodnéni vychézejici

z nasobenti, které pouzila Kira, ziejmé funguje.

Téma uzaviraji dvé ulohy, slouzici k procviceni vypoctii a upevnéni prace se znaménky:.
V prvni z nich maji zéci za Ukol rozhodnout, ktera z ¢isel a az p jsou si rovna, pficemz Cisla
jsou zadana pomoci celych cisel, nasobeni, déleni a zlomka. Hlavnim cilem pro zaky je
uvédomit si, jak znaménka ovlivni vysledek a diky tomu i vybrat shodné hodnoty. Druhé pak
spoc¢iva ve vytvotreni soucinového Ctverce s danymi parametry, pfi¢emz tlloha ma nekonecné
mnoho feSeni. Tato lloha ma jednak ovéfit, zda si Zaci osvojili pottebné znalosti a dovednosti,
a jednak mize zakim dopomoci ke snadngj$i cest¢ hledani Cisla v kruhu — nasobeni

diagonalnich souctu.
Zaporna cela Cisla shrnuti

V ucebnici Math Makes Sense je téma zapornych Cisel rozdéleno na dvé€ ¢asti, prvni je zafazena
v sedmém ro¢niku, druhd v osmém roc¢niku. Pii zavadéni pocetnich operaci jsou vyuzivany dva
modely, dlazdice a ¢iselnd osa a pohyb po ni. Zaci maji mozZnost vybéru ,,vhodnéjsiho* modelu,

o vhodnosti jednotlivych modeli maji v rdmci tématu moZnost diskutovat.
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Model dlazdice je velmi nazorny, Ize ho pouzit pro vSechny pocetni operace, ale
pravidla pro nasobeni a déleni nejsou natolik pfehledna jako pro sc¢itani odcitani. Jeho
nespornou vyhodou je ale fakt, Zze ho je mozné vyuzit jako predstupen algebraickych dlazdic,

které uCebnice dale vyuzivaji u algebraickych vyrazii a pti feSeni rovnic.

Model ¢iselné osy ma pomeérné blizko k prostiedim krokovéani a schody, kterd jsou
vyuzivana v ucebnicich Hejného metody. Zatimco v Hejného metodé jsou tato prostiedi a jejich
pravidla budovéna v podstaté od prvni tfidy, v ucebnicich Math Makes Sense se objevuje spise
vyjimecné a nejvice praveé u prace s celymi Cisly.

Krom¢ zékladnich pravidel pro vypocty se zapornymi Cisly se v kapitole objevily i
vlastnosti jako je komutativita, distributivita atd. Bohuzel, pfestoze se jednalo o kapitolu
zamétfenou na zapornd Cisla, ukazky pro tyto vlastnosti byly modelovany pouze pro kladna
¢isla. Vzhledem k tomu, Ze zici jiz byli s t€émito vlastnostmi v oboru kladnych celych ¢isel
seznameni v pfedchozi u€ebnici, zda se byt tato cast ptebyte¢nd, nebo nedostatecné vyuzita
s ohledem na téma kapitoly.

rowr

V ucebnicich Hejného metody jsou cela cisla také rozdélena do dvou ¢asti, nicméné
samotné déleni se oproti ucebnicim Math Makes Sense vyrazné 1i8i. V prvni ¢asti se ucebnice
zaméfuje pouze na chapani zaporného &isla. Zaktim jsou zde predloZzeny i zna¢né nestandardni
tvrzeni, pficemz cilem je hlub$i porozuméni vyznamu zapornych cisel. Oproti tomu tlohy
zaméiené na porozumeéni konceptu celych cCisel v uCebnicich Math Makes Sense se dané
problematiky dotykaji pouze povrchné, a jsou srovnatelné s ilohami, které Hejny zadava
v ucebnicich pro paty ro¢nik.

Druha ¢ast je pak vénovana nasobeni a déleni se zdpornymi Cisly, s¢itani a od¢itani nema
vlastni kapitolu, jelikoZ je v rdmci krokovani a schodll zafazovano jiz v pribehu celého prvniho

1 druhého stupné.

5.3.3 Obsahy rovinnych ttvari — trojihelnik, rovnobéznik a lichobéZnik

Vypoclty obsahti rovinnych jsou jednim ze stéZzejnich téma geometrie na zdkladnich Skolach.
Jelikoz ¢tverec a obdélnik jsou obvykle zatfazovany jiz na prvnim stupni, budou zde zkoumany
obsahy rovnobézniku, trojuhelniku a lichobéZzniku, které se dale vyuzivaji naptiklad ve

stereometrii, pii vypoctech povrchu a objemu téles jako je tfeba hranol ¢i jehlan.
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Obsahy rovinnych utvara v u¢ebnicich Math Makes Sense

V uéebnicich Math Makes Sense je obsah trojuhelniku, rovnobézniku i lichobézniku zafazen
v ramci jedné kapitoly v ucebnici pro sedmi roc¢nik, coz neni vzhledem k tomu, jak spolu

obsahy utvart souviseji moc prekvapujici.

V uvodu kapitoly jsou pfipomenuty pojmy obvod a obsah, a stejné tak vypocty obvodu
a obsahti ¢tverce a obdélnika. Po opakovani nasleduje odvozeni vzorce pro obsah rovnobézniku.
V prvni ¢4sti jsou pfipomenuty pojmy strana y vyska rovnobézniku, poté nasleduje tloha pro
zéky. Ti maji pracovat ve dvojici, k dispozici maji ¢tvereckovany papir a tangramové kostky,
nejprve maji urcit obsah rovnobézniku, ktery je obsazen v balicku, poté maji zkouset pomoci
dalsich dilkt seskladat dalsi rovnobé&zniky a rovnéz urcit jejich obsahy. Pti plnéni ukolu jim ma
pomoci ¢tvereCkovany papir, na ktery své rovnobézniky zakresluji, a pomoci n¢j pak mohou
urcit i hledané obsahy. Vystupem by mél byt pokus o sestaveni vzorce pro vypocet obsahu, ale
uloha ma 1 dalsi piesah, naptiklad pro obsah trojuhelnika, v ptipadég, ze zdky napadne, Ze mohou

rovnobéznik poskladat ze dvou shodnych trojihelniki.

Po dokonceni prvniho ukolu a po et

parallelogram b represents
fox o x g . . . . the base.
zavére¢né  diskusi je uvedena jedna » € ome
h represents
zmoznosti, jak vzorec odvodit, pomoci b b the height.
N ; ¥ T 117 . Area of rectangle: Area of parallelogram:
rozdgleni a preskladani na obdélnik (viz =) " gy s

obrazek 27) JelikoZ vzorec pro obdélnik Nz Obrazek 27 - Obsahy — rovnobéznik (Johnston et al., 2005,

up ., L. . 5. 18
7aci znaji, mohou zné& snadno vychazet, ° 4

v pfipadé potieby si upravi znaeni dle svého rovnobézniku. V tlohach na procviceni jsou
nasledné zafazeny vypocty obsahu pomoci ziskaného vzorce, vetné tloh, ve kterych ma
rovnobézZnik ,,netypickou* pozici, vétSinou Zadna z jeho stran neni umisténa vodorovné, nebo
je vodorovnd zadana vyska, coz milZe byt pro nékteré Zaky matouci a je tfeba, aby se

s obdobnymi situacemi setkévali.

Dalsi ¢ast se vénuje obsahu trojihelika,

zaci maji za ukol urcit obsah trojuhelniki

B

(obrazek 28) ve ctvercové siti, podobné jako C

v pfedchozim piipadé¢ pracuji ve dvojicich.
Soucasti jejich tkolu je nejen zjistit obsah oprazek 28 - Obsahy — trojihelniky (Johnston et al., 2005,
trojihelnikd, ale také najit riizné zpisoby, jak jeho B

hodnostu urcit. V zadéani je dokonce pfimo uvedeno, ze zaci mohou vyuzit své znalosti o obsahu
rovnobézniku. V diskusi o feSeni je pak jiz pfimo polozena otazka: ,Jak jste vyuzili
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rovnobéznik pro urceni obsahu trojuhelniku?*. TakZe pfestoze je zakim v zacatku dana
moznost volby, zavérecna diskuse silné¢ navadi k vyuziti metody s vyuzitim vzorce pro

rovnobéznik.

Po diskusi je provedeno odvozeni vzorce

pro trojuhelnik, na konkrétnim ptikladu je

ukdzano, jak lze trojihelnik doplnit na

us)

rovnobéznik a urcit tak jeho obsah, jako polovinu !

vzniklého rovnobézniku. Soubézné s vypoctem

pro konkrétni trojuhelnik je uveden i obecny

vzorec. Nasledije série tloh na procvic¢eni daného

Dal$im utvarem zafazenym v této

kapitole je lichobéznik. Hledani jeho obsahu je

uvedeno sadou trojuhelnikd a Cétyfuhelnikd ve

tématu v riznych trovnich obtiznosti. N
T : \

Ctvercové siti, jejichz obsah maji faci ve
dvojicich vypocitat. Nasledné utvary vystiithnou
a snazi se mezi nimi najit lichobéznik. Stejny ?;’;f;jek 29 - Obsahy — lichobeZnik (Johnston et al., 2005,
lichobéznik se potom snazi poskladat z ostatnich
vystiithanych ¢asti. Nakonec v§echny objevené zpusoby, jak lichobéznik poskladat diskutuji se

spoluzaky.

Diky ptedchozi tloze by si Zaci méli uvédomit, Ze obsah lichobézniku je mozné zjistit
pomoci jeho rozdéleni na mensi Casti, jejichz obsah uméji urcit (naptiklad ¢tverec, obdélnik,
trojuhelnik...). Ve shrnuti jsou uvedeny tfi moznosti, jak lichob&znik rozd¢lit (viz obrazek 29):

- Na dva trojiihelniky a obdélnik

- Narovnobé&znik a trojuhelnik

- Na dva trojuhelniky

Jelikoz vzorce pro urCeni vSech uvedenych utvarti Zaci znaji, mohou urcit obsah

lichobé&Zniku jako soucet obsahil jeho ¢asti.

« . - ; , o - P AT XLt 7 cm 4 cm
Ackoliv u vSech ostatnich utvari je v odpovidajici casti ;
\ / 13 cm \\
|

uveden také obecny vzorec, v tomto piipadé tomu tak neni.

4 cm 7cm
Vzorec pro lichobéZnik se v této kapitole viibec nevyskytuje, Obrizek 30 - Obsahy — rozsifujici
. . . uloha, lichobéznik (Johnston et al.,
u feSenych uloh je vyuzito rozdéleni na €asti a uréeni obsahu 2005, s. 230)
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pomoci obsaht ¢asti. V ramci tloh na procviceni je zafazena jedna, kterd by mohla na obecny
vzorec navadét, nicméné ani zde neni vzorec uveden. Uvedend uloha je postavena na dvou
shodnych lichobé&znicich spojenych tak, aby tvofily rovnobéznik (viz obrazek 30). Pokud by

zéaci vychazeli ze vzorce pro obsah rovnobézniku, mohli by dospét k obecnému vzorci s =

(a+c)v
—

Zkusenosti ziskané pii vypoctu obsahu lichobézniku mohou Zaci vyuzit v néasledujici
casti kapitoly, ktera se vénuje vypoctu obsahii nepravidelnych ttvart. Jelikoz rozdélovani na
Casti se ukazalo byt efektivni strategii pro lichobéZnik, je mozné ho pouzit i v tomto piipadé za
ptedpokladu, zZe dané utvary je mozno rozdélit na vhodné ¢asti, jejichz obsah zaci umi urcit.
Zakam jsou k feseni predloZeny riizné utvary, nékteré je mozné rozlozit na obdélniky, u dalsich

je nutné pouzit 1 dalsi Gtvary jako trojuhelnik a lichobéznik.

Obsahy rovinnych utvari v u¢ebnicich Hejného metody

V ucebnicich Hejného metody Zaci urcuji obsahy mnohothelnik intuitivné v prostfedi miize
jiZ na prvnim stupni. Vzhledem k tomu Ze porovnani je zaméfeno na odvozeni a pouZziti vzorcil
pro vypocty obsaht, nebude zde uréovani obsahli v miizi zafazeno jako samostatna c¢ast. Jako
fada dalSich témat i vypocet obsahti vybranych rovinnych tutvari se v ucebnicich objevuji

postupné.

Prvnim utvarem, jehoZz obsah je zaveden, je trojuhelnik. Obsahu trojuhelnika je
vénovana jedna kapitola v ucebnici B, 1 kdyz ta neni pfimo zaméfena na samotné odvozeni
vzorce, ale méla by zaky dovést, alespon na intuitivni urovni, ke zjisténi, Ze trojuhelniky se
stejnou zakladnou a vySkou maji stejny obsah.

Kristyna, Leo? a Magda ukazali tfidé, jak zjidtovali obsah Ctverce.

i
i
™

9-4.1=5 1+4.1=5
Kristyna Leod Magda 4

Obrazek 31 - Obsahy — ¢tverce v mrizi, (Hejny et al., 2015b, s. 26)
Kapitola je uvedena ulohou, ve které jsou zobrazeny tfi zptsoby vypoctu obsahu ¢tverce

v miiZi (viz obrazek 31) a Zaci maji popsat, jak fesitelé pravdépodobné postupovali. Prvni feSeni
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je postaveno na ,,preskladavani®, druhé vyuziva rdmovani a nasledné odstranéni prebyvajicich
trojuhelnikd, toto feSeni je autory povazovano za nejvhodnéjsi, hlavné pro svou univerzalnost.

V dal$im cviceni maji Zaci danu sérii uloh riznych obtiznosti, ve kterych maji urcovat
obsahy trojtihelnik®l, ze kterych jsou poskladany &tverce a obdélniky. Ulohy maji Zaci fesit
obdobn¢ jako bylo navrzeno v pifedchozim cviceni, nicméné v poslednich tiech obdélnicich se
vyskytuji trojihelniky se stejnou vyskou a délkou zékladny k ni, a tedy i se shodnymi obsahy,

coz by mélo zaky navést ke vztahu mezi obsahem a témito prvky.

Ulohy, které nasleduji, maji zaky ujistit ve vztahu objeveném v uloze piedchozi. Zaci
maji v miizi zadany tfi trojihelniky oznacené KLM a jejich téznice MS, které tyto trojuhelniky
rozdéluji na dvé ¢asti. V prvni z uloh je tkolem zjistit, ktery z trojihelniki MKS a SLM ma
vetsi obsah. I v pfipadé, ze by Zaci nevyuzili vztah z minulé ulohy, ale naptiklad rdmovani,
dospéji k vysledku, ze oba trojihelniky maji sodny obsah, bez ohledu na to, se kterym ze tii
zadanych trojuhelnika pracuji. Toto zjiSténi jen potvrzuje vztah nalezeny diive. Zbylé ulohy
maji za cil zaky utvrdit v jiz objeveném, kol pro zéky je obdobny, pouze téZnice z bodu M je
nahrazena téznici z bodu K, Zaci maji opét porovnat obsahy takto vzniklych trojuhelniki a

samoziejmée 1 zde dospé&ji ke stejnému vysledku.

Samotné objeveni vzorce je cilem v ucebnici Matematika C v kapitole Trojuhelnik II.
Tato kapitola je uvedena tlohou, ve které je zadan obdélnik ABCD a zaci maji najit trojuhelnik
ABX, tak, aby bod X lezel na strané DC a zaroven m¢l trojihelnik co moZzna nejvétsi obsah.
Nutnym ptedpokladem pro feSeni ulohy je zjiSténi, Ze trojuhelnik ABX tvofi polovinu
obdélnika ABCD, a to bez ohledu na umisténi bodu X na usecce CD. Pro kazdy takto vznikly
trojuhelnik bude tedy obsah stejny. Pro pokrocilejsi zaky mutize byt uloha rozsitena tak, ze X

muZe lezet na ptimce CD 1 mimo stranu obdélniku.

Dalsi uloha pfimo navazuje na prvni, Zdkiim je zadan trojtihelnik, ve kterém maji zméfit
dvé délky, pomoci kterych mohou urcit jeho obsah. Autofti predpokladaji, Ze pod vlivem Givodni
ulohy vétSina zakl doplni trojuhelnik na obdé€lnik a néasledné zméii délky stran obdélnika,
respektive stranu a vysku trojuhelniku, a z hodnot pak urci obsah trojuhelniku jako polovinu
obsahu obdélniku. Vzhledem k neptesnostem méteni se zde daji ocekdvat drobné odchylky ve
vysledcich. V této ¢asti by dle autorii jiz méla zaznit prvni formulace vzorce pro obsah

trojuhelniku.

Ziskany vztah mohou Zaci vyuzit v dalSich tlohach, kde maji zadanu miiZovou tsecku

a maji k ni doplnit tfeti bod tak, aby dohromady vytvoftily trojuhelnik o zadaném obsahu, Zaci
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maji najit co mozna nejveétsi pocet bodul, které podminky spliuji. V piipadé prvni tsecky, ktera
splyva s miizi a ma délku 3, je feSeni podobné predchozim ptipadiim. Jelikoz pozadovany obsah
je 3 Ctverecky, staci useCku doplnit na obdélnik s obsahem 6 ¢tvercti, vSechny hledané body se
nachazeji na pfimce tvorici protéjsi stranu. O tom, ze vyhovuje cela pfimka, a nejen strana
obdélnika se maji zaci presvédcCit v ramci diskuse. Ve druhé uloze je iseCka umisténa jako
uhlopticka Ctverce se stranou délky 2 (Ctverec zde neni vyznacen) a pozadovany obsah je
2 &tverecky. Reseni této tlohy pro zdky nemusi byt tak snadno viditelné, proto autofi uvadsji,
ze je dobré, aby si zaci zkusili nejprve najit jedno €1 dvé feSeni mezi miizovymi body, jakmile
se jim toto podafi, vétSinou dale nemaji problém odhalit obecné feSeni. Dalsi ulohy této kapitoly

nejsou zameéfeny na obsah, ale na shodnost trojuhelniki, nebudou zde proto dale rozvadény.

Posledni kapitola vénovana obsahiim vybranych rovinnych utvarti je zatfazena
v ucebnici Matematika E a je v ni zahrnut obsah
rovnobézniku 1 lichobézniku. Prvni tfi tlohy
vychdzeji z obrazku 32. V prvni tloze maji zaci

3om

za ukol rozdélit rovnobéznik tak, aby z jeho ¢asti

bylo morné posklédat obdélnik. V druhé tloze s)l;/;dzek 32 - Obsahy — rovnobézniky (Hejny et al. 2017c,
maji stejné zadani s podminkou, Ze fez musi

prochazet prisecikem thlopticek. Tato iloha je zafazena, aby se Zaci neupinali pouze k feziim,
které¢ prochdzeji vrcholem. V posledni uloze propojené s obrazkem maji Zaci urcit obsah
zadanych rovnobéznikll. Pokud z4ktim nedochézi, Ze obsah ptesklddaného obdélniku je shodny
s obsahem rovnobéZzniku, je potfeba predchozi diskuse. Hodnoty, které nejsou v obrazku
zadany maji zaci zjistit meéfenim. V dalsi uloze Zéaci sestavuji vzorec pro vypocet obsahu

rovnobé&zniku, k dispozici maji obrazek s vyznacenymi stranami a, b a vySkami va, vp.

Nasleduje uloha navazujici na kapitolu o obsahu trojuhelniku, kde se obdobna situace

feSila pro ostrouhly trojuhelnik, zde je pozornost zaméfena na b S

trojihelnik tupouhly (viz obrazek 33). V uloze je uvedeno, Ze

vzorec S = %ava plati pro ostrotihly trojuhelnik, zakim je zadano

A a 8 p

najit vzorec pro obsah trojuhelniku tupothlého. Autofi . . .. hy tupoiihly

trojuhelnik (Hejny et al., 2017c,

predpokladaji ti1 rizné piistupy, prvnim je vyuZiti rozdilu obsaht ™ )

dvou pravouhlych trojuhelniki. Toto feSeni vyzaduje upravu
vyrazll, aby se zaci mohli dostat k poZadovanému vzorci. Druhé ptedpokladané teSeni je
doplnéni trojihelnika na rovnobéZznik, tietim a poslednim ndvrhem je vyuziti Cavallieriho

principu, pomoci kterého mohou Zaci ptenést trojuhelnik ABX ,,po vrstvach® na trojuhelnik
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ABC. Vsemi tfemi zptusoby by zaci m¢li dospét ke zjisténi, Ze hledany vzorec je shodny se

vzorcem pro ostrouhly trojuhelnik.

Dalsi ¢ast této kapitoly se zamétuje na lichobéznik. V prvni tloze vychézi z obrazku 33,
ukolem je urcit pomoci pismen obsah lichobéznikti a) ABXD a b) ABXC. V prvnim piipadé¢ je
mozné lichobéznik rozde€lit na obdélnik ABCD a pravouhly trojuhelnik BXC. V piipadé
lichobézniku ABXC je mozné rozd¢lit lichobéznik na dva trojuhelniky, ABC a BXC. Vzorce
pro vSechny ¢asti rozdélenych lichobéznikl zéci znaji, pro odvozeni vzorce bude samoziejme
potieba provést upravy vyrazi ziskanych jejich souctem. Vzorce ziskané z této ¢asti znacenim

neodpovidaji standardnimu vzorci, jehoz odvozeni je cilem nasledujicich uloh.

V prvni znich maji Zzaci ze dvou shodnych .

lichobéznik sestavit rovnobéznik, jelikoz zZaci mohou
mit lichobéZniky vystfizené, uloha by jim neméla d¢lat

vétsi problémy, mozné feSeni je na Obrazku 34. Po této

manipulaéni uloze maji zaci obecné urcit obsahy

rovnob&zniku a pivodniho lichobézniku. Vzhledem , .= . Obsahy —  rovnobénik

k tomu, ze vzorec pro rovnobéznik zaci maji 2 lichobézniki (Hejny et al., 2019, 5. 23)
9

k dispozici, je potfeba si uvédomit, ze obsah lichobéZniku je polovicni, a ze délka strany

N4

rovnobézniku je rovna souctu zakladen. Ziskéani vzorce potom spoc¢iva v pouhém dosazeni.

4

V ramci propojeni zndmych znak lichobé&zniku je zatfazena jesté jedna uloha, ve které
Kira tvrdi, Ze k uréeni obsahu nepotiebuje délky a, ¢ a v, ale staéi ji zmé&fit dvé délky. Ukolem
pro zaky je pfijit na to, jak by Kira mohla obsah urcit pomoci dvou hodnot a které by to byly.
Myslenka tlohy spociva v tom Ze ¢ast vzorce aTﬂ odpovida délce stfedni pricky, proto neni
potieba znat délky obou zakladen ty mohou byt ve vzorci nahrazeny praveé sttedni ptickou.

Obsahy rovinnych utvara shrnuti

Pro zavedeni vzorcl pro obsah trojuhelniku, rovnobézniku a lichobézniku pouzivaji obé sady
ucebnic podobné modely, nicméné jejich vyuziti se v ramci jednotlivych u¢ebnic lisi. Obé fady
vyuzivaji zndzornéni utvart ve ¢tvercové siti, ale zatimco Hejného metoda stavi na vypoctech

pomoci sité, Math Makes Sense tuto moznost vyuziva jen velmi omezeng, sit’ v tomto ptipadé

slouzi Casto pouze pro urceni délek stran a uvédomeéni si, jak spolu tyto délky souviseji

(naptiklad u rovnobé&zniku).

V ucebnicich Math Makes Sense jsou vSechny tfi utvary zafazeny v ramci jedné

kapitoly. Pon€kud netypickym znakem pro tuto fadu je, Ze vzorec pro lichobéznik neni v ramci
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ucebnice uveden a v zisad¢ ani odvozen, pii vypoctech v lichobézniku zlstavaji zéci
u rozdélovani na ¢asti a s¢itani dil¢ich obsahii. Mozna je to dano tim, Ze na rozdil od druhé fady
ucebnic, zaci ve dob¢, kdy fesi obsahy jest¢ neznaji Gpravy algebraickych vyrazl, nicméné

vzorec mohl byt odvozen i bez uprav, pokud by ucebnice vychézela z obrazku 30.

Oproti Hejného ucebnicim, je tato fada v ramci tohoto tématu siln€ navodna, pfestoze
jsou zaktim predkladany ulohy na zkoumani problému, velmi rychle se od nich prechazi ke
vzorcim a v nékterych jsou zaci dokonce navadéni potiebnym smérem, nebot’ je dano, kterou

metodou maji tlohu fesit.

Hejného ucebnice, 1 pies maly pocet tloh k tomuto tématu, nejsou v tomto ohledu tak
ptimocaré. Ulohy sice Zaky navadéji k dal§imu postupu, dokonce i velmi podobnymi zpisoby,
ale presto neptisobi tak direktivnim dojmem, jako prvni fada ucebnic. Neni cilem hodnotit, zda
je tento postup spravny, ¢i nikoliv, pouze s ohledem na ostatni porovnavané ¢asti, byl v tomto

ptipadé rozdil pomérn¢ vyrazny.

Jako pozitivum pfistupu ucebnic Hejného metody je nepochybné propojeni tématu
obsahu s dalSimi souvisejicimi oblastmi, jako je uprava algebraickych vyrazi ¢i vyuziti vztahu

pro délku stiedni pticky.
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6 Zavér

Srovnani obou fad ucebnic poukazalo na fakt, ze ob¢ fady prokazuji konstruktivistické rysy.
V obou hraje klicovou roli zkoumdni tématu prostfednictvim zadanych uloh, odhalovéani
matematickych vztahti a feSeni problémi. DalSim spoleCnym aspektem je socidlni interakce
v ramci uceni, v této oblasti se ob¢ fady ucebnic shoduji a interakci zarazuji v ramci vSech
témat. U ucebnic Math Makes Sense prace ve dvojicich ¢i vétSich skupinach zafazena viceméné
ve vSech tivodnich ulohach urcenych ke zkouméni nového tématu, zaklim je zde dan pouze
minimalni prostor k samostatnému zkoumani. Samostatné pak z4ci pracuji spise pfi feseni tloh

k procviceni. Diskuse feseni a navrhovanych teorii je spolecnd obéma fadam ucebnic.

Dal$im spoleénym prvkem je zaméteni na propojeni matematického pozndni s realitou,
ten se sice prolind obéma fadami, nicméné jejich pristup k této problematice se pomérné lisi.
Zatimco ucebnice Math Makes Sense hojné zatazuji tlohy na propojeni ziskanych poznatka
s realnym kontextem a v kazdé kapitole je zdliraznovano, kde je dany poznatek mozno vyuzit,
ucebnice Hejného metody toto propojeni nezprostiedkovavaji tak vyrazné. 1 v téchto
ucebnicich jsou samoziejmé zarazovany ulohy s redlnym kontextem, nicméné pozornost je
spiSe zamétena na vyuziti intuitivniho uvazovani a vyuziti zkuSenosti, které ma zak z drivéjska.
To Ucebnice Hejného metody podporuji napiiklad vyuzitim svych didaktickych prostredi.

V obou fadéch je rovnéZ zatazena moZznost diferenciace tloh, kterd nasledné umoziiuje
individualizaci vyuky a pfizptisobeni jeji obtiznosti moznostem konkrétniho zéka, i zde se ale
objevuji rozdily v pfistupu k této problematice. V ucebnicich Hejného metody je zadavan
vyrazné¢ mensi pocet Uloh, nicmén¢ diferenciované ulohy jsou vloZeny jiz v rdmci faze
objevovani nového poznatku, oproti tomu v fadé¢ Math Makes Sense je v této fazi uvedena
pouze jedna tuloha, kterou zkoumaji vSichni zéaci a az po objeveni nového poznatku dochézi
k diferenciaci tloh. Tento postup je pomérné béznou praxi, nicméné mohl by pro silnéjsi zaky

ubirat na atraktivnosti zkoumani, jelikoz zadané tlohy pro né¢ nemusi byt dostate¢nou vyzvou.

Asi nejvyraznéjsim rozdilem je uspotadani. Jak bylo uveden v ivodni ¢asti porovnani,
ucebnice Hejného metody maji specifické fazeni témat, které neodpovida tradi¢nimu pojeti
tematickych celkl. Autofi toto netradini uspotadani voli pro dosazeni lepSich vysledkt u zakda,
kteti diky fazeni ,,na pfeskacku* maji moznost mezi jednotlivymi vyskyty daného tématu své
objevy zpracovat a zafadit do poznatkovych struktur a stfidani témat rovnéz sniZuje jejich
unavitelnost. Proti tomu ucebnice Math Makes Sense tadi témata tradiénim zplisobem, do

tematickych celkil. V ptipadé delSich celki jsou témata rozdélena na vice €asti, jako tomu bylo
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naptiklad u celych c¢isel. S ohledem na argumenty, jez vyuziva Hejného metoda je tfeba
podotknout, ze v u¢ebnicich Math Makes Sense nejenze jsou témata ponechana pohromadg, ale
i jednotlivé lekce jsou koncipované ve stale se opakujicim duchu — Gvodni ¢asti je zkoumandi,
nasleduje vysvétleni a poté feseni tloh. Samoziejmé tato pravidelna struktura jednotlivych lekci
muze byt i ku prospéchu, podobné jako vyuziti zndmych didaktickych prostfedi v ramci
Hejného metody, nicméné v porovnani s pristupem druhé sady ucebnic jde o zdsadné odlisny,
ne-li opacny pfistup ke clenéni vyuky.

------

k propojovani konceptl. Uz jen fakt, Ze tlohy zaméfené na urcité téma mohou byt v rdmci
ucebnice vlozeny do kapitoly, kterd se timto tématem nezabyva, podporuje zaky v hledani
souvislosti. Ulohy jsou takto mnohdy zafazeny do témat, se kterymi na prvni pohled nemaji nic
spole¢ného, ale nasledné se ukaze, ze opak je pravdou. Navic stfidani témat je v tomto ohledu
také silnym nastrojem. Uclebnice Math Makes Sense také poukazuji na vztahy mezi
jednotlivymi tématy, vétSinou v tivodnich ¢astech lekei, kde pripominaji, které znalosti budou
7aci potfebovat, nicméné toto pripomenuti neptsobi zdaleka tak spontanné, jako je tomu u

Hejného metody.

Dal$im rozdilem mezi porovndvanymi ucebnicemi je formulace objevenych poznatkii
v ramci ucebnice, zatimco v ucebnicich Math Makes Sense jsou veskeré nové poznatky shrnuty
po ¢asti zaméetené na zkoumani, u¢ebnice Hejného metody toto shrnuti v rdmci ucebnic zatazuji
spiSe vyjimecné. Shrnuti poznatki je dle jejich nazoru praci zaki a jeho uvedeni v ramci
ucebnice by mohlo vést jednak k utlumeni kreativity a Zdkovské diskuse a jednak k formalnimu

pamétovému uceni, Cemuz se autofi snazi predejit.

Jako pozitivum obou fad mohou byt povazovany pouZzité modely a didakticka prostiedi,
ty jsou v obou piipadech velmi ndzornym a uZite€nym nastrojem Zzdkova poznavaciho procesu.
V ucebnicich Hejného metody maji prostifedi navic dals$i vyhodu v tom, Ze Zaci jsou s nimi
seznamovani pribézné a v pripadé¢ nového tématu se diky nim mohou vracet ke znamému

formalnich poznatk, ktery je navic pro zaky velmi pfirozeny.

Zavérem je nutno podotknut, Ze ob¢é fady ucebnic mohou byt povazovany za
konstruktivistické, jelikoz dodrzuji zékladni pfistupy konstruktivistického hnuti. Srovnéni
poukazalo, Ze v piistupu ucebnic jsou, ackoliv by se to na prvni dojem nemuselo zdat, celkem
vyrazné rozdily. U¢ebnice Hejného metody jsou vice inovativni, nedodrzuji tradi¢ni formu, coz
¢ini s ohledem na poznatky z psychologie a pedagogiky, jelikoz v kolektivu autort se nachazeji
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vyznamné osobnosti z téchto oblasti. Nicméné uc¢ebnice Math Makes Sense maji mezi svymi
autory také zkusené pedagogy, jejichz cilem bylo vytvofit u¢ebnice podporujici porozuméni

matematice a efektivni vyuky, coz jim nepochybné podaftilo. Oproti Hejného metodé jsou tyto

vvvvvv

Cilem diplomové prace bylo porovnat Hejného metodu a jeji ucebnice s dalSimi
formami konstruktivismu. V ramci feSeni prace se ukazalo, ze Hejného metoda nepochybné
dodrzuje zakladni principy konstruktivistického hnuti a v mnoha ohledech se shoduje i
s mySlenkami dalSich vyzna¢nych osobnosti, které¢ se ke konstruktivismu hlasi. V ramci
porovnani uc¢ebnic byly objeveny spolecné rysy ale i rozdily mezi porovnavanymi ucebnicemi,

ty byly v zévéru prace také shrnuty. Autorka tedy povazuje cile prace za splnéné.
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