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ABSTRAKT

Tato prace je sbirkou feSenych uloh z kombinatoriky na téma variace bez opakovani. Prace
se sklada ze dvouhlavnich ¢asti. Prvni z téchto €asti je Cast teoretickd. Ta jest dale rozdélena
na dalsi Ctyii Casti. Nejprve na ¢ast pojednavajici obecné o metod¢ Concept Cartoons, jejimu
vyuziti a vyznamu. Ddéle pak cast, ktera zahrmuje vyuziti metody Concept Cartoons
konkrétné€ v této praci, a formu uloh v této praci obsazenych. Treti teoretickd cast prace pak
pojednava o analyze a priori, jejim vyuziti v této praci a o jeji struktufe. Posledni teoreticka
¢ast se zabyva strategiemi feSeni kombinatorickych tloh. Zdese prace zaméfuje na co mozna
nejvetsi mozné mnozstvi strategii feSeni uloh.

Dalsi ¢ast prace je pak samotna sbirka uloh. Kazda uloha je zadéna textovym zadanim a
obohacena o metodu Concept Cartoons. U&elem vyuziti metody Concept Cartoons je
podnitit vyuku diskusni formou a motivovat zaky k zapojeni se do diskuse. Dale je kazda
uloha dopodrobna rozebrana pomoci analyzy a priori. Hlavni podstatou tohoto rozboru je
pokryt co mozna nejvEétsi mnozstvi spravnych 1 Spatnych feSeni dané ulohy a poskytnout tak

uciteli ptipravu na to s ¢im se pii vyuziti této ulohy mize setkat.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This bachelor’s thesis is a collection of solved problems from combinatorics on the topic of
variations without repetition. The thesis consists of two main parts. The first part is
theoretical and is further divided into four sections. The first section deals generally with the
Concept Cartoons method, its use, and its significance. The second section covers the use of
the Concept Cartoons method specifically in this thesis and the form of the problems
included. The third theoretical section discusses the a priori analysis, its use in this thesis,
and its structure. The last theoretical section deals with strategies for solving combinatorial

problems, focusing on as many problem-solving strategies as possible.

The next part of the thesis is the collection of problems itself. Each problem is presented
with a textual assignment and enriched with the Concept Cartoons method. The purpose of
using the Concept Cartoons method is to encourage teaching in a discussion format and
motivate students to engage in the discussion. Furthermore, each problem is analyzed in
detail using a priori analysis. The main aim of this analysis is to cover as many correct and
incorrect solutions to the problem as possible, thus preparing the teacher for what they might

encounter when using this problem.

KEYWORDS
Combinatorics, Variations, Mathematics, Problem Solving Strategies, Concept Cartoons,

A priori Analysis
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Uvod

Cilem prace je vytvofit sbirku feSenych tloh z kombinatoriky na téma variace bez
opakovani, kde tlohy budou zadavany formou Concept Cartoons. Pro volbu tohoto tématu
jsme se rozhodl, jelikozZ mé kombinatorika dlouhodobé¢ fascinuje. Kombinatorika mé zaujala
hlavné tim, Ze vétsSinu tloh lze fesit vice nez jednim zplisobem, coz podporuje kreativni
mysleni a hlubsi pochopeni kombinatorickych principti. VEtsi mnozstvi feSeni otvira prostor

pro diskusi a analyzu rznych pfistupli, coZ je pro mé velice inspirujici.

Tuto praci bych rad pozdéji vyuzil pii své vyuce, jelikoz véfim, ze Concept Cartoons jsou
efektivnim nastrojem pro zapojeni zakli do vyukového dialogu a pro podporu jejich
pozornosti. Formou komiksti se zadci mohou snadnéji identifikovat s postavami a jejich
napady, coZ ¢ini proces uceni interaktivnéjSim a zdbavnéjsim. Concept Cartoons umoziiuje
zaktm nejen vid €t rizné pohledy na feSeni tlohy, ale také reflektovat své vlastni myslenkové

procesy a piipadné chyby.
V prvni Casti této prace se zabyvam nasledujicimi ¢tyfmi tématy:

1) metoda Concept Cartoons, jeji vznik a vyvoj, a dale jeji ptinosy ¢i omezeni ve vyuce
2) vyuziti metody Concept Cartoon pii vyuce kombinatoriky a zptisob zadavani tiloh
3) analyza a priori

4) strategie feSeni uloh z kombinatoriky

Zamérem druhé ¢asti této bakalarské prace je potom vytvofit sbirku X tloh, kde kazda
z téchto uloh obsahuje tii kliCové Casti. Zaprvé textové zadani, zadruhé Concept Cartoon
obsahujici mozné napady, jak ulohu fesit, a to jak spravné, tak chybné, a zatfeti podrobny
rozbor feSeni této Ulohy, ktery nejen ukazuje spravné postupy, ale také analyzuje mozné

chyby, se kterymi by se zaci mohli pii feSeni ulohy setkat.

Tyto ulohy budou fazeny od leh¢ich ke slozitéj$im, aby postupné rozvijely znalosti zaku.
Timto zptisobem se snazim zajistit, aby zaci postupné nabyvali dovednostipotiebné k feseni
komplexngjSich uloh, a zarovenl si upevilovali své znalosti a porozuméni zakladnim

principim kombinatoriky.



1 Concept Cartoons

Metoda Concept Cartoons byla vytvotrena dvojici britskych uciteli Brendy Keoghové a
Stuarta Naylora v roce 1991. Jedna se o metodu zadavani tloh vyuzivanou k podné€covani
diskuse, aktivniho pfemysleni, ktera pomaha zakim pochopit koncept daného predmétu.
Podle Naylora a Keoghové (2015) bylo jejich zamérem vytvofit systém tuloh, ktery by
podporoval diskusi, vyvolaval a zpochybnioval napady zakid a vedl k jejich prehodnoceni.
Dabell (2008) uvadi, ze Concept Cartoons jsou kognitivni kresby ¢i ,,vizudlni neshody*,
které vyuzivaji vzhled komiksu k piedstaveni rozhovorii uvniti bublin. Kazda postava tedy
fika néjaky pohled na hlavni obrazek nebo néjakou hypotézu na toto téma, mnohdy jsou tyto

pohledy nebo hypotézy chybné a obsahuji casté chyby, kterych se lidé dopousti.

1.1 Struktura ulohy zadané pomoci Concept Cartoons

Ptedstavme si standartni komiks v ¢asopise ¢i novinach, akorat namisto toho, aby se postavy
bavily o kazdodennich vécech, tak debatuji o néjakém védeckém konceptu jako napiiklad
proc je nebe modré, nebo pro€ jablko padé ze stromu. Postavy by tedy pak mohly fikat tfeba

néco jako:

1) Nebe je modré, protoZe se v ném odraZzi barva oceanu.
2) Nebe je modré, kvili tomu, jak slunecni paprsky interaguji s nasi atmosférou.

3) Nebo je modré, protoze ho tak nékdo namaloval.

Tato rizné prohlaSeni reprezentuji to, co si zaci mohou myslet, Zze je spravna odpovéd.
Nektera z téchto tvrzeni jsou spravnd, zatimco jind jsou nespravna.

Nekdy mohou Concept Cartoons také obsahovat prazdnou bublinu znazoriujici, Ze uvedené
hypotézy neobsahuji vS§echny moznosti, a Ze existuje vice spravnych odpovédinez jen ty zde
uvedené. Zaroven tyto bubliny davaji zakiim moznost doplnit do téchto bublin vlastni

hypotézy.
1.2 Benefity metody Concept Cartoons

1.2.1 Podnécovani diskuse
Z4ci mohou diskutovat nad prohlagenimi jednotlivych postav a bavit se o tom, ktera z nich

jsou spravna a kterd nikoliv. Jiz zformulované napady z Concept Cartoons mohu pomoci
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zaktim formulovat dalsi vlastni hypotézy a alternativni népady. Podle vyzkumu Samkové
(2020) bylo mozné pozorovat, ze pii vyuziti metody Concept Cartoons se diskuse ucastnili
1 zaci, ktefi se jinak zdrdhali promluvit a sdilet svlij nazor. Zarovein Concept Cartoon
umozinuje zakim svést chyby na prohldseni postavy a tim pomoci s obavami ze selhdni

(Naylor & Keogh, 2015).

1.2.2 Ziskani pozornosti

Zapojenim zakl do diskuse miiZzeme ziskat pozornost snaze nez pouze vykladem. A jak tvrdi
Naylor a Keoghova (2015), tak jednim ze zpiisobu, jak zvysit pozornost zakt, je pfimét je,
aby mluvili a debatovali o tom, co si mysli. Metoda Concept Cartoon piimo podnécuje

diskusi a zaroven vizualn€ obohacuje vyuku, tedy i usnadnuje ziskani pozornosti zaki.

1.2.3 Sdileni védomosti
Pti debaté nad Concept Cartoon si zZaci navzajem vymenuji své ndzory. Tato vyména nazor
a informaci podporuje kolaborativni uceni, kdy se Zaci uci navzdjem od ostatnich zaki, a ne

jenom od ucitele.

1.2.4 Podporuje kritické mysleni
Concept Cartoon prezentuje jak spravné odpovédi, tak i b&Zné chyby. Zaci tedy musi

premyslet a idealné debatovat nad tim, kterd z uvedenych prohlaseni jsou spravné a proc.

1.3 Vyuziti Concept Cartoons

vvvvvv

Nejcastéji se tak setkdme s Concept Cartoons na prvnim a druhém stupni zakladnich skol,

kde Casto vyuZziva obecné znalosti zaki.

Keoghova a Naylor vyuzili metodu Concept Cartoons prvné pii vyuce piirodovédnych
predmétii (Samkova, 2020), kde metoda vyuZzivala obecné znalosti Zdkd o tom, Ze néco

existuje, nebo Ze se néco dé&je a nasledné tyto znalosti rozsifovala o to, pro€ se to tak déje.
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Pt.: Concept Cartoon ukazuje postavy diskutujici, pro¢ predméty padaji na zem.

1) Predmét pada, protoze je téz8i nez vzduch.
2) Piedmét pada, protoze je pritahovan gravitaci.

3) Predmét pada, protoze ho piitahuje zemé.

Ucitel mize takovy Concept Cartoon pouzit, aby zahgjil diskusi o gravitaci a nasledné by
navazal tieba praktickou ukazkou toho, ze nehled¢ na vahu piredmétu padaji vSechny

predméty stejné rychle.

Dale pak byly vyuZzity Concept Cartoons pozdé&ji pii vyuce matematiky (Dabell, 2008),
anglického jazyka (Turner et al., 2013) a dalSich pfedméti.

1.4 Limitace metody concept cartoons

1.4.1 Omezena hloubka

Metoda Concept Cartoons se hodipro podnécovani diskuse a zamétovani se na Casté chyby,
které Zaci dé€laji, ale Casto neposkytuji dostatek informaci pro komplexni pochopeni tématu.
Slouzi jako ivod a pro pIné prozkoumani tématu je tfeba doplnit metodu Concept Cartoons

o dalsi aktivity a materidly.

1.4.2 Utvrzeni mylnych predstav
Concept Cartoons jsou sice navrzeny, aby fesily mylné predstavy zaki, avSak existuje riziko,
ze nekteti zaci mohou Spatné€ pochopit nékteré myslenky, pokud neni diskuse spravné vedena

ucitelem. Je nezbytné, aby ucitel diskusi vedl a ptipadné chyby opravoval.

1.4.3 Zavislost na dovednostech uditele

Efektivita Concept Cartoons je silné zavisla na schopnostech ucitele vést diskusi, klast
spravné otdzky a navést zaky ke spravnému porozuméni dané latky. Ucitel musi mit
dovednosti v fizeni diskuse a feSeni riznych reakci zaka. Jak tvrdi Naylor a Keoghova
(2015), mtze dojit k divoké debaté€ a neni-li ucitel pfipraven hrozi, ze dojde k pfiliSnému

vyhroceni situace.
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1.4.4 Pozornost Zaku

Ne vSem zakim musi metoda Concept Cartoons nezbytn¢ vyhovovat. Pro nékteré zaky miize
byt piinosnéjsi vyuzit spi§ praktické aktivity, pfimou vyuku nebo digitdlni nastroje. Je
dilezité mit prehled o tom jaké jsou preference zakii a pouzivat podle toho piislusné vyukové
metody. Pokud ucitel nezvlada fidit diskusi mize dojit k situaci, kdy se Zaci bavi mezi sebou

a nevénuji pozornost tématu (Birisci et al, 2010).

1.4.5 PriliSné uprednostiovani diskuse
I kdyz je diskusni forma vyuky cennd, méla by byt vyvazena i jinou formou vyuky, jako
napiiklad zkoumdnim nebo praktickym ucenim. Je mozné, Ze piiliSny dlraz na diskusi

zaptic¢ini nedostatek hlubsich znalosti.

1.4.6 Casové omezeni
Cas vyuky je omezeny a podrobna diskuse zpiisobend metodou Concept Cartoons mnohdy
zabere znacnou ¢ast hodiny. Uc¢itel musi efektivné planovat aktivity pfi vyuce, aby pokryl

veskery potiebny obsah.
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2 Vyuziti metody Concept Cartoons piivyuce kombinatoriky a zpisob

r

zadavani uloh

2.1 Divod vyuziti metody Concept Cartoons

Velka cast kombinatorickych tloh Ize fesit vice nez jen jednim postupem. Chce-li ucitel
pokryt co nejvice moznych postupii pro feseni dané ulohy a zaroven zabranit zakim v délani
castych chyb, pak je tu moznost vyuzit diskusni formy vyuky. V tomto pifipad¢ Zaci mohou
sami piijit na vlastnich postup, jak fesit danou ulohu a pokud je diskuse efektivné vedena
ucitelem, pak jsou schopni spolecné vyftesit tlohu jako kolektiv. Jak podotykaji Novotna
& Brousseau (2012) ve svém vyzkumu pii hie kdo fekne 20, tak zaci kladné reagovali na

vyuku diskusni metodou, ktera je nutila pfemyslet, aniz by se stala monotonni.

Jak bylo jiz dfive zminéno, jednim z hlavnich benefiti metody Concept Cartoons je
podnécovani a vyvolavani diskuse. A jak fikaji i Naylor a Keoghova (2015), jejich hlavnim
cilem pfi tvorbé metody Concept Cartoons byla podpora diskuse pii vyuce. Z tohoto diivodu
tedy usuzuji, ze je metoda Concept Cartoons vhodné pro vyuku kombinatoriky na stfednich

skolach.

2.2 Struktura tuloh v této sbirce

Vsechny tlohy v této sbirce jsou zadany pomoci metody Concept Cartoons. Ulohy tvofi
slovy Jana Kopky (2016) tlohové hrozny. Je tedy pfitomna zékladni uloha a ptipadné dale
jeji obmény. Obmeény neboli dopliujici Glohy, rozsifuji zakladni ulohu o dalsi otazky a jsou
urené k prohloubeni poznatkli ze zékladni Glohy. Kazda zakladni 1 dopliujici uloha je
zadana textovym zadanim a komiksem Concept Cartoon. Concept Cartoon se sklada

z hlavniho obrazku, ilustrujiciho tlohu a diskusnich bublin.

Ulohy jsou podle déleni, které uvadi Samkova (2020) ve své knize pievazné aplikaéni bez
vngjsiho vlivu a nékteré aplikacni s vnéjsim vlivem. Z hlediska otevienosti se jedna o tlohy

s otevienym postupem feSeni a tlohy s postupem feseni o vice krocich.

Diskusni bubliny potom ptredkladaji mozné postupy feSeni dané tilohy. Ve vSech piipadech
je zahrnuta alesponl jedna bublina obsahujici postup vedouci na spravné feSeni. Mnohdy je

obsazeno bublin se spravnym postupem vice a v piipad¢ tlohy 6 a) navrhuji vSechny bubliny
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spravny postup. Postup obsazeny v bublindch neni vzdy kompletni a je potieba jej obcas

dokoncit. N¢které z bublin obsahuji kromé postupu i vysledek.

2.3 Razeni tiloh v této sbirce

Ulohy tvofici jeden ulohovy hrozen jsou vzdy fazeny za sebou. Nejprve je uvedena zakladni
uloha a pak jeji doplitujici tlohy, jelikoz dopliujici tlohy vychdzi z postupt uvedenych
v uloze zékladni. Jednotlivé hrozny tuloh jsou pak fazeny podle obtiZznosti. Tato struktura

pomaha zaktim postupné rozvijet své dovednostia porozuméni danému tématu. Diky tomuto

[ 24

vvvvvv

pochopeni zadani a nespravnému feseni. Jak ve své knize zdurazituje Lev Vygotsky (1978),
uceni je efektivnési, kdyz jsou ulohy uspotadany tak, aby zaci postupné fesili slozitéjsi

problémy s pomoci ucitele nebo zkusSenéjsich spoluzaka.
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3 Analyza a priori

Jak uvadi Novotna et al. (2006), analyza a priori je dulezitym nastrojem pii ucitelove
piipravé na vyuku. Ucitel ji provadi pred pritbéhem vyucovaci hodiny. Na zaklad ¢ studijniho
planu se ucitel snazi pfipravit plan aktivit a odhadnout prib¢h hodiny. Analyza a priori
sestava z nasledujicich Casti:

1) Casovy plan hodiny

2) Pfiprava na reakce zakl a ptiprava vlastnich odpovédi

3) Priprava strategii feSeni problému, které se mohou béhem vyuky vyskytnout

4) Pfiprava nezbytnych védomosti a poznatkl pro danou latku

Cilem analyzy a priori je tedy pfiprava ulitele na vyu€ovaci hodinu. Analyza a priori se

zvlast’ zamétuje na mozné obtize, se kterymi se Zaci setkaji pii feSeni uloh.

3.1 Struktura analyzy a priori
V této sbirce je pak analyza a priori aplikovana na jednotlivé ulohy. Analyza a priori je

provadéna po vzoru Novakové (2015). Bude tedy mit nésledujici strukturu:

3.1.1 Cil dlohy

Cile rozliSujeme matematické a didaktické. Matematickym cilem je najit spravny postup
k vyteseni ulohy, tento postup spravné aplikovat a dojit tak ke spravnému vysledku ¢i feseni.
Didaktickym cilem je, co se zaci feSenim ulohy nauci, co si procvi¢i a piipadné co si

pfipomenou.

3.1.2 Charakter zadani
RozliSujeme dva hlavni zplsoby zadéani ulohy, a to vizudlni a slovni. Vizudlni zadani
zahrnuje zadani formou textu, rovnice nebo obrazku. Slovni zadani pak znamena piecteni

ulohy ucitelem.

Posledni ¢asti charakteru zadani jsou mozné obtize s jeho pochopenim.

3.1.3 Tematicky celek

Do jakého tematického celku lze tlohu zaradit a v jakém ro¢niku se da tato uloha vyuzit.
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3.1.4 Cas vénovany tloze

Jaky je ptedpokladany Cas, ktery je tteba uloze vénovat.

3.1.5 Zpiisob prace
Doporuéeny zpiisob vypracovavani ulohy. Zda je uloha vhodnad pro skupinovou C¢i

samostatnou praci. Poptipadé zda je tiloha vhodné pro vyuziti v rdmci pisemné prace.

3.1.6 Pomiicky

Jaké pomiicky jsou povolené nebo nezbytné pro vypracovani ulohy.

3.1.7 Predchozi znalosti
Nezbytné znalosti potfebné k vyfeSeni ulohy. Typicky se jednd o pfedem probranou latku

z minulych let studia, kterou by Zaci méli ovladat.

3.1.8 Postoje a reakce zaki
Ptredpokladané reakce zakti po zadani tllohy. Co pravdépodobné padne za otazky po zadani

a co muze nejspise zaky prekvapit.

Na zaklad¢ nedostatku zkuSenosti s vyukou nebude tato ¢ast analyzy a priori obsazena

v rozboru uloh této bakalarské prace. Cilem bakalaiské prace

3.1.9 Postoje a reakce ucitelt
Jak lze pfedpokladat, ze na Glohu zareaguji ucitelé. Zda a pro¢ by se tloha uciteliim mohla

libit a popiipad¢ pro¢ by se jim naopak libit nemusela.

Na zéklad¢ nedostatku zkuSenosti s vyukou nebude tato ¢ast analyzy a priori obsaZena

v rozboru uloh této bakalaiské prace.

3.1.10 Spravné strategie FeSeni
Podrobny rozbor co mozna nejvétsiho poctu spravnych feseni. Za idedlnich podminek by

analyza a priori méla pokryt vSechny mozné spravné postupy.

3.1.11 Nespravné strategie FeSeni
Podrobny rozbor ptedpoklddanych nespravnych feseni ulohy. Doplnény o navrhy reakci

ucitele na jednotlivé chyby.
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3.1.12 Hodnoceni
Jaké je doporucené ohodnoceni ulohy. Pfipadné odména za zdafilé feSeni tlohy, poptipadé

tresty za nespravné feSeni ulohy.

3.2 Vyuziti analyzy a priori

Jak fika Novakova (2015) analyza a priori umoznuje ucitelim piedem se piipravit na vyuku
a dopfedu si rozmyslet rizné mozné reakce zakii na danou tlohu. Tedy jak na spravné, tak i
na nespravné navrhy feSeni, které zaci mohou zminit. Uc¢itel tak mize byt Iépe piipraven na
chyby a mylné pfedstavy, které zaci mohou mit, a diky tomu jim mliZe tyto chyby efektivnéji

opravit.

Diky analyze a priori dokéze ucitel lépe identifikovat obtizné ¢asti uloh, ve kterych je
pravdépodobné, ze zaci narazi na problémy. Timto zpisobem miize ucitel 1épe strukturovat

své vysvétleni a poskytnout tak zaktim dostate¢nou podporu tam kde je ji nejvice tieba.

Dale pak umoziuje analyza a priori uciteli Iépe planovat vyuku. Poskytuje uciteli predbézny
prehled o tom, kolik Casu, ktera uloha zabere a déle o tom, jestli je uloha vhodna pro
skupinovou ¢i naopak spiSe individudlni praci. Zaroven analyza a priori nabizi uciteli nastroj
pro efektivni vedeni diskuse ve tfidé. Ucitel si miize predem promyslet otazky, které zaky

povedou k hlubSimu zamysleni se nad problémem a k diskusi o riznych strategiich feSeni.

Ucitelé, ktefi jsou dobfe piipraveni na rizné situace, které mohou ve ttid¢ nastat, dokazou
vést vyuku s vétsi sebediivérou. To miize pozitivné ovlivnit jejich vykonnost a takeé
atmosféru ve tfid€. Analyza a priori je tedy obzvlasté cenny nastroj pro méné zkuSené ucitele,

kterym poskytuje pii vyuce oporu.
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4 Strategie reSeni uloh z kombinatoriky

U mnoho tloh v matematice lze k jejich feseni pfistupovat vice zptisoby. Obzvlasté je to pak

pravda u kombinatorickych uloh.

4.1 Pred reSenim kombinatorickych uloh

Na zéklad¢ sbirky uloh Petdkové (2011) lze fici, Ze pted feSenim kombinatorickych uloh je
tfeba projit nékolik pravidel a definic vyuzivanych v kombinatorice a idealn¢ piedstavit
jejich vyznam. Patii mezi n¢ faktorial, kombinac¢ni Cislo, pravidlo kombina¢niho soucinu a
pravidlo kombina¢niho souctu. Pii feSeni uloh v této sbirce predpokladam, ze jsou Zzaci
obeznameni s témito definicemi a pravidly, avSak za nezbytné dulezité povazuji jen pravidla

kombinatorického souétu a soucinu.

4.1.1 Faktorial
Definice: Faktoridl Cisla n je Cislo rovné soucinu vSech pfirozenych ¢isel mensich nebo

rovnych Cislu n, pokud 7 je kladné, a rovno 1 pro n = 0. Faktoridl ¢isla n je podle znaceni

zaveden¢ho Krampem v roce 1808 znacen jako n!

n
n!=1><2><---><n=1_[kpron> 0+ nl=1pron=20
k=1

Faktorial ¢isla # je definovan pouze pro kladna cela ¢isla a nulu.

Faktorial ma v kombinatorice zvlastni vyznam. Hledam-li mnoZzstvi permutaci mnoziny M

o n prvcich, pak téchto permutaci bude pravé n!.

r wr

4.1.2 Kombinaéni ¢islo

Definice: Kombina¢ni Cislo je matematickd funkce. Znaci se (Z) (¢te se n nad k) a ma pro

|
kazdé n piirozené vétsi nez k pirozené hodnotu —
k!x(n—k)!
n n! N n
<k) :m pron = k = 0; jinak <k) =0
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Kombinatorickym vyrazem kombinac¢niho Ccisla (Z) je, ze udava pocet kombinaci tedy
zpisob, jak vybrat k-prvkovou podmnozinu z n-prvkové mnoziny.

Kombinaéni ¢isla se dale v matematice vyskytuji v binomické vété a v Pascalové

trojuhelniku.

4.1.3 Pravidlo kombinatorického souctu
Definice: Jsou-li 4,,4,,--, A, kone€né mnoziny, které maji po fad€ p,,p,, *-,p,, prvki a
jsou-li kazdé dve disjunktni, pak pocet prvkil jejich sjednoceni 4; UA, U ---U 4,, je roven

p; +p, + -+ p,(Stancikova, 2013).

Priklad: Chceme-li spocist vSechna trojciferna ¢isla délitelna péti mizeme vyuzit pravidla
kombinatorického sou¢tu. Cislo délitelné péti kon¢i na nulu nebo pétku. Spodteme &isla
koncici na nulu tedy: 100,110, ---,990, téch bude 90. Spocteme ¢isla koncici na pétku:
105, 115,--+,995, téchto cisel bude rovnéz 90. A podle kombinatorického pravidla souctu

nam staci tyto vysledky secist a dostaneme, ze trojcifernych Cisel délitelnych péti je 180.

4.1.4 Pravidlo kombinatorického soucinu
Definice: Pocet vSech uspofadanych k-tic, jejichz prvni €len lze vybrat n, zplsoby, druhy
¢len po vybéru prvniho ¢lenu n, zpisoby atd. aZ -ty €len po vyberu predchézejicich ¢lend

n, zpusoby, je roven soucinu n, X n, X --- X n,(Stancikova, 2013).

Ptiklad: Chceme-li spocist vSechna trojciferna Cisla délitelna péti miizeme vyuzit pravidla
kombinatorického soudinu. Cislo délitelné péti konéi na nulu nebo pétku. Hledame
trojciferna Cisla, prvni cifra tedy nemtze byt nulou. Existuje tedy 9 moznosti pro prvni cifru.
Pro druhou cifru neni omezeni a existuje pro ni 10 moZznosti. Treti cifra musi byt pét anebo
nula, to jsou 2 moznosti. Podle pravidla kombinatorického soucinu tedy existuje

2 X 9 x 10 = 180 rtznych trojcifernych cCisel délitelnych péti.

4.2 Variace bez opakovani
Definice variace: Variace k-té tiidy zn prvkd je kazdd usporadand k-tice vytvorena
z celkového vybéru n prvki, pficemz pii vybéru zalezi na pofadi prvkil. RozliSujeme variace

s opakovanim a bez opakovani.
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Pocet k ¢lennych variaci z n prvki lze vyjadfit jako:

Vk=n(n—1)(n—2)---(n—k+1)=ﬁprok£n

4.3 Ctyri vzorce
Pfi standartni vyuce kombinatoriky na gymnaziich se spoléhd na feSeni uloh pomoci Ctyt

vzorci. Jsou to nasledujici:

1) Permutace P o n prvcich:
P(n) = n!
2) Kombinace k prvkil z mnoziny o n prvcich:
n n!
C = R
k() (k) k% (n—k)!

3) Variace k-té ttidy z n prvka s opakovanim
Vi (n) = nk

4) Variace k-té tiidy z n prvkl bez opakovani

n!

Vi (n) = m

Dle vyzkumu Hejného (1990) je jednim ze zakladnich problémt vyuky kombinatoriky prave
to, Ze se Zaci nauci tyto Ctyii vzorce a velice rychle zapomenou ktery vzorec kdy a jak vyuzit.
Kombinatorika je jako sportka. ,,Nikdy nevim ¢i vzit vzorec na kombinace, variace nebo

permutace” poznamka jednoho z poslucha¢ti Hejného vyzkumu.

4.4 Kombinatoricky soucin a soucet
Povazuji tedy za zajimavy zptsob vyuky pokusit se vyucovat kombinatoriku, pouze pomoci

pravidel o kombinatorickém souctu a soucinu.

Cilem této sbirky je poskytnout tulohy pro vyuku formou diskuse. Tedy jde
o konstruktivisticky zptisob vyuky, kdy se ucitel snazi, pfimét zaky, aby na spravné feseni
prisli sami. Za piedpokladu, Ze znaji kombinatorické pravidlo souc¢tu a soucinu, by méli byt
schopni pfijit na spravné feSeni kazdé zuloh v této sbirce. Tuto metodu vyuky

kombinatoriky vyuzivaji také pravé Stancikova (2013) a Hejny (1990).
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4.5 Dalsi strategie FeSeni kombinatorickych uloh

Piestoze vSechny ulohy v této sbirce lze fesit pomoci kombinatorického pravidla souctu

a soucinu, je zde stale mnoho dalSich strategii, jak k témto tiloham pfistupovat.

4.5.1 Strategie vypoctu od nejvice podminéného ¢lenu

P11 zékladni aplikaci pravidla o kombinatorickém soucinu se postupuje od prvniho prvku
smérem k poslednimu prvku. MiiZze vSak nastat pfipad, kdy se vyskytne zvlastni podminka
pro jiny neZz prvni Clen. V takovémto piipadé¢ se pravidlo o kombinatorickém soucinu
pouziva od podminéného clenu. Neni nutno tedy aplikovat pravidlo o kombinatorickém
souc¢inu nezbytné od prvniho ¢lenu po posledni ¢len, ani od posledniho po prvni ¢len. Poradi
feSenych Clenti Ize volit libovolng, avsak idedlné od nejvice podminéného ¢lenu po Cleny

nepodminéné.

Piiklad: Je za ukol sefadit 5 barevnych kulicek ale je ndam zndma podminka, ze fialova

kulicka nesmi byt posledni.

V takovémto piipad¢ by byl standartni postup podle pravidla pro kombinatoricky soucin
zdlouhavy. Bylo by nutno fesit oddélen¢ ¢tyfi riizné situace, podle toho na kolikaté pozici je
umisténa fialova kulicka. Pii pouziti strategie vypoctu od podminéného clenu, existuji 4
moznosti kulicek na posledni pozici, 4 na pfedposledni pozici, 3 na tteti pozici, 2 na druhé a

nakonec 1 na prvni pozici. Vysledek tedy bude 4 X 4 X 3 X 2 X 1 = 96.

4.5.2 Strategie opacného vypoctu

V nékterych tlohdch miize dojit k tomu, Ze existuje vice podminénych pozic nez jen jedna.
V téchto piipadech mize byt obtizné postupovat podle strategie vypoctu od nejvice
podminéného ¢lenu. Existuje vSak postup, v ramci kterého, namisto vypoctu moznosti
splitujici vSechny podminky, lze se spocitaji vSechny mozZnosti, aniz by se braly v potaz
podminky jako takové a nasledné se od nich odectou vSechny moznosti, které podminkam

nevyhovuji.

Priklad: Je za ukol sefadit 5 barevnych kuli¢ek, ale fialova nesmi byt posledni a Cervena

nesmi byt prvni.

V tomto ptipad¢ je mozné spocitat kolika zpiisoby lze sefadit 5 kulicek, aniz bych bral ohled

na podminky. Kulicky lze sefadit 5Xx 4 X3 X 2Xx 1 =120 zplsoby. Nasledné je uz
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dulezité fesit jen, kolik existuje moznosti, které nevyhovuji podminkam. MoZnosti koncicich
fialovou je 4 X 3 X 2 X 1 = 24. Moznosti zaCinajicich na ¢ervenou je 4 X 3 X 2 X 1 = 24.
Avsak pozor tyto mnoziny moznosti obsahuji nékteré prvky dvakrat. Je tedy nutné odecist

ty, které¢ jsou dvakrat obsaZzeny. To budou moznosti splitujici obé podminky zaroven.
Takovych moznosti bude 3 X 2 X 1 = 6. Celkovy vysledek je tedy 120 — (2 X 24 — 6) =
78.

4.5.3 Heuristické strategie FeSeni
Na zékladé clanku Novotné et. al. (2014) je dulezité vzit v potaz také heuristické strategie

feSeni loh. Z heuristickych strategii jsou pak pro matematiku dulezité hlavné tyto Ctyfi:

1) Strategie systematického experimentovani
2) Strategie pokus — omyl
3) Strategie odhad, ovéfeni a oprava

4) Strategie grafického znazornéni
Casto zaky vyuzivanou strategii je tedy strategie systematického experimentovani. Tento
zpisob je vhodny v piipad€, Ze je mozné ulohu néjak zjednodusit, vyzkouset si nékolik
experimentil na zjednodusené uloze a v ptipadé€ jejich osvédceni je aplikovat na originalni
ulohu.
Jak tvrdi Kopka (2016), je vhodné postupovat tieba nésledovné:
Matematicka situace (nebo uloha) — experimentovani — hypotéza (domnénka) — ovéteni
hypotézy — dikaz hypotézy — matematické véta (nebo odpovéd k tloze)
Diikaz hypotézy lze mnohdy vynechat, obzvlast’ na stfed oskolské urovni matematiky.
Ptiklad: Kolik existuje lichych trojcifernych cisel?

Nejmensi trojciferné Cislo je 100, nevétsi 999. Celkem je tedy 900 trojcifernych Cisel. Kdyby
se fesilo to samé na Cislech 0-9 bude existovat 10 moznosti. Z toho je 5 lichych ato 1, 3, 5,
7,9. Lze tedy vyslovit nékolik hypotéz. Treba tuto,,existuje-li seznam po sob¢ jdoucich cisel
zaCinajici na cCislo sudé, pak kazdé druhé Cislo je vzdy liché”. Z toho lze usoudit, ze kdyz je

seznam 900 po sobé€ jdoucich ¢isel, ktery zacina na 100, tak lichych z nich bude 450.
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Déle je pak dilezité zminit strategii grafického znazornéni. Ta lze pouzit tieba pro ilustraci
pravidla kombinatorického souc¢inu, aby si zaci dokdzali situaci piedstavit a pochopit, jak

presné kombinatoricky souc¢in funguje.

Existuji jeste¢ dalsi strategie, které¢ nebudou v této praci dal rozebrané. Dopodrobna se

Strategiemi feSeni uloh zabyva George Polya (2004) ve své knize How to solve it.
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5 Sbirka uloh

5.1.1 Hodnoceni
Vzhledem k feseni uloh formou diskuse nelze efektivné hodnotit vysledky. Namisto toho je

vhodné pozitivné hodnotit pfinosy do diskuse a ochotu spolupracovat.

Vzhledem ke shodné formé feSeni vSech uloh diskusi, a tedy i hodnoceni jednotlivych uloh

nebude hodnoceni soucasti analyzy a priori jednotlivych tloh.

5.1.2 Pomiicky
Nezbytnymi pomilickami pro feSeni uloh jsou psaci potieby a papir/seSit. Vzhledem

k postacujicimu vysledku ve tvaru soucinu neni nezbytné kalkulacka pottebna k feSeni uloh.
Vsechny tlohy v této sbirce sdili stejné pomticky potiebné k jejich vypracovani, z toho
divodu nebudou pomiicky soucasti analyzy a priori jednotlivych tloh.

5.1.3 Tematicky celek

Sbirka uloh zahrnuje pouze tlohy z kombinatoriky. Konkrétnéji jde o ulohy z variaci bez

opakovani. Ulohy by mohly byt uvedeny v tfetim nebo &tvrtém roéniku stiedni $koly pfi

vyuce variaci bez opakovani.

Vzhledem k tomu, Ze vSechny ulohy spadaji do jednoho tematického celku, tak nebude

tematicky celek soucasti analyzy a priori jednotlivych tuloh.
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52 Ulohal a

Kolik hesel mize mit trezor se zamkem na ctyfciferny kod, kde se zadné dvé cifry neopakuji?

Na prvni pozici nesmi byt nula. Na kazdé dalsi pozici bude vzdy
o0 jednu cifru méné.

Na prvni pozici mize byt jakdkoli z cifer véetné nuly. Na kazdé dal§i
pozici bude vzdy o jednu cifru méne¢.

——~

Na posledni pozici muze byt kterakoli z deseti cifer. Na pfedposled
pozici je potom o jednu moZnost mén¢.

Na prvni pozici mohou byt cifry nulaaz devét. Na druhou pozici zbyva
uz jen osm cifer, na teti sedm a na ¢tvrtou Sest.

W

) Na prvni pozici mize byt jedna z deseti moznych cifer, k tomu pf#ic
m | devét moznosti z druhé pozice, osm ze teti, sedm ze Ctvrté.

Obrazek 1 Concept Cartoon pro ulohu 1 a
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5.2.1 Analyza ulohy 1 a

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za ukol spravné spoéitat mnozstvi kodii pro trezor za podminek, Ze
se zadné dvé cifry neopakuji a Ze kod ma délku &tyi cifer. Zaci se udi fesit slovni
kombinatorické ulohy z variaci bez opakovani a najit vhodnou strategii pro feSeni tlohy bez

dodatecnych podminek. Po Zacich je vyzadovan vysledek v sou¢inovém tvaru.

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakii samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Dale rozviji kritické mySleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti Zéka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

1ze dosahnout tfeba promitnutim ulohy na tabuli, nebo rozddnim vytisknuté tlohy mezi zéky.

Typicka chyba, kterd mlZe nastat pii nepozorném piecteni zaddni je ptehlidnuti podminky
neopakujicich se cifer. Nékteti zaci by mohli premyslet z jakych znaki se kod mize skladat,
¢i pouze zcislic nebo i zpismen nebo jinych znakd. Dal$i mozny problém by byl

nepiipusténi nuly na prvni pozici.

Cas vénovany uloze
Cas vénovany této uloze zavisi na nékolika faktorech. Na ochoté zakt diskutovat, na
piedchozich zkuSenostech s podobnymi ulohami a na schopnostech ucitele vést diskusi.

Uloha pfi feSeni diskusni metodou zabere alesponl deset minut.

Zpisob prace

Vzhledem k zadéani tlohy pomoci metody Concept Cartoons se bude uloha fesit diskusni
metodou. Po zadani ulohy da ucitel zakiim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych
hypotéz a pak zahdji diskusi nejprve v mensich skupinach, tedy po zhruba ¢tytfech Zacich a

potom diskusi v rdmci celé ttidy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni

1)

2)

3)

4)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického soudinu:

Uloha neobsahuje zadné podminéné ¢leny. Je tedy mozné piimo aplikovat pravidlo
kombinatorické soucinu, kde se pocet moznosti pro kazdy dalsi ¢len bude snizovat,
jelikoz neni povoleno opakovani cifer. Timto zplisobem lze spocitat, ze existuje
10 X 9 x 8 X 7 = 5 040 moznych koédu trezoru.

Reseni vzorcem:

Jsou-li zaci obeznameni se Ctyimi kombinatorickymi vzorci mohou pouzit vzorec
pro variace bez opakovani. V tomto ptipad¢ jde o variaci Ctvrté ttidy z desiti prvka.
10! 10!

=—=10Xx9x%x 8 x7 =05 040.
(10-4)! 6!

Tedy pouzitim tohoto vzorce dostavam:

Existuje tedy 5 040 rtiznych kédu pro zamek trezoru.

Reseni experimentem:

Necht mame jednociferny zamek. Do jednociferného zdmku muizeme zadat
libovolnou z 10 cifer a tim padem existuje 10 moznosti. Necht mame dvojciferny
zamek, pak do n¢j mohu zadat dvakrat ¢isla od 0 do 99. Ale v nékterych z téchto
¢isel dochazik opakovani cifer. Tato €isla si mohu vypsat: 00, 11,22, 33, 44, 55, 66,
77, 88, 99. tedytfesenim je 100 — 10 = 90 = 10 X 9 moznosti. Pro tficiferny zdmek
1ze obdobné pfijit na feSeni 10 X 9 X 8 a odhadnout feSeni pro Ctyiciferny zamek
jako: 10 X 9 x 8 X 7 = 5 040.

Grafické feSeni:

Lze postupovat kreslenim takzvaného stromového diagramu. Vzhledem k mnozstvi
feSeni by bylo rozumné rozkreslit detailn€ jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve

budou vypadat obdobné.
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KOD
987 6543210

8 76543210

76543210

6 543210

Obrazek 2 Stromovy diagram 1

V pfiipadé¢ feSeni pomoci stromového diagramu viz obrazek 2, by Zaci postupovali
tfeba nasledovné. Zacnou zakreslenim pocateCntho bodu v tomto piipadé
oznacen¢ho kod a z n€j pak zakresluji moznosti pro prvni pozici, kterych je deset.
Vyberou libovolnou z téchto moznosti, v tomto piipadé devét a zakresli moznosti
pro druhou pozici koédu za predpokladu, ze cifra devét je na prvni pozici. Obdobné
pak déle zak rozSifuje diagram, dokud se nedostaneme k moZznostem pro ¢tvrtou a
posledni pozici. Lze fict, vzhledem k absenci podminek pro konkrétni pozici v kddu,
ze vSechny nerozkreslené vétve budou vypadat podobné jako tato jedna rozkreslena.
Tedy pro kazdou z moznosti pro prvni cifru existuje devét moznosti pro druhou, osm

moznosti pro tieti a sedm pro Ctvrtou. Z toho plyne, Ze moznosti bude celkem
10x 9 x 8x 7 =5 040.
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Nespravné strategie FeSeni

D

2)

3)

Nespravné vyuziti kombinatorickych pravidel:

74k miize dojit ke spravnému zavéru, Ze pro pozice jedna aZ étyii je postupné 10, 9,
8 a nakonec 7 moznosti. AvSak poté namisto vyuziti pravidla o kombinatorickém
soucinu tyto moznosti secist. A dostat timto zpGsobem 10 +9 +8+ 7 = 34
moznych kodu.

Ucitel navrhne zdkovi, aby si vypsal nékolik moznosti, dokud si zék neuvédomi, ze
moznosti bude vic nez 34.

Pocitani s opakovanim:

74k miize nedo&ist zad4ni a zahrnout moZnosti s opakovanim cifer. Tim padem dojit
k vysledku 10* = 10 000.

V tomto ptipadé miiZe ucitel pobidnout Zéka k pfecteni zadani znovu.

Vynechani nuly z prvni pozice:

Mize se stat, ze zak se rozhodne nezahrnout moznost nuly na prvni pozici. V tomto
ptipadé by zak dosel k vysledku 9 X 9 X 8 X 7 = 4 536.

Ucitel nadnese vypusténi nuly v piipadé kodu k Ciselnému zamku jako téma

k diskusi.
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53 Ulohalb

Mame trezor se zamkem na Ctyiciferny kod, kde se zadné dvé cifry neopakuji. Kolik existuje

takovychto kodi délitelnych péti?

Kdyz vime, kolik bylo moznosti bez podminky délitelnosti péti, potom
s ni jich bude pétkrat méne.

Aby bylo ¢islo délitelné péti, musi koncit na nulou nebo pétkou. Takze na
poslednim misté kodu budou dvé moznosti.

Mezi ¢isly od nuly do deseti mam tii ¢isla délitelna péti: nulu, pétku a
desitku. Na kazdych deseti ¢islech mém tedy tii Cisla d¢litelna péti. Staci
tedy celkové mnozstvi feSeni vydé€lit deseti a vynésobit tfemi.

Obrazek 3 Concept Cartoon pro uilohu 1 b
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5.3.1 Analyza ulohy 1b

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za ukol spravné spoéitat mnozstvi kodi pro trezor za podminek, Ze
se zadné dvée cifry neopakuji a ze kéd ma délku Ctyf cifer. Avsak oproti zakladni tloze je
tato dopliujici uloha obohacena o podminénou posledni pozici. Zaci se uéi fesit slovni
kombinatorické ulohy z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni Ulohy

s podminénym poslednim ¢lenem. Po Zacich je vyZadovén vysledek v sou€inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.

Typickd chyba, ktera mize nastat pfi nepozorném precteni zadani je prehlédnuti podminky
neopakujicich se cifer. Dale by pak nekteti Zaci mohli pfemyslet z jakych znakl se kod mize
skladat, ¢i pouze z ¢islic nebo 1 z pismen nebo jinych znaktl. A v poslednim piipadé by

mohlo dojit k vypusténi nuly z prvni pozice.

Cas vénovany tloze
Cas vénovany této Gloze zavisi na nékolika faktorech. Na ochoté zakt diskutovat, na
predchozich zkuSenostech s podobnymi tlohami a na schopnostech ucitele vést diskusi.

Uloha feSena diskusi bude zabirat nejméné deset minut.

Zpiisob prace

Obdobn¢ jako u zakladni tlohy 1 tloha dopliujici bude fesena diskusni metodou. Po zadani
ulohy dé ucitel Zaklim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych hypotéz a pak zahaji
diskusi nejprve v mensSich skupindch o zhruba ¢tyfech zéacich a potom diskusi v rdmci celé

tridy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktoril, délitelnost
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Spravné strategie FeSeni

1)

2)

3)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického souéinu:

Uloha obsahuje podminku pro posledni &len. Ten miize nabyvat hodnot nula nebo
pet. Existuji pro n¢j 2 moznosti. V tomto takovém piipad€ je mozné aplikovat
pravidlo kombinatorického soucinu od konce. Vysledkemje 2 X 9 x 8 x 7 =1 008
moznych koédu trezoru.

Reseni pomoci pravidla kombinatorického soudtu:

Cislo, které je délitelné p&ti musi kongit nulou nebo pétkou. Zaméiime se nejprve na
moznost, ze kon¢i nulou Takovych piipadl tedy existovat 9 X 8 X 7 = 504. Druha
mozZnost je ze bude koncit pétkou. Takovych pfipadl existuje 9 X 8 X 7 = 504.
Vysledkem je pak soucet téchto ¢isel 504 + 504 = 1 008.

Vyftazovani podmince nevyhovujicich moznosti:

Jestlize vime, ze celkem mozZnosti Ctyifciferného koédu bez opakovani cifer je
10 X 9 x 8 x 7 = 5 040, pak staci tesit, které z téchto moznosti splituji podminku
délitelnosti péti. Uvédommesi, ze Cisla dé€litelna péti musi koncit na nulu nebo pétku,

zatimco kody obsazené v nami spocitanych 5 040 konci na libovolnou z deseti cifer.

Z toho plyne, Ze podmince vyhovuji 12—0 z5 040 kodu. To znamend, ze existuje

= x5 040 = 1 008 kodi délitelnych péti.
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4) Grafické reseni
Lze postupovat kreslenim takzvaného stromového diagramu. Vzhledem k mnozstvi
feseni by bylo rozumné rozkreslit detailn€ jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve

budou vypadat obdobné.
KOD
S0

987643210

87643210

7643210

Obrazek 4 Stromovy diagram 2

V piipad¢ feseni pomoci stromového diagramu viz obrazek, 4 by Zaci postupovali
tfeba nasledovné. Zacnou zakreslenim pocateCntho bodu v tomto pitipadé
oznaceného kod a z n¢j pak zakresluji moznosti pro posledni pozici, které jsou dve.
Vyberou libovolnou z téchto moznosti, v tomto piipadé€ pét a zakresli moznosti pro
predposledni pozici kddu za predpokladu, ze cifra pét je na posledni pozici. Obdobné
pak déle zak rozSifuje diagram, dokud se nedostaneme k moZznostem pro druhou a
prvni pozici. Lze fict, ze vSechny nerozkreslené vétve budou vypadat podobné jako
tato jedna rozkreslena. Tedy pro kaZzdou z moznosti pro posledni cifru existuje devét
moznosti pro tieti, osm moznosti pro druhou a sedm pro prvni. Z toho plyne, Ze

moznosti bude celkem 2 X 9 x 8 x 7 =1 008.
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Nespravné strategie FeSeni

1) Pocitanis opakovanim:
Pokud si zak spravné neptecetl zadani, mize opomenout podminku o neopakovani
cifer. V tomto ptipad¢ pak dojde k vysledku % = 2 000.
V tomto piipadé¢ ucitel ptiméje zaky k opétovnému piecteni zadani.

2) Nepovoleni nuly na prvni pozici:
Pti feSeni tlohy mlize 74k nespravné urcit, Ze na prvni pozici nesmi byt nula a diky
tomu dostat vyslednou situaci 8 X 8 X 7 + 8 X 8 X 7 = 896.
Ucitel zah4ji diskusi ohledné fungovani zamku a zda nula mize byt na prvnim misté.

3) Nespravné vyuziti kombinatorickych pravidel:
74k mize spravné urdit mnoZstvi moznosti pro jednotlivé pozice kodu, ale misto
vynasobeni je seCist a dojit tak k vysledku: 8 +9 + 10 + 2 = 29.
Ucitel navrhne zakovi pouZiti stromového diagramu nebo ho pfiméje vypsat nékolik

konkrétnich moznosti.
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54 Uloha2 a

Mame sedm desticek. Na kazdé je jedno z nasledujicich ¢isel 2,3, 4,6, 7,8 a9. Z péti téchto

desti¢ek vytvotime ¢islo popisné domu. Kolik takovych ¢isel mohu ziskat?

Budu-li vybirat postupné desticky, vyberu nejprve jednu ze sedmi. Défle
vybiram jednu ze Sesti moznych desticek.

Ze sedmi desticek vyberu pét. To je (;) moznosti. Téchto sedm desticek

lze pteuspotadat 7! moznostmi.

M

0 pétice

Ze sedmi desticek vyberu pét. To je (;) moznosti. Kazda tat

lze pfeuspotadat 5! moznostmi. Tyto hodnoty spolu vynasobim.

Tvotim z téchto desti¢ek péticiferna ¢isla, potom za predpokladu, Ze mam
sedm desti¢ek, bude existovat 7°> moznych péticifernych &isel.

Obrazek 5 Concept Cartoon pro ulohu 2 a
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5.4.1 Analyza ulohy 2 a

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
popisnych &isel, ktera jdou sestavit. Zaci se uéi fesit slovni kombinatorické ulohy z variaci
bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni tlohy, kde moZnostmi nejsou vSechny

piirozené cifry. Po Zécich je vyzadovan vysledek v souc¢inovém tvaru.

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakii samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Dale rozviji kritické mySleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti Zéka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualné. Toho

1ze dosahnout tfeba promitnutim ulohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté tlohy mezi zaky.

Muze dojit k chybnému pochopeni zadani. JelikoZ neni v zadani specificky feceno, Ze se
cifry nemohou opakovat, Zaci si tedy nemusi obzvlast’ pti spéSném precteni zadani uvédomit,

ze opakovani cifer neni pfipustné.

Cas vénovany tloze
V zavislosti na predchozi zkuSenosti zakli s kombinatorickymi tlohami se mize Casova

naro¢nost této tlohy drasticky ménit. Uloha feSend diskusi zabere nejméné deset minut.

Zpisob prace
Vzhledem k zadani ulohy pomoci metody Concept Cartoons se bude tloha fesit diskusni
metodou. Po zadani ulohy da uditel zakiim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych

hypotéz a pak zah4;ji diskusi nejprve dvojicich a potom diskusi v rdmci celé ttidy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial

37



Spravné strategie FeSeni

1)

2)

3)

4)

Vyuziti vzorce:
Pokud ho zici znaji mohou vyuZit vzorec pro variace bez opakovani. Timto

zpusobem lze spocitat variaci paté tiidy ze sedmi prvki s opakovanim nasledovné:

7T _7x6x5x%x4x3=2520.
(7-5)! 2!

Reseni pomoci pravidla kombinatorického soudinu:

Je-li sedm riznych desti¢ek a z nich se skladaji sedmice, pak je mozné postupovat
podle pravidla kombinatorického soucinu. Jelikoz se desticky nemohou opakovat
bude se pofet moznosti na kazdé pozici o jedna snizovat. Lze spocitat celkové
mnozstvi popisnych cisel nasledovné: 7 X 6 X 5 X 4 x 3 = 2 520.

Vyuziti kombinacniho ¢isla:

Znaji-li zaci kombinacni ¢isla a jejich kombinatoricky vyznam, mohou je v této uloze
vyuzit. Vybrat ze sedmi desti¢ek pét je mozné (;) riznymi zpusoby. A poté staci
zjistit kolika zpisoby lze permutovat vybranych pét desticek. Coz je mozno 5!

zpiisoby. Celkové feseni je tedy (7) x 5! = ——x 5! == = 2 520.
Grafické feseni:
CISLO POPISNE
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Obrazek 6 Stromovy diagram 3



V pfipadé& feSeni pomoci stromového diagramu viz obrazek 6, by zaci postupovali
tteba nasledovné. Zacnou zakreslenim pocatecniho bodu v tomto piipadé
oznat¢eného Cislo popisné a z n&j pak zakresluji moznosti pro prvni pozici, kterych
je sedm. Vyberou libovolnou z téchto moznosti, v tomto piipadé Sest a zakresli
moznosti pro druhou pozici popisného Cisla za predpokladu, ze desticka Sest je na
prvni pozici. Obdobné¢ pak dale zdk rozsifuje diagram, dokud se nedostaneme
k moznostem pro patou a posledni pozici. Jelikoz jde vytvofit obdobné vétve z kazdé

moznosti, tak celkem bude moznych popisnych ¢isel 7 X 6 X 5 x 4 x 3 = 2 520.

Nespravné strategie FeSeni

1))

2)

3)

Nespravné vyuziti kombina¢niho ¢isla:

Budou-li se zaci pokouset vyuzit kombinac¢ni ¢islo pro vypocet této tilohy, je mozné,
ze dojde k chyb¢ pii nasobeni permutaci prvkia. Zaprvé mohou udélat chybu a
permutaci prvkd pficist namisto vynasobeni (;) + 5! =141 a zadruhé mohou
nasobit permutaci vSech prvki a nejen vybranych (;) X 7! =105 840.

V prvnim z téchto ptipadii uCitel navrhne zdkovi vyuZit stromovy diagram k ovéfeni
vysledku. V druhém piipad¢ pak ucitel navrhne ovéteni vysledku pomoci pravidla
kombinatorického soucinu nebo také stromového diagramu.

Pocitani s opakovanim:

Z4ci mohou pii $patném pochopeni zadani po¢itat ulohu s opakovanim. V takovém
piipadé by dosli k vysledku 7° = 16 807.

Ucitel navrhne k diskusi, zda se desticky mohou opakovat.

Nezohlednéni potadi desticek:

74k by mohl nefesit rizna pofadi destidek a fesit tedy ulohu jako kdyby se jednalo o
kombinaci a nikoliv variaci. V tomto ptipad¢ by pak dospél k vysledku (;) = 21.
Ucitel ptfiméje zaka vybrat konkrétnich pét Cisel a nasledné diskutovat o jejich poradi

a jestli na potfadi zalezi.
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55 Uloha2b
Mame sedm desticek. Na kazdé je jedno z nasledujicich ¢isel 2,3, 4,6, 7,8 a9. Z péti téchto

desti¢ek vytvotime €islo popisné domu. Kolik z téchto pétic bude délitelnych tyimi?

Jestlize vime, kolik bylo moZznosti bez podminky délitelnosti ctyimi, vime,
ze s podminkou délitelnosti jich bude ¢tytfikradt méné.

Cisla délitelna ctyfmi konc¢ina sudé ¢islo, z toho diivodu na posledni
pozici musi byt Cislo dva, Ctyfi, Sest, nebo osm.

Obrazek 7 Concept Cartoon pro uilohu 2 b
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5.5.1 Analyza ulohy 2 b

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
popisnych Cisel, kterd jdou sestavit za predpokladu, Zze pfiddm podminku pro posledni
2 &leny. Zéci se uéi fesit slovni kombinatorické ulohy z variaci bez opakovani, najit vhodnou
strategii pro feSeni ulohy, kde moZnostmi nejsou vSechny piirozené cifry s piidanou
podminkou pro posledni dva ¢leny. Po Zécich je vyzadovén vysledek v souc¢inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.

Muze dojit k chybnému pochopeni zadéani. Jelikoz neni v zadani specificky feceno, ze se
cifry nemohou opakovat, zaci si tedy nemusi obzvlast’ pii spésném precteni zadani uvédomit,

ze opakovani cifer neni piipustné.

Cas vénovany uloze
V zavislosti na piedchozi zkuSenosti zaki s kombinatorickymi Ulohami se mize Casova

naroc¢nost této ulohy drasticky ménit. Uloha feSend diskusi zabere nejméné patnact minut.

Zpiisob prace
Obdobn¢ jako u zdkladni tlohy 1 tloha dopliujici bude fesena diskusni metodou. Po zadani
ulohy da ucitel Zaklim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych hypotéz a pak zahaji

diskusi nejprve ve dvojicich a potom diskusi v ramei celé tiidy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial, délitelnost
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Spravné strategie FeSeni

Celkem je moznych 42 dvojcisli, z toho jsou ¢tyimi d¢litelna nasledujici: 32, 72, 92, 24, 64,
84, 36, 76, 96, 28, 48, 68. Existuje 12 dvojcisli délitelnych ¢tyfmi. Libovolné Eislo je

délitelné Ctyifmi pravé tehdy kdyz je jeho posledni dvojcisli d€litelné ¢tyimi

1)

2)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického souginu:

Pro feseni pomoci kombinatorického soucinu je nezbytné nejprve vyiesit posledni
dvojcisli. Je-li vyfeSeno posledni dvoj¢isli je mozné postupovat podle pravidla
kombinatorického soucinu odzadu, pticemz posledni dvojcisli se bude brat jako
jedna pozice. Existuje tedy dvanact moznosti pro posledni dvojcisli, pét moznosti
pro tieti pozici, étyfi pro druhou a tii pro prvni. Reseni pak bude vypadat nasledovng
12 x5 x4 x3=720.

Grafické feSeni:

Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozZstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailné jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve budou

vypadat obdobng.

CISLO POPISNE
32 072 92 24 64 84 36 76 96 28 48 68

Obrazek 8 Stromovy diagram 4
V piipad¢ feseni pomoci stromového diagramu viz obrazek 8, by Zaci postupovali
tteba nasledovné. Zacnou zakreslenim pocatecniho bodu v tomto piipadé
oznaceného Cislo popisné a z n&j pak zakresluji moznosti pro posledni dvé pozice,
kterych je dvanact. Vyberou libovolnou z téchto moznosti, v tomto piipad¢ Sedesat

Ctyfi a zakresli moznosti pro tieti pozici popisného ¢isla za predpokladu, ze dvojcisli
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Sedesat Ctyfi je na poslednich dvou pozicich. Obdobné pak dale zak rozsifuje
diagram, dokud se nedostaneme k moznostem pro prvni pozici. Jelikoz jde vytvorit

obdobné vétve zkazdé moznosti, tak celkem bude moZznych popisnych cisel
12x5x4x3=720.

Nespravné strategie reSeni
1) Nespravny pfedpoklad délitelnosti
74k miize velice jednoduse vyuzit ivahy, Ze kazdé étvrté &islo je délitelné étyfmi a
z tohoto dlivodu staci celkové mnoZstvi moznosti bez podminky délitelnosti vydélit

Ctyfmi. V takovém ptipadé by zak dosel k vysledku

7X6X5X4X3
4

=7%Xx6x5x3=630.
Ucitel ptfimeje zdka vypsat n¢kolik po sobé jdoucich popisnych cisel vyhovujicich
podminkam tlohy idealn¢ od toho nejmensiho 23 467, 23 468, 23 469, 23 476,
23 478, 23 479, 23 486, 23 487, 23 489. A zepta se, zda opravdu kazdé ctvrté je
délitelné ctyimi.

2) Neznalost kritéria délitelnosti
Zaci, ktefi si nepamatuji kritérium délitelnosti Gtyfmi. Mohou zkouset najit jiné
zpisoby, jak urcit, ktera Cisla jsou délitelna ctyfmi. Napiiklad by mohli fict, ze to
budou prave cisla suda. Pak by spocitali podle pravidla kombinatorického soucinu
4x6x5x%x4x3=1440.
Ucitel pfipomene kritérium d¢litelnosti ¢tyfmi bud’ sdm, nebo navrhne délitelnost

Ctyfmi jako téma k diskusi.

43



5.6 Uloha2c
Mame sedm desticek. Na kazdé je jedno z nasledujicich ¢isel 2,3, 4,6, 7,8 a9. Z péti téchto

desti¢ek vytvotime ¢islo popisné domu. Kolik popisnych ¢isel bude lichych?

Je-li kazdé druhé Cislo liché, staci celkovy pocet moZznosti vydélit
dvéma.

Aby bylo ¢islo lich¢, musi koncit lichym ¢islem. Proto posledni cifra
bude tfi, sedm nebo devét.

Vzhledem k tomu, Ze mam tfi cifry lich¢, bude lichych ¢isel popisnych
tietina celkového poc¢tu mozZnosti.

Obrazek 9 Concept Cartoon ulohy 2 ¢
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5.6.1 Analyza ulohy 2 ¢

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
popisnych &isel, ktera jdou sestavit za podminky, Ze posledni &islo je liché. Zaci se udi fesit
slovni kombinatorické Ulohy z variaci bez opakovéni, najit vhodnou strategii pro feSeni
ulohy, kde moznostmi nejsou vSechny pfirozené¢ cifry a zaroven je posledni pozice

podminéna. Po Zacich je vyzadovan vysledek v sou¢inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zalozena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.

Muze dojit k chybnému pochopeni zadéani. Jelikoz neni v zadani specificky feceno, ze se
cifry nemohou opakovat, zaci si tedy nemusi obzvlast’ pfi spésném pirecteni zadani uvédomit,

ze opakovani cifer neni piipustné.

Cas vénovany uloze
V zavislosti na piedchozi zkuSenosti zaki s kombinatorickymi Ulohami se mize Casova

naroc¢nost této ulohy drasticky ménit. Uloha feSend diskusi zabere nejméné deset minut.

Zpiisob prace

Obdobn¢ jako u zdkladni tlohy 1 tloha dopliujici bude fesena diskusni metodou. Po zadani
ulohy da ucitel Zaklim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych hypotéz a pak zahaji
diskusi nejprve v mensSich skupindch o zhruba ¢tyfech zacich a potom diskusi v rdmci celé

tridy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial, sudost lichost
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Spravné strategie FeSeni

1)

2)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického soucinu:

Lze pouzit pravidlo kombinatorického soucinu od posledni pozice, kterd je
podminéna podminkou lichého ¢isla. V tomto piipadé existuji tfi mozné desticky,
které mohou byt na posledni pozici. Kombinatoricky soucin bude tedy vypadat
nasledovné 3 X 6 X 5 x4 x 3 =1 080.

Grafické feSeni:

Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailn€ jen jednu vétev a prohlasit, Zze dalsi vétve budou

vypadat obdobné.

CISLO POPISNE

Obrazek 10 Stromovy diagram 5
V piipadé feSeni pomoci stromového diagramu viz obrazek 10, by zaci postupovali
tteba nasledovné. Zacnou zakreslenim pocatecniho bodu v tomto piipadé
oznaceného Cislo popisné a z n&j pak zakresluji mozZnosti pro posledni pozici, které
jsou tfi. Vyberou libovolnou z téchto moznosti, v tomto piipadé sedm a zakresli
moznosti pro predposledni pozici popisného €isla za predpokladu, Ze desticka sedm
je na posledni pozici. Obdobné pak dale zdk rozSifuje diagram, dokud se

nedostaneme k moznostem pro prvni pozici. Jelikoz jde vytvofit obdobné vétve



zkazdé  moznosti, tak celkem bude moznych  popisnych  Cisel
3Xx6x5%x4x3=1080.

3) Vyuziti poméru lichych a sudych &isel

Jelikoz jsou desticky v poméru tii liché na Ctyfi sudé budou v tomto pomeéru
1 posledni cifry popisnych ¢isel. Z tohoplyne, Ze tii dily moznosti budou liché a ¢tyfi
dily sudé. Lze tedy spocitat mnozstvi lichych popisnych cisel jako
“X7X6X5X4X3=6x5x4x3x3=1080.

Nespravné strategie reSeni

1)

2)

Nespravny predpoklad lichosti:

74k si mize myslet, Ze jelikoZ je kazdé druhé &islo liché tak stadi celkové mnoZstvi
moznosti existujicich pro zakladni tilohu vydélit dvéma. V takovém ptipad¢ by zak
dostalv;’ISIedekM =7X6Xx5%x3x%x2=1260.

Ucitel piim&je zaka vypsat n€kolik po sobé jdoucich popisnych ¢isel vyhovujicich
podminkdam tlohy idealné¢ od toho nejmensiho 23 467, 23 468, 23 469, 23 476,
23478, 23479,23 486,23 487, 23 489. A zepta se, zda opravdu plati, Ze kazd¢é druhé
je liché.

Jiny nespravny pfedpoklad lichosti:

74k by mohl uvazovat, Ze jestlize jsou tii ze sedmi Gisel v zadani licha pak tietina

celkového mnozstvi moznosti bude lichd. V takovém ptipadé by zdka dostal

7X 6X5X4X3

vysledek =7X6XxX5x4=_840.

Ucitel ptiméje zaka k pfedneseni tohoto feSeni k diskusi.
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5.7 Uloha 3

Na jedné farmé v jiznich Cechéach probihalo s¢itani kraliki. Bohuzel papir s finalnim podtem
rozzvykal kralik. Nastésti dali zaméstnanci dohromady, Ze kralikii je aspon tisic. Na zbytcich
papiru nasli &isla 1, 3, 4, 6 a 0. Z t&chto cifer se tedy musel skladat podet kralikti. Zadna

z cifer se neopakovala. Kolik je moznych vysledki s¢itani kralika?

Povolime-li nulu na prvni pozici, zahrmeme do teseni jak Ctyf, tak
péticiferna ¢isla a nemusime tlohu fesit dvakrat.

B iy \ s R B
Nevime, zda ¢islo je Ctyf nebo péticiferné. Musime tuto ulohu fesit
dvakrat. Jednou pro Ctyfi cifry, jednou pro pét.

Jedna se o vysledek scitani, na prvni pozici nesmi byt nula. Jsou Ctyfi
mozné cifry, které mohou byt na prvni pozici, na druhé také ¢tyfi a na
dalsich tfi, dv€, a nakonec jedna moznost.

Obrazek 11 Concept Cartoon pro ulohu 3
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5.7.1 Analyza ulohy 3

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
moznych vysledkd s¢itani kralika na zédkladé zadanych podminek. Zaci se uéi fesit slovni
kombinatorické ulohy z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni ulohy a
tuto strategii aplikovat. V tomto piipadé€ se pak setkavaji s komplexni ulohou, kde existuje
spousta kritickych mist, na ktera si museji dat pozor. Po Zécich je vyZzadovan vysledek

v sou¢inovém tvaru.

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakii samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Dale rozviji kritické mySleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zéka.

Charakter zadani

Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho
1ze dosédhnout tfeba promitnutim Glohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté tilohy mezi zaky.
Zadéani je relativné slozité a pii Casteén¢ slovnim zadani Ulohy je mozné, Ze zici

nezaregistruji nékterou z podminek.

Cas vénovany uloze
V zavislosti na piedchozi zkuSenosti zaki s kombinatorickymi Ulohami se mize Casova

naro¢nost této tilohy drasticky ménit. Uloha fe§end diskusi zabere nejméné dvacet pét minut.

Zpiisob prace
Vzhledem k zadéani tlohy pomoci metody Concept Cartoons se bude uloha fesit diskusni
metodou. Po zadani ulohy d4 ucitel Zakiim par minut na pfecteni tlohy a k ni pfifazenych

hypotéz a pak zahdji diskusi v rdmci celé tfidy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni

Ulohu je nezbytné feSit zvlast pro moznost péticiferného cisla a zvlast pro moznost

ctyfciferného Cisla.

1) Reseni pomoci pravidla kombinatorického souc¢inu a souctu:

2)

V pfipadé péticiferného Cisla existuji ¢tyfi moznosti pro prvni cifru. Nula nesmi byt
na prvni pozici. Na druhé pozici pak mohou byt Ctyii riznd Cisla, na tfeti tf1, na ¢tvrté
dvé a na posledni jedno ¢islo. Celkem tedy existuje 4 X4 X3 X2X1=96
peticifernych vysledki s¢itani.

V pfipadé ctyiciferného cisla pak obdobné ur¢ime, Ze existuje 4 X 4 X 3 X 2 = 96
ctyfeifernych vysledki s€itani. Sectenim Ctyt a péticifernych vysledkil vyjde celkové
mnozstvi vysledkli s¢itani 4 X 4 X 3 X2 X1+ 4X 4 X3 X2=43%x3 =192,
Grafické feSent:

Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailné jen jednu vétev diagramu a prohlasit, ze dalsi vétve

digramu budou vypadat obdobn¢.

POCET KRALIKU
PETICIFERNY CTYRCIFERNY
1 3 4 6 1 3 4 6
1 4 6 0 1 3 6 0
1 6 0 1 6 0
1 0 6 0
1

Obrazek 12 Stromovy diagram 6
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V tomto piipad¢ Zaci musi zakreslit dva stromové diagramy viz obrazek 12, jeden
pro Ctyf a jeden pro péticiferné vysledky. Digramy kresli od prvni pozice kvuli
podmince zakdzané¢ho vyskytu nuly na prvni pozici.

Z diagramu pak lze vycist mnozstvi Ctyfcifernych feSeni 4 X 4 X3 X2 =96 a
mnozstvi péticifernych feSeni 4 X 4 X 3 X 2 X 1 = 96. Mnozstvi péticifernych a
¢tyfeifernych feSeni pak staci secist.

4X4X3X244%x4%x3%X2%x1=43%x3=192

Nespravné strategie reSeni

1)

2)

3)

Povoleni nuly na prvni pozici:

74k by se mohl domnivat, Ze povoli-li nulu na prvni pozici, tak pokryji jak &tyft, tak
péticiferna feseni. V takovém piipad€ by zak pocital permutaci péti prvka. Permutaci
paté tfidy existuje 5! = 120.

Ucitel navrhne zdéanlivé ndhodné ctytciferné feseni, které obsahuje nulu na jiné nez
prvni pozici, tfeba 1306. Nasledné se zaka zeptd, zda by takové feSeni mohl jeho
postupem ziskat.

Opomenuti ctyfcifernych moznosti:

V piipad¢ opomenuti ¢tyicifernych cisel by Zak tesil pouze ¢isla péticifernd. Pro ty
plati, Ze existuji Ctyfi moznosti pro prvni cifru. Nula nesmi byt na prvni pozici. Na
druhé pozici pak mohou byt Ctyfi rizna Cisla, na tteti tf1, na ¢tvrté dveé a na posledni
jedno cislo. Celkem tedy existuje 4 X 4 X 3 X 2 X 1 = 96 péticifernych vysledki.
Ucitel zah4ji diskusi, zda mohou existovat ¢tyfcifernd feSeni tlohy.

Vynésobeni ¢tyt a péticifernych feSen:

74k, ktery se dopodital mnozstvi étyicifernych 4 X 4 x 3 x 2 = 96 a péticifernych
4x4x3x%x2x1=96 moznosti mize nespravné tyto pocty vyndsobit namisto
seéteni. Tim zdk ziskd 4 X4X3X2x4X4x3X2x1=45%x32=9216
moznosti.

Ucitel piipomene pravidla kombinatorického souctu a soucinu a kdy se daji pouzit.
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5.8 Uloha4a
Karla vésti z mariaSovych karet (32 riznych karet). VE&sténi probiha tak, ze Karla postupné
otoci Ctyfi karty z balicku. Na potadi otocenych karet zalezi. Kolik takovych vésteb mize

Karla celkem provést?

Karla vynasi prvni kartu, mize to byt kterakoli ze tficeti dvou v balicku
Druha vylozena karta muze byt jakakoli ze zbylych jedenatficeti karet.

Obrazek 13 Concept Cartoon pro ulohu 4 a
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5.8.1 Analyza ulohy 4 a

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
moznych vé&steb, které maze Karla provést. Zaci se udi fesit slovni kombinatorické tlohy
z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni tlohy a tuto strategii aplikovat.
V tomto piipad¢ se pak setkavaji se zdkladni ulohou bez podminénych pozic. Po Zacich je
vyzadovan vysledek v souc¢inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.

Muze dojit ke zmateni, zda Karla vraci karty do balicku po vyloZeni ¢i ne.

Cas vénovany uloze
V zavislosti na piedchozi zkuSenosti zaki s kombinatorickymi Ulohami se mize Casova

naroc¢nost této ulohy drasticky ménit. Uloha feSend diskusi zabere nejméné deset minut.

Zpusob prace
Vzhledem k zadani ulohy pomoci metody Concept Cartoons se bude uloha fesit diskusni
metodou. Po zadani ulohy d4 ucitel Zakiim par minut na pfecteni Glohy a k ni pfifazenych

hypotéz a pak zahaji diskusi nejprve ve dvojicich a potom diskusi v ramci celé tidy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni

1)

2)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického soucinu:

Uloha neobsahuje Zadnou podminénou pozici, lze tedy pouzit pravidlo
kombinatorického soucinu, a to od libovolného ¢lenu. Naptiklad od prvniho. V tomto
ptipad€ mize Karla vylozit nejprve jednu ze 32 karet na prvni pozici, pak jednu ze
31 karet na druhou pozici, jednu ze 30 na tieti a jednu ze 29 na ¢tvrtou. Celkem tedy
existuje 32 X 31 X 30 x 29 = 863 040 riznych vésteb, které Karla miize vynést.
Grafické feSeni:

Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnoZstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailné jen jednu vétev a prohlasit, Ze dalsi vétve budou

vypadat obdobng.
VESTBA
32 31 30 29... 2 1

32 30 29 28...2 1

32 29 28 ... 2 |
32 28 27 ... 2 |

Obrdzek 14 Stromovy diagram 7
V pftipadé¢ feSeni pomoci stromového diagramu viz obrazek 14, by zaci postupovali
tfeba nasledovné. Zacnou zakreslenim pocatecntho bodu v tomto piipadé
oznacen¢ho Vé&stba a z néj pak zakresluji moznosti pro prvni pozici, kterych je 32.
Vyberou libovolnou z téchto moznosti, v tomto piipad€ 31 a zakresli moznosti pro
druhou pozici za predpokladu, ze 32 je na prvni pozici. Obdobné pak dale zak
rozsifuje diagram, dokud se nedostaneme k moznostem pro posledni pozici. Jelikoz
jde vytvoftit obdobné vétve z kazdé moznosti, tak celkem bude moznych popisnych

¢isel 32 X 31 x 30 x 29 = 863 040.
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3)

Reseni pomoci kombinaéniho ¢&isla:
Zna-li zak kombinacni ¢isla a jejich vyuziti maze je zde pouzit. Vybér Ctyft karet ze
32 jde vyjadfit jako kombinacni ¢islo (342).T0t0 kombinacni ¢islo je tieba vynasobit

mnozstvim permutaci ¢tyt prvki 4!. Celkovy pocet moznych vésteb tedy bude:

() x 4l = 2= x 41 =2 = 32 x 31 x 30 X 29 = 863 040.

41%28!

Nespravné strategie FeSeni

1)

2)

3)

Nespravné vyuziti kombina¢niho ¢isla

Zék by mohl jako feSeni nabidnout kombinaéni &islo (32) = 35 960.

Ucitel zaka upozorni, Ze kombinac¢ni Cislo se pouziva na vybér k-tice z n prvka, kde
nezéleZi na potadi prvkl. Ptipadné se doptd, zda v této tloze na potadi zalezi nebo
ne.

Ptedpoklad, ze se karty mohou opakovat

V pftipadé¢, ze zak Spatné pochopi zadani a bude si myslet, ze Karla vraci kazdoukartu
po vyloZeni do balicku, tak by mohl dojit k vysledku 32* = 1 048 576.

Ucitel zahaji diskusi na téma, zda Karla vraci karty do balicku, ¢i zda je nechava
vylozené na stole.

Predpoklad, ze v&stby existuji zarover:

74k vydéli 32 karet &tyfmi (pocet karet ve v&stbe). % = 8 v&steb

Ucitel vyzve vSechny Zaky, aby kazdy napsal osm vésteb. Nasledné je ucitel vyzve,
aby své véstby navzajem porovnali. Pfedpoklad je, Ze najdeme vic nez osm riiznych

vésteb.
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59 Uloha4b
Karla vésti z mariaSovych karet (32 riznych karet). VE&sténi probiha tak, ze Karla postupné
otoci Ctyfi karty z bali€¢ku. Na potfadi otocenych karet zalezi. Kolik existuje vésteb, které

obsahuji nejvyse jedno eso?

Maém-li jedno eso, je jedna karta véStby dand. Zbyva tficet jedna karet,
které 1ze umistit na druhou pozici.

Pokud mam jedno eso, mize byt na kterékoli ze Ctyf pozic véstby.
V bali¢ku jsou &tyfi esa riiznych barev. Z toho plyne, Ze mam 4? moZznosti
ro pozici a barvu esa.

Kdyz nemém ani jedno eso, tak se mi vybér karet zazi na dvacet osm a
postupuji stejné jako v hlavni tloze.

Obrazek 15 Concept Cartoon pro ulohu 4 b
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5.9.1 Analyza ulohy 4 b

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
moznych vé&steb, které maze Karla provést. Zaci se udi fesit slovni kombinatorické tlohy
z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni tlohy a tuto strategii aplikovat.
V tomto ptfipad¢ se pak setkavaji se zékladni ulohou s podminénym vyskytem jednoho

prvku. Po zacich je vyZzadovan vysledek v sou€inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.

Muze dojit k chybnému pochopeni vyrazu nejvyse jedno eso. Néktefi zaci by ho mohli
pochopit jako praveé jedno. Déle mize dojit ke zmateni, zda Karla vraci karty do balicku po

vylozZeni ¢i ne.

Cas vénovany uloze
V zavislosti na piedchozi zkuSenosti zaki s kombinatorickymi Ulohami se mize Casova

naro¢nost tétotilohy drasticky ménit. Uloha fe§end diskusi zabere nejméné dvacet pét minut.

Zpiisob prace
Vzhledem k zadéani tlohy pomoci metody Concept Cartoons se bude uloha fesit diskusni
metodou. Po zadani ulohy d4 ucitel Zakiim par minut na pfecteni tlohy a k ni pfifazenych

hypotéz a pak zahaji diskusi nejprve ve dvojicich a potom diskusi v ramci celé tfidy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni

D

2)

3)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického souéinu a souétu:

V uloze se vyskytuje podminény prvek. Timto prvkem je jedno ze Ctyt es v balicku.
To se ve véstbe objevi bud’ jen jednou, anebo viibec. Pokud se objevi jednou pak se
muze objevit na jakékoliv ze Ctyf pozic véstby. Zbylé tii pozice pak nesmi byt
obsazeny zadnym z es. Z toho plyne ze moznych vésteb s esem bude celkem
4 X4 x28x%x27%x26=314496. Dale je nutné spocitat mnozstvi véSteb bez
jediného esa. Vybirdm tedy jen z 28 karet. Takovych vé&steb je tedy moZznych
28 X 27 X 26 X 25 =491 400. Jeste je tfeba tyto moznosti secist a vysledek je
4X4X28%27%X26+28x%x27x26x25=805896.

Strategie opacného vypoctu

Celkem existuje 32X 31 X 30 x 29 = 863 040. Od celkového poctu moznych
vesteb je tieba odecist mnozstvi vésteb nevyhovujicich podminkam. Je tieba odecist
vestby s dvéma esy, tfemi esy a Ctyfmi esy. VéESteb o Ctyfech kartach, kde kazda je
jedno ze ¢tyf moznych es je 4! = 24 Dale je tieba vytesit véstby o tfech esech. Jedna
z moznosti, jak toto vyftesit je nejprve vybrat jednu kartu, ktera nebude eso. Tu mohu
vybrat ze ¢tyf moznych pozic. Pro tuto kartu existuje 28 moznosti. Pro zbylé tfi karty,
které vim Ze jsou esa, pak existuje 4 X 3 X 2 moznosti. Celkem tedy existuje
4 x 28 x4x3x2=2 688 véiteb o tfech esech. Nakonec je tfeba jeSté spocitat
vestby se dvéma esy. Nejprve je tfeba ur€it na kterych pozicich budou esa. Esa
mohou byt na libovolnych dvou ze ¢tyft pozic tedy na (‘2*) = 6. Je tieba vybrat jedno
ze 4 es a nasledné jedno ze 3. Na zbylych dvou pozicich véstby miize byt libovolna
ze 28 karet a libovolna z27. Celkem tedy véSteb o dvou esech je
(3) x4 x3x28x27="54432. Po findlnim odedteni tedy existuje celkem
863 040 — 57 144 = 805 896.

Grafické feseni

Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozZstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailné jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve budou

vypadat obdobn¢.
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Obrazek 16 Stromovy diagram 8

Je dulezité pouzit dva stromové diagramy viz obrazek 16, jeden pro véstby s jednim
esem a jeden pro véstby bez esa. Tvofi-li zdk diagram pro véstbu s 1 esem, pak mize
postupovat takto. Zak zaéne diagram tvofit od volby barvy esa a pak piejde k volbé
pozice esa.

Déle je dulezité dofesit ostatni tii karty a ty zak postupné zapisuje do diagramu.
V piipad¢ véstby bez esa pak diagram tvoii podle sestupujictho poctu dostupnych
karet od 28. Vysledky obou diagrami je pak nutné secist
4X4Xx28%27%X26+28x%27 X26x25=805896.

59



Nespravné strategie FeSeni

1)

2)

3)

4)

Nefeseni pozice esa:

74k by mohl zapomenout fesit na které pozici je eso a dosel by tak k vysledku
4X28X27X264+28x%x27%x26x25=570024.

Ucitel se zepta, na které pozici se mize objevit eso.

Neteseni vice es v balicku:

74k, ktery nezna mariasové karty by nemusel védét, Ze esa jsou v nich ¢étyfi a mohl
by tak opomenout zohlednit barvu esa ve vypoctu. Dosel by tak k nasledujicimu
vysledku: 4 X 31 X 30 X 29+ 31 x 30 X 29 x 28 = 863 040.

Ucitel poukéze na to, Ze maridSové karty se skladaji z osmi riznych karet po ¢tyfech
barvach. A tedy i eso je v balicku Ctyftikrat.

Nespravné pouziti kombinatorickych pravidel:

Ziak by mohl spravné spoditat, e v&teb sjednim esem je
4X4X28%27%26=314496 a veésteb bez esa je
28 X 27 X 26 X 25 =491 400. Pak by vsak tyto vysledky nesecetl, ale vynasobil.
Dosel by tak k vysledku 4 X 4 X 28 X 27 X 26 X 28 X 27 X 26 X 25.

Ucitel pfipomene pravidla kombinatorického souctu a soucinu a kdy se daji pouzit.
Nezahrnuti véSteb bez esa

74k bude fesit pouze situaci, kdy je ve v&§tbé pravé jedno eso. Dojde k vysledku
4 x4 x28x%x 27X 26= 314 496.

Ucitel vyzve zdka k opétovnému piecteni zadani, pfipadné zahdji diskusi nad tim,

jaky je rozdil mezi frazi prave jedno, nejvyse jedno a aspon jedno eso.
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5.10 Uloha 5 a
Jindra, Mat¢j, Vojta, Adam, Rehot, Eliska, Karel, Filoména se rozhodli usporadat zavod v

bchu. Kolika zplisoby budou obsazena prvni tii mista?

Mohu se nad tim zamyslet jako nad vybérem tii lidi z osmi. V takovém

piipadé staci spocitat kombinacni Cislo (g)

Na prvni pozici se miize umistit osm lidi. Na druhé pak sedm a na tieti uz
jen Sest.

Totie
Stac¢i vybrat tfi lidi z osmi pomoci kombina¢niho ¢isla (g) a pak je

promichat. Trojici lidi Ize promichat 3! zptisoby.

Obrazek 17 Concept Cartoon pro ulohu 5 a
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5.10.1 Analyza ulohy S a

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
moZnych umisténi zdvodnikil na stupnich vitézi. Zaci se uéi fedit slovni kombinatorické
ulohy z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni ulohy a tuto strategii
aplikovat. V tomto pfipade¢ se pak setkéavaji se zékladni tlohou bez dodatecné podminky. Po

Zacich je vyZadovan vysledek v sou€inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mySleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.

Nektefi zaci by ze zadani nemuseli pochopit, Ze v uloze zalezi na potadi, a nejen na vybéru

prvnich tfech zdvodnik.

Cas vénovany tloze
V zavislosti na predchozi zkuSenosti zakli s kombinatorickymi tlohami se mize Casova

naro¢nost této tlohy drasticky ménit. Uloha feSena diskusi zabere nejméné deset minut.

Zpisob prace

Vzhledem k zadani ulohy pomoci metody Concept Cartoons se bude tloha fesit diskusni
metodou. Po zadani ulohy da uditel zakiim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych
hypotéz a pak zahdji diskusi nejprve v mensich skupinach, tedy po zhruba ¢tyfech Zacich a

potom diskusi v rdmci celé ttidy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni

1)

2)

3)

Vyuziti kombina¢niho ¢isla:

Zné-li zak kombinacni ¢isla a jejich vyuziti miZe je zde pouzit. Vybér zavodnikl
zosmi jde vyjadiit jako kombinacni c¢islo (g).Toto kombinac¢ni cCislo je tifeba
vynasobit mnozstvim permutaci tii prvka 3!. Celkovy pocet moznych umisténi na

B x31=8_8x7x6=336.
3I1x5! 5!

stupnich vitézi bude: (g) X 3! =
Reseni pomoci pravidla kombinatorického souinu a souétu:

Na prvnim misté se miize umistit jeden z osmi zavodnikii, na druhém jeden ze sedmi
zavodnikli a na tfetim jeden ze Sesti zdvodnikd. Celkem tedy bude existovat
8 X 7 X 6 = 336 moznych usporadani stupiti vitézi.

Grafické feSeni:

Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozstvi feSeni by

bylo rozumné rozkreslit detailné jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve budou

vypadat obdobné.
STUPNE VITEZU
J] M V A R E K F

] M v E K F

Obrazek 18 Stromovy diagram 9
74k zaéne vypsanim prvnich pismen jmen viz obrazek 18, které predstavuji moznosti
umisténi na prvni pozici. Pokracuje vybérem jednoho z nich, v tomto piipad€ A, a na
néj navazuje moznosti pro druhou pozici. Obdobné pokracuje do tfeti pozice.

Z tohoto diagramu pak Ize vyCist, ze moZnosti existuje celkem
8X7x6=336.
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Nespravné strategie FeSeni

D

2)

3)

Nespravné vyuziti kombina¢niho ¢isla

Z4k by mohl jako feseni nabidnout kombinaéni &islo (g) = 56.

Ucitel zéka upozorni, Ze kombinacni ¢islo se pouziva na vybér k-tice z n prvki, kde
nezalezi na poradi prvkl. Piipadné se doptd, zda v této uloze na poradi zalezi nebo
ne.

Nespravné pouZiti kombinatorickych pravidel

74k by spravng uréil, ze na prvnim misté mize byt osm lidi, na druhém sedm a na
tfetim Sest. Nasledné mozZnosti namisto vynasobeni secte a dojde tak k vysledku
8+7+6=21

Ucitel navrhne zékovi, aby si nakreslil stromovy diagram ulohy.

Uspotadani vSech zavodniki

74k nepozorné piedte zadani a namisto pofadi prvnich tfech zavodniki bude fesit
potadi vSech zavodnik.

Ucitel pozada zéka, aby si znova ptecetl tilohu.
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5.11 Uloha 5 b
Jindra, Matg&j, Vojta, Adam, Rehot, Eliska, Karel, Filoména se rozhodli uspotadat zavod
v béhu. Kolika zpiisoby budou obsazena prvni tii mista, jestlize Rehof je byvaly

profesionalni bézec a urcité se umisti na stupnich vitéza?

Kdyz vime, Ze se Rehot postavi na jeden ze stupnt vitézu, staci jen
dopocitat zbyvajici dvé umisténi. Uvazujme sedm moznosti na druhém a
Sest na tfetim miste.

Rehof bude urgité stat na stupnich vitézi. To jsou tii moznosti pro
Rehote, sedm pro dalsitho bézce a Sest pro tietiho.

Mame uz vybraného Rehote. Vime, Ze je na stupni vitézd. Budeme se

, st sl XN o s ’ v v o )3 : 7
zabyvat dvojici béZci, ktefi se postavi na stupné vitéz{ s nim. A to je (2)

Obrazek 19 Concept Cartoon pro uilohu 5 b
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5.11.1 Analyza ulohy 5 b

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
moZnych umisténi zdvodnikil na stupnich vitézi. Zaci se uéi fedit slovni kombinatorické
ulohy z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni ulohy a tuto strategii
aplikovat. V tomto piipad¢ se pak setkavaji se ulohou, kde jeden konkrétni prvek ma

garantovany vyskyt, ale ne pozici. Po Zacich je vyZadovan vysledek v sou¢inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.

M7 ov

Nektefii zaci by ze zadani nemuseli pochopit, Ze v uloze zalezi na pofadi, a nejen na vybéru

prvnich tiech zavodnik.

Cas vénovany tloze
V zavislosti na predchozi zkuSenosti zakli s kombinatorickymi tlohami se mize Casova
naro¢nost této tlohy drasticky ménit. Uloha zabere feSend diskusi zabere nejméné patnact

minut.

Zpiisob prace

Obdobn¢ jako u zdkladni tlohy 1 tloha dopliujici bude fesena diskusni metodou. Po zadani
ulohy da ucitel Zaklim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych hypotéz a pak zahaji
diskusi nejprve v mensSich skupindch o zhruba ¢tyfech zacich a potom diskusi v rdmci celé

tridy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni
1) Grafické feSeni:
Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailn€ jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve budou

vypadat obdobné.
STUPNE VITEZU
1 2 3

i

J M Vv A E K F

NS

J M V E K F

Obrdzek 20 Stromovy diagram 10
74k zatne vypsanim pozic viz obrazek 20, na kterych se miZze umistit Rehof.
Pokracuje vybérem jedné z nich, v tomto pfipad€ 2, a na n€j navazuje moznostmi pro
umisténi lidi na dal§i pozici. Obdobné pokracuje do posledni pozice. Z tohoto
diagramu pak lze vy¢ist, ze moznosti existuje celkem 3 X 7 X 6 = 126.
2) Reseni pomoci pravidla kombinatorického sou¢inu a souétu:
Rehof se miize umistit na libovolné ze 3 pozic. Spolu's nim se na stupni vitéz umisti
jesté dva zavodnici. Jednoho z nich mohu vybrat ze sedmi ucastniki a druhého ze
Sesti. Celkem tedy bude existovat 3 X 7 X 6 = 126 moznych uspofadani stupnil

vitézu.
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Nespravné strategie FeSeni
1) Rehot obsadi prvni misto a z4k nezohledni ostatni pozice:

7.4k by mohl zapomenout Feit na které prvnich téech pozic se miize Rehot umistit a
dosel by tak k vysledku 7 X 6 = 42.

Ucitel navrhne zékovi, aby se zamyslel nad vyznamem slov stupné vitézi.

2) Nespravné vyuziti kombinac¢niho Cisla
74k spravné urdi tii mozné pozice Rehofe na stupnich vitézil. Zbylé dva zdvodniky
vybere pomoci kombina¢niho ¢&isla (7). Dojde k vysledku 3 x (7) = 63.

Ucitel vyzve zaky, aby se zamysleli nad vyznamem slova potadi v této tloze.
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5.12 Uloha 6 a

Ron milsal ,Bertikovy fazolky tisickrat jinak‘. V krabicce mél devét raznych fazolek.
Rozhodlse, Ze jich pét sni a zbytek si nechd na jindy. Aby si je vychutnal, tak jed] jednu po
druhé. Kolika zptisoby mohl snist téchto pét fazolek?

Pii vybéru péti fazolek mohu postupovat tak, Ze vyberu pétici z deviti
pomoci kombinacniho ¢isla (g) a to vynasobim poc¢tem moznych

uspofadani pétice 5!.

Kdyz vybiram z deviti fazolek pét, tak vyberu prvni z deviti, druhou z osmi,
tieti ze sedmi, Ctvrtou ze Sesti a patou z péti fazolek.

Pii vybeéru mohu postupovat tak, ze vyberu pétici z deviti pomoci
kombinac¢niho ¢isla (2) a to vynasobim po¢tem moznych usporadani
deviti fazolek 9!.

Kdyz vybiram z deviti fazolek, vybirdm z 9! moznosti, potom staci vyd¢li
tyto moznosti poc¢tem moznych usporadani péti fazolek cozje 5! a vynasobi
péti.

Obrazek 21 Concept Cartoon pro ulohu 6 a
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5.12.1 Analyza ulohy 6 a

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
moznych pofadi v jakém Ron snédl fazolky. Zaci se uéi fesit slovni kombinatorické tilohy
z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni tlohy a tuto strategii aplikovat.
V tomto piipad¢€ se pak setkdvaji se zakladni ulohou, bez dalSich podminek. Po Zacich je

vyzadovan vysledek v souc¢inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.
Z4ci nemusi ze zadani pochopit, Ze na potadi jedeni fazolek zalezi.

Cas vénovany uloze
V zavislosti na piedchozi zkuSenosti zaki s kombinatorickymi Ulohami se mize Casova

naroc¢nost této ulohy drasticky ménit. Uloha feSend diskusi zabere nejméné deset minut.

Zpusob prace

Vzhledem k zadani ulohy pomoci metody Concept Cartoons se bude uloha fesit diskusni
metodou. Po zadani ulohy d4 ucitel Zakiim par minut na pfecteni Glohy a k ni pfifazenych
hypotéz a pak zahdji diskusi nejprve v mensich skupinach, tedy po zhruba Ctyfech zacich a

potom diskusi v ramci celé tfidy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni

1)

2)

3)

4)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického souéinu a souétu:

Prvni fazolka, kterou Ron sni mlze byt libovolnd z deviti moznych. Pro druhou
fazolku pak zbyva osm moznosti, pro tieti sedm, pro ctvrtou Sest a pro patou pét.
Celkem existuje 9 X 8 X 7 X 6 X 5 =15 120 riznych potadi v jakych mize Ron
snist pét fazolek.

Pouziti vzorce:

Zna-li 74k kombinatorické vzorce, mlze je v této Uloze vyuzit. Pokud si zik
uvédomi, ze tloha je variace bez opakovani paté tiidy z deviti prvkl, miize pouzit
vzorec pro vypocet. V takovém piipadé by pak mohl dojit vysledku, zZe

V(9)=—2_=9x8x7x%x6x5 =15 120.
5 (9-5)!

Vyuziti kombina¢niho ¢isla:
Zna-li zak kombinaéni ¢isla a jejich vyuziti, pak by je mohl vyuzit. Uloha lze fesit
vybérem pétice z deviti prvka (2) = 126 a vynasobenim tohoto vybéru permutaci

vybrané pétice 5! = 120. Vysledkem takového feseni tedy bude celkové mnozstvi

moznych pofadi () X 5! = 2— x5! =2 =9x8x7 X 6x5 = 15 120.

Grafické feSent:
Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozZstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailné jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve budou

vypadat obdobng.
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Obrdzek 22 Stromovy diagram 11
74k vytvoii diagram tieba nasledujicim zptisobem viz obrazek 22. Nejprve vypise
devét moznosti pro prvni snédenou fazolku. Nasledné jednu fazolku odebere, tieba
&islo pét a znovu vypise moznosti pro druhou snédenou fazolku. Zak takto pokraduje,
dokud nevytvoii diagram pro pét snédenych fazolek. Kdyby Zak pokracoval, dokud
by nevytvoiil vSechny vétve diagram, tak by vétvi bylo
9x8x7x%x6x5=15120.



Nespravné strategie FeSeni

1)

2)

3)

Nespravné vyuziti kombina¢niho ¢isla

Zék by mohl jako feSeni nabidnout kombinaéni &islo (3) = 126.

Ucitel zéka upozorni, Ze kombinacni ¢islo se pouziva na vybér k-tice z n prvki, kde
nezalezi na poradi prvkl. Piipadné se doptd, zda v této uloze na poradi zalezi nebo
ne.

Uspotadani vSech fazolek

74k nepozorné pieéte zadani a namisto pofadi péti fazolek bude fesit poradi viech
fazolek.

Ucitel pozada zaka, aby si znova precetl zadani tlohy.

Nespravné pouziti kombinatorickych pravidel
Zak by spravné urcil, Ze na prvnim misté mize byt devét fazolek, na druhém osm,
na tfetim sedm, na Ctvrtém Sest a na patém pét. Nasledné moznosti namisto

vynasobeni secte a dojde tak k vysledku 8 + 7 + 6 = 21.

Ucitel navrhne zékovi, aby si nakreslil stromovy diagram tlohy.
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5.13 Uloha 6 b

Ron milsal ,Bertikovy fazolky tisickrat jinak‘. V krabicce mél devét raznych fazolek.
Rozhodlse, Ze jich pét sni a zbytek si nechd na jindy. Aby si je vychutnal, tak jed] jednu po
druhé. Ron si vzpomnél, ze mu zluté fazolka az tak moc nechutnd. Nechce ji tedy jist jako

posledni. Kolika zptisoby mohl snist za této podminky vybranych pét fazolek?

Od vSech moznosti, jak snist fazolky, ode¢tu moznosti konéici zlutou
fazolkou.

Na poslednim misté¢ mohou byt vSechny fazolky kromé zluté, tedy osm
fazolek. Na pfedposlednim misté¢ mtize byt rovnéz osm fazolek. Nemohu
pouzit fazolku, ktera je na posledni pozici, ale mohu pouzit zlutou fazolku.

Zluta fazolka miZze byt na prvnich &tyfech pozicich, nebo na zadné. Objevi
se zluta fazolka, pocet moznosti pro ostatni fazolky vynasobime ¢tyfmi
pozicemi zluté. Neobjevi se zluta fazolka, vybirdm jen z osmi fazolek.

Obrazek 23 Concept Cartoon pro ulohu 6 b
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5.13.1 Analyza ulohy 6 b

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
moznych pofadi v jakém Ron snédl fazolky. Zaci se uéi fesit slovni kombinatorické tilohy
z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni tlohy a tuto strategii aplikovat.
V tomto ptipad¢ se pak setkavaji s tlohou, kterd obsahuje podminku pro posledni prvek. Po

Zacich je vyZadovan vysledek v sou€inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté tlohy mezi zaky.

Cas vénovany tloze
V zavislosti na predchozi zkuSenosti zakli s kombinatorickymi tlohami se mize Casova
naro¢nost této tlohy drasticky ménit. Uloha zabere feSend diskusi zabere nejméné patnact

minut.

Zpusob prace

Obdobn¢ jako u zékladni ulohy i tiloha dopliujici bude fesena diskusni metodou. Po zadani
ulohy da ucitel Zaklim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych hypotéz a pak zahaji
diskusi nejprve v menSich skupindch o zhruba Ctyfech zacich a potom diskusi v rdmci celé

tridy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni

D

2)

3)

4)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického souéinu a souétu:

Posledni fazolka, kterou Ron sni neni zlutd, vzhledem k tomu ma na vybér z osmi
ruznych fazolek. Za predposledni mtize vybrat libovolnou z osmi fazolek, jelikoz do
vybéru ptibyla zluta. Za tfeti mize vybrat jednu ze sedmi fazolek, za ¢tvrtou jednu
ze Sesti a za patou jednu z péti. Celkem existuje 8 X 8 X7 X 6 X5 =13 440
moznych pofadi, jak snist pét fazolek.

Reseni opaénym vypodtem

Celkem existuje 9 X8 X 7 X 6x5=15120 moznych pofadi, jak mize Ron
fazolky snist. Lze odebrat ty moznosti, u kterych je na posledni pozici Zluté fazolka.
Takovych moznosti bude 8 X7 X 6 X 5 =1 680. Odectenim je mozné ziskat
vysledek 9 X 8 X 7X6X5—-8X7X6X5=8x%x8X7xX6x5=13440.
Vycet moznosti zluté fazolky:

Jedna z moznosti, jak tuto tlohu fesit je diskutovat pozici zluté fazolky. Ta mize byt
na prvni az ¢tvrté pozici, nebo nikde. Pokud je na prvni az ¢tvrté pozici, neni
podstatné na které, jelikoz vypocet pro prvni az ¢tvrtou pozici je stejny. Ve vsech
¢tyfech piipadech je zndma jedna pozice a Ctyfi dalsi je nutno vyftesit. Celkem tedy
existuje 4 X 8 X 7 X 6 X 5 = 6 720 potadi obsahujicich Zlutou fazolku na jiné nez
posledni  pozici.  Pofadi  Zlutou  fazolku  neobsahujicich  existuje
8X7X6X5xXx4=6720. Po seCteni dostaneme, Ze moznosti neobsahujicich
Zlutou fazolku na poslednim misté je celkem 8 X 8 X 7 X 6 X 5 = 13 440.
Grafické feSeni

Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailn€ jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve budou

vypadat obdobné.
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Obrdzek 24 Stromovy diagram 12
74k vytvoii diagram napiiklad nasledujicim zptisobem, viz obrazek 24. Nejprve
vypiSe osm moznosti pro posledni snédenou fazolku. Nasledné jednu fazolku
odebere, tieba Cislo pét, ale ptida zlutou fazolku a znovu vypiSe moznosti pro druhou
snédenou fazolku. Zak takto pokraduje, dokud nevytvoii diagram pro pét snédenych
fazolek. Kdyby zak pokracoval, dokud by nevytvofil vSechny vétve diagram, tak by
vétvibylo 8 X 8 X 7 X 6 X 5 = 13 440.

|
N



Nespravné strategie FeSeni

D

2)

3)

Vylouceni zluté fazolky z vybéru

74k kompletné vylou¢i Zlutou fazolku z vybéru pro jakoukoliv pozici. Dojde
kvysledku8 X7 X 6 xX5x%x4 =6 720.

Ucitel poukaze na fakt, ze zluté fazolka je stdle ve vybéru. Nesmi byt pouze na
posledni pozici.

7.4k te$i pouze Zlutou fazolku na poslednim misté

Zik  spravné  spoéitd, e moznosti konéicich  Zlutou fazolkou je
8 X7 x6x5 =1 680. Namisto odecteni od vSech feseni toto uvede jako vysledek.
Ucitel upozorni zdka na to, Ze spocital pocet moznosti, kde Zluta fazolka je na
poslednim misté, ale mél pocitat, ze fazolka je na poslednim misté. Ucitel zaka
upozorni, Ze i tak jeho vypocet Ize vyuzit a at’ se nad tim zamysli.

Nespravné pouziti pravidla kombinatorického soucinu

74k mnespravné pouzije pravidlo kombinatorické sou¢inu a dojde k vysledku
I9Xx8Xx7x6x1=3024.

Ucitel zdka upozorni, ze musi postupovat od nejvice podminéného ¢lenu.
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5.14 Uloha 6 ¢

Ron milsal ,Bertikovy fazolky tisickrat jinak‘. V krabicce mél devét raznych fazolek.
Rozhodlse, Ze jich pét sni a zbytek si nechd na jindy. Aby si je vychutnal, tak jed] jednu po
druhé. Ronovi zluta fazolka prosté nechutna. Nechce ji jist posledni. Byl by schopen svou

nechut’ pfekonat, ale jen pokud sni jako prvni zelenou. Kolik mozZnosti by bylo za téchto

podminek?

Od vsech moznosti, jak je fazolky mozné jist, staci odecist ty, které kon¢i
zlutou fazolkou a zacinaji zelenou.

Spocitam vSechny moznosti, jak snist fazolky, a odectu od nich ty, které
konci Zlutou fazolkou a zaroven nezacinaji zelenou.

Budu fesit dvé situace. Je-li zluta fazolka posledni, pak je zelend prvni.
Neni-li zlut4 fazolka posledni, pak nemusim fesit, ktera fazolka je na prvni
pozici.

Obrazek 25 Concept Cartoon pro ulohu 6 ¢
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5.14.1 Analyza ulohy 6 ¢

Cil ulohy

Matematicky: Zaci maji za tikol kolektivné najit spravné feseni wilohy a zjistit pfesny pocet
moznych pofadi v jakém Ron snédl fazolky. Zaci se uéi fesit slovni kombinatorické tilohy
z variaci bez opakovani, najit vhodnou strategii pro feSeni tlohy a tuto strategii aplikovat.
V tomto piipad¢ se pak setkdvaji s tllohou, kterd obsahuje podminku pro prvni i posledni

prvek. Po zécich je vyZadovan vysledek v sou¢inovém tvaru.

YoM v

Didakticky: Uloha rozviji schopnost zakti samostatné, ale i skupinové fesit problémy a volit
vhodné zplisoby feSeni. Déle rozviji kritické mysleni potfebné pro vyvraceni chybnych

hypotéz, a nakonec zlepSuje komunikativni schopnosti zaka.

Charakter zadani
Uloha je zaloZena na metodé Concept Cartoons a je tedy nezbytné ji zadat vizualng. Toho

Ize dosdhnout tteba promitnutim tlohy na tabuli, nebo rozdanim vytisknuté ulohy mezi zaky.

Zéci by mohli ulohu $patné pochopit a hledat pouze variantu, kdy Ron sni zelenou fazolku

jako prvni a Zlutou jako posledni.

Cas vénovany tloze
V zavislosti na predchozi zkuSenosti zakli s kombinatorickymi tlohami se mize Casova
naro¢nost této tlohy drasticky ménit. Uloha zabere feSena diskusi zabere nejméné dvacet pét

minut.

Zpiisob prace

Obdobn¢ jako u zdkladni tlohy 1 tloha dopliujici bude fesena diskusni metodou. Po zadani
ulohy da ucitel Zaklim par minut na pfecteni ulohy a k ni pfifazenych hypotéz a pak zahaji
diskusi nejprve v mensSich skupindch o zhruba ¢tyfech zacich a potom diskusi v rdmci celé

tridy.

Predchozi znalosti

Kombinatoricky soucin, kombinatoricky soucet, faktorial
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Spravné strategie FeSeni

D

2)

3)

Reseni pomoci pravidla kombinatorického souéinu a souétu:

Ulohu je tieba rozdélit na tii situace v jedné je na prvnim misté zelena v druhé je na
poslednim mist¢ zelena a ve tfetineni zelena na prvnim ani poslednim misté. Pokud
je zelena fazolka na prvnim misté neni nutné fesit kde je zluta, jelikoz za této
podminky neni omezeny jeji vyskyt. PoCet moznych potadi zacinajicich zelenou
fazolkou tak bude 8 X 7 X 6 X 5 = 1 680. Pokud je zelena fazolka posledni, neni
nutné fesit kdeje zluta, jelikoz na posledni pozici uz je zelena. Pocet moznych potradi
konc¢icich zelenou fazolkou tak bude 8 X 7 X 6 X 5 =1 680. Pokud zelena neni
prvni ani posledni nemiiZze byt Zluta na poslednim misté. Na poslednim misté tedy
muze byt libovolna ze sedmi fazolek, na prvnim libovolna taktéz ze sedmi, na
druhém miiZe byt libovolna ze sedmi, na tfetim ze Sesti a na ¢tvrtém z péti. MoZnosti

sefazeni fazolek, aniz by zelen4 byla prvni ¢i posledni a zlutd nebyla posledni je
celkem 7 X 7X 7 X 6 X5 =10 290.

Dohromady existuje 8 X 7X6X5X2+7X7X7X6x5 =13 650 moznosti,
jak mize Ron fazolky snist.

Reseni opaénym vypodtem

Celkem Ron muze snist pét fazolek 9 X 8 X 7 X 6 X 5 =15 120 zplsoby. Staci
tedy odecist vSechny moznosti co nezacinaji na zelenou a zaroven kon¢i na zlutou.
Nezacinaji-li na zelenou, pak na prvni pozici mize byt sedm rtiznych fazolek, na
druhé pozici pak mize byt také sedm na tfeti Sest na Ctvrté pét a na paté je zluta
fazolka. Takovych moznosti bude 7 X 7 X 6 X 5 X 1 = 1 470. To pak sta¢i odecist
od vSech moznosti a vysledkem je 9 X 8 X 7X 6 X5 =7 X 7 X 6 X 5 =13 650.
Grafické feSeni

Lze postupovat kreslenim stromového diagramu. Vzhledem k mnozstvi feSeni by
bylo rozumné rozkreslit detailn€ jen jednu vétev a prohlasit, ze dalsi vétve budou
vypadat obdobné.

V tomto piipadé€ je nutné fesit lohu na tii zptisoby a je nutné vytvoiit tfi diagramy.
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PORADI FAZOLEK
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Obrazek 26 Stromovy diagram 13
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ZELENA ANI PRVNI ANI POSLEDNI
1 2 3 4 5 6 7  POSLEDNI

1 2 3 5 6 7 PRVNI

Obrazek 28 Stromovy diagram 15

7.4k tvofici tyto diagramy by postupoval takto viz obrazky 26, 27, 28. Pokud je zelen4
prvni, Zak ji poznamend na prvni pozici diagramu z ni pak rozviji moZnosti pro
druhou, tfeti, ctvrtou a posledni pozici. Pokud je zelena posledni, zak ji poznamena
na prvni pozici diagramu z ni pak rozviji moznosti pro ¢tvrtou, tieti, druhou a prvni
pozici. Pokud neni zelena prvni ani posledni, pak Zzdk zacind vypsadnim sedmi
moznosti pro posledni pozici, pokracuje vypsdnim sedmi moznosti pro prvni pozici,
sedmi pro druhou Sesti pro tfeti a péti pro ¢tvrtou. Spoctenim poctu potencidlnich
vetvi zjisti vysledek

8X7X6X54+8X7X6X5+7X7Xx7%Xx6x%X5=13650.
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Nespravné strategie FeSeni

D

2)

3)

Nespravné pouziti pravidla kombinatorického soucinu

7.4k nespravné aplikuje pravidlo kombinatorického sou¢inu a dojde tak k vysledku
1Xx7x6x5x1=210.

Ucitel upozorni na chybné pochopeni tloha. Zadaniulohy s zaky podrobné rozebere.
Nespravné pochopeni podminek

74k bude fesit pouze situace, kde na prvni pozici je zelena a na posledni pozici Zluta
fazolka.

Ucitel zahdji diskusi o tom, jaké moznosti jsou vzhledem k podminkédm ptipustné.
Reseni pomoci pravidla kombinatorického souinu a souétu:

Vzhledem ke slozitosti tlohy je vysoce pravdépodobné, ze zak pii feSeni ulohy timto
zpisobem na néjakou moznost potadi fazolek zapomene.

Ucitel doporuci jiny postup feseni.
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Z.avér

Cilem této prace bylo vytvofit sbirku tloh z kombinatoriky, konkrétn¢ na téma variace bez
opakovani a tuto sbirku rozsifit o aplikaci analyzy a priori a zadavani lloh pomoci metody
Concept Cartoons. Jsem si jist, ze byl tento cil splnén. Prace obsahuje rozbor metody
Concept Cartoons, divod a zptsob jejiho vyuziti pii vyuce kombinatoriky. Obsahuje rozbor
analyzy a priori a taktéz divod a zplsob jejiho vyuziti. Dale bakalaiskd prace obsahuje

nékteré strategie feSeni kombinatorickych tloh. Nakonec obsahuje i samotnou sbirku.

Za hlavni pfinos své prace povazuji pravé sbirku piikladt vyuzivajicich metodu Concept
Cartoons k podniceni diskuse nad nimi. Jsem si jist, Ze ma prace poskytne ucitelim dalsi
moznost pro vyuku kombinatoriky a Ze podniti vyuku kombinatoriky pomoci diskuse.
Metoda Concept Cartoons je doposud v Ceské republice dost raritné vyuZzivana, obzvlast na
sttednich Skolach. Za dalsi dulezity pfinos své této prace povazuji 1 pokus pfinést metodu

Concept Cartoons na stiedni Skoly, a to konkrétn¢ do vyuky kombinatoriky.

Tato prace je urCena k vyuziti pfi vyuce kombinatoriky na stfednich skolach. Ucitelé mohou
vyuzit analyzy a priori, ktera obsahuje mozné spravné i nespravné odpovédi, coz jim umozni
Iépe se piipravit na rizné piistupy zaku k feSeni uloh.

Bakalaikou praci by bylo mozné rozsifit o priizkum vyuziti uloh a o prizkumem sesbirané

reakce zaka a ucitelu.
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