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ABSTRAKT

Tato bakalaiskd prace predstavuje na zdkladé rtznych definic parabolu jako hranici mezi
elipsou a hyperbolou. Jako dtleZity pojem je v ni zminovdna numericka excentricita kuZe-
losecky. Prace je rozdélena do sedmi kapitol. V prvnich péti kapitoldch se kazda z nich za-
méfuje na jednu definici a postupné zavadi pojmy spojené s touto definici. Sesta kapitola se
zabyva tim, kdy lze rovnici kuZelosecky vyjadfit jako predpis funkce. Kazd4 z téchto Sesti ka-
pitol obsahuje také jeden nebo vice ptikladd, které vyuZzivaji nové poznatky z dané kapitoly.
Sedma kapitola je pak vénovana pouze piikladiim, ty jsou feSeny synteticky, ¢i analyticky
a maji poukdzat na specifické vlastnosti paraboly, které ¢asto usnadnuji feSeni téchto pfi-
kladti ve srovnéni s elipsou nebo hyperbolou.
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ABSTRACT

Based on various definitions, this bachelor thesis presents a parabola as a border between
an ellipse and a hyperbola. The numerical eccentricity of the conic is mentioned in it as
an important term. The work is divided into seven chapters. In the first five chapters, each
of them focuses on one definition and gradually introduces the terms associated with this
definition. The sixth chapter discusses when the equation of a conic can be expressed as
a function. Each of these six chapters also includes one or more examples, which utilize
the new insights from the respective chapter. The seventh chapter is dedicated solely to
examples, which are solved either synthetically or analytically and are intended to point out
the specific properties of the parabola, which often facilitate the solution of these examples
compared to the ellipse or hyperbola.
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Uvod

K vybéru tématu této prace mé inspirovala debata se spoluzdky pted zkouskou ze Synte-
tické geometrie I1I. Obsahem uciva tohoto pfedmétu byly, kromé jiného, i kuzelosecky. U né-
kterych pfekvapivé panovaly nejvétsi obavy z toho, Ze se v testu objevi tloha s parabolou.
MozZna proto, Ze se na prvni pohled tato kuZelosecka od zbyvajicich dvou nejvice odliSuje;
nepocitdme-li specidlni pfipad elipsy — kruznici, s niZ se Z4ci setkédvaji ze vSech kuZelose-
¢ek jako prvni uz na zdkladni Skole. Stejné jako u kruZnice vsak tato odliSnost jeji konstrukci
naopak spiSe usnadnuje, na coz chci touto praci poukdzat. A to nejen z pohledu syntetické
geometrie, ale i analytické geometrie.

vz

Zaroven chci ovS§em ukdzat, Ze pfi bliz$im pohledu tato odliSnost paraboly vlastné odlisnosti
neni. Jde spi$ jen o mezni pfipad obecnych vlastnosti, které jsou pro vSechny kuzelosecky
stejné. Kuzelosecky v této praci nebudou pfedstaveny jako izolované objekty, kazd4 ve své
vlastni kapitole, jak tomu €asto byva zvykem. V prvnich péti kapitoldch, zaméfenych vzdy
na jednu jejich definici, bude naopak pohliZet na vSechny kuZelosecky spolecné. V kazdé
definici budeme hledat, jakou hranici mezi elipsou a hyperbolou v ni parabola tvofi. Prace
proto zamérné nebude zacinat asi nejzndménsimi ohniskovymi definicemi, ve kterych je
tento prechod mezi elipsou a hyperbolou nejméné patrny. Jako prvni bude uvedena jejich
nejstarsi definice. Z ni pak postupné odvodime i definice ostatni. Cilem prace tak neni jen
hledéni souvislosti mezi jednotlivymi druhy kuZelosecek, ale zaroven také mezi jednotlivymi
definicemi.

V Sesté kapitole chce prace ukazat, v jakém pfipadé Ize na kuzelosecku nahliZet jako na graf
funkce. V prvnich Sesti kapitolach budou také postupné razeny piiklady na vyuziti novych
poznatkl z dané kapitoly. Sedmad kapitola pak uz bude vénovédna pouze piikladm. V nich
bude dano nejprve obecné zadéni pro vSechny kuZzelosecky a tikolem bude doplnovat vzdy
jeden prvek ze zadani tak, aby feSenim byla pravé parabola. Pokud nebude v pfikladech uve-
deno jinak, povazujme v této praci kuzelosecku za sestrojenou po nalezenti jejich zdkladnich
prvkd, tedy ohnisek a hlavnich vrcholi u stfedové kuZelosecky; resp. ohniska nebo vrcholu
a fidici pfimky u paraboly.

Tato prace predpoklddé alespon elementarni znalost kuzelosecek a také jejich zédkladnich
konstrukci, kterym se vénuje pouze okrajové. Je tak urc¢ena predevsim zaktim stfednich skol
a gymnazii, ktefi se s kuZeloseckami jiZ setkali, a nabizi jim $ir8i pohled na toto téma a pro-
hloubeni jejich znalosti. Samoziejmym pfedpokladem jsou zékladni znalosti stfedoskolské
matematiky, okrajové i zdkladii matematické analyzy. Transformace kuZelosecek v rdmci ana-
lytické geometrie pfedstavime tak, aby se Zaci obesli bez znalosti z linearni algebry.

Text této prace je pro vétsi ndzornost doprovazen obréazky a také odkazy na interaktivni kon-
strukce, které byly vytvofeny v grafickém programu GeoGebra. Price je vysdzena pomoci
typografického systému BKIEX.



1 KuzZelosecky jako rezy kuzelové plochy

KuZelosecky lze ziskat jako rovinné fezy kuZelové plochy'. Pro vétsi jednoduchost uvazujme
rotacni kuZelovou plochu, kterou si nejprve definujme. Ddle inspirovano [2, s. 93-94].

Definice 1. Necht je dan pevny bod V, pevné pfimka o prochézejici bodem V a ahel a pro
jehoZ velikost plati: 0 < @ < 5. MnoZinu v8ech piimek (tzv. povrchovych piimek neboli po-
vriek), které prochédzeji bodem V a sviraji s pfimkou o thel @, nazyvdme rotacni kuzelovou
plochou. Pfimku o nazyvdme osou kuzelové plochy a bod V vrcholem kuZzelové plochy.

Ved’'me touto kuzelovou plochou rovinu p, jeZ neni vrcholova (tj. neprochézi vrcholem V).
Odchylku osy o od roviny p oznacme f; € (0, Z). Pro prise¢nou kiivku k plati (obr. 1.1):

a) B> a < kjeelipsa (pro f = 7 jde o kruZnici jako specidlni ptipad elipsy),
b) f=a < kje parabola,
¢) B<a < kjehyperbola.

Takové kuZzeloseCky nazyvame reguldrni.

Obr. 1.1: Rovinny fez rotacni kuZelovou plochou: a) elipticky, b) parabolicky, c) hyperbolicky

Ved'me kuZelovou plochou vrcholovou rovinu p’ rovnobéznou s rovinou p. Pro prisecik ¢i
prisecnice k' pak plati (obr. 1.1):

a) B> a < k'jebod, tedy vrchol V,

b) B = a © k' je dvojice splyvajicich piimek, tedy dvé splyvajici povrsky (p’ je te¢na ro-
vina),

c) B<a<e k'jedvojice riiznobéznych piimek, tedy dvé rtizné povrsky.

INejstarsi definice ukazuji kuZelosetky jako fezy rotaéniho kuZelu rovinou kolmou k jedné z jeho povrsek
a z jednoho kuzelu je tak mozno ziskat jen jeden typ kuzelosecky. Jejich ndzvy proto byly 7ez ostroiihlého ku-
Zelu pro elipsu, rez pravotihlého kuZelu pro parabolu a fez tupotihlého kuZelu pro hyperbolu [1, s. 63].
AZ APOLLONIOS Z PERGY (3. — 2. st. pf. n. L.) ve spisu Kuzelosecky definuje kuZelovou plochu jako nekonec-
nou v obou smérech (diky cemuZ uvaZuje obé vétve hyperboly), kterou protne libovolnou rovinou a ziské tak
vSechny kuZzelosecky z jediné kuzelové plochy. Dava jim dnesni nazvy: elipsa, parabola a hyperbola [1, s. 64].



Takové kuZelosecky nazyvame singuldrni. Pokud v dal$im textu budeme hovofit pouze o ku-
Zeloseckach, budeme tim myslet kuZelosecky reguldrni, pokud nebude feceno jinak.

Pro vycet v§ech moZnosti nyni uvazZujme jesté specidlni ptipad, kdy se vrchol V rota¢ni kuZze-
lové plochy stane nevlastnim bodem;? takové plocha se poté nazyva rotacni vdlcovd plocha,

plati @ = 0. Pro prunik této vélcové plochy a roviny p, respektive p’, pak mohou nastat tyto
moznosti (obr. 1.2):

a) f>a < kjeelipsa (pro = 7 jde o kruznici); k' je prdzdna mnozina,

b) B = a © k' je dvojice splyvajicich pfimek (pokud p’ je tetna rovina), dvojice rovno-
béznych piimek (pokud p’ je seénd rovina), pfipadné prazdnd mnozina (pokud ro-
vina p’ védlcovou plochu neprotne).
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Obr. 1.2: Rovinny fez rota¢ni vélcovou plochou: a) > a,b) f=a =0

Je zfejmé, Ze pfipad B < a nemuZe nastat. Pokud f = a, pak kazd4 takova rovina prochézi
nevlastnim vrcholem V, tedy jde o vrcholovou rovinu p’. Z toho plyne, Ze fezem valcové
plochy ziskdvdame pouze jeden typ regularni kuzelosecky a to elipsu.

Odchylka osy od roviny p tak urcuje, jakd bude vysledné kuzelosecka. MiZe nabyvat neko-
ne¢né mnoha hodnot pro elipsu: § € (a, %) a hyperbolu: § € (0, @), ovSem parabolu ziskame
pouze v okamziku, kdy f = a. Interaktivni konstrukci s fezem kuZelové nebo vélcové plochy
najdeme zde https://www.geogebra.org/m/wfskmprj.

RovnobéZznost parabolického fezu s te¢nou rovinou p’, ndm navic umoziuje celkem snadné
odvozeni rovnice paraboly (inspirovano [4, s. 307-309]). Zvolme na libovolné povrsce rotacni
kuZelové plochy s vrcholem V a osou o libovolny bod D takovy, Ze D # V.. Ved' me bodem D
rovinu kolmou na osu o, ziskdme kruZnici, jeji primér oznacme BD (obr. 1.3). Body M, N
lezi na této kruznici tak, Ze plati MN L BD. Oznacme bod C; C € BDN MN a ved'me jim
pfimku rovnobéznou s DV, prisecik této pfimky a povrsky BV oznac¢me A. Rovina ACM
tak bude parabolickym fezem, nebot’ je rovhobéZzna s tecnou rovinou prochdazejici povrskou
DV. Trojuihelnik BDM ma pravy thel u vrcholu M (Thalétova kruZnice). Z Eukleidovy véty
o vysce tak plyne:

|ICM|* = |BC|-|CDI. (1.1)
Trojuihelniky VBD a ABC jsou podobné podle véty uu, tedy miiZeme napsat
|BC| |BD| |CA|-|BD|
——=—— = |BCl= ——77—.
ICAl |DV] |IDV]

2priise¢ik rovnobéznych pfimek je bod v nekoneénu, tzv. nevlastni bod. Takovy bod je incidentni se viemi
navzdjem rovnobéznymi pfimkami, 1ze ho tedy definovat jako jejich smér [3, s. 18]. Budeme je znacit velkymi
pismeny s indexem oo a v obrdzcich navic Sipkou danym smérem.
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https://www.geogebra.org/m/wfskmprj

Obr. 1.3: KuzZelovd plocha s fezem kolmym na o a s fezem rovnobéZznym s DV

Dosadime do rovnice 1.1

CAl|-|BD BD
ICMIZ — w .|CD| =|CA|-|CD|- u
|IDV| |IDV|
Hodnota poméru % je konstantni a nezavisi na poloze bodu D. Z rovnobéZznosti CA a DV

vyplyvé, Ze vzdalenost bodii C, D se také neméni. Vyraz |CD|- % je tak konstanta, oznacme

ji ¢, zbyvajici dvé délky ozna¢me proménnymi: |[CM| = y a |CA| = x. Dostavame tak rovnici
paraboly
y2 =cX. (1.2)

Stejné bude platit i pro bod N, pak je ziejmé, Zze |[CM| = |CN|. Bod A nazveme vrcholem
paraboly, ptimku CA jeji osou.

Piiklad 1.
Sestrojte dalsi body paraboly, je-li ddn jeji vrchol V, osa o a jeden jeji bod M.

Vyuzijme Eukleidovu vétu o vysce k jednoduché konstrukci® bodti paraboly. Vicholem V
ved'me kolmici na osu o. Délky |VM,| a |V M,| odpovidaji vzddlenostem x,y bodu M od
obou pfimek (obr. 1.4). Z pfedchoziho odvozeni vime, Ze pro né plati vztah y? = cx. Pak tedy
prusecik osy o a piimky kolmé na M, M, vedené bodem M, bude bod P takovy, ze |[PV| = c,
plati |[VM ylz =|PV|-|V M,|. Vzdalenost | PV]| je tak vZdy pro danou parabolu konstantni. Po-
moci Thalétovy kruznice mtiZeme sestrojit dalsi libovolné body paraboly.

3Tuto méné znamou konstrukci paraboly ve svém komentati k Apolloniovym Kuzeloseckdm uvadi persky
lékafr, filozof a matematik IBN SINA zndmy jako AVICENNA (10. - 11. st.)[5].



Obr. 1.4: Konstrukce bodt paraboly pomoci Eukleidovy véty o vysce

Rovnici 1.2 mtizeme vyuzit i k odvozeni prickové konstrukce paraboly. Bude-li pro vzddlenost
jejtho bodu A od osy o platit |[AB| = %; k € R* (obr. 1.5), jeji rovnice pak bude:

Yve_ X
(E) 02
a pro délku odvésny V B pravouhlého trojihelniku AV B plati |[VB| = % Délka odpovidajici
odvésny VB'; B’ € o, podobného trojihelniku A'VB’; A’ € M, M, pak bude:

X X
VB|= = k=2,
| | 2 r
Bod A paraboly tak lezi na pfeponé VA’ pravothlého trojihelniku A'VB’, kde |VB'| = 7,
ve vzdalenosti % od osy o.

i
A Mo I 2 3 Mo
Mg 5 o M & e *----o-—-—¢"
y L e ! Yy /) / L et 1
1 1 , ’ AT 1
| : L i el aaa Loeeeee
1 1 ’ AT 1
>-—-A ————— : 77777777777 1I 77777777 21»—-[/1—,‘-"-‘71/ ————————————— bomeeo
R4 ! 1 , /’ e !
y)| 70 : L :
— K [ R e e
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Obr. 1.5: Ptickova konstrukce paraboly

Rozdélme tedy tsecku V M, na libovolny pocet shodnych dilti a na stejny pocet shodnych
dilti rozdélme i tsecku M, M. Tyto body ocislujme od bodu V, resp. M), (obr. 1.5). Body na
usecce VM, ved'me rovnobézné piimky s osou o. Body na usecce M, M spojme s vrcho-
lem V. Prliseciky odpovidajicich si rovnobéZek a tisecek pak budou body paraboly.



2 Definice kuzelosecky pomoci fidici pfimky a ohniska

2.1 Quételetova - Dandelinova véta

Definice kuZelosecek jako fezli kuzelové plochy se po dlouhou dobu davaly velmi slozité do
souvislosti s definicemi planimetrickymi, které jsou zaloZeny pifedevsim na ohniscich?. Az
pomoci Quételetovy - Dandelinovy véty®, kterd ddvd ohnisklim geometrickou interpretaci
v rdmci fezli kuZelové plochy, Ize tento vztah elegantné dokazat.

Véta 1 (Quételetova - Dandelinova). Rezem rotacni kuZelové plochy rovinou, kterd neni vr-
cholovd, je kuZelosecka, jejiZz ohniska jsou dotykové body sfér vepsanych do kuzelové plochy
tak, Ze se dotykaji roviny fezu (obr. 2.1). JestliZe rovina fezu protind vSechny povrsky rota¢ni
kuZelové plochy, je fezem elipsa. Je-1i rovina rovnobéZna pravé s jednou povrskou plochy,
je fezem parabola; je-li rovina rovnobéznd se dvéma povrskami plochy, je fezem hyperbola
a ony povrchové piimky udavaji sméry asymptot [2, s. 94] (tyto povrsky jsou shodné s k' z ka-
pitoly 1).

Obr. 2.1: Sféry vepsané do kuzelové plochy dotykajici se roviny fezu

Podivejme se na situaci v kolmém promitdni na vrcholovou rovinu obsahujici osu o kuze-
lové plochy. Stredy sfér musi leZet na ose o a zaroven na osach thlu, které svird rovina fezu
a povrska kuzelové plochy (obr. 2.2). Z tohoto ndhledu vidime, Ze

e rovina tvofici kruznici je kolmd na osu o, tedy ohniska E, F tak splynou v jeden spo-
le¢ny te¢ny bod, ktery je totozny se sttedem S kruZnice k;

* parabolicky fez ma stejnou odchylku od osy o jako povrska. Jedna z os thlu je tak rov-
nobézZna s osou o a jejich priisecik je pouze nevlastni bod. Parabola je tak jedine¢ny
pfipad kuZelosecky, jeZ ma pouze jedno vlastni ohnisko F;

* mimo tyto dva hrani¢ni pfipady ziskame vzdy dvé sféry s dvéma rtiznymi body dotyku
s rovinou fezu, tedy elipsa a hyperbola maji dvé ohniska E, F.

4APOLLONIOS Ve svych spisech sice hovofi o ohniscich jako o vyznamnych bodech, ale neexistoval pro né
zadny termin (mluvilo se o nich napft. jako o bodech vzniklych pf¥i prikladani). Jako prvni pouzil oznaceni focus
neboli ohnisko JOHANNES KEPLER (1571 — 1630) v jednom ze svych astronomickych spisti [1, s. 383].

SV roce 1822 francouzsky matematik GERMINAL PIERRE DANDELIN (1794 — 1847) ve své praci uvadi vétu,
kterd body dotyku vepsanych sfér s rovinou fezu definuje jako ohniska kuzelosecky. K podobnym souvislostem
dospél nezdavisle na ném i belgicky védec LAMBERT ADOLPHE JACQUES QUETELET (1796 — 1874), véta tedy nese
néazev podle obou matematikii (ov§em v jinych zemich se pro ni vét§inou uziva pojem Dandelinovy sféry).
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Obr. 2.2: Stfedy sfér a jejich dotykové body s rovinou fezu u kruZnice, elipsy, paraboly, hyperboly

Ukazme si ted’ vztah, ktery je zdkladem pro nésledujici odvozeni. Bodem M jsou vedeny libo-
volné tec¢ny ke sféfe, dotykové body tecen se sférou jsou T, T» (obr. 2.3). Trojihelniky M ST,
a M ST, maji spolecnou stranu MS. Ddle vime, Ze |ST1| = |ST>| (poloméry sféry). Tecny svi-
raji s polomérem pravy thel. Pak jde tedy o shodné trojihelniky podle véty Ssu a vzdalenost
te¢nych bodi je od bodu M vzZdy stejnd. Rovina ur¢end dotykovou kruznici, tedy mnoZinou
vSech te¢nych bodq, je tak kolméd na MS.

Obr. 2.3: Te¢ny z bodu M ke sféie

Vkapitole 1 jsme si ukdzali, jak ihly a a § ovlliviiuji podobu vysledné kuzelosecky. Nyni vztah
mezi témito tihly preneseme do planimetrické definice.®

Madme rotacni kuZelovou plochu s odchylkou povrsky a od osy o (obr. 2.4). Rovina p neni
vrcholova a jeji odchylka od osy o je tihel . Vepsané sféry se dotykaji roviny p vbodech E, F,
pfipadné jen vbodu F. Zvolme jednu sféru a jeji dotykovou kruZznici ved’'me rovinu 6, ta bude
kolmad na osu o. Zvolme na priise¢né kiivce k libovolny bod M a ved'me jim piimku rovno-
béZnou s osou o. Prisecik této rovnobézky s rovinou 6 nazvéme K. Bodem M ved'me po-
vrsku, jeji te¢ny bod L se sférou leZi na dotykové kruZznici. Trojuhelnik KM L m4 u vrcholu M
thel shodny s a (souhlasny thel). Bod D je pata kolmice prochézejici bodem M na priisec-
nici d rovin p a §. Uhel DMK je tak shodny s tihlem . Viechny pfimky v roviné § jsou kolmé
na KM. Je-li thel g € 0, Z) pak pro odvésnu K M plati:

|[IKM|=cosa-|ML|=cosf-|MD|. 2.1

6Alternativni verzi diikazu Quételetovy - Dandelinovy véty mtizeme najit zde [8, s. 324-335].



Obr. 2.4: Na obrézku je elipsa, ale stejné odvozeni plati pro vSechny kuZelosecky vyjma kruznice

Pro ohnisko tvofené zvolenou sférou plati | M L| = | M F]|, jelikoZ body L, F jsou dotykové body
sféry a teCen z bodu M. Dle definice 1 je a € (0, %), tedy cosa # 0. Pak mtiZeme rovnici 2.1
upravit na:

cosf3

IMF|=——-|MD|. (2.2)
cosa

Uhly « a § jsou vzdy pro dany fez neménné, jejich pomér tak bude roven néjaké konstanté,
oznacme ji €. Funkce cosinus je v intervalu (0, Z) klesajici a jeji hodnoty jsou vzdy kladné,
tedy pro € bude platit:

a) €€(0,1) © f>a < kjeelipsa,
b) e=1¢ f=a < kjeparabola,
c) €€ (l,00) © < a< kjehyperbola.

Pro = 7, kdy k je kruZnice, je rovina p rovnobézna s rovinou §. Jejich priise¢nici je tak ne-
vlastni pfimka. Nemtizeme napsat dle rovnice 2.1: |KM| = cos - | M D|, protoZze prava strana
je neurcity vyraz (0-oo). Kruznici tak nelze pomoci pfimky d definovat. Plati ale |[MF| = %
Pro rovnobézné roviny je | K M| shodnd pro vSechny body M kruZnice. Vyraz na pravé strané
je tak konstanta, jeZ je rovna polomeéru r. Dosli jsme tak k definici kruZznice jako mnoziny

vSech bodi v roving, jez maji od pevného bodu vzdalenost 7.

Situaci v roviné p tak mtizeme zapsat jako planimetrickou definici kuzelosecek, jez je zndma
jako definice Apolloniova. Tato definice byva také nazyvédna jako spole¢nd, vzhledem k tomu,
Ze nam i v roviné ukazuje spojity pfechod od elipsy pfes parabolu az k hyperbole.

Jesté dodejme, Ze pro nevrcholovou rovinu p bude vzdy platit, Ze F ¢ d. Tato podminka tak
musi platiti v roviné. V opacném piipadé bychom ziskali singuldrni kuZelosecku a to bod pro
€ <1, primkupro € = 1 a dvé rtiznobézky pro € > 1.

“KruZnici Ize definovat i pomoci dvou riiznych bodt A, B akladné konstanty A # 1. MnoZinou vSech bodt M,
pro které plati |AM| : |[BM| = A, je kruZnice zndma také jako Apolloniova kruznice [6].



Definice 2. V roviné je ddn pevny bod F a pevnéa pfimka d, kterd jim neprochézi. Déle je
déna konstanta € > 0. Pak mnoZinou v§ech bodt M roviny, pro které plati:

|IMF|=¢-IMdl|,

je elipsa pro € < 1 (vyjma kruZznice), parabola pro € = 1 a hyperbola pro € > 1. Bod F je pak
ohnisko kuzelosecky, d ridici ptimka a € numerickd excentricita [7, s. 13].

,,,,,,

pfimky mtiZe nabyvat nekone¢né mnoha hodnot pro elipsu a hyperbolu, hranici mezi témito
hodnotami je pak € = 1, jeZ je jedinou hodnotou pro ziskani paraboly. Interaktivni podobu
této definice najdeme zde https://www.geogebra.org/m/pt2jbjwe.

2.2 Délici pomér

Na obrazku 2.5 vidime elipsu k., parabolu k, a hyperbolu kj vidy s danym ¢, dale jejich
spolec¢nou fidici pfimku d a ohnisko F. RovnobéZky s d zobrazuji rizné vzdélenosti od d,
soustfedné kruZnice od F. Jejich odpovidajici priiseciky jsou body jednotlivych kuZelosecek.
Je zfejmé, Ze vSechny tfi jsou osové soumérné podle pfimky, jezZ prochdazi F a je kolma na d.
U paraboly uz vime, Ze je to jeji osa o, u elipsy a hyperboly pak hlavni osa 0;. Pro snadnéjsi
préci s polohou bodt na pfimce si nyni definujme délici pomeér.

Obr. 2.5: Elipsa k., parabola k;, a hyperbola kj, s pfislusSnym ¢

Definice 3. Necht' A # B jsou dva body na pfimce a necht' C # B je libovolny bod na téze
piimce. Potom redlné ¢islo A takové, Ze

A-BC=AC,

se nazyva delici pomér bodu C vzhledem k bodlim A, B [3, s. 16]. Budeme ho znacit (AB; C).

Véta 2. Kazdému redlnému ¢islu A odpovidé jediny bod C na ptimce, jehoZ délici pomér
k zakladnim bodlm A, B je roven ¢islu A [3, s. 17].


https://www.geogebra.org/m/pt2jbjwe

Orientovand tisecka AC je usecka AC, na které jsme zvolili A jako pocéatecni bod a C jako
koncovy bod. Pro libovolné tfi body A, B, C na pfimce a A € R plati:

e A=C> R je orientovand usecka s nulovou délkou;

e AC=-CA4;

« AC=AB+BG;

e 1-AB+1-AC=A-(AB + AC).
Na obrézku 2.6 nahote vidime rizné polohy bodu C na pfimce AB a jemu odpovidajici hod-
noty (AB;C). Dle definice 3 je tak A podilem orientovanych tusecek AC a BC. NezdaleZi na
tom, jaky smér na piimce zvolime jako kladny, jen je tfeba se této volby déle drzet. Bude

ovSem platit, Ze (BA;C) = ﬁ. Na stejném obréazku dole je zndzornéno, jakych hodnot A
v zéavislosti na poloze bodu C nabyva.

Ao "2 _lg 6 AL
-6 3 2 A » B 3
c I C 3 ?
) Ae(0,1) A € (—00,0) .
‘ . .
A=0 C+#B

Obr. 2.6: Hodnoty déliciho poméru (AB; C)

Ve vy¢tu hodnot chybi A = 1, kdy by mél mit bod C stejnou vzdalenost od A i B. Vné tisecky
AB takovy vlastni bod neexistuje. Bude-li ale bod C ubihat do nekonecna, bude se pomér
této hodnoté limitné blizit, tedy plati, Ze (AB; C,) = 1.

Podivejme se bliZ na situaci na ose, resp. hlavni ose kuzelosecky (obr. 2.7). Prisecik osy
s pfimkou d oznac¢me D. Pro body M kuZelosecky leZici na ose, plati € = |(FD; M)|. Pro elipsu
a hyperbolu to splnuji dva body A, B; (FD; A) = ¢, (FD;B) = —¢. Obé kuZzelosecky tak maji
s hlavni osou vzdy dva priseciky A, B, tzv. hlavni vrcholy. Parabola bude mit vlastni priisecik
pouze jeden, vrchol V; (FD; V) = —1. Bod Ax; (FD; As) = 1; bude nevlastni, dany smérem
oSy 0.

Obr. 2.7: Hlavni vrcholy elipsy, paraboly a hyperboly na ose o

Jeden vrchol kuzelosecky bude vzdy leZet mezi body F, D, coZ vyplyva i z obrazku 2.6, kde A
vnitfniho bodu tsecky muiZe nabyvat vSech zdpornych hodnot. Ve stejné poloroviné urcené
pfimkou d pak bude leZet i druhy vrchol elipsy. Hyperbola bude mit vrcholy v opa¢nych
polorovindch ur¢enych d. Vzhledem k podmince F ¢ d, nemuZe leZet Zddny bod kuZelosecky
na pfimce d. Hyperbola tak m4a dvé oddélené ¢asti, tzv. vétve hyperboly.
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2.3 Numericka excentricita kuZelosecky

Ukdzali jsme si, jak numerickou excentricitu vyjadfit pomoci thlti a a §, které ale vroviné ne-
najdeme. Odvod'me si tak € pomoci jinych konstant. Nejprve se podivejme na kuzelosecky,
jez maji dvé rlizn4, vlastni ohniska a tedy i dvé fidici pfimky. Témi jsou elipsa (vyjma kruz-
nice) a hyperbola. V odvozeni rovnice 2.2 jsme v jejich pfipadé pouZili libovolnou sféru. Ke
stejnému € dojdeme i s druhou sférou, ohniskem a jemu pfidruzenou fidici ptimkou, jelikoz

k tomu vyuZijeme stejné thly a a f.

Obr. 2.8: Elipsa k., hyperbola kj, a jejich hlavni osa 0;

Na obréazku 2.8 vidime kuZelovou plochu v kolmé projekci na vrcholovou rovinu obsahu-
jici osu 0;. Dotykovymi kruznicemi sfér prochdzi rovnobézné roviny 6;,6,. Osa 0; prochdzi
ohnisky E, F a jeji priseciky s kuZelovou plochou jsou vrcholy A, B. Body Dy, D; jsou pru-
seCiky o; a fidicich pfimek d;, d, jeZ jsou také rovnobézné. Bodem A ved'me povrsku AV,
jeji priseciky s rovinami 61,0, oznac¢me L;, L,. Rovina fezu neni vrcholovd, pak |AB| # 0,
tuto vzdalenost oznacme 2a, kde a je délka hlavni poloosy. Délku |EF| oznacme 2e¢, kde e je
linedrni excentricita (nazyvana bézné pouze excentricita). Dle definice 2 je € > 0.

Plati (FD5; A) =€ = (EDy;B) a (EDq; A) = —e = (FDy; B), miZeme tak napsat:

FA=¢-D,A EB=¢-DiB
EA=-¢-D,A FB=—¢-D,B
AE+AF =¢. DA+ D)) EB+FE=e¢.(DiB+5D;)
ﬁ+ﬁ+ﬁ:g-D1_D£ ﬁ+ﬁ+F_B):£-Dl—D2) (2.3)

AE+ AE+EF=EF+FB+FB
AE = FB.
Dosadime do rovnice 2.3:

———

1‘1—E>'+ﬁ+PTB>:€'D1D2
AB=¢-D,D, (2.4)
E:g-(D1A+E+BD2)

11



— AE — BF
AB:g-(—+AB——)
€ €

AB=AB+BE+¢e-AB—BE—EF
EF =¢- AB. (2.5)

Pro numerickou excentricitu elipsy a hyperboly tak plati:

£= (2.6)

e
pt
Numerickou excentricitu kruZnice vyjddfime pomoci limitniho pfipadu elipsy, jejiz vzdale-

2y 2

nost mezi ohnisky se bliZi nule. Pro € kruZnice dle rovnice 2.6 tak plati:

. e
e=lim— =0.
e—0a

Numerickou excentricitu paraboly vyjddiime pomoci limitniho pfipadu elipsy, jejiZ jedno
ohnisko se vzdaluje do nekone¢na. Z rovnic 2.3 a 2.4 vyplyva, Ze 2a = 2e + 2 - |V F|. Pak mu-
Zeme dle rovnice 2.6 napsat:

£

’

= lim ——— =
e—oo e+ |VF|
coZ odpovida definici 2.

Numerickd excentricita je nezaporné Cislo € = < pro elipsu a hyperbolu, £ = 1 pro parabolu.
Toto cislo charakterizuje tvar pfislusné kuzelosecky a vyjadfuje, jak moc se svym tvarem lisi
od kruznice. KruZnice samotna m4 tak tuto hodnotu rovnu nule. Dvé podobné kuZelosecky
maji shodnou numerickou excentricitu. To pak znamen4, Ze jsou si podobné nejen viechny
kruZnice, ale také vSechny paraboly. [9]. To obéma pfindsi riizné unikatni vlastnosti, jeZ jsou
jen specidlnim piipadem obecnych vlastnosti kuZelosecek.

Pro nékterd budouci odvozeni jesté urceme délku |L; Ly|. Dle obrazku 2.8 a rovnic 2.3 a 2.4
muiZeme napsat:

\LiLy| = |L A+ ALy| = |AE+ AF| = | AE + AE+ EF| = | AB| = 24, 2.7)

coz bude platit pro délku vSech povrsek mezi rovinami 61, 6.

2.4 Ridici pFimka a teény kuZelosecky

Vrat'me se k prostorové situaci s rotacnim kuzelem, se¢nou rovinou p, jez tvoii kuzelosecku,
a rovinou 6, jeZ prochdzi dotykovou kruznici vepsané sféry (obr. 2.9). Tyto roviny opét uva-
zujme jako rtiznobézné, jejich prusecnici je tak fidici pfimka d. Libovolné zvolenym bo-
dem T} dotykové kruznice ved’'me povrsku V Ty, jeji prisecik s rovinou p ozna¢me 7. Vime,
Ze teCna t; dotykové kruZnice prochdzejici bodem T} v roviné 6 musi byt kolmé na polo-
mér této kruznice, tedy i na povrsku V Ty. Te€na f; bude zéroven priise¢nici roviny 6 a te¢né
roviny 1 kuzelové plochy vedené povrskou V Tj. Také tyto roviny budou vzdy rtiznobézné,
odchylka osy od povrsky je mensi neZ 7, tedy je riznd od jeji odchylky od roviny 4.
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Obr. 2.9: TeCny t a £} jako priiseCnice rovin7,p a 7,6

Tec¢na t kuZelosecky bodem T tak bude priisecnice rovin 7 a p. I tyto roviny budou pro
vSechny vlastni body T kuZelosecky rliznobézné. Priisecnice d, t, t se tak protnou vjednom
bodu D vyjma situace, kdy bod T bude jednim z hlavnich vrcholti resp. vrcholem kuzelo-
secky. V tomto piipadé budou v§echny tfi priise¢nice rovnobézné. Ohnisko F a bod Ty jsou
dotykovymi body sféry a tecen z bodti D a T, potom plati:

|DF| =|DTgl, ITF| =TTkl

a trojihelniky DT Ty a DTF jsou shodné dle véty sss. Uhel u vrcholu F tak bude vzdy pravy.
MuZeme napsat vétu o vztahu mezi fidici pfimkou a te¢nou kuZzelosecky:

Véta 3. Méjme kuZeloseCku (vyjma kruZnice) a jeji ohnisko F s jemu pfidruzenou fidici
pfimkou d. Dédle méjme jeji libovolny bod T, jeZ je rizny od hlavnich vrcholt resp. vrcholu
kuZelosecky. Prisecik fidici pfimky d a pfimky vedené ohniskem F kolmé na piimku TF
ozna¢me D. Pak ptimka prochdzejici body D, T je teCnou kuZelosecky vbodu T [7, s. 27].

Obr. 2.10: Vztahy mezi te¢nou a fidici pfimkou kuZelosecky
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Na obrazku 2.10 vlevo vidime, Ze nezaleZi na volbé ohniska, véta plati pro obé ohniska E, F
a jim pfiduzené piimky d; resp. d, pokud existuji.

Na obrazku 2.10 uprostied vidime, Ze pokud priisecik P tecen t;, t» ke kuzelosecce lezi na fi-
dici pfimce d, pak pfimka p vedend dotykovymi body T3, T» téchto teCen prochdzi ohniskem
dané kuzelosecky.

Na obrazku 2.10 vpravo vidime, proc¢ jsme vyloucili hlavni vrcholy kuZelosecky. V této situaci
totiZ nebude existovat vlastni prisecik D piimky FB a fidici pfimky. Pokud vSak pfipustime
i nevlastni prvky a tedy prusecik D, je zfejmé, Ze teCna v hlavnich vrcholech kuZzelosecky je
pfimka kolmé na hlavni osu kuZelosecky.

Rovina 7 maZe byt rovhobéZnd s rovinou p pouze pti parabolickém fezu a to v situaci, kdy
je povrska V Ty rovnobéznd s rovinou fezu p. Pak neexistuje jejich prisecik, respektive je jim
pouze nevlastni bod Uy,. Priise¢nice rovnobéznych rovin 7 a p, tedy te¢na v tomto nevlast-
nim bodu - tzv. asymptota, je pouze nevlastni ptimka. To také vidime u paraboly na obrazku
2.11 vlevo, osa paraboly spojuje ohnisko a nevlastni bod Uy, a kolmice na tuto osu procha-
zejici F ma s fidici pfimkou d pouze nevlastni prisecik D,. Pfimka prochdzejici dvéma ne-
vlastnimi body D, Uy je pak skute¢né nevlastni.

Obr. 2.11: Te¢ny paraboly a hyperboly v jejich nevlastnich bodech

U hyperboly je situace trochu jind. Dvé povrSky rovnobéZné s rovinou p s ni také maji pouze
nevlastni priseciky Ui, Uzoo, OVSem obé tecné roviny prochdazejici témito povrskami jsou
od roviny p raznobézné. Pak existuji priiseCnice s rovinou p, jeZ jsou jeji teCny v nevlastnich
bodech U, Uzo, tedy asymptoty u;, u hyperboly.

Na obrézku 2.11 vpravo pak vidime konstrukci téchto asymptot v roviné. Rovnice 2.7 ndm
iikd, Ze vSechny povrsky maji mezi rovinami 61, 6, délku 2a. Naneseme-li tuto délku mezi
fidici pfimky d;, dy, ziskdme sméry povrSek rovnobéznych s rovinou p, tedy pravé takovych,
jez udévaji smeér nevlastnich bodti U, Uz Kolmice vedené ohniskem E na pfimky témito
sméry, protnou fidici pfimku d; v bodech D, a D,. Ptimky vedené D;, D, se sméry nevlast-
nich bodt Uy, Uzeo tak budou asymptoty hyperboly uy, u,.
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Priklad 2.
Sestrojte parabolu, jsou-li ddny jeji dvé tecny t, t», jez jsou na sebe kolmé, a body dotyku Ty, T»
téchto tecen s parabolou, jez jsou riizné od priiseciku P tecen ti, t,.

Na obréazku 2.12 vidime tec¢ny f,, f, paraboly a jejich priisecik P. Paty kolmic dotykovymi
body T3, T> na fidici pfimku d oznacme D1, D,. Priseciky tecen s pfimkou d oznac¢me Aj, A;.
Z véty 3 plyne, Ze thel TFA bude vzdy pravy. Z definice 2 paraboly plati |TF| = ¢-|Td]|, kde
€ = 1, diky ¢emuz jsou pro parabolu trojuhelniky ATF a AT D vzdy shodné podle véty Ssu
a soumérné dle prislusné tecny.

Uhly u vrcholdi Ty, T» trojihelniktt PFT;, FPT, ozna¢me a a 3. Uhly D,D; F, FD,D; jsou
s thlem a resp. f shodné, jde vzdy o doplnkovy thel stejnych Ghli. Z osové soumérnosti
plyne |PF| = |PD| a body D1, D, F tak leZi na kruZnici se sttedem v bodu P. Uhel D,D;F
je zaroven obvodovy uhel oblouku D, F této kruznice, je tak shodny s thlem T, PF, jez tvofi
polovinu odpovidajiciho stfedového tthlu D, PF. Plati podobné i pro tthel FD;, D; a thel
FPT;. Velikost thld u vrcholu P trojihelnikt PFT;, FPT, je tak rovna velikosti 8 resp. a
a tyto trojuhelniky jsou si tak podobné dle véty uu.

T) 1
5/ 12
d ; |
by A A b,
| ™ — (aHA)X |
t] ’,,'

Obr. 2.12: Te€ny paraboly #, £, a jejich vnéjsi thel

Uhly u vrcholu F jsou potom také shodné a velikost kazdého z nich je:
m—(a+ ).

Pro kolmé tecny je soucet Ghlii a a § roven 5 a body T1, F, T> jsou pak kolinedrni. V tomto
pfipadé bude bod P vzdy leZet na tidici pfimce d (viz obr. 2.10). PovSimnéme si také, Ze

vnéjsi uhel mezi teCnami paraboly je vZdy roven thlim T; FP a PFT,. Plati tak nasledujici
veéta:

wevs 2

Véta 4. Vnéjsi uhel dvou libovolnych teCen paraboly je shodny s tthlem, ktery je ddn spojnici
ohniska s prusecikem danych tecen a spojnici ohniska s libovolnym bodem dotyku danych
teCen s parabolou [10, s. 67].
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Obr. 2.13: Konstrukce paraboly dané kolmymi te¢nami #;, £, a body dotyku T, T>

Konstrukci vidime na obrézku 2.13. PriiseCikem P teCen t;, f» ved'me kolmici na T; T, pata
této kolmice bude ohnisko F paraboly. Sestrojme kruZnici se sttedem v jednom z dotykovych
bodi prochézejici ohniskem. Ta se musi dotykat fidici pfimky. Bodem P ved’'me te¢ny k této
kruZznici, jednou z nich bude vzdy ptimka PF, druh4 te¢na bude fidici pfimkou d paraboly.
Kolmice na d prochézejici F pak bude osa o paraboly, na ni bude leZet i vrchol paraboly
takovy, ze |[VF| = |Vd|.

Tento pfiklad bude mit pro 73, T» rizné od P vzdy jedno feSeni.
Priklad 3. [10, s. 78-79]

Sestrojte parabolu, jsou-li ddny jeji tri teCny 1y, t, t3 a jeden bod dotyku T s parabolou na jedné
z nich.

Obr. 2.14: Trojuhelnik P P, P3 tvofeny tfemi teCnami #, t», 3 paraboly

Pomoci pfedchozi véty 4 dokazme zajimavy vztah, jeZ plati pro vrcholy trojihelniku tvofe-
ného tfemi teCnami paraboly a pro jeji ohnisko. Na obrazku 2.14 je to trojuhelnik P; P, Ps.
Dle véty 4 je thel @ u vrcholu P; shodny s tithlem P; FT a thel § u vrcholu P53 s tthlem TFPs,
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kde T je dotykovy bod trojuhelniku P; P, P3 s parabolou. Pro velikost zbyvajicich ahlt y a 6
trojuhelniku P; PsF tak plati:
Yy+é6=n—(a+p)

N 2

a soucet protéjsich thlt u vrchol Py, P; ¢tyfuhelniku P, P, PsF je tak roven:
a+pf+rn—-(a+p)=m.

Stejny vypocet pak plati i pro dva protéjsi thly u vrcholll P,, F, pak je ¢tyiihelnik Py P, PsF
tétivovy a jeho vrcholy lezi na jedné kruZnici. Plati tak véta:

Véta 5. Ohnisko paraboly lezi na kruZznici, kterd prochdzi priseciky libovolnych tii tecen této
paraboly [10, s. 74].

Pak tedy ved’'me priiseciky P; P, P3 danych teCen kruZznici [ (obr. 2.15). Dotykovy bod T leZzi
na te¢né t;, zvolme jednu ze dvou zbyvajicich tecen a jejich prtsecik, v naSem ptipadé t,
a Py, a sestrojme nad tseckou T P; ekvigondlu, tedy mnozinu bod{, ze kterych je tsecka T P,
vidét pod dhlem a, jez je vné&jsim uhlem teCen f;, f,. Stfed této kruZznice m bude leZet na
kolmici na #, prochdzejici P; a ose tisecky T P;. Jednim prisecikem kruznic [ a m bude vzdy
bod P;, druhym pak ohnisko F paraboly.

Obr. 2.15: Konstrukce paraboly dané tfemi te¢nami ty, £, 3 a bodem dotyku T

Ptimka prochdzejici ohniskem F kolma na spojnici FT pak protne tecnu ¢; v bodu D, jez
bude leZet fidici pfimce paraboly (viz véta 3). Té se také bude dotykat kruZnice n se sttedem
vbodu T prochdzejici ohniskem F. Te¢na k této kruznici n z bodu D, rizné od FD, tak bude
fidici pfimkou d paraboly. Déle postupujme jako v pfedchozim ptikladu 2.

Tento piiklad bude mit pro te¢ny, jez nejsou konkurentni a Zddné dvé z nich nejsou rovno-
bézné, a pro dotykovy bod T rtzny od prisecikti Py P, P3 vzdy jedno feSeni.
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3 Ohniskové definice kuZelosecek

3.1 Ohniskova definice elipsy a hyperboly

Asi nejznaméjsi definice kuzelosecek jsou ty ohniskové. Odvod’'me je nejprve pro kuzelo-
secky se dvéma vlastnimi ohnisky, tedy pro elipsu a hyperbolu.

Obr. 3.1: Elipsa k¢, hyperbola kj, a jejich libovolny bod M

Zvolme si libovolny bod M elipsy k., resp. hyperboly kj, (obr. 3.1). Ved’' me jim povrsku V M.
Body Lg, Lr jsou jeji pruseciky s dotykovymi kruZznicemi vepsanych sfér. Pro bod M plati:

|EM| =|MLE|, 3.1
|FM|=|MLF|, (3.2)

kde |[EM|,|F M| jsou tvz. délky pritvodicit EM,FM.
Secteme-li rovnice 3.1 a 3.2, pak pro elipsu k. plati:
IME|+|MF|=|LgM|+|MLF|=|LgLF|.
Z rovnice 2.7 vime, Ze pro vSechny Lg, Lr plati: |LgLr| = |AB| = 2a, pak mliZeme napsat:
|[EM|+|FM| =2a.

Aby takové body M existovaly, pfipadné netvofily jen tisecku EF, musi platit a > e, coz dle
rovnice 2.6 pro elipsu plati. MiZeme tedy napsat definici.

Definice 4. MnoZinu v§ech bodi v roving, které maji od dvou pevnych bodi E, F konstantni
soucet vzddlenosti 2a, pro ktery plati: 2a > | EF|, nazyvame elipsa [2, s. 76].

Tato definice platiipro kruZznici, vime-li, Ze E = F = S, pak |EM| = |FM| = |SM|, po dosazeni:
2ISM| =2a, tedy r = a.
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Odecteme-li od sebe rovnice 3.1 a 3.2, pak pro hyperbolu kj, plati:
IEM| = |FM]| = ||ILgM| - |MLF|| = |LgLFl.
Uz vime, Ze pak dle rovnice 2.7 mizeme napsat:
||[EM|-|FM|| =2a.

Aby takové body M existovaly, pfipadné aby netvofily jen pfimku EF, vyjma bodi mezi EF,
musi platit a < e, coZ dle rovnice 2.6 pro hyperbolu plati. Také vime, Ze a > 0. MiZeme tedy
napsat definici.

Definice 5. Mnozinu v§ech bod v roviné, které maji od dvou pevnych bodt E, F konstantni
absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti 2a, pro kterou plati: 0 < 2a < |EF|, nazyvame hyper-
bola 2, s. 82].

Inspirovano [7, s. 17]. Odvodit ohniskové definice elipsy a hyperboly bychom mohli pouze
v roviné pomoci Apolloniovy definice. Méjme elipsu k. a hyperbolu kj, se spolecnymi fidi-
cimi pfimkami d, d (obr. 3.2). Dle definice 2 miZeme napsat:

proe<l: proe>1:

IME| =¢-|Md,| IME| =¢-|Md,|

IMF|=¢-|Md,| IMF|=¢-|Md,|
|EM|+|FM| =¢-|d, do] [|IEM|—|FM|| =€ |d1dol.

Z rovnice 2.4 vyplyva, Ze € - |d, d»| = 2a. Pak jsme tedy dospéli k ohniskovym definicim elipsy
a hyperboly.

Obr. 3.2: Elipsa k., hyperbola kj, a jejich spolecné tidici pfimky d,, d»

Na obrazku 3.2 mizeme také vidét bod M’ elipsy i hyperboly. Plati-li pro néj |M'F| = |ME],
pak musi platit také |M'E| = |[MF| a tedy i |M'd;| = |Md,|. Elipsa a hyperbola jsou tak osové
soumérné i podle vedlejsi osy 0,, jeZ je osou rovnobéznych pfimek d;, d> a je kolméa na o;.
Prisecik os 01,0 je stred kuzelosecky S, jeZ je také spoleCnym stfedem tsecek AB a EF,
a elipsa resp. hyperbola je podle néj sttedové soumérna. Takové kuzelosecky se nazyvaji stre-
dové. Parabola, jeZ ma pouze jedno vlastni ohnisko a nema vlastni sted, se nazyva vrcholovd
kuZelosecka.
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3.2 Ohniskova definice paraboly

Ohniskové definice elipsy a hyperboly popisuji vztah mezi délkami jejich pravodict a vzda-
lenosti mezi jejich hlavnimi vrcholy. Jak bude tato definice vypadat u paraboly, jeZ ma pouze
jedno vlastni ohnisko a vrchol? Podivejme se nejprve na jeden zajimavy dtisledek ohnisko-
vych definic elipsy a hyperboly.

Zvolme si libovolny bod M elipsy nebo hyperboly. Ved'me jim pfimku EM, kde E je jedno
z ohnisek E, F. Na této pfimce sestrojme bod Q takovy, Zze |MQ| = |[MF| a zaroven aby pro
elipsu platilo (QM;E) > 1, pro hyperbolu pak (QM;E) < 1 (obr. 3.3). |[EQ] elipsy mliZeme
vyjadrit:
|[EQ| =|EM|+|MQ|=|EM|+|FM|=2a
a |[EQ| hyperboly:
|EQ| = ||[EM| - |MQI| = ||[EM| - |FM|| = 2a.

Tedy |EQ| = 2a nezavisle na volbé bodu M. VSechny body Q tak budou leZet na kruZnici se
sttedem v ohnisku E a polomérem 2a. Nazyvame ji ridici kruznice a budeme ji znacit q.
Stejné pojmenovani s fidici pfimkou neni ndhodné, pro nejkratsi vzdalenost |[MQ| vSech
boda M elipsy od kruznice g plati |[MQ| = |[MF|, coZ ndm pfipomind definici paraboly po-
moci jeji fidici pfimky. Toto plati i pro hyperbolu a jeji body M;|EM]| > | F M|; pro zbylé body
M’ bude naopak vzdalenost |M'Q’| nejdelsi od q.

Obr. 3.3: Ridici kruznice ¢ elipsy k. a hyperboly kj,

Obé kuzelosecky jsou tak mnoZinou stfedli vSech kruznic, jez prochédzi bodem F a zaroven
se dotykaji kruznice g (E;2a). Pokud je F vnitinim bodem kruZnice g, plati e < a a ptjde
o elipsu, pokud je F vnéjsim bodem g, plati e > a a mnoZinou bude hyperbola. Na této in-
terpretaci ohniskovych definic pomoci dotykovych kruznic je ndzorné vidét, pro¢ musi platit
jejich podminky. Bod F nemtiZe leZet na kruznici g, coZ plyne z a # e. Vidime, Ze elipsa pak
degraduje na isecku EF a hyperbola na pfimku EF vyjma bod@i mezi EF (obr. 3.4). Polomér
kruZznice g musi byt také rizny od nuly, aby mnoZzinou stiedii nebyla pouze osa tsecky EF,
coz odpovidd podmince a > 0 pro hyperbolu. MtiZe vsak platit E = F, v takovém piipadé
bude mnoZinou stfed specidlni pfipad elipsy — kruznice.

Na zacatku jsme zvolili libovolné ohnisko. Stejné bude platit i pfi opa¢né volbég, obé kuZzelo-
secky tak maji dveé fidici kruznice g, g se stfedy v E, F a polomérem 2a.
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Obr. 3.4: Pfipad, kdy F € g, polomér ¢ je roven nule, pro ohniska plati E = F

Parabolu si opét miizeme predstavit jako elipsu, jejiZ jedno ohnisko E ubiha do nekonecna,
tedy plati (QM; E,,) = 1 (obr. 3.5). Priivodi¢ EM se tak stane rovnobé&znym s osou o. Ridici
kruznice g bude mit nekonecny polomér a stane se z ni pifimka kolma na ME,, tedy plati
IMF|=|MQ|=|Mgq|. KdyZ se ohnisko E ,vrati z nekonecna“, objevi se na druhém konci osy
jako ohnisko hyperboly® a g opét pfechazi v kruZnici.

Obr. 3.5: Parabola k), a jeji fidici pfimka ¢g; pro lepsi pochopeni také v interaktivni podobé najdeme
zde https://www.geogebra.org/m/ttw85yrd

Parabola je tak mnoZinou stiedd vSech kruZznic, jeZ prochédzi bodem F a dotykaji se pfimky 4.
Z této vlastnosti vychdzi jeji ohniskova definice, jez je tak ekvivalentni s Apolloniovou defi-
nici |MF| = e-|Md|, kde £ = 1, coZ je také jedind hodnota ¢, s niZ ziskdvdme parabolu. Ridici
piimky g, d jsou tedy shodné, ackoliv ptivod kazdé z nich miizeme chdpat trochu jinak. Bu-
deme ji oznacovat jiz pouze d. NapiSme tak ohniskovou definici paraboly.

Definice 6. MnoZinu vSech bodt v roving, které maji od pevného bodu F a pevné piimky d,
jez timto bodem neprochdzi, stejné vzdalenosti, nazyvame parabola [2, s. 87].

Vzhledem k tomu, Ze ohnisko E, je nevlastni, nelze hovofit o délce a, e ¢i privodice ME,.
Miizeme ale pracovat se vzdéalenosti |Fd| ohniska od tidici pfimky, jeZ se nazyva parametr
paraboly p. Délkami pravodica paraboly pak rozumime |MF| a |[Md].

V ohniskovych definicich na prvni pohled nevidime, jakou hranici v nich tvoii parabola. M-
Zeme ale Tici, Ze jeji fidici pfimka je hranici mezi fidicimi kruZznicemi elipsy a hyperboly.

8Préci s nevlastnimi body by §lo dobie popsat pomoci projektivniho rozsifeni eukleidovské roviny, ale to je
jiz nad rdmec této prace. Zlistanime proto pouze u této intuitivni pfedstavy.
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3.3 Ohniskové vlastnosti a te€ny kuzelosecky

Piiklad 4.
Sestrojte body kuzelosecky, je-li ddna délka jeji hlavni poloosy a (a # 0) a jeji excentricita e
(e # a); resp. jeji parametr p (p #0).

VyuZzijme ke konstrukci kuZelosecky jeji fidici kruznici, resp. pfimku. U kuZelosecky se dvéma
ohnisky E, F;| EF| = 2e; nezaleZi na volbé fidici kruZnice, my jsme na obrazku 3.6 zvolili kruz-
nici g (E;2a). Pro elipsu musi platit e < a a pro hyperbolu e > a. Pro parabolu s ohniskem F
meéjme piimku d takovou, Ze |Fd| = p. Na kruZnici g, resp. ptimce d, pak zvolme libovolny
bod Q. Bod M kuZelosecky musi leZet na ose tisecky FQ, jelikoZ pro néj plati |IMQ| = [MF|

a zaroven na pifimce EQ, resp. kolmici k d prochézejici Q (mohli bychom také fici QE).
Jejich prisecik tak bude hledany bod M kuzelosecky.
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Obr. 3.6: Konstrukce libovolného bodu M elipsy k., hyperboly kj, a paraboly k,

Podivejme se, je-li bod M jediny spole¢ny bod osy tsecky FQ a kuzelosecky. Pro vSechny
body X na této ose, takové Ze X # M, také plati | XQ| = |XF|, pro elipsu a hyperbolu pak
|[EQ| = 2a. Po dosazeni za ptislusné strany v trojihelniku EQX mtZeme dle trojihelnikové
nerovnosti napsat u elipsy:
|[EX|+|FX]|>2a,

a u hyperboly:

2a+|EX|>|FX|=2a> ||FX|-|EXI|.
U paraboly vyuzijme kolmosti priivodi¢e X Q' na d. Pro pfeponu QX pravouhlého trojuhel-
niku Q'QX plati:

1QXI*=1QQ'1* +1XQ'|* = | XF| > |Xd|.
VSechny body osy or( jsou tak kromé bodu M vnéjsi® body prislusné kuzelosecky. Osa orq
je tudiz jeji tetna a bod M jejich tecnym bodem. Tato osa je pak zaroven osou vnéjsich tthl
pravodica FM a EM, resp. FM a QM. MuZeme tak napsat véty (vSechny z [11]):

Véta 6. Tecna regularni kuzelosecky ptili vnéjsi thly priivodict dotykového bodu.

Véta 7. MnoZinou vSech bodi soumérné sdruZenych s jednim ohniskem elipsy respektive
hyperboly podle jejich teCen je kruZnice se sttedem v druhém ohnisku a polomérem 2a.

Véta 8. MnoZinou viech bodi soumérné sdruzenych s ohniskem paraboly podle jejich tecen
je jeji fidici pfimka.

90pacna nerovnost by pak platila pro vnitfni body dané kuzelosecky.
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Podivejme se jeSté na dalsi vyznamny bod osy or(, tedy tecny ¢ kuzelosecky. Je jim jeji priise-
¢ik s tiseckou FQ neboli pata P kolmice vedené z ohniska kuZelosecky na jeji te¢nu (obr. 3.7).
Tento bod leZi ve sttedu tisecky FQ. Pak tedy tsecka SP, kde S je stied kuZzelosecky se dvéma
ohnisky E, F, je stftedni pficka trojuhelniku EFQ. Jeji délka je rovna poloviné rovnobézné
strany EQ, pak vzdy plati [SP| = a. VSechny paty P tak budou leZet na vrcholové kruznici
v (S; a). Tato kruznice prochdzi hlavnimi vrcholy A, B, teCny vedené témito vrcholy budou

piimky kolmé na hlavni osu kuZelosecky.

d v
T/

Obr. 3.7: Vrcholova kruznice v elipsy, hyperboly a vrcholova pfimka v paraboly

U paraboly opét vyuZzijme pravouhlého trojihelniku, tentokrat DFQ, kde D je prasecik fidici
pfimky a osy paraboly. Usecka VP, kde V je vrchol paraboly, je stiedni piitka tohoto troju-
helniku rovnobézn4 se stranou QD. Pak tedy vSechny paty P kolmic z ohniska F paraboly
na jeji teCny lezi na pfimce rovnobézné s fidici pfimkou d prochdzejici vicholem V, tedy na
vrcholové primce v. Tato pifimka je zaroven jeji tecnou vbodu V.

Na parabolu jsme se oviem mohli opét podivat jako na limitni pfipad elipsy, jejiZ ohnisko E
ubihd do nekonecna. Nekonecnu se pak bude blizit i stied jeji vrcholové kruznice, tedy stane
se z ni pfimka kolm4 na osu paraboly, jezZ prochdzi vrcholem paraboly.

Plati tedy véty (vSechny opét z [11]):

Véta 9. MnozZinou viech pat kolmic vedenych z ohniska elipsy respektive hyperboly k jejich
te¢ndm je kruZnice se sttedem ve stfedu pi¥islusné kuzelosecky a polomérem a'°.

Véta 10. Mnozinou vSech pat kolmic vedenych z ohniska paraboly k jejim tetnam je jeji
vrcholové tecna.

Pokud bude osa orq rovnobézna s ptimkou EQ, jejich priiseCik M nebude existovat, tedy
bude jim pouze nevlastni bod. V tomto pfipadé zaroven plati: FQ L EQ a FQ je pak tecna
kruznice g. Coz v piipadé elipsy neni mozné, F je vnitini bod g (obr. 3.8).

U hyperboly takové tecny pro F ¢ g existuji vZdy dvé a jsou zdroven i teCnami vrcholové
kruZznice, nebot’ v tomto pfipadé plati také: FQ L SP. Pfimky SP;, SP, jsou pak osy usecek
FQy,FQ, jez se dotknou hyperboly pouze v nevlastnich bodech U, Us. Tyto te€ny v ne-
vlastnich bodech, tedy asymptoty u;, up hyperboly se tak protinaji v jejim stfedu S.

10pro véechny body M kruznice tedy plati M = P, jeji te¢ny vedené bodem M jsou tak skuteéné piimky kolmé
na polomér SM, kde S je stfed kruznice.
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Obr. 3.8: Moznost existence nevlastniho bodu u elipsy, hyperboly a paraboly

U paraboly by musela byt pfimka FQ kolm4 na osu paraboly. V tomto pfipadé ale neexistuji
vlastni body P, Q a osa orq, jez je asymptotou paraboly, je pouze nevlastni. Tedy i zde jsme
dospéli ke stejnému zavéru jako v predeslé kapitole.

3.4 Charakteristicky trojihelnik elipsy a hyperboly

%2

C!

D!

Obr. 3.9: Charakteristicky trojuhelnik elipsy

UZ vime, Ze narozdil od paraboly miize mit elipsa a hyperbola rizny tvar, protoZe jejich nu-
merickd excentricita € mZe nabyvat nekone¢né mnoha hodnot. Tvar elipsy ndm poméhaji
urcit jeji praseciky s vedlejsi osou o0, tzv. vedlejsi vrcholy C, D (obr. 3.9). Délka |ES| je (line-
arni) excentricita e a |CS| je délka vedlejsi poloosy b. Vime, Ze |EC| + |CF| = 2a, diky sou-
meérnosti dle o0 je tak |[EC| = a. Body ESC tvofi tzv. charakteristicky trojtihelnik elipsy. Pro tfi
délky a, b, e plati vztah dle Pythagorovy véty

a’ =b*+ e, (3.3)

kde b je vzdy rizné od nuly (a > e). Z této rovnice také vyplyva, Ze pro délku hlavni poloosy
vzdy plati a = b. Rovnost nastane v pfipadé e = 0, tedy kdyz ptijde o kruznici.

S hyperbolou ale vedlejsi osa zddné pruseciky nemad. Jeji tvar ndm pomadhaji dourcit jeji
asymptoty, jeZ se k hyperbole neustdle pfiblizuji, ale dotknou se ji aZ v nekonec¢nu. Ted’ jsme
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si ukdzali, Ze asymptoty jsou pfimky prochdzejici sttedem hyperboly a dotykovymi body te-
¢en vedenych z ohnisek k vrcholové kruznici.

Na obr. 3.10 vlevo vidime, Ze to odpovidé situaci z minulé kapitoly a body D, D5, jimiZ pro-
chézi asymptoty, jsou také priaseciky fidici pfimky a vrcholové kruZnice hyperboly. Dalsi zpti-
sob konstrukce asymptot vychézi ze shodnosti trojihelniku tvofeného body FSP s trojuhel-
nikem CSA dle véty Ssu (obr. 3.10 vpravo), kde bod C lezi na kolmici k hlavni ose vedené
vrcholem A a plati pro né&j |SC| = e. Pfimky SC a SC’ jsou pak diky shodnosti tihlu u vrcholu S

asymptoty.

Obr. 3.10: Charakteristicky trojuhelnik CSA hyperboly a asymptoty u;, u

CSA je pak charakteristicky trojuhelnik hyperboly a | AC| délka vedlejsi poloosy b. Pro délky
a, b, e plati vztah dle Pythagorovy véty

e’ =a’+b?, (3.4)

kde b a e jsou vzdy rizné od nuly (e > a), také musi platit a > 0. Z rovnice vyplyva, Ze pomér
velikosti a, b miize byt razny, hlavni osa bude ta, jez md s hyperbolou prtseciky (vrcholy
A, B). Pro uhel ¢, ktery s hlavni osou sviraji asymptoty plati

b Ve?-a?
Vei-1,

t == =
8P =" p

nebo také
a 1
cosQp=—=—.
4 e ¢

Tento thel tak bude pro vSechny podobné hyperboly shodny. Pro a = b jde o tzv. rovnoosou
hyperbolu, pro jejiZ numerickou excentricitu plati

e V2a?
E=—= :\/z,
a a

tedy vSechny rovnoosé hyperboly jsou si podobné. Jeji asymptoty jsou pak na sebe vzdy
kolmé, nebot’ v takovém piipadé je ¢ = 7.
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4 KuZelosecka jako obraz kruZnice ve stfedové kolineaci

4.1 Stf¥edova kolineace mezi dvéma rovinami

Pfedstavme si rotacni kuzelovou plochu jako stifedové promitani mezi rovinami 6 a p, kde
0 je kolmd na osu kuzelové plochy. Stfed promitani S je rtizny od téchto rovin a odpovida
vrcholu kuZelové plochy. Vzor, tedy kruZznici / v roviné §, promitdme do roviny p (obr. 4.1).
Obrazy bodt jsou pruseciky piimek prochézejicich vzory a bodem S s rovinou p. Body na
prusecnici o rovin 6 a p se tak zobrazi samy na sebe, o je tak ptimka samodruZnych bodi.
Toto vzdjemné jednoznacné zobrazeni nazyvame stredovd kolineace mezi dvéma rovinami,
bod S stred kolineace, ptimku o osa kolineace. Vime, Ze fezem kuZelové plochy rovinou ne-
prochézejici jejim vrcholem, tedy i obrazem kruZnice ve stfedové kolineaci, bude vzdy re-
gularni kuZelosecka. UvaZujme, Ze jsou roviny & a p rtiznobézné!! a bod S je vlastni,'? aby
obrazem mohla byt elipsa (jind neZ kruZnice), parabola nebo hyperbola.

-~
«&//

4

Obr. 4.1: Stfedova kolineace mezi dvéma rovinami 6 a p

Existuje jesté néjaké jiné hledisko, nez pomér velikosti ihl a a § z kapitoly 1, podle kterého
bychom mohli ur¢it, jakéd kuZelosecka timto obrazem bude? Na obrézku 4.1 prochdzi stie-
dem S rovina p’ rovnobéznd s rovinou p. Libovolny bod U na priise¢nici u rovin p’ a § se tak
v dané stfedové kolineaci mezi rovinami § a p zobrazi na nevlastni bod U.,. Takovym bodtim
se fika ubeZnik a ptimce u, kterd je témito body tvofena, tibéznice. Jak je patrno, ibéznice je
rovnobéznd s osou kolineace.

11pokud by tyto roviny byly rovnobézné, jednalo by se o stejnolehlost, tedy podobnost, pak by obrazem kruz-
nice byla opét pouze kruZznice. Shodné roviny by pak byly identitou.

12pokud by byl bod S nevlastni, jednalo by se o vélcovou plochu a uZ vime, Ze jejim fezem, tedy obrazem
kruznice, bude vzdy pouze elipsa. Takovému zobrazeni fikdme osovd afinita. Pokud by byly roviny jesté navic
rovnobézné, §lo by o shodnost, konkrétné posunuti.
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Jakou souvislost ma tibéZnice s typem vysledné kuZelosecky si ukazme na obrazku 4.2. Uhly
a a B jsou podobné jako v kapitole 1 odchylka osy kuzelové plochy od povrsky, resp. od roviny
p. Pficemz povrsky nahradily pfimky vedené body na kruZnici / a sttedem kolineace S. Pak
pro kruznici [ a jeji obraz k plati:

a) f>a < kjeelipsa, ibéZnice nema s [ Zzadny spole¢ny bod,
b) f=a < kje parabola, ibéZnice je tecna / a mé s ni spole¢ny pravé jeden bod U,

¢) B<a < kjehyperbola, ibéZnice je secna [ a ma s ni spolecné dva body Uy, Us.

a) ; b) i o) :

] — == — eE—T— .

Obr. 4.2: Vzdjemnd poloha tibéZnice u a kruZnice !

4.2 Stiedova kolineace v roviné

Stfedové kolineace v prostoru ndm dala dobry ndhled na situaci. Stejné vlastnosti bude ovSem
mit i sttedovéa kolineace v roviné, kterou ziskdme rovnobéZnym promitdnim prostorové situ-

ace z obrazku 4.1 do roviny. Smér promitani volime tak, aby nebyl rovnobéZny s rovinami

a p. Vime, Ze v prostoru nenti stied S incidentni s rovinami 6 a p, pak tedy musi platit S ¢ o.

Tyto roviny jsme uvazovali jako riznobéZné, tedy osa o necht je vlastni pfimka; S jsme volili

jako vlastni bod. Déle stejné jako v prostoru plati, Ze

* spojnice odpovidajicich si bodli prochdzi pevnym bodem, tzv. stfedem kolineace S;
* prusecik odpovidajicich si pfimek leZi na pevné pfimce, tvz. ose kolineace o;
e zobrazeni zachovava incidenci [3, s. 192].

Obr. 4.3: Konstrukce bodu B’

UkaZzme si, jak v roviné sestrojit obraz vlastniho bodu. Mdme zadanu stfedovou kolineaci
pomoci jejiho stiedu S, osy o a parem odpovidajicich si bodi A a A’. Body S, A, A’ jsou od
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sebe rtizné a nelezi na ose 0. Bod A’ musi leZet dle definice na ptimce SA (obr. 4.3). Hledame
obraz bodu B, jeZ od téchto tii boda také rtizny a B ¢ 0. Ved me bodem B pfimku BA. Jeji
prusecik s osou o oznatme B,, tento bod je samodruZny. Aby byla zachovédna incidence,
musi bodem B, prochdzet i obraz ptimky B A. Priisecik pfimek B, A’ a SB tak bude hledany
obraz bodu B -bod B'.

Nyni si ukaZme, jak v roviné najit ibéZnici. Sttedovou kolineaci mdme dénu stejné jako na
obrazku 4.3. Libovolné zvolenou pfimku p prochdazejici bodem A zobrazime na pfimku p’,
ta musi prochdzet body A’ a A,, kde A, je prisecik p a o (obr. 4.4). Sttedem S ved’'me ptimku
rovnobéznou s p’, jeji prisecik s ptimkou p oznaé¢me U. Obraz tohoto bodu musi leZet na

Obr. 4.4: Konstrukce tibéZnice u

p' a zaroven na SU, tyto piimky jsou oviem rovnobézné. Pak se tedy bod U zobrazi na ne-
vlastni bod U/ . Navic si mtizeme pov§imnout, Ze se ptimky prochézejici bodem U zobrazi
na piimky rovnobézné s SU, nebot’ viechny takové musi prochdzet bodem U/ . Piimka ve-
dend bodem U rovnobé&znd s osou o potom bude hledanou ubéznici u. VSechny jeji body se
zobrazi na nevlastni. Pak jiz mtiZeme vyslovit ndsledujici vétu:

Obr. 4.5: Obrazy kruznice ve stfedové kolineaci - elipsa k., parabola k;, a hyperbola kj; interaktivni
podobu obrdzku najdeme zde https://www.geogebra.org/m/xef3eqsu

Vétall. Kruznici odpovidé ve stifedové kolineaci elipsa tehdy, kdyZ kruZnice neprotind ubéz-
nici v zddném bodu; parabola odpovida v této kolineaci kruznici tehdy, kdyZ tbéZnice je
teCnou kruznice; hyperbola odpovida v této kolineaci kruznici tehdy, kdyz kruZnice protina
UbéZnici ve dvou riznych bodech (obr. 4.5) [3, s. 198].

Dosli jsme ke stejnému zavéru jako v predeslych kapitoldch. Stfedova kolineace ndm ale
umoznuje podivat se pfimo na situaci u nevlastni ptimky, jejimzZ vzorem je ibéZnice.
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Elipsa je obraz kruZnice, jeZ nema s iibéZnici Zddny spole¢ny bod, tedy vSechny body elipsy
zustdvaji vlastni a je uzavienou kfivkou. Parabola je obraz kruZnice pouze v tom okamziku,
kdy se tato kruZnice jednim bodem dotkne tibéZnice. Parabola je tak kuZelosecka, jeZ se do-
tykd nevlastni pfimky, tedy ma jeden nevlastni bod. Do nekone¢na potom ubihd i jeji druhé
ohnisko a stfed. KruZnice rozdélend ibéznici na dvé libovolné ¢asti je obrazem hyperboly.
Hyperbola tak nekonec¢nem prochézi a je v jejich dvou nevlastnich bodech ,roztrzend“ na
dveé vétve. I v této definici tak mtZeme vidét, Ze parabola je hrani¢ni pfipad mezi elipsou

a hyperbolou (Inspirovano [12, s. 1-22]).

Body U a Uy, U, (obr. 4.5) jsou vzory nevlastnich bodt paraboly a hyperboly. Tyto nevlastni
body jsou dany sméry piimek SU a SU;, SU,, témto smértim fikdme asymptotické sméry. Uz
vime, Ze parabola md jeden asymptoticky smér, jeZ je rovnobéZny s osou paraboly, hyperbola
ma4d dva takové sméry a jsou rovnobézné s asymptotami hyperboly.

4.3 KuZelosecka a tecny ve stfedové kolineaci
4.3.1 KuZelosecky a pfimka

Je patrné, Ze stfedova kolineace nezachovava délky tsecek, obsahy ani velikosti Ghla. Vime
ale, Ze zachovava incidenci, tedy inciden¢ni vztahy mezi kruznici a pfimkou, jeZ jsou casto
intuitivni, by mély ztstat stejné i pro jeji obrazy. Na obrazku 4.6 vidime kruznici jako vzor
elipsy, paraboly a hyperboly v kolineaci se sttedem S a ibéZnici u; S ¢ u. Vime, Ze se vSechny
piimky prochézejici stejnym bodem na iibéZnici u zobrazi na pfimky, jez budou rovnobézné
se spojnici tohoto bodu a sttedu S (plati i pro spojnici SU,, rovnobéZnou s u).

S ><Ux S\/ S /

00N

Obr. 4.6: Pfimky a kruZnice, jeZ je vzorem elipsy, paraboly a hyperboly

Secna ma s kuZzeloseckou pravé dva spole¢né body. U paraboly a hyperboly se v§ak miize
stét, Ze prusecikem pfimky s danou kuZeloseckou bude pouze jeden vlastni bod tehdy, kdyz
je vzorem piimky se¢na kruznice prochdazejici bodem U, U; nebo U,. Takové pfimka bude
ovSem mit zdroven asymptoticky smér a bude vlastné prochdazet pfisluSnym nevlastnim bo-
dem. Takovym pfimkam fikdme asymptotické secny.

Tecna ma s kuzeloseckou pravé jeden spole¢ny bod, jak jsme si ukdzali v kapitole o ohnis-
kovych vlastnostech. AvSak asymptoty hyperboly, tedy obrazy tecen ke kruznici v bodech
Ui, Uy, s ni nemaji spolecné Zadné vlastni body. Maji ale asymptotické sméry a priseciky
nevlastni. Hyperbola dadle nebude mit tecny rovnobéZné se spojnicemi stfedu S s body na
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UbéZnici mezi Uy, Us, tedy s pfimkami, jeZ budou mit odchylku od hlavni osy mensi nez
jeji asymptoty. V kazdém zbyvajicim sméru pak bude mit hyperbola vzdy dvé rovnobézné
tecny, ke kazdé své vétvi jednu. Parabola nebude mit vlastni te¢nu rovnobéZnou s jeji osou.
Ve vSech ostatnich smérech bude mit vzdy jen jednu vlastni te¢nu. Elipsa pak bude mit v kaz-
dém sméru vzdy dvé rovnobézné tecny.

Vnéjsi primka (také nesecna) nema s kuzeloseckou zadné spolecné body. Neexistuji nesecny
asymptotickym smérem, takové pfimky maji s kuZeloseCkou spole¢ny vzdy jeden vlastni bod
(vyjma samotnych asymptot). Neexistuji také nesecny hyperboly s odchylkou od hlavni osy
mens$i nez maji asymptoty, ty ji protnou vzdy ve dvou vlastnich bodech.

Vidime, Ze pfi urcovani typu pfimky vzhledem ke kuZeloseCce musime ddvat pozor i na jeji

smér. Pokud asymptoticky smér pfimky uvazujeme také jako prasecik, pak inciden¢ni vlast-
nosti kuZelosecky a pfimky budou skute¢né odpovidat jejich vzortim.

4.3.2 Pol apolara kuZelosecky

Obr. 4.7: Harmonicka ¢tvefice bod K, L', Q', V' u elipsy k'’

Na obrazku 4.7 vidime kruZnici k jako vzor elipsy k' ve stfedové kolineaci se stfedem S,
osou o0 a ubéznici u. Rovnobézné tec¢ny 13, £, se dotykaji kruznice v bodech T3, T». Libovoln4,
s nimi rovnobé&Zna se¢na s vytind na kruznici tétivu!® KL. Je zfejmé, Ze ji v tomto p¥ipadé
piimka T} T> v bodu Q puli. Pro body K, L, Q a jejich obrazy K', L', Q" o¢ividné plati:

(KL;Q)=-1#(K'L’;Q",

stfedova kolineace tak nezachovava ani délici pomér. Invariant stfedové kolineace oviem
mutZeme pomoci dvou délicich pomért ziskat, uved’'me si jeho definici:

Definice 7. Porovname-li dva délici poméry:

(AB; C)
(AB; D)’

13Tétiva kuZzelosetky je tisecka, jejiz krajni body jsou body p¥islusné kuzelosecky [3, s. 143].
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kde plati, Ze body A, B,C, D jsou od sebe rizné a body A, B vzdy vlastni, ziskdvame cislo y;
p € R\ {0,1}; kterému fikdme dvojpomér '* bodti A, B, C, D, zapisujeme u = (AB;CD)."

Pfedstavme si tedy bod V., se¢ny s kruznice k, jeZ ubihd do nekonec¢na. Pak pro tii dané
body K, L, Q na se¢né s a bod V,, na zdkladé definice 7 a véty 2 (s. 9) miiZeme napsat:

_(KLQ) _ (KLQ
1 (KL V)

(KL;Q) =-1 = (KL; QVo).

Nevlastnim bodem V,, pak prochdzi vSiechny rovnobézné pfimky 3, #», s. Ty se zobrazuji na
riiznobézné piimky ¢, t,,s', jeZ se také musi protnout v jednom bodu V', obrazu bodu V.
Obraztim nevlastnich bodt tikdme protitibéZnik a ptimce v, jez je mnoZzinou takovych bodd,
protiubéZnice. V prostorové situaci na obrazku 4.1 (s. 26) by to byla prusecnice roviny p s ro-
vinou rovnobéZznou s 6 prochézejici sttedem S. Z obou obrazki je patrné, Ze je rovnobézna
s osou kolineace a Ze vzdalenost stfedu kolineace od tibéZnice je shodna se vzdalenosti osy
kolineace od protitbéznice. Bod V' musi leZet i na ptimce SV, a zptisob jeho konstrukce
je z obrazku 4.7 ziejmy. Pro priseciky K’, L’ libovolné se¢ny incidentni s V', jez protina
vbodu Q' spojnici dotykovych bodii T}, T, teCen t;, t, vedenych V', vzdy plati:

(KL;QVso) = —1=(K'L;Q'V").
Plati-li (K'L’; Q'V') = -1, pak tikdme, Ze body Q', V' jsou harmonicky sdruzené s body K', L.

Zobrazime-li pak kuZelosecku v dalsi libovolné stfedové kolineaci, musi harmonicky vztah
mezi témito ¢tyfmi body zistat stejny, protoze kolineace zachovéava incidenci a dvojpomér.

Obr. 4.8: Harmonické ¢tvetice bodt K, L, Q, P u hyperboly a paraboly

Na obrézku 4.8 vidime harmonickou ¢tveftici bodt K, L, Q, P také u hyperboly a paraboly. Ze
zaporné hodnoty jejich dvojpoméru vyplyv4, Ze jeden z dvojice prisecikli musi vzdy leZet
mezi body P, Q a druhy vné tsecky PQ. CoZ odpovida tomu, Ze P je vnéjsi bod a Q je vnitini
bod kuZelosecky. NezaleZi na uspofddani bodt K a L, tedy ani na jejich znaceni. Z hodnoty
dvojpoméru harmonické Ctvefice totiz plyne, Ze (QP; KL) = —1 pravé tehdy, kdyz

(QP;K) _ (QP; L)
(QP;L) (QP;K)

147e se dvojpomér promitdnim nemént, znal uz ve starovéku vyznamny fecky matematik a astronom PAPPOS
Z ALEXANDRIE (3. — 4. st.). Dlikaz tohoto tvrzeni mtizeme nalézt napiiklad zde [3, s. 25-26].

I5Rozepsdnim obou délicich poméri a naslednou tipravou lze snadno ovéfit, Ze u dvojpoméru nezalez na
pofadi jednotlivych dvojic bodli a pokud jsou oba body C, D vlastni, pak plati (AB; CD) = (CD; AB).

(QP;KL) = = (QP; LK), (4.1)
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nebot’ pouze ¢isla 1, -1 jsou rovny své pfevracené hodnoté a ¢islo 1 jsme pro body od sebe
rtizné vyloucili. Vzhledem k obecné vlastnosti dvojpoméru pak plati také:

(QP;KL) = (KL;QP) = (KL, PQ) = (PQ; KL).

U harmonické ctvefice tak nezdleZi na potadi jednotlivych bodt v kazdé dvojici, dilezité
je zachovat stejné dvojice bodd, jeZ se navzdjem oddéluji. Pojd'me se podivat, zda existuje
pfimka se stejnou vlastnosti jako p, kdyZ P bude vnitinim bodem kuZelosecky.

/’ Qloc

Obr. 4.9: Polédra v’ bodu P’ vzhledem k elipse k’

Na obrézku 4.9 je opét kruZnice k jako vzor elipsy k' ve stfedové kolineaci se stiedem S,
osou o0 a Ubéznici u. Sttedem P kruznice ved’'me libovolné piimky, jeZ protinaji kruznici v bo-
dech K, L. Dvojpomér téchto bodi spolu s nevlastnim bodem Q. pfisludné pfimky tak bude:

(KL; P) = (KL; PQxo) = -1

Vime, Ze zobrazenim se tento dvojpomér nezméni. VSechny nevlastni body Q se zobrazi na
body Q’, jez budou leZet na protitibéznici v’ a budou tak kolinearni. Tato kolinearita bod Q’
musi zlistat v kazdé dalsi kolineaci zachovdna. Pak mtizeme napsat definici:

Definice 8. Bodem P v roviné ved'me libovolnou pfimku, jeZ protne kuZelosecku k vbodech
K, L. Pak mnoZinou v§ech bodt Q takovych, Ze (PQ;KL) = —1, je pfimka p. Tu nazyvdme
poldra bodu P vzhledem ke kuZelosecce k a bod P se nazyva pdl ptimky p vzhledem ke
kuZelosecce k. Je-li P bodem kuZelosecky k, pak jeho polara p vzhledem ke kuzelosecce k je
teCna dotykajici se této kuzelosecky v bodu P [13, s. 192], 3, s. 106].

Pro korektnost definice je tfeba uvaZzovat i komplexni priseciky K, L ptimky PQ a kuZelo-
secky k, aby i pro vnéjsi bod P této kuZelosecky byla uvedenou mnoZinou bodii Q skute¢né
celd pfimka p. Téchto komplexnich prisecikli pak vyuziva i nasledujici véta, jeZ plyne z vyse
uvedeného a plati i v situaci, kdy pfimka PQ neprotiné kuzelosecku v redlnych bodech.

Véta 12. Jestlize bod Q lezi na poldfe p bodu P, pak tento bod P lezi na polaie g bodu Q,
sestrojené vzhledem k téze kuzelosecce [3, s. 107].
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Na obrazku 4.10 vlevo pak vidime polaru p vnitiniho bodu P kuZelosecky. Bod P musi vZdy
leZet na poléfe g libovolného bodu Q polary p, jak plyne z ptedchozi véty. Poldra p tak bude
prochézet pély Q;, Q- libovolnych secen g, g2 kuZelosecky incidentnich s bodem P.

Obr. 4.10: Poléra p vnitiniho bodu P kuZelosecky a bodu P, jeZ leZi na kuZelosecce

Bude-li se bod P pftiblizovat ke kuZelosecce, bude se k ni pfibliZovat i jeho poldra. Na obrazku
4.10 vpravo vidime limitni pfipad, kdy se pfimka p dotkne kuZelosecky v bodu P. Poléra g
libovolného bodu Q na te¢né p prochazi bodem P a tec¢na je tak jeho polarou p. Priseciky
libovolné piimky PQ s kuZeloseckou ovSem v tento jeden bod P splyvaji a polaru tak nelze
definovat pomoci harmonické Ctvefice. Proto jsme tento pfipad uvedli v definici 8 zvlast'.

Obr. 4.11: Ridici ptimka d jako polara ohniska F kuZelosecky

Na obrazku 2.10 (s. 13) vidime, Ze fidici pfimka je vlastné poldrou ohniska F vzhledem ke
kuZelosecce. Z toho vychdzi jeji moZnd konstrukce na obrézku 4.11, jeZ neni pro kuzelosecky
vyjma paraboly iplné samoziejma.

Promitdnim se miize ménit tvar i druh kuZelosecky, harmonicky vztah pélu a polary oviem
zlstava zachovan. Je tedy tzv. projektivni vlastnosti kuzelosecky alze ji vyuZzivat pfi konstruk-
cich uplné stejné u kazdé z kuzelosecek.

4.3.3 Stfed a pruméry kuZelosecky

V pfedchozim odvozeni jsme vlastné vychézeli z toho, Ze pélem pruméru kruznice je ne-
vlastni bod a poldrou stfedu kruznice je nevlastni pfimka. Jde o projektivni vlastnost a plati
tak pro vSechny kuzelosecky. Opét se mtizeme diky stfedové kolineaci podivat na situaci
pfimo u nevlastni pfimky, tedy samoziejmé pouze u jejiho vzoru. Na obrazku 4.12 vidime
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poly S, S}, a S;, pfimky u vzhledem ke kruznici. Ve stfedové kolineaci, kde u bude tibéznice,

se pak tyto kruznice zobrazi na elipsu, parabolu resp. hyperbolu a pély S,, S’p resp. S} na je-
jich stfedy. Na obrazku 4.13 pak tyto moZzné obrazy elipsy, paraboly a hyperboly z obrazku

4.12 pfimo vidime. Oznaceni jednotlivych prvki odpovida jejich o¢arkovanym vzortm.

Obr. 4.12: PAly S, S;,, S’h tbéZznice u vzhledem ke kruZnici

Obr. 4.13: Elipsa, parabola a hyperbola a jejich praméry p, g

Je zfejmé, Ze stfed elipsy a hyperboly bude vZdy vlastni bod, u elipsy jeji vnitini bod, u hyper-
boly vnéjsi — prusecik jejich asymptot. Parabola pak vlastni stfted mit nebude, pélem tubéz-
nice je jeji tecny bod S’p s kruznici, tedy vzor nevlastniho bodu paraboly. Také vidime prii-
méry p, q ptislusné kuzelosecky jako obrazy polar p’, g’ bodt B’ Q' na Gbéznici. Priméry
pak chdpeme jako celé pfimky, protoZe ne vzdy jsou omezeny krajnimi body kuZelosecky.

Definice 9. KaZzda vlastni pfimka, jejiz pol je vzhledem k dané kuZelosecce nevlastni bod, se
nazyva prumeér kuzelosecky [3, s. 142].

Véta 13. Kazdy prumér stfedové kuzelosecky prochdzi jejim sttedem a obrdcené kazda pifim-
ka prochézejici sttedem kuZelosecky je jejim primeérem.

Véta 14. VSechny prameéry paraboly jsou navzdjem rovnobézné. Jejich spole¢ny nevlastni
bod je bod, v némz se parabola dotyka nevlastni piimky (obé véty [3, s. 142]).
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Ze vztahu (KL; QPy) = —1 = (KL; Q), jez plati pro libovolnou se¢nu QP kuzelosecky, kde Q
je jeji prusecik s polarou p bodu P, pak plyne:

Véta 15. Pfimka prochdzejici sttedy rovnobéZnych tétiv kuZelosecky je primeér této kuzelo-
secky [3, s. 143].

Na obrazku 4.12 u vzoru elipsy a hyperboly leZi bod Q' na polafe p’ bodu P’ a bod P’ tak lezi
na polafe ¢’ bodu Q'. Obrazy P, Q. pak také vzajemné lezi na svych poldrach g, p a uréuji
tzv. sdruZené smeéry dané kuzelosecky. Dva prameéry stfedové kuzelosecky, jejichZ sméry jsou
sdruZené, nazyvame sdruzené priimeéry elipsy resp. hyperboly.

Véta 16. Kazdy ze dvou sdruZenych pramért stiedové kuzelosecky pili jeji tétivy rovno-
béZzné s druhym z téchto primért [3, s. 144].

Véta 17. Dva praméry stfedové kuzelosecky k jsou sdruzené pravé tehdy, kdyz tecny kuzelo-
secky k sestrojené v krajnich bodech jednoho z téchto primeérti jsou rovnobézné s druhym
z nich (3, s. 145].

Na obrédzku 4.12 u vzoru paraboly vidime, Ze v jejim pfipadé budou vSechny sméry sdru-
zeny se smérem danym S,... V jejim pfipadé tak hovofime o sméru sdruzeném s pfisluSnym
pramérem paraboly. Na obrazku 4.13 pak vidime smér dany P, sdruZeny s primérem p
paraboly a smér dany Q. sdruZeny s primérem ¢q paraboly.

Véta 18. Primér paraboly ptli vSechny jeji tétivy rovnobéZné se smérem s nim sdruZenym.

Véta 19. Kazd4 vlastni tecna paraboly je rovnobézZnd se smérem sdruzenym s tim primeérem
paraboly, ktery prochazi bodem dotyku dané tecny (obé véty [3, s. 146]).

Sdruzené prumeéry elipsy resp. hyperboly, jejichZ sméry jsou na sebe kolmé jsou pak osy dané
kuZelosecky. Priimér paraboly, jehoZ sdruzeny smér je s nim kolmy, je osa paraboly. Tyto
sméry os, resp. osy a jejiho sdruzeného sméru, se pak nazyvaji hlavni smeéry kuzelosecky.
U specialniho ptipadu elipsy — kruznice nelze urcit hlavni ¢i vedlejsi osu, os soumérnosti ma
nekone¢né mnoho a vSechny jeji sdruzené sméry jsou tak na sebe kolmé.

Obr. 4.14: Priimér g kuZelosecky prochdazejici P a St, 1,

Na polédfe g bodu Q, jeZ je praimérem kuZelosecky, pak budou samoziejmeé lezZet i vSechny
vlastni body P jejichZ polara p prochézi Q. (obr. 4.14). Z toho plyne véta:

Véta 20. Pfimka prochdzejici prusecikem P teCen kuZeloseCky a stfedem usecky, jejiZ krajni
body jsou body dotyku téchto tecen s danou kuZeloseckou, je praumér této kuzelosecky
[3, s. 142].
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4.3.4 Subtangenta a subnormala paraboly

Necht' P je prusecik libovolné te¢ny ¢ a osy o paraboly (obr. 4.15) . Patu kolmice vedené z tec-
ného bodu T te¢ny ¢ na osu 0 oznacme M. Pfimka M T je zaroven poldrou bodu P vzhledem
k parabole, nebot’ smér sdruZeny s osou paraboly je na ni vZdy kolmy. Pak pro body P, M,
vrchol V paraboly a nevlastni bod U, jeZ je ddn smérem osy o plati:

(PM;VUx) =-1=(PM;V),

a vrchol V tak bude vzdy leZet ve stfedu tsecky PM, jeZ se nazyva subtangenta. Jde vlastné
o specialni pfipad véty 20, kde primér g je osou paraboly.

Obr. 4.15: Subtangenta PM a subnorméla MN

Ptimka prochdazejici bodem dotyku T, jeZ je na te¢nu ¢ kolmad se nazyva normdla n paraboly,
jeji prasecik s osou oznac¢me N. Piimka FQ, kde Q je pata prtivodice QT, je na tecnu ¢ také
kolma4 a je tak s normalou rovnobéznd. Z rovnobéZnosti priivodic¢e QT s osou paraboly plyne
|[FQ|=|NT|a|DQ|=|MT|. Trojihelniky FQD a NT M jsou tak shodné dle véty Ssu a délka
|MN] je pak rovna délce | DF|, tedy parametru p paraboly. Useéce M N fikame subnormidila.
Pro délku | P N| plati:

IPN|=2-|PV|+p
|PN|

P pvi+ 2o b
2 2

a ohnisko F tak leZi ve stfedu tsecky PN.

Véta 21. Subtangenta je ptlena vrcholem. Subnormala ma konstantni délku rovnou para-
metru paraboly. Soucet délek subtangenty a subnormély je ptilen ohniskem [13, s. 141].

4.3.5 Konstrukce harmonické ¢tverice

Ke konstrukci harmonické c¢tvefice vyuZijme rovnici 4.1. Méjme tfi rizné body A, B,C na
pfimce p. Hleddme bod D takovy, aby platilo (CD; AB) = —1. Zvolme libovolny stied S; ¢ p
kolineace. Bod C, jeZ tvofi dvojici s hledanym bodem D, volme jako samodruZzny a vhodné
jim ved'me libovolnou piimku p’ # p; S1 ¢ p’; jako obraz pfimky p (obr. 4.16). Body A, B se
tak zobrazi na praseciky A’, B’ ptimky p’ s ptimkami S; A resp. S B.
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Obr. 4.16: Konstrukce harmonické ¢tvefice

Stied S, druhé kolineace, jez zobrazi A — B’ a B— A’, bude pruse¢ikem piimek AB’ a BA'.
Pfimka S; S, pak protne pi¥imky p, p’ vbodech D, D', kde D’ je obrazem bodu D v obou zob-
razenich. Obé tyto kolineace zachovévaji dvojpomér, tedy plati

(CD; AB) = (CD'; A'B") = (CD'; B'A)),

coZ plati praveé tehdy, kdyz body A, B,C,D a A’, B',C, D' tvofi harmonické ¢tvefice.!®

Pomoci této konstrukce miizeme snadno sestrojit teCny kuZelosecky danym bodem i v pii-
padé, kdy nezndme ohniska ani vrcholy kuzelosecky, navic to zvlddneme i bez kruzitka.

Obr. 4.17: Konstrukce tecen t1, £ k elipse vedené bodem P

Mdame danou kuzelosecku, v naSem piipadé elipsu (obr. 4.17), a jeji vnéjsi, vlastni bod P.
Ved'me jim dvé libovolné se¢ny, jejich praseciky s elipsou oznatme K, L a K', L. Priseciky
piimek KK', LL' a KL', LK’ oznatme S;, S,. Piimka S; S, pak spolu s bodem P harmonicky
oddéluje dvojice bodii K, L a K’, L’ a je tak poldrou p bodu P vzhledem k elipse. Priseciky
Ty, T» poléry a elipsy jsou dotykové body tecen 3, £, vedenych z bodu P. Poléra libovolného
vnéjsiho, vlastniho bodu P mé s kuZeloseckou vzdy dva priiseciky, existuji tak vzdy dvé tecny
danym bodem. Vyjma stiedu hyperboly nebo libovolného bodu na jeji asymptoté, jehoZ po-
larou je nevlastni pfimka, resp. asymptotickd secna a obé tec¢ny, resp. jedna z teCen potom
splyvaji s asymptotou.

16Skupina &tyf bodti A, A’, B, B’ vroving, z nichz zadné t¥i neleZi na jedné piimce se pak nazyva tiplny ctyrroh.
Ten m4 velky vyznam v projektivni geometrii pravé pro jeho harmonické vlastnosti [3, s. 32].

37



Pokud bude vnéjsi bod kuZelosecky nevlastni bod P, plijde vlastné o teCcny danym smé-
rem. Pfislu§nou kuzeloseckou ved’'me dvé libovolné secny se smérem 3, jejich priiseciky opét
oznatme K,L a K',L'. Sttedy Skp, Sk tétiv KL, K'L', jeZ mizeme najit i pomoci uplného
Ctyfrohu, kde samodruzny bod je nevlastni, ved’' me pfimku p. Ta je vlastné poldrou nevlast-
niho bodu P, pfisludnych secen. Pak priseciky 71, T> priméru p s kuzeloseckou prochdazi
tecny f;, f, danym smérem 3, jeZ je sdruzeny s primérem p. Diskusi k existenci tecen danym
smérem jsme jiz provedli v kapitole 4.3.1 (s. 29).

Obr. 4.18: Konstrukce tecen hyperboly a paraboly danym smérem §

Uplny &tyfroh miizeme také vyuZit i ke konstrukci poldry vnitfniho bodu kuZzelosecky. Na
obréazku 4.19 vidime elipsu a jeji vnitfni bod P, jeZ bude opét samodruznym bodem. Ved' me
jim dvé libovolné se¢ny KL, K'L’ elipsy. Pruseciky piimek KK’, LL' a KL/, LK’ opét oznatme
S1, Sp. Pfimka S; S, tak spolu s bodem P harmonicky oddéluje dvojice boda K, L a K', L’ aje
tak poldrou p bodu P vzhledem k elipse.

Obr. 4.19: Konstrukce poléry p vnitfniho bodu P elipsy

Primeér g prochdzejici stredem tétivy KL je sdruzeny se smérem této tétivy. Jeho prisecik Q
s polarou p je tak pol piimky KL a pfimky QK, QL jsou tecny v bodech K, L. Z toho plyne
jedna z moznych konstrukci te€ny kuzelosecky v jejim bodu K resp. L.
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Priklad 5.
Najdéte vyznamné prvky (stredy, osy, vrcholy, ohniska a ridici primky) kuzelosecky, je-li ddna
pouze samotnd krivka - elipsa, hyperbola a parabola.

Sestrojme dvé libovolné rovnobézné tétivy kuzelosecky, u hyperboly volme jeji vnitini tisecky.
Pfimka prochdzejici jejich stfedy bude dle véty 15 primeér kuZelosecky (obr. 4.20). U stfedo-
vych kuzelosetek oznatme priseciky praméru s kuzelose¢kou T, T'. Stied S tétivy TT' pak
bude sttedem piislusné kuZzelosecky. Stted So, paraboly je pouze nevlastni bod, dany smé-
rem primeéru paraboly.

o \ / \ ¥
SV

Obr. 4.20: Konstrukce stiedu elipsy, hyperboly a priimeéru paraboly

Vyuzijme osové soumeérnosti kuzelosecCek ke konstrukci jejich os. U sttedovych kuZelosecek
sestrojme libovolnou kruznici se sttedem v S, tak aby méla s kuZeloseckou c¢tyfi priaseciky
(obr. 4.21). T¥i z nich ozna¢me postupné M;, M,, M3. Body M;, M> a M, M3 jsou soumérné
vzdy dle jedné z os elipsy resp. hyperboly, osami pfislusné kuZelosecky tak budou osy tisecek
M, M, a M, Ms. Priiseciky elipsy s osami oznatme A, B a C, D tak, aby platilo |[AB| > |CD|,
body A, B bude prochdzet hlavni osa oy, vrcholy C, D vedlej$i osa 0,. Hyperbolu bude hlavni
osa 0; protinat ve vrcholech A, B.

\‘
o1\,

Obr. 4.21: Konstrukce os 01, 02 elipsy, hyperboly a osy o paraboly

Kolmice na priimér paraboly ji protne ve dvou bodech M, M, jeZ jsou soumérné dle osy o
paraboly, osa o tak bude osou tsecky M; M,. Priisecik osy o s parabolou je jeji vrchol V.
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U elipsy plati | EC| = | AS| = a, pak prliseciky hlavni osy o0; s kruZnici se sttedem C a polomé-
rem a budou ohniska E, F elipsy (obr. 4.22). U hyperboly bude te¢na prochdzejici krajnim
bodem T priiméru rovnobéZna s tétivou, kterou jsme vyuzili ke konstrukci tohoto priméru
(viz véty 16, 17). Prtseciky P;, P, této tecny a vrcholové kruZnice jsou paty kolmic na tecnu,
tyto kolmice tak protnou osu 0; v ohniskdch E, F hyperboly (véta 9, s. 23).

Obr. 4.22: Konstrukce ohnisek E, F elipsy, hyperboly a ohniska F paraboly

Stfed tétivy M, M, paraboly ozna¢me M. Jejim vnéjsim bodem P na ose o, pro néjz plati
|V M| = |V P| bude prochdazet tecna paraboly s dotykovym bodem M; (véta 21). Bodem M;
ved'me normadlu, jeZ protne osu o vbodu N. Ohnisko F pak bude stfedem tsecky PN.

Ridici pfimka elipsy je poldra jejiho ohniska a ma sdruzeny smér s jeji hlavni osou 0. Pro
jednodussi konstrukci te€ny vyuZzijme vrcholovou kruZznici elipsy. Jednim z prtseciki vrcho-
lové kruznice s kolmici na osu 0; prochézejici ohniskem E ved’'me tecnu, jejim prisecikem D
s 0sou 01, jeZ je pélem této kolmice, pak prochézi fidici pfimka d; elipsy (obr. 4.23). Pfimka,
jez bude soumérna dle vedlejsi osy o, s pfimkou d;, bude fidici pfimka d> elipsy.

Obr. 4.23: Konstrukce fidicich ptimek d;, d» elipsy, hyperboly a fidici ptimky d paraboly

Asymptoty hyperboly prochézi dotykovymi body tecen vedenych z ohniska hyperboly k jeji
vrcholové kruznici. Sestrojme tak Thalétovu kruznici nad primérem SF, jejim prisecikem P,
resp. P3 s vicholovou kruZznici a sttedem S hyperboly bude prochédzet asymptota u; resp. u,.
Ridici pfimky d,,d, hyperboly pak prochazi priseciky Ps, Pg a Ps, P4 vrcholové kruznice
s asymptotami.
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Konstrukce fidici pfimky je u paraboly diky € = 1 snadnd. Sestrojime jeji vnéjsi bod D na ose
o paraboly takovy, aby platilo |V F| = |V D|. Kolmice na osu o prochézejici D pak bude fidici
pfimka d paraboly.

4.4 Konstrukce kuzelosecek pomoci stfredové kolineace

Uzitim stfedové kolineace lze feSit mnoho konstruk¢nich dloh o kuzZeloseckach, predevsim
takovych, kdy zndme jejich pét navzdjem rtiznych bod ¢i jejich kombinaci s te€nami, pfip.
ohniskem apod. Pti konstrukci kuzelosecky z téchto danych prvk lze postupovat:
a) Vyskytne-li se mezi zadanymi prvky ohnisko, volime je za stied S kolineace a kruz-
nici k' opiseme vhodnym polomérem okolo tohoto stiedu. Dohleddme osu o kolineace
a ubéznici u.
b) Zvolme osu o kolineace jako spojnici dvou danych bodt a kruznici k’ prochazejici té-
mito body. Dohleddme stfed S kolineace a tibéZnici u.
c) Zvolme stfed S kolineace v priseéiku dvou danych tecen a kruznici k’ dotykajici se
téchto teCen. Dohledame osu o kolineace a ibéZznici u [14, s. 145].
Jednotlivé postupy si ukdZeme prakticky v pfikladu 6 na konci této kapitoly.

Kdyz budeme znét stied S, osu o, ibéznici u kolineace a kruznici k', sestrojime hledanou
kuZelosecku k jako obraz této kruZnice. Mohli bychom postupné zobrazovat jeji jednotlivé
body a vyznamné prvky kuZelosecky pak dohledat stejné jako v pfikladu 5. To je ovS§em dost
pracné. Podivejme se, jak si tuto konstrukci usnadnit tim, Ze nalezneme pfimo vzory né-
kterych prvki piislusné kuzelosecky. Na obrazku 4.24 jsou vzory kuzelosecek ve stiedové
kolineaci se stfedem S a tibéZnici u.

Na obrazku 4.24 vlevo vidime kruZznici jako vzor elipsy. Kolmice na ubéZnici prochdazejici
sttedem Sy kruznice je jejim pramérem M;M,. Ten se zobrazi i na primeér elipsy, v obou
pfipadech ptijde o poldru samodruzného nevlastniho bodu N,. Poldra N; N, priseciku M
UbéZnice u s MM, je na tento pramér kolmad. Jejich prisecik S, je vzorem stfedu elipsy,
usecky M M,, N1 N, jejich omezenych sdruzenych priimért. S jejich obrazy pak pomoci
Rytzovy konstrukce (najdeme napftiklad zde [3, s. 207]) dohleddme vSechny vrcholy elipsy.
S nimi uZ snadno sestrojime i ohniska elipsy (viz ptiklad 5).

S.

Obr. 4.24: Kruznice jako vzor elipsy, paraboly a hyperboly ve stfedové kolineaci
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Vzor paraboly vidime na obrdzku 4.24 uprostfed. Spojnice SU udava smér osy paraboly, spoj-
nice SD kolmd na SU smér vrcholové tecny paraboly. Dotykovy bod V te¢ny v bodem D ke
kruZnici je tak vzorem vrcholu paraboly, pfimka VU osy paraboly. Zobrazime dalsi libovolny
bod kruZnice a dohleddme ohnisko pomoci subtangenty a subnormadly a nésledné pak fidici
pfimku, stejné jako v ptikladu 5.

Na obrdazku 4.24 vpravo vidime kruZnici jako vzor hyperboly. Te¢ny u;, u, kruZznice body
Uy, Us jsou vzory asymptot hyperboly, jejich prisecik Sy, pak jejiho stfedu. Prisecik O; osy
uhlu U, SU; s GibéZnici u je vzorem nevlastniho bodu hlavni osy hyperboly, pfimka S;,0; se
tak zobrazi na hlavni osu a jeji pruseciky A, B s kruznici na hlavni vrcholy hyperboly. Ohniska
uz pak u hyperboly sestrojime pomoci asymptot a vrcholové kruznice.

Priklad 6.
Neleznéte vhodnou stredovou kolineaci a kruznici, jez se zobrazi v této kolineaci na kuzelo-
secku s danymi prvky. Rozhodnéte, zda piijde o elipsu, parabolu nebo hyperbolu.

a) Kuzelosecka je ddna jejim ohniskem F, tecnou t, s bodem dotyku T a dalsi teCnou t,.

Jak jsme si uvedli v moZnosti a) na strané 41, za stfed kolineace volime dané ohnisko F.
Stfed kolineace je samodruznym bodem stfedové kolineace a musi tak byt zdroveri ohniskem
odpovidajici kruznice k', pficemz ohniskem kruZnice je jeji stied.

L

Obr. 4.25: Konstrukce kuZelosecky dané ohniskem F, tetnou #; s bodem dotyku T a te€nou £,

Sestrojme tedy kruznici k' se sttedem v ohnisku F (obr. 4.25). Vzor dotykového bodu T bude
lezet na piimce FT a zéaroven na kruznici k. Bodem T’ muze byt libovolny ze dvou pri-
secik, tato volba ovlivni jen polohu nékterych prvki kolineace a nikoli vyslednou kuZzelo-
secku. Te¢na t; kruznice k' bodem T’ je vzorem te¢ny #;. Prise¢iku P tecen #;, t, pak odpo-
vida prasecik P’ pfimky FP a t;. Druhd te¢na t, bodem P’ ke kruznici k' je vzorem te¢ny .
Priiseciky Ty, T> odpovidajicich si tecen prochdzi osa o kolineace. Pfimka rovnobéznd s #, ve-
dend stfedem F protne odpovidajici te¢nu ¢, v ibézniku U. UbéZnice u prochazi ibéznikem
a je rovnobéznd s osou o. Protind kruZnici k' ve dvou bodech a hledanou kuZeloseckou tak
bude v daném ptipadé hyperbola. Pfiklad bude mit nejvyse jedno feSeni.
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b) [14, s. 148] KuZelosecka je ddna peti ritznymi body A, B,C, D, E, z nichz Zddné tri nejsou
kolinedrni.

Dvéma libovolnymi zadanymi body, v nasem pfipadé B, C, ved'me osu o kolineace (obr. 4.26).
Sestrojme kruznici k' nad pramérem BC. Pomoci tplného ¢tyfrohu ABCD, ABCE sestro-
jme poléry p, g tak, aby jejich p6ly byly priseciky B, Q ptimek AD, AE s osou o kolineace.
Tyto body tak budou samodruzné. Praseciky P,, Q, poldr p, g s osou o pak musi prochéazet
i odpovidajici polary p’, g’ vzhledem ke kruznici k/, jez budou na pramér BC této kruznice
kolmé. Prisecik R polar p, g je obrazem spole¢ného nevlastniho bodu R/ polar p’, q'. Prtise-
¢ikem A, piimky AR s osou o tak ved'me ptimku A, R._, jeden z jejich prasecika s kruznici k'
zvolme jako vzor A’ bodu A. Tato volba podobu vysledné kuzelosecky neovlivni. Stied S koli-
neace bude priisec¢ikem spojnic odpovidajicich sibodtt AA’ a RR. . Pfimka prochézejici stie-
dem S rovnobézna s poldrou p protne jeji obraz p’ v abézniku U. V daném pfipadé abéZznice
u neprotina kruznici k’ v zidném bodu a hledanou kuzeloseckou k je tak elipsa. Pti splnéni
podminky v zaddni bude mit pfiklad vZdy jedno feSeni.

Obr. 4.26: Konstrukce kuZelosecky dané body A, B,C, D, E

Z téchto dvou pfikladi je ziejmé, Ze existuje nekone¢né mnoho poloh tGbéZnice takovych,
abychom ziskali elipsu nebo hyperbolu. Pro parabolu jsou vSak takové moZznosti s danou
osou kolineace nejvySe dvé. Muzeme fici, Ze vZdy zndme jednu tecnu paraboly — nevlastni
pfimku. Abychom tak ziskali zndhodné danych prvk parabolu, potfebujeme k tomu o jeden
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prvek v zadani méné nez u elipsy a hyperboly. Toto zadéni v§ak neni iplné jednoznacné, coz
plyne pravé ze dvou moznych poloh tibéZnice, pro parabolu danou ¢tyfmi body by napiiklad
existovala az dvé feSeni.

c) Parabola je ddna jejimi dvéma teCcnami ty, to, bodem M a smérem osy'S.

Zvolme stfed S kolineace jako prisecik danych tecen 13, £, (obr. 4.27). VSechny pfimky pro-
chézejici sttedem kolineace jsou samodruzné, tecny f;, t, tak musi byt zaroven tecny kruz-
nice k'. Sestrojme tedy libovolnou kruznici k', jez se dotyka obou tecen. Ubéznik U, jez bude
vzorem nevlastniho bodu paraboly, musi leZet na priseciku pfimky prochdazejici sttedem S
se smérem § s kruznici k'. Mdme dvoji volbu, ta v§ak podobu paraboly neovlivni, smér osy
bude u obou stejny. Tetna bodem U ke kruznici k' je tbéznice u. Vzor M’ bodu M bude leZet
na pruseciku piimky SM a kruznice k’. Opét mame dvoji volbu, jez tentokrat ovlivni uspo-
fdddni bodii na parabole. My jsme zvolili bod M’, jez lezi mezi dotykovymi body 77, T, teCen
f, tp s kruznici k. Pfimka M'T| protne tibéZnici u v bodu Uy, spojnice SU; tak uréuje smér
odpovidajici pfimky bodem M, jeZ protne tecnu ¢; v bodu T;. Prisec¢ikem T, odpovidajicich
si pfimek M'T| a M T; pak prochdzi osa o kolineace rovnobéznd s iibéznici u.

\ Q

T, 4

A1

Ji A
l \_‘i:ji; Ml-‘\\__
—5 T 3

Obr. 4.27: Konstrukce paraboly dané jejimi tecnami #;, f,, bodem M a smérem osy §
Stejné bychom postupovali pro druhy priise¢ik pfimky SM s kruznici k', ten by leZel mezi

body U, T;. Pak by parabola k, méla odpovidajici uspofdddni, jak miizeme také vidét na ob-
razku 4.27. Ptiklad bude mit nejvyse dvé feSeni.

Po nalezeni vSech prvki stfedové kolineace pak lze sestrojit samotnou kuZelosecku jako ob-
raz kruznice k' podle postupu, ktery jsme si uvedli v této kapitole.
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5 Algebraicka definice kuZelosecky

5.1 Obecnarovnice kuzelosecky

Definice 10. MnoZinu bodti (x, y) € R?, jeZ spliuji rovnici:
Ax*+2Bxy+Cy*+2Dx+2Ey+F =0, (5.1)
kde A, B,C, D, E, F jsou redln4 cCisla a plati (A, B, C) # (0,0,0), nazyvame kuZelosecka.

Rovnice 5.1 se pak nazyva obecnd rovnice kuzelosecky. Mohou ji ovSem vyhovovat nejen re-
gularni, ale i singularni kuZelosecky.

* Pokud je polynom na levé strané rovnice 5.1 rozloZitelny na soucin linedrnich polynomu
s redlnymi koeficienty (tedy je reducibilni nad R), ptjde o tyto singuldrni kuzelosecky:

— dvé rovnobézné primky, nap¥. polynom x? +2xy + y? mtizeme rozloZit na (x+y)- (x + ),
ziskame dvojndsobnou pfimku x + y = 0; nebo polynom x? + 3x + 2 miZeme rozloZit na
(x+1)-(x+2), ziskdme dvé riizné rovnobézky x +1=0ax+2=0;

- dvé riiznobézné piimky, nap¥. polynom x? — y*> miiZzeme rozloZit na (x + y) - (x — y), zis-
kdme dvé raznobézky x+ y=0ax—y=0.

e Pokud nelze polynom na levé strané rovnice 5.1 rozlozit na soucin linedrnich polynomu
s redlnymi koeficienty (tedy je ireducibilni nad R), je kuzelosecka singularni v pfipadé, Ze
je mnozinou obsahujici:

— jeden redlny bod, napt. x> + y* = 0, této rovnici vyhovuje jediny redlny bod M = [0, 0];
— Zddny redlny bod, nap¥. x> +1=0nebo x*> +2y?> +1=0.
* Pokud je polynom na levé strané rovnice 5.1 ireducibilni nad R a kuZelosecka je mnoZinou

nekone¢né mnoha redlnych bod,!” ptijde o reguldrni kuzelosecku, tedy o elipsu, para-
bolunebo hyperbolu (7, s. 20].

Ve vété 11 (s. 28) rozliSujeme regularni kuzelosecky podle poctu jejich nevlastnich bodd.
Uved'me si definici, jeZ bude platit i pro kuzelosecky singulérni:

Obr. 5.1: Singularni kuZelosecka eliptického, parabolického a hyperbolického typu a nevlastni body

Definice 11. KuZelosecku, kterd nema s nevlastni pfimkou spole¢né zZadné redlné body, bu-
deme nazyvat kuZeloseckou eliptického typu. KuZelosecku, kterd ma s nevlastni pfimkou
spole¢né pravé dva redlné rtizné body, budeme nazyvat kuzeloseckou hyperbolického typu
a kuzelosecku, kterd ma s nevlastni pfimkou spole¢ny pravé jeden dvojndsobny bod, bu-
deme nazyvat kuZeloseckou parabolického typu (16, s. 70].

1”MnozZina uréena rovnici 5.1 mfiZze obsahovat zadny, jeden nebo nekone&né mnoho realnych bodti. Pokud
tedy obsahuje vice nez jeden redlny bod, pak uz vime, zZe jich bude obsahovat nekone¢né mnoho [15, s. 20].
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Tato definice pak odpovida rozdéleni kuZelosecek v kapitole 1 dle poméru odchylek osy ku-
Zelové plochy od jeji povrsky resp. od se¢né roviny, tedy podle toho, zda je tato secnd rovina
rovnobézn4 s eliptickym, hyperbolickym nebo parabolickym fezem (viz tabulka 1). Dvé rliz-
nobézné pfimky maji dva sméry a tedy dva nevlastni body, dvé rovnobézné pfimky ¢i dvojna-
sobné pfimka smér pouze jeden. Jeden bod pak zfejmé Zadny smér nema (obr. 5.1). Prazd-
nou mnozinu jsme ovSsem mohli ziskat nejen fezem rovnobéZznym s eliptickym, ale i s tim

parabolickym. MiiZe mit ale prdézdnd mnozina spole¢ny bod s nevlastni pfimkou?

Reducibilni nad R Ireducibilni nad R
Singularni Reguléarni
Pocet bodli v R 00 1 0 00
Eliptického X Bod Prézdnd mnoZina Elipsa

typu
Parabolického | Dve oninvc.)b?zkx; X Prazdnd mnoZzina | Parabola

typu totozne Cl ruzne
Hypei;())llllckeho Dvé riznobézky X X Hypebola

Tabulka 1: Pfehled kuzelosecek v R?

Podivejme se tak na rovnice kuZelosecek v oboru komplexnich cisel a to nejprve na jeden
redlny bod a polynom x2 + y?, jeZ je nad C reducibilni na (x + iy) - (x — i y). Ziskdvame tak dvé
imagindrni riiznobézky. Prasecikem dvou komplexné sdruzenych pfimek je vidy redlny bod,
jez tvori tuto kuzelosecku v R. Jeji dva nevlastni body nejsou redlné, ptijde o dva komplexné
sdruzené body a kuZelosecka je eliptického typu.

Polynom x? + 1 je reducibilni na (x + i) - (x — i) a ziskdvdme dvé rtizné imagindrni rovnobézky.
I prasecikem komplexné sdruzenych rovnobéZek je redlny bod, ovSem v tomto piipadé jen
nevlastni. Tato prdzdnd mnoZina v R je tak skutecné kuzeloseckou parabolického typu.

Polynom x? +2y? + 1 je pak ireducibilni i nad C, oviem kuZelosetka je mnoZinou obsahujici
nekone¢né mnoho komplexnich bodt a jde tak o imagindrni elipsu.

Reducibilni nad C Ireducibilni nad C
Singularni Regularni
Pocet bodtivC 00 00
Eliptického typu Dvé imagindrni riiznobézky Elipsa, imagindrni elipsa
Parabolického typu Dve reélilfv?lilt))(éziir;aginémi Parabola
Hyperbolického typu Dvé redlné riznobézky Hypebola

Tabulka 2: Pfehled kuZelosecek v C?
Jak vidime v tabulce 2, pomoci komplexnich ¢isel bychom doséhli v pfehledu kuzelosecek
vétsi ucelenosti — vSechny singularni kuzelosecky pak 1ze rozloZzit na dvé pfimky. Na dvé re-

alné ¢i imaginarni rovnobézky rozlozime kuZelosecky parabolického typu, na dvé imaginarni
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riznobézky kuzelosecky eliptického typu a na dvé redlné rtiznobézky kuzelosecky hyperbo-
lického typu. Imaginarni elipsa je pak v C? kuZelosecka regularni [15, s. 98].

KuZelosecka je jednoznacné urcena péti body. Dosazenim jejich soufadnic za x, y do rov-
nice 5.1 mliZeme vytvofit soustavu linedrnich rovnic, jejimz feSenim ziskdme koeficienty
A, B,C, D, E, F. Budeme mit pét rovnic o Sesti neznamych, tato homogenni soustava tak bude
mit vZdy nenulové feSeni. Toto feSeni bude jednozna¢né aZ na ndsobek, pokud jsou body
rizné a Zadné Ctyti neleZi na jedné piimce [16, s. 54]. Existuji kuzelosecky, jimZ staci k jejich
jednozna¢nému urceni bodi méné. Nékteré rovnice u nich nahradime vztahy mezi koefici-
enty, jeZ plynou z jejich unikdtnich vlastnosti. Pro ziskdni reguldrni kuZelosecky pak nesmi
byt kolinearni Zadné jeji tfi body (jeji podmnoZinou neni Zddnd pfimka).

V dal$im textu se opét zaméfime na regularni, redlné kuzelosecky. Podivejme se na mozné
vztahy mezi koeficienty nékterych z nich. Méjme piimku d danou rovnici d: ax + by + ¢ =0;
a,b,ceRa(a,b) #(0,0). Mlizeme ji tak vyndsobit vyrazem:

-(ax+by+c)=0
a? + b? Y
a dosadit za jeji koeficienty:

a b c

=r, =S5, =
Va?+ b2 Va2 + b? Va2 + b?

)

¢imz ziskdvdme ekvivalentni rovnici rx + sy + ¢ = 0. Pro soufadnice r, s jejtho normdlového
vektoru 1z = (r, s) pak plati:
rP+st=1, (5.2)

z ¢ehoz také plyne:
(5.3)

Obr. 5.2: Normaélovy vektor piimky d a bod Dy

kde w € (0,27m) je orientovany tuhel, jeZ svird kladné x-ové poloosa s vektorem 7, (obr. 5.2).
Bod Dy je pata kolmice k na ptimku d prochézejici po¢atkem. Pro soutadnice bodu Dy plati
Dy = [-rt,—st], jak mGZeme ovéfit jejich dosazenim do rovnice pfimky d:

r-(-rt)+s-(—-st)+t= —t-(r2+sz)+ t=—t+t=0 (vizrovnice 5.2)
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a do rovnice pfimky k, jeZ je ve tvaru k: sx—ry =0:
S (=rt)—r-(—st)=—rst+rst=0.
Vzdélenost bodu M = [x, y] od pfimky d pak mtZeme vyjadfit:

[rx+sy+t|
i
Méjme pevnou piimku d: rx+sy+t =0, pevny bod F = [g, h]; F ¢ d a € > 0. MnoZinou vSech

bodd M = [x, y] takovych, Ze |[MF| = € -|Md|, je regularni kuzelosecka. Dosadime:

IMd| = =|rx+sy+t|.

\/(x—g)2+(y—h)2 =g |rx+sy+tl.
Rovnice je ekvivalentni s rovnici
x2-2gx+ g2+ —2hy+ WP =€ - (rPx® +2rsxy+ s> y* + 2rtx + 2sty + t2),
kterou upravime na

(1—82r2)-x2+2-(—£2rs)-xy+(1—8252)-y2+
+2-(—g—€*rt)-x+2-(—h—e*st)-y+ (g2 + h* -t =0,

¢imZ po dosazeni za konstantni vyrazy v zdvorkdch
Y -(1- e2r?, —€’rs, 1 - €252, -g- &2rt,—h—¢e’st, g2 +h?-€’t>)=(A,B,C,D,E,F), (5.4)
kde realné cislo y # 0, skutecné ziskdvdme obecnou rovnici kuzelosecky 5.1. Plati véta:

Véta 22. Je-li 5.1 rovnice regularni a redlné kuzelosecky k, pak znaménko diskriminantu
92 = B? — AC ur¢uje druh této kuZelosecky k. Pro hodnoty 2 < 0 je kuZeloseckou k elipsa,
pro &2 =0 parabola a pro 2 > 0 hyperbola [7, s. 20].

Tuto vétu si pomoci rovnice 5.4 snadno dokdzeme. Vyjaddfeme koeficienty A, B, C:

@:BZ—AC—y2-84r232— (1-€*r?) -y (1-€%5%)
D=7 (e'r? s —1+e*s* + e2r? —e'r?s?) = y* - (-1 + €%+ (s* + 1%))
9 =B*-AC=y*-(¢*-1). (5.5)

Znaménko diskriminantu 2 tak zavisi pouze na hodnoté numerické excentricity € kuzelo-
secky. Nasobek rovnice y toto znaménko nijak neovlivni, protoZe jeho druhd mocnina bude
vzdy kladnd. Uz vime, Ze s 0 < € < 1 ziskdme elipsu, € = 1 parabolu a € > 1 hyperbolu. Pak
znaménko diskriminantu 2 v rovnici 5.5 bude skute¢né odpovidat vété 22.

I v algebraické definici tak vidime hranici, jeZ parabola mezi elipsou a hyperbolou tvofi. Dis-
kriminant 2 = B? — AC mtiZe nabyvat nekone¢né mnoha hodnot pro elipsu a hyperbolu,
ovSem pro parabolu nabyvd jediné hodnoty 2 = 0. Vztah mezi & a € najdeme v interaktivni
konstrukci zde https://www.geogebra.org/m/kuxbbtf8.

vz ¥

Pro urc€eni paraboly tak staci ctyfi body. OvSem z B = +v AC plyne, Ze zadani nemusi byt
jednoznacné, protoZe jej mohou splnovat az dvé paraboly.
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Dal$im specidlnim pfipadem kuZelosecky je rovnoosa hyperbola. Pro jeji koeficienty po do-
sazeni £ = v/2 plati:

A=y-(1-2r%),

C=y-(1-28*)=y-(1-2-(01-1r)) =y (-1+2r%).
Pak tedy plati A = —C a pro jednoznacné zadéni rovnoosé hyperboly také staci Ctyfi body,

pokud neleZi ve specidlni poloze, kdy ziskdme nekonecno feSeni. Podivejme se, za jakych
podminek budou koeficienty A a C shodné:

y-(l—ezrz) =Y-(1—£282)
1-e2r2=1-¢?+¢%r?

e*-(1-2r%) =0.

Pak ziskdvame dvé feSeni, kdy

V2 V2
r=4+—; s=4+—,
2 2
nebo
e=0.

Pfipomenme si, Ze (r,s) je normalovy vektor fidici pfimky (viz 5.3), tedy zaroven smérovy
vektor hlavni osy resp. osy kuzelosecky. A, C jsou tak shodné pro vSechny kuZelosecky s hlav-
nimi sméry (1,1) a (1,—1) (viz s. 35). Rovnoosd hyperbola ma pak v této poloze oba koefici-
enty A, Cnulové (A= -C). Reseni, kdy € = 0, odpovidé kruznici. Tu ovS§em nelze pomoci fidici
pfimky definovat a tuto hodnotu jsme pfi odvozovani rovnice 5.4 vyloucili. Jeji rovnici v§ak
snadno ziskdme pomoci Pythagorovy véty, pro vSechny body M = [x, y] kruZnice se stredem
v pocatku a polomérem r plati:

2ryt=r?

pro kruZnice se sttedem S = [m, n] po dosazeni x = (x' — m) a y = (y' — n) arozndsobeni:
X?+y?42-(-m)- X' +2-(-n) -y + (M +n* -1 =0

a pro koeficienty obecné rovnice kruznice skute¢né plati A = C. Zaroven bude vzdy platit
B = 0. Pro jednoznac¢né zadédni kruZnice tak staci tfi body. Koeficient B ov§em nemusi byt
nulovy jen pro € = 0, ale také pro r = 0 nebo s = 0. To nastane v pfipadé, kdy budou hlavni
sméry kuzelosecky rovnobézné se soufadnicovymi osami x a y (opét viz 5.3). Vztahy mezi
koeficienty rovnice kuZelosecky shrnuje tabulka 3; to, jak koeficienty ovliviiuji podobu kuZe-
losecky vyzkou$ejme interaktivné zde https://www.geogebra. org/m/uuws2brx.

A=C; A#0 (A, C) = (0,0) A=-C; A#0 A#+C
B=0 £=0 x e=V2 £>0;,e#£V2
X x r=0 nebo s=0
B#0 £>0; e£V2 e=v2 £>0; e#V2
r:ig'“:i%z r¢0;i§;i1as;ﬁ0;i§;il

Tabulka 3: Hodnoty ¢ a soufadnic smérového vektoru (hlavni) osy kuZelosecky dané rovnici 5.1
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5.2 VyuZiti polarnich vlastnosti
5.2.1 Polara, sdruZené sméry a stied kuzelosecky
Zacnéme definici poldry [13, s. 192]:18

Definice 12. Rovnice polary p bodu P = [xp, yp]19 vzhledem k reguldrni kuZelosecce dané
rovnici 5.1 je

(Axp+By,,+D)-x+(Bx,,+Cy,,+E)-y+Dxp+Eyp+F:0. (5.6)

Vime, Ze kdyZ bod P leZi na kuzelosecce, je poldra p tecnou dané kuzelosecky a bod P jejich
bodem dotyku. Z rovnice 5.6 vyjadieme soutfadnice smérového vektoru # = (u, v) polary p

bodu P:

v=—(Ax,+ By, +D). '

Poléra nevlastniho bodu daného vektorem # bude priimérem kuZzelosecky (definice 9, s. 34).
Rovnici tohoto primeéru ziskdme ze vztahti 5.7, plati véta [13, s. 193]:

Véta 23. Rovnice primeéru reguldrni kuzelosecky dané rovnici 5.1, ktery je sdruzeny se smé-
rem danym vektorem # = (u, v), je

(Ax+By+D)-u+Bx+Cy+E)-v=0. (5.8)

Po tipraveé rovnice 5.8 vyjadieme smérovy vektor %’ tohoto praméru. Smeéry dané & = (u, v)
a ' = (v, v') tak budou sdruzenymi sméry (viz véty 17 a 19, s. 35):
(Au+Bv)-x+Bu+Cv)-y+Du+Ev=0,
u' =(Bu+Cv),
v =—(Au+ Bv).

Opét tak bude platit vztah
u'-(Au+Bv)+v' - (Bu+Cv) =0,
jehoZz tpravou ziskdme rovnici v nasledujici vété [13, s. 193]:

Véta 24. Pro sdruzené sméry regularni kuzZelosecky dané rovnici 5.1, jeZ jsou dany nenulo-
vymi vektory 7 = (u, v) a &' = (i, V') plati vztah

A-uv +B-(uv' +u'vy+C-vv' =0. (5.9)

Stfed kuZelosecky je pak prtsecikem jejich dvou libovolnych primeért. Zvolme primeéry sdru-
Zené se sméry danymi vektory (1,0) a (0,1) a dosad'me do rovnice 5.8 [13, s. 193]:

Véta 25. Soufadnice stfedu S = [m, n] regularni sttedové kuZelosecky dané rovnici 5.1 jsou

fesenim soustavy rovnic?’
Am+Bn+D=0,

Bm+Cn+E=0.

180dvozeni rovnice poldry miizeme najit zde [17, s. 113-118].

9pokud bude bod P ohniskem dané kuzelosecky, ziskame rovnici jeji fidici pfimky (viz s. 33).

20stied paraboly je nevlastni bod, v jejim piipadé nema soustava rovnic 5.10 feseni. Pokud oviem bude mit
tato soustava nekone¢né mnoho feseni, ptijde o singuldrni kuzelosecku parabolického typu.

(5.10)
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5.2.2 Asymptotické sméry kuZelosecky

Vime, Ze smér priiméru prochdzejiciho dotykovym bodem te¢ny kuzelosecky je sdruzeny se
smérem této tecny. Pak smér asymptoty kuzelosecky, kterd prochézi stredem kuZzelosecky
jako jeji primeér a je zdroven i tecnou v nevlastnim bodu, je sdruzeny opét se smérem této
asymptoty. Pro soufadnice vektort téchto shodnych sdruZenych smért tak plati:

W', v") = (u,v). (5.11)

Dosazenim 5.11 do rovnice 5.9 tak ziskdme rovnici, jezZ bude platit pro soufadnice vektoru
urcujiciho asymptoticky smér kuZelosecky [18, s. 19-23]:

Definice 13. Smér dany nenulovym vektorem # = (u, v) se nazyvd asymptotickym smérem
kuZelosecky o rovnici 5.1, jestliZe je

Au® +2Buv+Cr®*=0. (5.12)

Tuto rovnici 5.12 z definice 13 mliZeme rozepsat:
u-(Au+Bv)+v-(Bu+Cv)=0
a pro nenulovy vektor # bude existovat feSeni pravé tehdy, kdyz existuje redlné ¢islo 8 takové,
ze
Au+Bv =0y,
(5.13)
Bu+Cv=-0u.

Eliminaci u resp. v ziskdme rovnice:

(B*- AC-6%)-v=0,
(B>~ AC-6%)-u=0

potom je alesponi jedno z &isel u, v nenulové v pifpadé, ze B — AC — 62 = 0. Je zfejmé, Ze pak
0% = 9. Pro @ < 0 takové redlné ¢islo 0 neexistuje, coZ odpovida tomu, Ze elipsa neméa asym-
ptoticky smér. Pro 2 = 0 ziskdme jedno feSeni, coz skutecné odpovida jednomu asympto-
tickému sméru paraboly. Pro 2 > 0 jde o hyperbolu se dvéma asymptotickymi sméry. Ziska-
vame dva kofeny 0y, = + V.

Dosadime +v/2 za 0 do rovnic 5.13. Nenulové vektory, které budou jejich fesenim pak uréuji
asymptotické sméry paraboly a hyperboly. Najdeme je v tabulce 4.

(A, C) = (0,0) nastane pouze u rovnoosé hyperboly (viz tabulka 3). Rovnice 5.12 pak bude ve
tvaru 2Buv = 0, jejimZ feSenim jsou nenulové vektory 1, = (1,0) a &ip = (0,1).

Dosazenim soufadnic vektori, které urcuji asymptoticky smér, do rovnice 5.8, pak ziskame
v piipadé hyperboly rovnice jejich asymptot, v pifipadé paraboly tato rovnice nebude mit
feSeni. Jeji asymptotou je nevlastni pfimka, kterou nelze v eukleidovské roviné vyjadfit.

Asymptoticky smér paraboly je rovhobéZny se smérem jeji osy. CoZ mtizeme snadno dokazat
dosazenim za koeficienty z rovnice 5.4. Pro A # 0 plati:

u=(-B; A=(yrs y-(l—rz)) =(y-rs; y-sz) =(ys-r;ys-s)=ys3o

a smérovy vektor §, = (7, s) osy paraboly je skutecné ndsobkem smérového vektoru &t = (u, v)
asymptotického smeéru paraboly. Pro C # 0 pak dojdeme ke stejnému vysledku.
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Parabola Hyperbola
i=(u,v) iy = (uy, v1); Uz = (U, v2)

A#£0 i=(-B; A U2 =(-B+VP; A)

C#0 ii=(C; -B) li12=(C; ~-BFVP)
A#£0;C#£0 | (-B; A=k-(C; -B) (-B+VZ; A)=k-(C; -BF VD)
(4,C)=(0,0) x ty =(1,0); U = (0,1)
Asymptoty X (Ax+By+D)ujp+(Bx+Cy+E)v12=0

Tabulka 4: Vektory urcujici asymptotické sméry paraboly a hyperboly danych 5.1 (k € R\ {0})

5.2.3 Hlavni sméry kuZelosecky

Uz vime, Ze hlavni sméry kuZelosecky jsou sdruzZené sméry, jeZ jsou na sebe kolmé. Jsou tak
urCeny vektory, pro jejichZ soufadnice plati:

W', v =,-uw. (5.14)
Opét dosadime do rovnice 5.9 a ziskavame definici [17, s. 129]:

Definice 14. Smér dany nenulovym vektorem # = (u, v) se nazyvd hlavnim smérem kuZzelo-
seCky o rovnici 5.1, jestliZe je

A-uv+B-(v2—u2)—C-uv:0. (5.15)

Rovnici 5.15 mtZeme opét rozepsat:
v-(Au+Bv)-u-(Bu+Cv)=0
a pro nenulovy vektor #Z bude existovat feSeni praveé tehdy, kdyZ existuje redlné ¢islo A takové,
Ze
Au+Bv = Au,
Bu+Cv=Av.
Eliminaci u resp. v ziskdme rovnice:
(A=A (C-21)-B%)-v=0,
((A-)(C-1-B%)-u=0.
Potom je alesponi jedno z &isel u, v nenulové v piipadé, ze (A— 1)(C — A1) — B> = 0. Dokazme,

Ze tato rovnice bude mit vzdy dvé feSeni. Upravme, vyjaddieme A a ndsledné dosad’'me za
koeficienty z rovnice 5.4:

A—(A+C)-A-2=0, (5.16)
A+C+V(A+0)2+4-9
Ao = 5
P y-(1-e?r?+1-e2s?) £ /y2- (1—e2r2 + 1 - €222 + 4y2- (e2 - 1)
12 =
’ 2
y-(2-€?)+y Vet
M=

2
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Diskriminant této rovnice bude vzdy kladny, rovnice tak bude mit vZdy dva koteny. Navic je
patrné, Ze feSeni této rovnice bude pro vSechny podobné kuzelosecky shodné az na ndsobek.
Dopocitame kofeny A4 »:

Y'(l—sz).

Koteny A ,2! odpovidaji koeficientiim A, C v ptipadé, kdy jsou hlavni sméry kuZzelosecky
rovnobézné se soufadnicovymi osami, tedy kdyZ r = 1 a s = 0 nebo naopak (dosad’'me pro
A, C do rovnice 5.4). Je zfejmé, Ze elipsa tak ma v tomto tvaru u koeficientli A, C znaménka
shodnd, hyperbola naopak rizné a parabola ma vzdy jeden z téchto koeficienti nulovy.

Resenim rovnice 5.15 jsou a hlavni sméry kuZelosecky pro B # 0?2

tory (k€ R\ 0):

urcuji tyto nenulové vek-

(-B; A= A1) =k-(C—MN12; —B). (5.17)

To miZeme opét snadno dokdzat dosazenim z rovnice 5.4:

(=B; A= A1) = (y- (€°rs); y- (1 —€*r®) —y) = ye* - (rs; —1?) = ye?r - (s;—1),
(=B; A= L) = (y-(€%rs); y- (1-€*rH) —y-(1—-€)) = ye®- (rs; 1 - 1%) = ye®s- (13 9),

coz skute¢né odpovida hlavnim smériim kuZelosecky s fidici pfimkou rx + sy + ¢ = 0, jez
jsou dané vektory 3, = (r,5), $2 = (s,—r). Ke stejnym vysledkim pak dojdeme i s vektory
(C—Ay; =B) a(C—Ay; —B).

Pro parabolu pak miiZeme postupovat snadnéj$im zptisobem. Z feSeni rovnice 5.16 plyne, Ze
(A+C) =y-(2—¢£?) asoucet koeficientti A, C tak bude pro shodnou kuZelosecku vzdy stejny.
Pak je-li 1; = 0, musi platit A, = (A+ C). Dosazenim téchto hodnot A, » do soufadnic vek-
tort 5.17 ziskdme smérovy vektor jeji osy, jeZ je shodny s vektorem asymptotického sméru,
a smeérovy vektor jeji fidici pfimky (viz tabulka 5).

Parabola Stiedova kuzelosecka
$o=(1,5); Sqa=(s,—71) Uy = (w1, 11); Uz = (U, 12)
A =0; 1, =A+C AM—(A+C)-A-2=0

So=(-B;A)=k-(C;—B);

$4=(AB) = (k) - (B; C) i =(=Bi A-hiz) = k-(C—hai —B)

Osa o: Osy 01 2:
(Ax+By+D)-A+(Bx+Cy+E)-B=0;

Ax+By+D +(Bx+Cy+E =0
(Ax+By+D)-B+(Bx+Cy+E)-C=0 (Ax+By+Dyuz+ (Br+ Cy+E)vi,

Tabulka 5: Vektory, jez urcuji hlavni sméry kuZzelosecky dané rovnici 5.1 pro B #0 (k€ R\ 0)

Dosadime-li soufadnice vektorti 5.17 elipsy resp. hyperboly do rovnice 5.8 priiméru kuZze-
losecky, ziskdme rovnice jejich os. Dosazenim soufadnic smérového vektoru fidici pfimky
ziskdme rovnici osy paraboly (opét viz tabulka 5).

21Cisla A, o odpovidaji viastnim &isliim matice kvadratickych ¢lenti kuZelosecky a vektory uréujici hlavni
sméry pak jejim vlastnim vektoriim. Vlastni ¢isla a vektory jsou velmi dtilezitym pojmem v linedrni algebfe.
22Pro B = 0 nema smysl hlavni sméry hledat, budou rovnobézné se soufadnicovymi osami x, y.
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5.3 Kanonicky tvar rovnice kuzelosecky
5.3.1 Shodné transformace soufadnic v roviné

Jakykoli pfechod od jedné soustavy kartézskych soutadnic v roviné k jiné stejné orientované
soustavé kartézskych soufadnic Ize provést jednim posunutim (translaci) a jednim oto¢enim
(rotaci). Tyto transformace si popiSme ([13, s. 188]).

Transformace soufadnic bodu X pfi pfechodu od kartézské soustavy (O; x, y) ke kartézské
soustave (O;x’, y'), kterd vznikne z (O; x, y) otoCenim kolem spole¢ného pocatku o thel «, je

dana vzorci:

x=x"-cosa-y'-sina,
I / (5.18)
y=x"-sina+y -cosa.

B = [m29 y2] —B' = [w/27 yl]

A =[x, yn] A = (2], Y]

Obr. 5.3: Transformace soufadnic oto¢enim o thel «, kde A’ B’ bude rovnobéZnd s osou x’

Dosazenim za x, y ze vztahti 5.18 do rovnice 5.1 kuZelosecky a jeji ipravou ziskdme novou
rovnici:
A'x?+2B'x'y +C'y?+2D'x' +2E'y' + F' =0, (5.19)
kde
A' = Acos® a + 2Bsina cosa + Csin® a,

B' = —Asinacosa + B(cos2 a —sin® a)+Csinacosa,

C' = Asin®a — 2Bsinacosa + Ccos’ a,

' (5.20)
D =Dcosa+ Esina,

E'=-Dsina + Ecosa,
F'=F
Aby byly osy vysledné kuZelosetky rovnobézné se souradnicovymi osami x’, ', potfebujeme
vhodny thel a takovy, aby platilo B’ = 0. Vyjadfeme si tuto rovnost z 5.20:
B'=B-cos(2a)-1-(A-C)-sin(2a) =0

tgRa) = ——,
cotg(2a) 28

za predpokladu, Ze B # 0 (pak by ale kuzelosecka jiZ v potfebném tvaru byla).

Vhodny thel @ miizeme také vyjadfit pomoci soufadnic vektort @, » = (ul_g; Ulyg) hlavnich
sméra kuzelosecky. Vydélime-li tyto soufadnice délkou prislusného vektoru, ziskdme piimo
hodnoty sinu a cosinu thlu a (tak jako v rovnici 5.3):

. U2 V1,2
(cosa; sina) = ;

2 L 2 2 L2
\/”1,2 T \/ul,z T
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Transformace soufadnic bodu X pfi pfechodu od kartézské soustavy (O; x, y) ke kartézské
soustavé (O';x',y), pfitemz osy x’, ' jsou rovnobézné po fadé s osami x, y, maji stejnou
orientaci a po¢dtek O’ ma v soustaveé (O; x, y) soutadnice m, n, je dana vzorci

x=x+m,

, (5.21)
y=y +n.

A =[m,n] — 0" =0,0]

O =1[0,0] - B = [-m, —n] x

Obr. 5.4: Transformace soufadnic posunutim, kde A = [m, n] — O’

Dosazenim za x, y ze vztahti 5.21 do rovnice 5.1 kuZelosecky a jeji ipravou ziskdme novou

rovnici 5.19, kde
(A',B',C")=(A,B,0),

D'=Am+Bn+D,
E'=Bm+Cn+E,
F = Am?>+2Bmn+Cn?+2Dm+2En+F.

(5.22)

Aby stted resp. vrchol vysledné kuzelosecky lezel v novém pocatku O’ soustavy soutadnic,
potfebujeme vhodné soufadnice m, n, jeZ budou odpovidat ptivodnim soufadnicim stfedu
S = [m, n] resp. vrcholu V = [m, n]. Tyto soufadnice muZeme ziskat ipravou rovnice, kterd
jiz nebude obsahovat smiseny ¢len xy, doplnénim na ¢tverec. V nésledujicich kapitolach si
ovSem ukaZzme, jak si tento obecny postup muizeme usnadnit s ohledem na druh kuzelo-

secky.
5.3.2 Transformace stfedové kuZelosecky

Uvazujme kuZzelosecky s D? — AC # 0. Dle 5.22 odpovidaji vztahy pro D', E' soustavé rovnic
5.10 pro vypocet sttedu kuzelosecky. Pak po transformaci rovnice 5.1, kdy novy pocatek O
bude lezet v bodu S = [m, n] budou tyto koeficienty nulové. Ziskdme tak rovnici:

Ax?+2Bx'y +Cy?+F =0,

piicemz koeficienty A, B, C ziistavaji shodné a vztah 5.22 pro koeficient F’ vlastné odpovida
dosazeni soufadnic [m, n] do ptivodni rovnice kuzelosecky. Pokud bude F’ = 0, pak stfed S
lezi pfimo na kuZelosecce a ptijde o singularni kuzelosecku (konkrétné dvé imagindrni resp.
redlné rtiznobézky).

Uprava rovnice do osového tvaru jiz bude snadnd. Koeficient B’ bude roven nule, F’ se dle
5.20 rotaci nezméni. Koeficienty A’, C" odpovidaji ¢islim A, ». Ziskdme tak rovnici:

A/xuz + C/leZ + F/ =0.
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Obr. 5.5: Stfedova kuzelosecka se stfedem S = [0,0] a s hlavni osou splyvajici s osou x

Dvé moznosti, tedy A; jako A’ nebo C’ ovlivni s jakou ze soutadnicovych os bude splyvat
hlavni osa kuzelosecky. Zvolme |A’'| < |C’| u elipsy a rozdilnd znaménka u koeficientii A a F
u hyperboly pro kuzelosecku s hlavni osou splyvajici s osou x.

Dosad’'me z rovnice 5.4. Pro kuZelosecku v této poloze bude platit r =1, s =0, F = [g,0] a bod
D, = [—t,0]. Dostaneme rovnici (pouzijme zkracené x, y misto x”, y"):

Y- (-5 -x*+y*+ g*—e*1?) = 0.

Dle obrézku 5.5 pak plati g2 = ? a dle rovnice 2.4 (s. 12) potom 2 = ‘;—; Také vime, Ze € > 0,
a>0a a# e. Mizeme dosadit a upravit:

2 2
e a
(1——)-x2+y2+ez—€2-—:0

a?® €2
2 2
a —e
( _ )-x2+y2:a2—e2
a
x2 y2
St a1
a a-—e

Dosad’'me ze vztahu pro charakteristicky trojihelnik (3.3 a 3.4, s. 24-25):

proelipsuaa>e: pro hyperboluaa<e:
P P
;-Fﬁ:l ;—ﬁ:]ﬂ (523)

Rovnice 5.23 jsou kanonické rovnice elipsy resp. hyperboly se sttedem S = [0,0], kde a je
délka hlavni poloosy elipsy resp. hyperboly a b je délka jejich vedlejsi poloosy.>®> Podobné
dojdeme k rovnicim elipsy resp. hyperboly, jejichZ hlavni osa splyva s osou y. Posunutim
pocétku soustavy soufadnic do [—-m, —n] pak miZeme ziskat stfedovou rovnici kuzelosecky
s pivodnim stfedem S = [m, n], napf.:
x'-m)* (Y -n)?
e + y 2 =1.

Prehled vSech tvarii rovnic stfedovych kuZelosecek najdeme v tabulkdch 6 a 7 (s. 62 a 63).

Z7vidavého Etendfe jisté napadne, Ze miizeme dojit k varianté, kdy v rovnici 5.23 elipsy bude jeji prava strana
odpovidat zdporné hodnoté. V takovém piipadé piijde o imaginérni elipsu. U rovnice hyperboly pak tato situ-
ace vzhledem k rozdilnym znaménktim u vyrazii na levé strané rovnice nenastane.
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Priklad 7.
Uved'te obecnou rovnici 8x* +8xy —7y* —24x—30y + 153 = 0 reguldrni kuZelosecky do stredo-
vého a kanonického tvaru a urcete druh této kuzelosecky.

Urc¢ime diskriminant kuzelosecky:
9 =B*-AC=16+56="72.
Pro 2 > 0 jde o hyperbolu, miiZeme najit soufadnice jejiho stfedu dosazenim do 5.10:

8m+4n-12=0
dm-7n—-15=0

Ziskame soufadnice stiedu S = [2, —1]. Dosad'me je do rovnice kuZelosecky:
8:4+8-(-2)—7-1-24-2-30-(-1) + 153 = 144.
Pak tedy rovnice posunuté hyperboly se sttedem S = [0, 0] bude:
8x2+8x'y' =7y +144=0.

Vypocitejme 1, » dosazenim A+ C =1a 2 =72 do rovnice 5.16:

A2—1-72=0
1+vV1+4-72 1+17 [ 9
1,2 = 2 = 2 _8

Pro rovnici hyperboly s hlavni osou rovnobéznou s osou x dosad'me tak, aby A" a F' mély
riiznd znaménka:
—8x"?+9y" +144=0.

Pak jizZ snadno upravime na kanonickou rovnici hyperboly:

xHZ y//2

18 16

Posunutim pocatku soustavy soufadnic do [-1, —2] pak ziskdme stfedovou rovnici hyperboly
s ptivodnim sttedem S = [1, 2]:
(xlll _ 1)2 (y//l _ 2)2
18 16

1.

5.3.3 Transformace paraboly

Uvazujme kuZelosecku s B2 — AC = 0. Vyjadieme nejprve koeficienty obecné rovnice 5.1
podle 5.4 s € = 1 a s uplatnénim vztahu r? + s> = 1:

)/-(32, —rs, 12, —g—rt, —h—st, g2+ h* - tz) =(A,B,C,D,E,F). (5.24)

Nyni dosad’'me do koeficientli v 5.24 pro parabolu, jejiZ osa splyva s osou y a jeji vrchol je
V =10,0]. Pak r =0, s = 1, ohnisko F = [0, h] abod D, = [0, —¢]. Absolutni ¢len F musi byt pro
parabolu prochdzejici pocatkem roven nule. Ziskdme rovnici:

x*+2-(-h—1)-y=0.
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D, = [0,—]

Obr. 5.6: Parabola s osou rovnobéZnou s osou y a vicholem V = [0, 0]

Pro y-ovou soufadnici ohniska F a bodu D,, pak z vlastnosti paraboly (obr. 5.6) plati:**
pro h>0: pro h<0:
h:B,—[:—B h:_B,_t:B’
2 2 2 2

p.p

x2+2-(—5——)-y20 x2+2'(5+5)-y:0.

Ziskavame tak kanonickou rovnici paraboly, jez je oteviend nahoru, resp. dolii:
x?= 2py x?= -2py. (5.25)
Podobné dojdeme k rovnici paraboly, jejiZ osou je osa x a je oteviend doprava, resp. doleva:
y2 =2px y2 =-2px. (5.26)
Rovnice 5.26 pak skute¢né odpovida rovnici y2 =cx (1.2, s.4), kde konstanta ¢ = 2p.
Obecnou rovnici 5.1 odpovidajici parabole tak potfebujeme dle 5.25 uvést do tvaru:
A'x?+2E'y =0,

pfitemz vime, Ze pokud je C' = 0, pak musi platit A’ = A + C (viz tabulka 5). Z rovnic 5.25
plyne, Zze E' =y - (+p). Parametr p odpovida vzdalenosti |Fd|, tedy plati:

p=I|rg+sh+t

p=Ilrg+sh+ £ (r? + 59|

p=Ilr-(g+rt)+s-(h+st)|
|r-—D+s-—E|

Iyl
|E'|=|r-D+s-E|.

p:

Koeficient E’ tak miZeme ziskat z rovnice [17, s. 137-138]:

E'=+-D+s-E), (5.27)

24Varianta h = 0 by znamenala, Ze je ohnisko bodem kuZelosecky, coZ u paraboly nemtiZe nastat.
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kde (r, s) je normalizovany vektor asymptotického sméru dané paraboly, tedy pro B # 0:

B A
VEBZ+ A2 /(B2 + A2)

(r,8)=|- (5.28)

Zvolime-li u koeficientti A’ a E' riznd znaménka, ziskame rovnici paraboly oteviené nahoru.
Pokud bude platit E’ = 0, leZi ohnisko F na Ffidici pfimce a pajde o singularni kuZelosetku
parabolického typu. Z rovnic 5.27 a 5.28 plyne, Ze tak nastane v pfipadég, Ze

A-E=B-D,
coz plati pravé tehdy, kdyZ existuje nenulové reédlné Cislo k takové, zZe:

A=k-D
(5.29)
B=k-E.
Stejné hodnoty jako pro A’, E’ dosadime za koeficienty C’, D' pro parabolu dle rovnice 5.26.
Pro parabolu s vrcholem V' = [m, n] pak ma jeji vrcholovd rovnice tvar:

(x—m)Z:in(y—n) (y—n)Z:J_er(x—m),

pficemz ptivodni vrchol V paraboly miiZeme najit jako priisecik ptivodni paraboly s jeji osou
(viz tabulka 5).

Ptehled vSech tvarti rovnic paraboly najdeme v tabulce 8 na strané 64.

Priklad 8.

Parabola md priiseciky K = [4,0], L =[-8,0] sosou x a M = [0,1], N = [0,-2] s osou y. Urcete
jeji obecnou rovnici a také jeji rovnici v kanonickém tvaru, kde V = [0,0] a jeji osa splyvd
sosouy.

Pomoci ¢tyf bodtli sestavime Ctyfi rovnice jejich dosazenim do rovnice 5.1. Patou rovnici
bude vztah B? — AC =0, jeZ plati pro parabolu.

16-A+ 0+ O0+4-2D+ 0+ F=0
64-A+ 0+ 0-8-2D+ 0+ F=0
0+0+1-C+ 0+1-2E+ F=0
0+0+4-C+ 0-2-2E+ F=0
B*-AC=0

Z prvnich Ctyf rovnic mZzeme vyjadrit vztahy pro F a koeficienty A,C, D, E:

F F F F
A=—— C=-— D=-— :
32 2 16 4

Dosad’'me do péaté rovnice za A, C:



Zvolme vhodné jako parametr F = —32, coZ odpovidd rovnicim:
ki:x*+8xy+16y*+4x+16y-32=0,
ky:x*—8xy+16y* +4x+16y—-32=0.

Je ztejmé, Ze u rovnice k; pro koeficienty A, B, D, E dle 5.29 plati:

(L4 =(3-2

by

a jde tak o rovnici singuldrni kuZelosecky. Normalizovany smérovy vektor asymptotického
smeéru paraboly k, dle rovnice 5.28 je:
(e 1
9= (i Fs)-

Koeficient E' pak mtizeme vypocitat dle 5.27:

! _ 1 _ 16
E —-_i-(\/il_?-2+\/—l_7-8)—i\/—l_7.
y
M 7
L 0 K
N
kZ

Obr. 5.7: Parabola k, prochézejici body K, L, M, N

Koeficient A’ =1+ 16 = 17, ziskdvame tak rovnici:
3

2
17x* =+ ——y,
17

jez snadno upravime na kanonickou rovnici:

Jiz vime, Ze ze Ctyf zadanych bodi mtzeme ziskat az dvé paraboly (viz s. 48), pfiklad tak
muZe mit nejvySe dvé feSeni. Jak vidime na obrazku 5.7, pokud zadané body tvoii vrcholy
lichobézniku, zadani vyhovuje pouze jedna parabola. Pokud by body leZely ve vrcholech rov-
nobéZniku, neexistovalo by Zadné feSeni. To se lii od obecného zadani v pfikladu 6b) (s. 43)
s péti body, kde existuje feSeni vzdy. Vyplyvéa to ze soumérnosti paraboly pouze podle jedné
OSsYy.
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5.4 Kanonicka rovnice kuZelosecek a te€ny

Rovnice 5.6 polary bodu P =[x, y,] vzhledem k reguldrni kuZelosecce, jezZ ma hlavni sméry
rovnobézné se souradnicovymi osami x, y, tedy s B = 0, je po snadné tipravé

Axxp+Cyyp+D-(x+xp)+E-(y+yp)+F=0. (5.30)

Obecnd rovnice elipsy se sttedem S = [0, 0] a hlavni osou splyvajici s osou x dle 5.23 je:

L > b 5

;-x +ﬁy —-1=0. (5.31)
Dosadime-li za odpovidajici koeficienty do rovnice 5.30 poldry, ziskdme rovnici polary p
bodu P = [xp, yp] vzhledem k elipse s hlavni osou rovnobéznou s osou x a S = [0,0], resp.

po transformaci soustavy soufadnic se sttedem S = [m, n]:

XXp  YVp (x—-m)-(xp—-m) (y—n)-(yp—n) _
2! e L

Obdobné muzeme vyjadfit a dosadit koeficienty z kanonické rovnice hyperboly a paraboly.
Pro bod P = [xp, ypl, jez lezi na kuZzeloseCce, bude 5.30 rovnici tecny danym bodem. Pro
bod lezici vné kuzelosecky pak ziskdme rovnici polary a te¢na bude prochazet vzdy danym
bodem a priisecikem poléry s kuzeloseckou.

Rovnice 5.8 priméru, ktery je sdruzeny se smérem danym vektorem i = (u, v), je pro regu-
larni kuZelosecku, jeZ mé hlavni sméry rovnobézné se soutradnicovymi osami x, y, po ipraveé:

Axu+Cyv+Du+Ev=0. (5.32)

Opét dosadime za odpovidajici koeficienty a ziskdme rovnici pro priimeér elipsy dané rovnici
5.31, tedy s hlavni osou rovnobéZnou s x a S = [0, 0], resp. po transformaci S = [m, n]:

X xX—m -n
—-u+l-v:O ~u+y .

a? b? a? b? v=0.

Obdobné miizeme vyjadfit a dosadit koeficienty z kanonické rovnice hyperboly a paraboly.
Vektor @ = (u, v) je smérovym vektorem tec¢ny, kterd prochézi priise¢ikem daného primeéru
s kuzeloseckou.

Asymptotické sméry hyperboly dané rovnici 5.23 mtiZeme dle tabulky 4 vyjadfit:

. 1 1 (1 11 1 _
2= (C; —Bi@) = (—ﬁ; + —(?‘(—ﬁ))) = (—ﬁ; i%) =——5 (@ Fb).

Dosazenim soufadnic tohoto vektoru do rovnice 5.32 priiméru hyperboly, jeZ ma hlavni osu
rovnobéZznou s osou x a stfed S = [0,0], resp. po transformaci S = [m, n], ziskdme rovnice
jejich asymptot:

x Yy
Z+-=0 +
a b

Jak mtiZeme vidét v tabulce 7, k podobnym rovnicim asymptot dospéjeme u hyperboly s hla-
vni osou rovnobéznou s osou y. Dvé hyperboly, jejichZ hlavni osy jsou na sebe kolmé, maji
stejny stied S a pro jejich poloosy a, ba a’, b’ plati a = b’ a b = a’, tak maji spole¢né asymptoty.
Takovym hyperboldm se tika doplrikové.
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Ptehled rovnic teCen a primeért z této kapitoly najdeme v nédsledujicich tabulkach 6, 7 a 8.

Hlavni osa

S=10,0]

Polara bodu
P =[xp; ypl

Primeér sdruzeny
siu=(u,v)

Elipsa
Hlavni poloosa a, vedlejsi poloosa b; a,b#0; a>b
Splyvajicis x (01 : y =0) Splyvajicis y (01 : x =0)
P ~ P B
; + ﬁ =1 ﬁ + ; =1
XXp  VY¥p . XXp  V¥Vp .
@ P o @
X y X y oo _
; u+ﬁ.y_() ﬁ u+;-v—0
Y AlY
C
a
b
a b
—] X ——
S B C S D
D
B

Hlavni osa

RovnobéZnds x (0, : y—n=

0, 00: x—m=0)

S =[m,n]
Polara bodu
P = [xp; ypl

Primeér sdruzeny
sit=(u,v)

N2 N2
(x m)+(y n):

1

a? b?

(x—m)-(xp—m)+(y—n)-(yp—n) 1

a2

xX—m y—n

U+
a? b2

bZ

-v=0

Hlavni osa

RovnobéZnds y (0;: x—m=0; 02: y—n=0)

S =[m,n]
Polara bodu
pP= [xp;yp]

Primeér sdruzeny
siut=(u,v)

N2 Ry
(x rn)+(y n):

1

b? a?
(x—m)-(xp,—m) +(y—n)-(yp—n) 1
b? a?
x;zm.u_'_ _2 v=0

Tabulka 6: Kanonické a stfedové rovnice elipsy a jim odpovidajici rovnice poléry a priméru

62




Hyperbola
Hlavni poloosa a, vedlejsi poloosa b; a,b #0

Hlavni osa Splyvajicis x (01 : y =0) Splyvajicis y (01 : x =0)
2 2 2 2
S=10,0] XY LY
a’ b? b?  a?
Poléra bodu XXp  VYVp 1 X Vp 1
P =1xp; ypl a’> b p>  a?
Primeér sdruzeny X y oo
s 7= (u, v) T Ut V=
Asymptoty d + . 0
b a

Hlavni osa

RovnobéZndsx (0;: y—n=0; 02: x—m=0)

RN N2
(x m)+(y n):

S=[m,n] — 2 1
Poldra bodu (x—m)-(xp—m) . y—-nm-(yp—n _,
P =[xp; ypl a? b2 B

Pramér sdruzeny X—m Y- _
sti=(uv) 2 W vl
Asymptot x—m+y—n_0
ymptoty PR
Hlavni osa RovnobéZznds y (0;: x—m=0; 02: y—n=0)
(x-m?®  (y-m?

S=1[m,nl o+ yaz -1
Poldra bodu (x—m)-(xp—m) . (y-n-(yp—-n) _ )
P =1xp; ypl b2 a2 =

Priimér sdruZzeny xX—m y-n
sTi=(uv) % u+ = v=0

As tot x—m+y—n_0

ymptoty T T

Tabulka 7: Kanonické a stfedové rovnice hyperboly a jim odpovidajici rovnice polary a priméru

63




Parabola

Parametr p; p>0

Osa

Splyvajicis x (o: y =0)

Splyvajicis y (0: x=0)

V =10,0]

Polara bodu

y?=+2px

yy,,:ip(x+xp)

x?=+2py

xxp:ip(y+y,,)

P = [xp; ypl
Praimeér sdruzeny D=ip-u U=t DD
su=(u,v) y-v==p =xp
Osa RovnobéZznds x (0: y—n=0)
V =[m,n] (y—-n)?=+2p(x—m)
Polara bodu (V=11 (= 1) = + D~ (X — 1+ Xy — 1)
P =[x V) Yoy =P P
Primeér sdruzeny (y—m)v=+p-u
st =(u,v) y =P
Osa Rovnobéznas y (0: x—m =0)
V =[m,n] (x—-m)?=+2p(y—n)
Polara bodu (K= 11) - (X — ) = £ 1+ (V= 11+ Yy — 1)
P =[xp; )] p —EplY Yp
Primeér sdruzeny
N (x—-m)-u=xp-v
su=(u,v)

Tabulka 8: Kanonické a vrcholové rovnice paraboly a jim odpovidajici rovnice poldry a priméru
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Piiklad 9. [19, s. 194-195]
Méjme parabolu k: y*> = 18x a jeji vnéjsi primku s: 3x — 4y + 69 = 0. Jaky bod paraboly md
nejkratsi vzddlenost od primky a jakd je tato vzddlenost?

Obr. 5.8: Parabola k, pfimka s a jejich nejkratsi vzdalenost d
Nejblizsi bod T paraboly ke pfimce je vlastné dotykovym bodem tecny ¢, jeZ je rovhobézna
s touto pfimkou (obr. 5.8). Jeji smérovy vektor je § = (4,3), parametr paraboly p = 12—8 =9.
Udaje dosadime do odpovidajici rovnice pro primér paraboly sdruzeny s timto smérem:

y-v=p-u
y-3=9-4
y=12.

Vidime, Ze prumér paraboly, jejiZ osa je rovnobéZna s jednou ze soufadnicovych os, bude
skutecné s touto osou vZzdy rovnobézny. Ziskdvame tak pfimo y-ovou soufadnici dotykového
bodu T. Druhou soufadnici dopoc¢itdime dosazenim do rovnice paraboly:

122 = 18x
8=x

a hledanym bodem je tak T = [8,12]. Jeho vzddalenost d od pfimky s je:

g 13:8-4-12+69|
V9+16
d=9.

Priklad 10.
Urcete rovnici paraboly, kterd md hlavni osu rovnobéznou s osou y a je ddna tremi tecnami
n:3x-y+8=0,06:2x+y-8=0a3:x+y=0.

Rovnici teény miiZzeme vyjadfit ve smérnicovém tvaru y = k- x + g, kde k, g € R, vzhledem
k tomu, Ze te¢na paraboly nemtiZe byt v tomto pfipadé rovnobéznd s osou y. Najdéme vztah
mezi koeficienty k a g takovy, aby méla piimka s parabolou praveé jeden priisecik. Dosad'me
tedy za y do odpovidajici rovnice paraboly (viz tabulka 8) a upravme:
(x—m)*=2p(y-n)
(x—m)*>=2p-(k-x+q—-n)
x> —@2m+2kp)-x+m? =2pq+2np=0
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Pro jediné feSeni této rovnice musi byt jeji diskriminant roven nule:
@m+2kp)?—4-(m?*-2pq+2np) =0
4k*p* +8kmp +8pg—8np = 0.

Vyjadieme koeficient g:

kzp

c]:n—km—T (5.33)
a rovnice danych tecen ve smérnicovém tvaru:
y=3x+8 y=-2x+8 y=—X.

Dosad’'me k, g z téchto tfi rovnic do rovnice 5.33 a ziskdme tak soustavu tii rovnic o tfech
nezndmych m, n, p:

9
8=n-3m- il
2
8=n+2m-2p
O=n+m- B.
2
Resenim této soustavy ziskdme:
m=2 n=-4 p:—4

Parametr p paraboly musi byt kladny, parabola je tak oteviena dolt. Jeji rovnice je:
(x—2)>=-8-(y+4).

Jde tak o parabolu s parametrem p = 4, vrcholem V = [2; 4], osou 0: x —2 = 0, ohniskem
F =[2,-6] afidici ptimkou d: y +2 =0 (obr. 5.9).

Obr. 5.9: Parabola dédna tfemi tecnami a smérem osy
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6 Kuzelosecka jako graf funkce

Pti algebraickém feSenich geometrickych tloh v roviné pomoci rovnic se soufadnicemi x, y
muzZeme vyuZit zavislosti jedné z téchto soufadnic na druhé. Ne vzdy je ovS§em takové vyjad-
feni jednoznacné. Napf. pro rovnici x? + y? — 25 = 0 kruZnice ziskdme vztahy:

y=+V25-x? X =41/25-y2

Pro jednoznacné vyjadieni je tak nutné, aby byl jeden z koeficientti A, C v rovnici 5.1 kuZelo-
secky nulovy. Podivejme se, kdy a pro jaké kuzelosecky to mtiZe nastat.

Pro koeficienty rovnice elipsy dle véty 22 plati B> < AC. Pak musi byt vidy A-C # 0, tedy
rovnice elipsy ma vzdy oba koeficienty A, C nenulové.

Pro koeficienty rovnice hyperboly dle véty 22 plati B2 > AC. Pro B = 0 musi opét vzdy pla-
tit A-C # 0. Pro B # 0 muZe byt libovolny z koeficient A, C nulovy v ptipadé, Ze je jeden
z asymptotickych smérti hyperboly rovnobézny s osou x nebo y (viz tabulka 4):

proA=0: = (C; -B+ V B?- AC) = (C; —B+ B) = (C;0),

proC=0: 1= (-B+VB%2-AC; A)=(-B+B; A) =(0; A).
Pak 1ze kazdou rovnici hyperboly transformovat pomoci rotace do potfebného tvaru. Hod-

nota vyrazi B> — AC a A+ C se shodnym zobrazenim neméni, pro hyperbolu se sttedem
v pocitku tak pro jeji koeficienty A’, B',C’, F/, kde napt. C’ = 0, plati:

B? - AC = B? A+C=A F=F. (6.1)

Obr. 6.1: Hyperbola jako graf funkce

Na obréazku 6.1 vlevo vidime hyperbolu danou rovnici k: 4x? + 14xy + 6y — 1 = 0. Pro koefi-
cienty A, B’ a F' transformované hyperboly dle vztaht 6.1 plati:

A=4+6=10 B =v49-24=45 F'=-1.

Madame dvé volby pro dvé polohy hyperboly, pfi niZ je rovhobézna s osou y jedna nebo druha
asymptota. Zvolme rovnici 10x? — 10xy — 1 = 0 a vyjadfeme y pro x # 0:

1

=x—-—.
Y 10x

67



V tomto piipadé jde vlastné o funkéni predpis y = f(x). Pro funkci je jednoznacné pfifa-
zeni hodnoty tzv. zdvisle proménné y hodnoté tzv. nezdvisle proménné x nutnou podminkou.
Dand hyperbola je pak grafem této funkce.

Na obrézku 6.1 vpravo vidime graf nepfimé imérnosti y = ?]i’ x#0.Z (A C) =(0,0) plyne,
Ze jde o prostou funkci a Ze timto grafem bude vZdy rovnoosd hyperbola s asymptotami,
které jsou obé rovnobézné se soufadnicovymi osami. Na obrdzku pak vidime i jeji rovnici
v kanonickém tvaru.

Pro koeficienty rovnice paraboly dle véty 22 plati B> = AC. Z toho plyne, Ze je jeden z ko-
eficientl A, C roven nule pravé tehdy, kdyz je roven nule i koeficient B. Tedy opét tehdy;,
je-li asymptoticky smér paraboly rovnobéZzny s jednou ze soufadnicovych os. Parabola je tak
jediné kuZzelosecka, z jejiz kanonické rovnice muZeme jednoznacné vyjadfit jednu z jejich
proménnych.

Pokud m4d parabola osu rovnobéZznou s osou y, je grafem kvadratické funkce. V nasledujicich
prikladech si tak ukazme, jak lze vyuZit toho, Ze rovnici paraboly x? = 2py miiZzeme upravit
na predpis funkce:

y== 6.2)

Priklad 11.
Urcete rovnici tecny paraboly k: x* = 6y vnéjsim bodem P = [—1,-4] a jejich bod dotyku.

Dotykovy bod te¢ny a paraboly oznacme T = [x;, y;]. Rovnice paraboly Ize vyjadfit jako pred-
pis funkce, vyuzijme tak geometricky vyznam hodnoty derivace f’(x;) jako smérnice te¢ny
kfivky dané rovnici y = f(x) vbodu x;. Rovnice této tecny je:

y=yi=f(x)- (x=xy).
Dosadime dle 6.2 nejprve obecné a rovnici upravime:
— xt
J/—J/t—?'(x—xt)
Yy—=Ye= ﬂ-x—Zyt
p
p-(y+yd=xx, (6.3)

¢imz jsme skute¢né dospéli k rovnici polary podle tabulky 8. Na této tecné ovSem leZi i bod
P = [xp, ypl, jimZ tecna prochazi. Mizeme jej tak do této rovnice dosadit za x a y:

2
Xt
XpX; = PJ/p+P'5

0= x? —2XpXt+2pYp
a vyjadfit x;:

2xp+1/4x5—8py)

2

Xt = Xp £/ X5 =2pYp. (6.4)
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Je zfejmé, Ze bude-li bod P bodem paraboly, bude vyraz xf, —2pyp roven nule (coZ plyne

z rovnice paraboly), rovnice bude mit pouze jedno feSeni x; = x,, a tedy i y; = y, a P bude
pfimo hledanym bodem dotyku. Pro vnéjsi bod P paraboly pak ziskdme vzdy dvé feSeni,
body T1, T» # P. Dosad’'me soufadnice bodu P ze zadani do rovnice 6.4:

4
thytzz—li\/1—6'(—4):—1i5{

Dotykové body T3, T, tak budou mit soufadnice:
Ty = [4;8] T = [-6;6].
Rovnice tecen ziskdme dosazenim do rovnice 6.3 polary, kde P=T;,a p =3:

h:4x-3y-8=0 h:2x+y+6=0.

Piiklad 12.
Urcete soutadnice vrcholu V = [m, n] paraboly dané obecnou rovnici x* —18x -2y +76 = 0
a vyjddrete tuto rovnici ve vrcholovém tvaru.

Vime, Ze obecnou rovnici paraboly bez smiSeného ¢lenu xy miZeme na jeji vicholovou rov-
nici upravit doplnénim na ¢tverec, soufadnice vrcholu pak z této rovnice vyplynou.
Podivejme se vSak na rovnici paraboly opét jako na funkci:

2

X _9x+38
=— —9x ,
y=s5

jejiz vrcholova te¢na je rovnobéznd s osou x a mé tak nulovou smérnici. Pokud tak derivaci
f'(m) polozime rovnu nule, mizeme vyjadFit soutadnici m bodu dotyku vrcholové teény:

y'=x-9
flim)=m-9=0
m=9.

Druhou soutadnici vrcholu ziskdme dosazenim m do rovnice funkce:
81 5
y=—-81+38=—=
2 2

a jeho soutadnice tak jsou:
V=1[9 -3].

Pro kladné znaménko u kvadratického ¢lenu x? v rovnici funkce, piijde o parabolu otevie-

nou nahoru. Parametr p pak muzeme dle rovnice 5.27 vyjadrit pomoci koeficient A a E jeji
obecné rovnice v zadédni. V tomto tvaru totiZ pro parabolu platir =0, s=1, A=7y:

a vrcholové rovnice paraboly je:



Obr. 6.2: Parabolicka tise¢ dana tétivou AB a trojuhelnik ABC

Piiklad 13. [20]
Vyjddrete obsah parabolické tisece paraboly k: x*> = 2py. Porovnejte s obsahem trojtihelniku,
ktery je ddn tétivou vymezujici tuto usec a vrcholem tisece.

Soufadnice bodti A, B, C (obr. 6.2) oznatme (uvazujme x4 < X¢ < Xp):
A=[xa,y4l B = [xp, yBl C = [xc,ycl.

Pro obsah parabolické tsece, jeZ je na obrdzku 6.2 barevné vyznacena, vyjadfeme nejprve
obsah S; lichobézniku B,BAA, dle vztahu 6.2:

|B,B|+|AA,| X2+ x2
Sj= ————— | AByl = 22 (xp - x,).
2 4p

Rovnici paraboly opét miizeme vyjadfit jako funkci dle rovnice 6.2, pomoci urcitého inte-
gralu tak vypocitejme obsah S, vySrafované césti pod parabolou na obrazku 6.2:

B 5 3 3
X 1 Xn—X
Sp:f—dx:—[x?’]?:u.
2p 6p 4 6p
XA

Obsah S, parabolické usece bude roven rozdilu S; — S:

2 2 3 3
X5+ X Xp— X
S,=BTTA (o _x)-B_7A
4p 6p
12p-Sy =3+ (xp —x4) - (x5 +x5) =2+ (xp — Xa) - (X5 + XaXp + X53)
12p- Sy = (xp — X4) - (X5 —2Xx2%p + X3) = (xp — x4) - (Xp — X2)°

_ (xp—xa)°

Su= 6.5
u 127 (6.5)

Vypocet bez uziti integralniho po¢tu pak miiZzeme najit zde [20].2°

25Tzv. kvadraturu paraboly, tedy vypocet obsahu parabolické tsece, provedl uz ve 3. st. pf. n. L. ARCHIMEDES
ZE SYRAKUS za pomoci metody vycerpdni, kdy rozdéluje parabolickou tse¢ na nekone¢né mnoho trojihelniki.
Podobnym piistupem byl Archimédés schopen vypocitat také obsah kruhu, objem a povrch koule apod. [20]
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Pro vypocet obsahu trojihelniku ABC vyjadfeme vektory AB a AC:
AB = (x - X4 Y5~ V),
AC = (xc — xa; yc—yal.

Jejich vektorovy soucin ziskdme doplnénim tfeti soufadnice z = 0 (oba vektory vlastné lezi
vroviné z = 0):

(xB=Xa; YB—YA;0) x (xc —Xx4; yc—Ya;0) = (0;0; (xg — x4) (yc — ya) — (¥ —ya) (xc — x4)).

Polovina velikosti tohoto vektoru bude rovna obsahu trojtihelniku ABC.?® Dosad'me za y-ové
soufadnice dle vztahu 6.2:

2_ 2 2_ 2
Yo~ Xa Xp=Xy

2.5, = —x4)-
A= |(xXp—Xx4) 27 27

“(Xc—x4)

4p-Sp =|(xp—x4) - (Xxc+xa) - (xc—Xxa) — (Xxp+ Xx4) - (XB— X4) - (Xc — XA)l

_ [(xa—xB)- (xp—xc) - (xc — x4)|

S
A ap

(6.6)

Vrchol C parabolické tsece je bodem, jimZ prochdzi tecna rovnobézna s tétivou AB vyme-
zujici tuto Gsec¢ (obr. 6.2). Primér paraboly prochdzejici bodem C je sdruZeny se smérem
tecny t, tedy i tétivy AB a prochdzi tak jejim sttedem. Pro soufadnice bodti A, B, C tak plati:

XA+ XB

X
¢ 2

Dosad’'me do rovnice 6.6 pro vypocet obsahu trojuhelniku ABC:

|(xa—xp) - (x5 — #4572) - (F4572 — x4) |

N ap
3
SA = M. 6.7)
16p
Pak je tedy zfejmé, Ze pro 6.7 a 6.5 plati vztah:
4
Su = g SA.

26plati, ze obsah rovnobézniku, jenz je vymezen dvéma vektory vychdzejicimi z jednoho vrcholu, je roven
velikosti vektoru, ktery ziskdme jejich vektorovym soucinem [2, s. 64]. Obsah trojihelniku vymezeného témito
dvéma vektory je pak roven poloviné obsahu rovnobézniku.
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7 Priklady

V nésledujicich ptikladech bude kuZelosecka déna péti prvky, resp. péti riznymi informa-
cemi (nékteré prvky totiZ mohou spojovat informaci vice). Vime, Ze s takovym zaddnim pfi
ndhodné danych prvcich parabolu neziskdme, potiebujeme k tomu o jednu informaci méné.
Ptiklad tak nejprve vyfeSme obecné a potom postupné dourcujme vzdy jeden prvek ze za-
déni tak, aby reSenim byla pravé parabola.

Priklad 14.

Sestrojte kuzelosecku, je-li ddna jeji (hlavni) osa o, ohnisko F na této ose a dvé riiznobézné
tecny 1, ty, které timto ohniskem neprochdzi, nejsou s osou o rovnobézné a jejich priisecik
nelezi na této ose.

Obecné feSeni

UkaZme si nejprve obecné feSeni. Paty Py, P, kolmic na te¢ny ohniskem F leZi na vrcholové
kruZznici/pfimce. Pak osa tsecky PP, protne osu o kuZeloseCky ve stfedu S této kruznice
(obr. 7.1). Druhé ohnisko E kuZelosecky bude soumérné podle S s ohniskem F. Priiseciky
vrcholové kruznice budou vrcholy A, B kuZelosecky.

Obr. 7.1: Elipsa a hyperbola s danym ohniskem F, hlavni osou o a te¢nami ¢;, £,

Pti splnéni podminek v zadani bude mit tento pfiklad vZdy jedno feSeni. Jak vidime na ob-
razku 7.1 vlevo pokud leZi vrcholy A, B vné tsecky EF pujde o elipsu, na obrdzku 7.1 vpravo
pak lezi vrcholy A, B mezi body E, F a jde tak o hyperbolu. Pro parabolu by musela byt osa
P, P, rovnobéZna s osou o, aby byl jejich priasecikem nevlastni bod paraboly a body Py, P,
tvofily vrcholovou pfimku, coZ pfi ndhodné danych prvcich pravdépodobné nenastane.

Déna osa o, tecny #;, f; a dourcit ohnisko F paraboly

Méjme tedy osu o kuZelosecky, jeji dvé tecny 11, > a doplnme jeji ohnisko tak, aby feSenim
byla parabola. VyuZijme osové soumérnosti paraboly podle osy o a zobrazme v této soumér-
nosti jednu z te¢en, vnasem piipadé f; (obr. 7.2). Te¢ny #,, t], t, pak tvofi trojihelnik Py P, Ps.
Dle véty 5 (s. 17) lezi ohnisko na kruznici opsané tomuto trojihelniku. Jednim prisecikem
této kruznice s osou je samotny vrchol Py, jeZ leZi zaroven na te¢né f; a nemutZe byt ohnis-
kem. Druhym prusecikem je hledané ohnisko F.

72



Reseni nebude existovat pokud ¢; || %,. Jinak najdeme vzdy jedno ohnisko F a tedy i jedno fe-
Seni. Véta 5 vychdzi z vlastnosti vSech bodli M paraboly | MF| = |[Md]|. Pro elipsu a hyperbolu
neplati a zadani by pro né skute¢né nebylo jednoznacné.

Obr. 7.2: Osa o, tecny 1, f» a hledané ohnisko F

Déno ohnisko F, te€ny £, 3, a dourcit osu o paraboly

K nalezeni osy pfi daném ohnisku F a te¢nach #;, £, vyuZijme podobného postupu, jako
pfi obecném zadéni. Paty kolmic P, P, na te¢ny t;, f, vedené ohniskem F (obr. 7.3), leZi na
vrcholové pfimce v. Ta je kolmd na osu o, tedy kolmice na v vedend ohniskem F je osa o
paraboly.

Obr. 7.3: Ohnisko F, te¢ny t, f» a hledand osa o

Tento piiklad bude mit pro parabolu vZdy jedno feSeni. U elipsy nebo hyperboly by jejich
vrcholova kruznice bez dané hlavni osy nebyla urc¢ena jednoznacné.

Déno ohnisko F, osa o, te€na t; a dour¢it tecnu £, paraboly

Pro upfesnéni zadani hledejme te¢nu #,, kterd prochazi vnéjsim bodem paraboly R; R ¢ o
(obr. 7.4). Vyuzijme ohniskovych vlastnosti. Bod Qy, jeZ je soumérny s ohniskem F podle
tecny 1, lezi na fidici pfimce d. Ta tak timto bodem prochdzi a zaroven je kolmd na osu o.
Ridici pfimka je mnozZinou v$ech bodil soumérné sdruzenych s ohniskem F podle jejich te-
¢en, lezi na ni tak i bod Q. sdruZeny podle hledané te¢ny f,. Pro bod R te¢ny musi platit
IRF| = |RQ2|, bod Q, tak bude priisecikem kruZnice se sttedem R prochdzejici ohniskem
a pfimky d. Osa tisecky FQ potom bude tecna .
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Pro vnéjsi bod R paraboly budou existovat vZzdy dva pruseciky s fidici pfimkou d a tedy dvé
tecny , t,, oviem obé ke stejné parabole dané pfimkou d a ohniskem F a tato parabola je
tak jedinym feSenim. MnoZina bod soumérnych s ohniskem podle tecen elipsy a hyperboly
je kruznice, ta by tak v tomto zaddni opét nebyla ddna jednoznacné.

Obr. 7.4: Ohnisko F, osa o, te¢na t; a hledand te¢na t, bodem R

Déno ohnisko F, osa o, te€na t; a dour¢it tecnu £, paraboly
Stejné zadani vyfeSme také analyticky, ovSem tentokrdt s trochu jinym pfistupem. Mé&jme
dédno ohnisko F = [3;0], osu 0: y =0, te¢nu #;: x+3y+2 = 0 analeznéme te¢nu f, prochdzejici

v eve

vnéjSim bodem R = [-5; —1] takovou, aby kuZeloseckou byla parabola.

Obr. 7.5: Ohnisko F, osa o, te¢na t; a hledana te¢na t, bodem R

VyuZzijme vlastnosti subtangenty a subnormadly z véty 21 (s. 36). Soutfadnice prtaseciku P osy
paraboly, jez splyva s osou x (obr. 7.5), s te¢nou f; ziskdme dosazenim y = 0 do jeji rovnice:

P =1[-2;0].

Plati (PN; F) = —1,kde N = [x,;0] je priseCik normadly te¢ny #; s osou x. Pro x-ové souradnice
bodt P, F a N tak plati:
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Normadla kolmad na te¢nu t; ma smérovy vektor 3, = (1;3), vyjddfeme ji parametricky:

n: x=8+s
y=3s,

kde s € R. Dosad'me do rovnice te¢ny ¢;, vyjadfeme s:

8+s+9s+2=0
s=-1

a soufadnice dotykového bodu T; teCny f; s parabolou jsou:
T, =1[7,-3].

Priisecik polary bodu P s osou x bude mit stejnou x-ovou soufadnici jako T}, parametr pa-
raboly p je tak absolutni hodnota rozdilu x-ovych soufadnic bodi N a T;:

p=18-7=1.
Dle soufadnic F a P jde o parabolu otevienou doprava, soufadnice vrcholu V tak jsou:
V=[3-30]=[30].

Rovnice poldry bodu P = [-5;—1] dle tabulky 8 je:

=X > 5 >
V=573 2
10-y=x, (7.1)
coz dosadime do rovnice paraboly
v =2(x-3)

pro nalezeni jejich priisecikii s polarou:

2=2 (10 ~—y- 5)

y = y=3

0=(y+5)-(y—3).

Rovnice m4 dvé feSeni y; », dosazenim do 7.1 dopocitdme x; »:
Ty = [15;-5] T, =[7;3]
a jejich dosazenim do odpovidajici rovnice polary dle tabulky 8 ziskdvame dvé tecny:
L:x+5y+10=0 ty:x—3y+2=0.

Vlastnosti subtangenty a subnormaly vyplyvaji z toho, Ze je vZdy jeden z vrcholt paraboly
nevlastni bod. Elipsa a hyperbola maji oba vrcholy vlastni a délici pomér jednoho vrcholu
vzhledem k pélu a priiseciku poléry s osou tak miiZze nabyvat nekone¢né mnoha hodnot.
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Priklad 15.

Sestrojte kuzelosecku, jsou-li ddny jeji dvé riiznobéiné tecny ti, to, jejich body dotyku Ty, T»,
které jsou riizné od priiseciku téchto tecen, a jeji bod M, ktery nelezi na Zddné z tecen a neni
sbody Ty, T, kolinedrni.

Obecné feSeni

K obecnému feSeni vyuZijme stfedovou kolineaci. Zvolme za jeji stfed prisecik S teCen 11, t,
(obr. 7.6). Jako vzor volme kruznici k, jezZ se dotyka obou tecen, jejich dotykové body Tij
a Ty jsou vzory dotykovych bodt T, T s kuzeloseckou. Pfimka SM protne kruZznici ve dvou
bodech, zvolme libovolny z nich jako vzor My daného bodu M. Tato volba neovlivni podobu
vysledné kuzelosecky. Praseciky M,, T, odpovidajicich si pfimek M Ty, My Ty a M T, My Tok
prochézi osa o kolineace. Ubéznik U, ziskdme jako prisecik piimky prochézejici S rovno-
bézné s MT; a ji odpovidajici ptimky M; T;. Ubéznikem pak prochdzi tibéZnice u rovno-
béZnd s osou o. Tim jsme urcili stfedovou kolineaci, kuzelosecku pak sestrojime jako obraz
kruznice k dle kapitoly 4.4.

Obr. 7.6: Elipsa a hyperbola s danymi teCnami 3, #, jejich dotykovymi body T;, T> a bodem M

Tento pfiklad bude mit pfi splnéni podminek v zadéni vZdy jedno feSeni. Na obrazku 7.6
vlevo je ibéZnice vnéjsi pfimkou kruznice k a obrazem tak bude elipsa, na obrazku 7.6 vpravo
je pak se¢nou kruZnice k a feSenim je hyperbola. Pro parabolu by musela byt iibéZnice tec-
nou této kruznice, coz pfi ndhodné danych prvcich nenastane. Opét tak dopliujme rizné
prvky tak, aby feSenim byla skutec¢né parabola.

Dén bod M, te€ny 1, t, dotykovy bod T; a dour¢it dotykovy bod T, paraboly

Dotykovy bod T3 te¢ny £, najdeme opét s uzitim stfedové kolineace. Jeji stied S, kruznici k
a vzory jejich bodi volme stejné jako v pfedchozim pfipadé. (obr. 7.7). Pfimka prochdzejici
sttedem S rovnobéZznd s M T opét protne jeji vzor, pfimku My Tk, v bodu U,,. Timto bodem
ved'me teCnu ke kruZnici k, jeZ bude tbéznici u. K urceni osy pak uz skutecné staci pouze
jeden bod, prisecik M, odpovidajicich si pifimek M T} a M T}, nebot je s ibéZnici u rovno-
béZna. Prisecikem T, osy kolineace a pfimky My T»x pak prochdzi jeji obraz, pfimka M T,,
jez protne tecnu f, v hledaném bodu 7.

Pokud budou body M, T; leZet v opacnych polorovindch urc¢enych tecnou #, nebude exis-
tovat zadné feSeni. K tomuto problému pfi obecném zadéani nedojde, v této situaci by byla
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feSenim hyperbola. V ostatnich pfipadech existuji dvé tecny bodem U,,. Pti volbé tibéZnice
jiz mizeme ovlivnit uspoirddani bodl na parabole a existuji potom dvé paraboly odpovida-
jici zaddni a tedy dva body T> a T,. Pfipad, kdy bude existovat pouze jedno feSeni nemuze
nastat, dotykovy bod T7 ani bod M nejsou nevlastni body.

Obr. 7.7: Bod M, tetna t; s dotykovym bodem T) a te¢na f, s hledanym dotykovym bodem T,

Dany tecny ¢, f, dotykové body T;, T> a dourc¢it bod M paraboly

Pro upfesnéni zadani hledejme bod paraboly, ktery bude leZet na dané se¢né s (obr. 7.8).
Znéame dveé tecny s jejich dotykovymi body, mtizeme tak vyuzit vétu 20 (s. 35). Pfimka pro-
chézejici prasecikem P téchto tecen a stfedem S; tétivy T) T je podle této véty primérem
paraboly, jeZ je rovnobézny s jeji osou. Pfimky rovnobézné s priimérem vedené body Ti, T»
jsou tak vzdy jednim z jejich priivodi¢i. Obrazy téchto privodicli v soumérnosti vzdy podle
prislusné tecny jsou pak jejich druhé priivodice, jejichZ priiseCikem je ohnisko F paraboly.
Ridici pfimka d je na primér kolma a prochazi bodem Q, jeZ je soumérny s ohniskem podle
jedné z tecen. Resenim bude vzdy jedna parabola vyhovujici zaddni. Musime ale jesté najit
bod M paraboly, jez lezi na dané secné s. Pfi feSeni pomoci sttedové kolineace by to bylo
snadné. Podivejme se jak najit priisecik pfimky s nenarysovanou parabolou bez vyuZiti to-
hoto zobrazeni.

Obr. 7.8: Te¢ny 11, t s dotykovymi body T3, T> a seCna s na niz mé lezet hledany bod M
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Parabola je mnozinou stfedt kruZnic, které prochazi ohniskem a dotykaji se fidici ptimky
paraboly. Kruznice k se stiedem lezicim zdroveii na se¢né s bude prochézet i bodem F’, jez
je soumérny s ohniskem F podle této secny (obr. 7.9). Prisecik piimky FF' s fidici pfimkou d
oznacme D. Pfimka d je pak zaroven tecnou z bodu D ke kruZznici k. Pro mocnost m bodu D
k této kruznici plati:
m=|DF|-|DF'| = |DQI,

kde Q je dotykovy bod piimky d s kruznici k, kolmice na d tak bude zdroven pravodicem
hledaného bodu M. Nad pramérem DF’ sestrojme Thaletovu kruznici, jeden jeji prasecik
s kolmici na DF’ bodem F ozna¢me A. Dle Eukleidovy véty o odvésné plati:

|DF|-|DF'| = |DAJ?

a vzdalenost | D A| tak odpovidé vzdalenosti | DQ|. KruZnice se sttedem D a polomérem |D A|
tak protne piimku d v bodu Q, kolmice na d timto bodem pak pfimku s v bodu M.

Obr. 7.9: Body M a M’ jako pruseciky secny s a nenarysované paraboly

Pro se¢nu s budou existovat dva priiseciky Q, Q' a najdeme tak dva body M, M’ odpovidajici
zadani (pro te¢nu s by bod F’ lezel pfimo na fidici pfimce a byl tak samotnym bodem Q).
Konstrukce paraboly je v tomto piikladu usnadnéna tim, Ze jeji ,druhé ohnisko“ E., je ne-
vlastnim bodem paraboly a k jeho urceni staci znét pouze smér osy paraboly.

Déan bod M, te¢na t;, dotykové body T, T» a dourcit te€nu £, paraboly

Tuto variantu feSme analyticky. Zndme te¢nu #;: x —2 = 0 s dotykovym bodem T; = [2;3],
body kuZelosecky M = [1;0], T» = [-7;0] a hledejme tecnu £, prochdzejici bodem T takovou,
aby $lo o parabolu (obr. 7.10).

Tentokrat neni ddna osa paraboly ani Zadny prvek, ze kterého by vyplynul smér této osy
a nemiZeme pouzit odpovidajici tvar vrcholové rovnice paraboly. Vlastné ani nevime, zda
bude mit vyslednd parabola hlavni sméry rovnobézné se soufadnicovymi osami. Z rovnice
teCny t; dokonce vidime, Ze jeji osa urcité nebude rovnobézné s osou y. Musime tak vychazet
z obecné rovnice kuzelosecky 5.1. Dosad’'me do této rovnice soufadnice bodi M a T5:

1-A+1-2D+F=0
49-A-7-2D+F=0.
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Obr. 7.10: Te¢na t#; s dotykovym bodem T3, body M, T» a hledand te¢na f,

Z téchto rovnic mtizeme vyjadfit D a F ve vztahu ke koeficientu A:
D=3A F=-7A. (7.2)
Soufadnice bodu T; dosad’'me do rovnice 5.6 polary:
(2A+3B+D)-x+(2B+3C+E)-y+(2D+3E+F)=0.

Z této rovnice by se mohlo zdét, Ze pokud vyrazy v zdvorkdch ddme do rovnosti s odpovi-
dajicimi koeficienty a, b, c dané te¢ny t;, ziskdme dalsi tfi rovnice, coZ by bylo vice, nez pro
parabolu potfebujeme. Obecnd rovnice pfimky je vSak stejné jako obecnd rovnice kuzelo-
secky ddna jednoznac¢né aZ na nasobek, ktery nezndme. Vhodny zédpis soustavy tak je:

2A+3B+D= 1-s
2B+3C+E= 0
2D+3E+ F=-2-5,

kde s € R\ {0}. Dosad'me do prvni a tfeti rovnice vztahy ze 7.2 a eliminujme jejich linearni
kombinaci koeficient s, druhou rovnici opiSme:

9A+6B+3E=0
2B+3C+ E=0

a vyjadfeme koeficient C:
C=A.
Nyni vyuZijme vztahu B? = AC, jeZ plati pro nestfedovou kuZelosecku:
B=VA=zxA
Posledni koeficient E zavisi na znaménku koeficientu B:
B=A =-A

=—-5A E=-A.
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Resenim jsou tak dvé rovnice:

k:x*+2xy+y*+6x—-10y—7=0,
k': x*=2xy+y*+6x—2y -7=0,

které jsou dle vztahti 5.29 obé rovnici paraboly. Dosazenim bodu 7, = [-7;0] paraboly do
rovnice poldry 5.6, ziskdme pfimo rovnici teCny 7, timto bodem:

h: x +3y+ 7 =0,
ty: 2x-3y+14=0.

Pokud by body M a T, lezely v opacnych polorovindch danych te¢nou t;, parabola nebude
existovat. ReSenim muiZe byt dvojita pfimka v piipadé kolinearnich bodt M, T, T». V ostat-
nich pfipadech by neméla soustava redlné reSeni. To by se pfi obecném zaddni nemohlo stét,
soustava linedrnich rovnic s redlnymi koeficienty ma vzdy redlné feseni. Rovnice B? = AC, jeZ
plati pravé pro parabolu, vSak obsahuje kvadratické ¢leny.

Priklad 16.
Sestrojte kuzZelosecku, je-li ddna jeji ridici primka d, jeji tecna t, jeZ neni kolmd na d, s bodem
dotyku T, jez nelezi na d a jeji dalsi bod M, jez neleZzinat ad.

d

d
t
N
k|

Obr. 7.11: Elipsa a hyperbola s danou fidici pfimkou d, te¢nou ¢ s bodem dotyku T a bodem M

Obecné feSeni

Reseni je inspirovano [21, s. 68]. Zname Fidici pfimku d kuZelosecky, ale nezndme hodnotu
numerické excentricity € a nevime jaky je pomér mezi vzddlenostmi bodtt M a T od d a od
ohniska F kuZelosecky. VyuZzijme tak jiného vztahu mezi fidici pfimkou a ohniskem. Priisecik
tecny f a d oznacme D (obr. 7.11 vlevo). Podle véty 3 (s. 13) sviraji pfimky DF a F T pravy thel.
Ohnisko tak bude lezet na Thaletové kruznici k nad pramérem DT. Tecnu bodem M ovSem
nezname. Vime vsak, Ze poléra libovolného bodu tidici pfimky prochdzi ohniskem. Priisecik
piimky M T s d oznatme K. Poldra bodu K musi prochdzet bodem L pro néjz plati:

(KL,MT)=-1.
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Sestrojme tento bod pomoci tplného ¢tyirohu. Dodejme, Ze ptimka p, jezbody K, M, T har-
monicky oddéluje, neni pfimo polarou bodu K, k tomu bychom potiebovali ¢tyfi body ku-
Zelosecky. Nam ale staci védét, Ze poldra prochdzejici L svird s ptimkou KF pravy thel. Nad
pramérem KL tak opét sestrojme Théletovu kruZznici /, prisecik k, [ je pak hledané ohnisko
F. Pak jiz mtizeme sestrojit hlavni osu kuzelosecky, jez je kolma na d (obr. 7.11 vpravo). Po-
mocisdruZzeného bodu Q ohniska F dle te¢ny ¢ a pfimky QT pak najdeme i druhé ohnisko E.
Vrcholova kruznice, jejiz stfed S lezi ve sttedu EF a prochdzi patou P kolmice te¢ny ¢ na F,

protne osu kuZelosecky v hlavnich vrcholech A, B.

MuzZe se stat, Ze nebudou existovat priaseciky kruznic k a [, pak feSeni neexistuje. Pokud
budou mit k, [ pouze jeden prisecik (D = K) a nebo pokud jeden z prtiseciki bude leZet na
fidici ptimce d (M T L d), existuje pouze jedno feSeni. Pro dva priseciky kruznic k, ! existuji
dvé feseni. ReSeni najdeme i pro MT | d, jen bude bod K, nevlastni. Pro ohniska E, F ve
stejnych polorovindch danych ptimkou d, je feSenim elipsa, pro ohniska E’, F’ v opatnych
polorovinéch je feSenim hyperbola (obr. 7.11 vpravo). Parabolu ziskdme pouze v okamziku,
kdy bude bod Q leZet pfimo na fidici pfimce a prtvodi¢ QT pak bude rovnobéZzny s osou o.

Dana fidici pfimka d, bod M, dotykovy bod T a dour¢it te¢nu ¢ paraboly

Konstrukce paraboly s danou fidici ptimkou d a dvéma jejimi body M, T vychdazi pfimo z jeji
definice (obr. 7.12 vlevo). Priisec¢ikem kruznic, jezZ maji stied v danych bodech a jez se do-
tykaji fidici pfimky, pak bude ohnisko F paraboly. Osa tsecky FQ, kde Q je dotykovy bod
kruznice se sttedem T s fidici pfimkou, je hledané te¢na ¢ bodem T.

Pro existenci feSeni musi oba body M, T leZet ve stejné poloroviné urc¢ené piimkou d. Jinak
se pocet feSeni odviji od poctu prusecikt kruznic. Pro |Td| +|Md| < [MT| nebude opét fe-
Seni existovat, pro |Td|+ |Md| = |MT| bude feSenim jedna parabola a tedy jedna tec¢na ¢,
pro |Td| + |Md| > |MT| budou existovat dvé feseni a tedy dveé te¢ny ¢, t’, kazda vzdy k jiné
parabole. Numerické excentricita ¢ elipsy a hyperboly mtiZe narozdil od paraboly nabyvat
nekone¢né mnoha hodnot a jejich zadani by pak skute¢né nebylo jednoznacné.

Obr. 7.12: Ridici ptimka d, bod M, bod T a hledand te¢na t, resp. te¢na t a hledany bod T
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Déana Fidici pfimka d, bod M, te¢na ¢ a dourcit dotykovy bod T paraboly

Znéame-li fidici pfimku d, bod M a te¢nu ¢, ohnisko F bude opét leZet na kruZnici se sttedem
v M, jez se dotyka fidici pfimky (obr. 7.12 vpravo). Ridici piimka je mnoZzinou vSech bodt
soumérné sdruzenych s ohniskem paraboly podle tecen, ohnisko tak bude zdroven leZet na
piimce d’ osové soumérné s fidici pfimkou podle te¢ny ¢ a bude tak priisecikem této pfimky
a kruznice. Priisecik te¢ny ¢ a fidici pfimky ozna¢me D. Dle véty 3 (s. 13) lezi dotykovy bod T
tecny ¢ na kolmici na ptimku DF bodem F.

Resenim tohoto ptikladu bude jedna parabola v pfipadg, Ze by te¢cna bodem M paraboly také
prochézela bodem D (to nastane, kdyZ budou body M, F, T kolinedarni). Jinak budou feSenim
vzdy dvé paraboly s ohnisky F, F’ a tedy dva dotykové body T, T'. V téchto tfech ptikladech
muZeme vidét, jak jsou pro parabolu feSeni s danou fidici pfimkou celkem trividlni, narozdil
od elipsy a hyperboly.

Dén smér §4, bod M, tecna ¢, dotykovy bod T a dour¢it ¥idici pfimku d paraboly

Pro urceni fidici pfimky pomoci zbylych prvkd M, T, t bychom méli malo informaci. Po-
nechme tak v zadani informaci o sméru fidici pfimky a hledejme pouze jeji polohu.

Dotykovym bodem T te¢ny ¢ prochdzi primér paraboly, jehoZ smér je kolmy na smér $ ¥i-
dici pfimky (obr. 7.13). Tento pramér je sdruzeny se smérem tecny ¢ a puli tak viechny tétivy
paraboly rovnobézné s touto tecnou (viz véta 18 a 19, s. 35). Pfimka prochdazejici bodem M
rovnobéznad s t tak protne tento prameér ve stfedu Sy tétivy MM’, pro jejiz druhy krajni bod
M’ pak plati (MM';Sp;) = —1. Body M a M’ prochazi te€ny, jejichz prisecik A leZi na pri-
meéru paraboly TSy, a plati pro néj (ASys; T) = —1. Dostavame se tak k varianté, kdy zndme

v v v

dvé tecny s jejich body dotyku, kterou jsme jiz fesili v pfikladu 7.

M

2 vz

Obr. 7.13: Te¢na t s dotykovym bodem T, bod M, smér §; hledané fidici pfimky d
MuZeme ale sestrojit fidici pfimku, aniZ bychom k tomu potfebovali ohnisko paraboly. Plati
nésledujici véta, kterou zde ponechdvdame bez diikazu:

Véta 26. Prusecik vySek trojuihelniku (tzv. ortocentrum), ktery je tvofen tfemi libovolnymi
te¢nami paraboly, leZi na jeji fidici pfimce [21, s. 161].%7

27Ve [21, s. 161] najdeme také elegantni diikaz pomoci prostfedkii projektivni geometrie, konkrétné tvz. Bri-
anchonovy vety. Véta 26 ovSem také vychdézi z vlastnosti tzv. Simsonovy primky, ktera v ptipadé trojihelniku
tvofeného tfemi teCcnami paraboly a jejiho ohniska odpovida vrcholové pifimce této paraboly [7, s. 381].
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Pak tedy pruseciky te¢ny t a teten AM’, AM oznaéme B, C. Bodem O, jeZ je ortocentrem
trojuhelniku ABC, prochdzi fidici pfimka d paraboly, jeZ je rovhobézna se smérem 3.

Tento pfiklad bude mit vZdy jedno feSeni. Konstrukce paraboly je usnadnéna tim, Ze jsou
vSechny jeji sméry sdruzené se smérem osy, a zaroven pro jeji pol A pfimky MM’, stied té-
tivy Sys a druhy prisecik priiméru s parabolou, kterym je vZdy nevlastni bod Uy, plati:

(ASM; TUoo) = (ASp; T) = - 1.

Déna ridici pfimka d, te¢na ¢, dotykovy bod T a dourcit bod M paraboly

Méjme fidici pfimku paraboly, te¢nu, jejich dotykovy bod a pro upfesnéni zadani hledejme
bod paraboly takovy, aby mél trojahelnik urc¢eny timto bodem, danym dotykovym bodem
a vrcholem této paraboly obsah 24. Tento pfiklad tak feSme analyticky. Volme fidici pfimku
paraboly d: y+2 =0, jeji tecnu t: 2x — y — 2 = 0 a jejich dotykovy bod T = [5, 8].

Zname bod T paraboly pro néjz plati |TF| = |Td|. Dle tidici pfimky vidime, Ze parabola méa
osu rovnobéZnou s osou y (obr. 7.14) a je oteviend nahoru. Jeji ohnisko tak bude mit x-ovou
soufadnici stejnou jako vrchol V = [m, n]. Jeho y-ovou soufadnici mtZeme vyjadfit pomoci
parametru p paraboly, jeZ je roven jeho vzdélenosti od fidici pfimky d, tedy:

F=[m; p-2].

Obr. 7.14: Ridici pfimka d, te¢na t s dotykovym bodem T hledany bod M
Soufadnice obsahuji stdle dvé nezndmé, potiebujeme najit vztah mezi m a p. Zname te¢nu,

z jejtho smérnicového tvaru y = 2x — 2 i jeji smérnici k = 2. Vyjddfeme tak z odpovidajici
rovnice paraboly (viz tabulka 8) proménnou y a urteme derivaci y':

(x—m)?=2p(y—n)
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_=-m)?
==,

+n

dosad’'me k, soufadnici bodu T a vyjadieme m:

5-m
2=——o0
p

m=5-2p.

Nyni uzZ miiZeme sestavit rovnici pro vzdélenosti |TF| a | Td]|:

\/(5—5+2p)2+(8—p+2)2 =18+2|
p-(p—4)=0.
Hodnota parametru musi byt riznd od nuly, plati tak p = 4 ataké m = —3. Soufadnice vrcholu
jsou:
V=[-3L-2]=[-3;0.

Pak uZ miZeme dosadit x-ové soufadnice bodu T a V do vzorce pro vypocet obsahu vepsa-
ného trojihelniku dle 6.6 (s. 71):

e = xv) - (xv — x7) - (X7 — XM
- o
(e +3) - (=3-5)- (5— xp)|
16
384 = |8x5, — 167 — 120]

48 = |(xp +3) - (xpr = 5)|,

Sa

24

kde vidime, Ze —3 a 5 jsou nulové body, které odpovidaji soufadnicim bodti T a V.
Pro xps € (—3;5) mGiZeme napsat:

—48 = x4, —2xp— 15

0= x5, —2xp+33.
Tato rovnice md zédporny diskriminant D = —128 a nemd v R feSeni.
Pro xps € (—o0; —3) U (5;00) pak plati:

48 = x5, —2xp— 15

0=(xpm+7)-(xp—9)

a ziskdvame tak dva kofeny —7 a 9, jeZ oba odpovidaji témto intervalim. Druhou soufadnici
vypocitdme dosazenim x-ové soufadnice do rovnice paraboly

(x+3)* =8y
a fFeSenim jsou tak dva body M a M’:

M =1[-7;2] M' =19;18].
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Zavér

Cilem prdce bylo poukézat na specifické vlastnosti paraboly a pfedstavit ji jako hranici mezi
elipsou a hyperbolou. V prvni kapitole jsme definovali kuZelosecky jako fezy kuZelové plo-
chy, hrani¢nost paraboly je z této definice jasné patrna. Unikdtni poloha parabolického fezu
navic umoznuje snadné odvozeni jeji rovnice a méné zndmou konstrukci paraboly pomoci
Eukleidovy véty, kterou jsme v této kapitole uvedli.

Druha kapitola ukdzala prostfednictvim Apolloniovy definice spojity pfechod od elipsy pfes
parabolu azZ k hyperbole i v roviné. Pomér thlt osy kuZelové plochy od jeji povrsky a od
roviny fezu jsme pienesli i do planimetrické podoby a zavedli jsme numerickou excentri-
citu £ kuzelosecky, kterou jsme zde vyjadtili pomérem vzdélenosti . PficemZ parabolu jsme
chépali jako limitni pfipad elipsy, jejiz ohnisko ubihd do nekonecna. Z jeji jediné hodnoty
numerické excentricity € = 1 pak vyplynuly nékteré unikatni vztahy mezi jeji fidici pfimkou
a jejimi teCnami.

Ve tfeti kapitole jsme odvodili ohniskové definice nejen pomoci Quételetovy - Dandelinovy
véty, ale také s vyuZzitim Apolloniovy definice. Ukdzat v téchto definicich hranici mezi elipsou
a hyperbolou bylo asi nejtéZzsi. Podafilo se ndm to aZ diky trochu jiné interpretaci ohnisko-
vych definic. I v této definici potom zdleZi na poméru <. V pfikladu jsme ukdzali konstrukci
kuZelosecky za pouziti fidici kruznice, ze které vyplynuly vztahy mezi tecnou a ohniskem
kuZelosecky.

Ctvrtd definice ukézala, kolik maji jednotlivé kuZelosecky nevlastnich bodti, coz vyplyva z po-
méru thla zndmych z prvni kapitoly a opét tak vlastné souvisi s hodnotou numerické ex-
centricity. Tato kapitola je jen lehkym nahlédnutim do projektivni geometrie, ktera vlastné
vSechny tfi kuzelosecky povaZuje za jeden objekt. Zaméfili jsme se pfedevsim na takové pro-
jektivni vlastnosti, které jsou prakticky vyuzitelné pfi béZnych konstrukcich, navic jsou uni-
verzalni pro vSechny kuzelosecky. Pomoci sttedové kolineace a vzoru nevlastni pfimky jsme
si ukézali, jak existence nevlastniho bodu kuzelosecky dokdze ovlivnit jeji vlastnosti a proc¢
jeden nevlastni bod ve vysledku znamena vice specidlnich vlastnosti nez nevlastni body dva.
Vlastnosti subtangenty a subnormadly paraboly jsou tfeba pravé jednémi z nich.

P4t4 kapitola zacala netradi¢né pfimo algebraickou definici. Nasledné jsem si vSak ukdzali,
Ze rovnice z této definice skute¢né odpovida rovnici reguldrni kuzelosecky. Pfedstavili jsme
si diskriminant kuZelosecky, jeZ je ukazatelem toho, jaky typ kuZelosecky dand algebraickd
rovnice predstavuje. I tento diskriminant mé pro parabolu jedinou hodnotu, kterd je opét
hranici mezi hodnotami pro elipsu a hyperbolu. A znovu souvisi s hodnotou €. Zavedenim
rovnice poldry a s vyuZitim poldrnich vlastnosti jsme si ukdzali, co vSechno lze z obecné rov-
nice kuZzelosecky vyc¢ist. Coz jsme poté vyuZili k transformaci této rovnice do kanonického
tvaru. Dosli jsme k tomu, Ze rovnice paraboly mé vzdy v tomto tvaru jen jeden kvadraticky

2w s

¢len. To ji opét pfind$§i mnohad zjednoduseni, tfeba uz jen pfi samotné transformaci.

Na to navdazala i nésledujici Sestd kapitola, kde jsme pravé moZnosti jednoznacného vyjad-
feni jedné proménné z kanonické rovnice paraboly vyuzili k feSeni nékolika ptikladti. Také
jsme si ukézali, jak mZeme vyuzit pfi vypoctech diferencidlni nebo integralni pocet.

V sedmé kapitole jsme se zaméfili uZ pouze na piiklady. Ty navézaly na teorii, kterou jsme
vylozili v pfedchozich kapitoldch. Trochu netradi¢ni zptisob zaddni mél poukézat pravé na
rozdily mezi konstrukcemi resp. hleddnim rovnic paraboly a zbyvajicich dvou kuZelosecek.
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Jako velmi dtileZity pojem se v praci ukdzala byt numerickd excentricita ¢, kterd — at' uz ve
své stereometrické ¢i planimetrické reprezentaci — méné Ci vice skryté — souvisi se vSemi
zde uvedenymi definicemi. Ve vSech definicich se ndm podafilo ukdzat, proc¢ je parabola
hrani¢nim pfipadem kuZelosecky a co z toho pro ni vyplyva. U kazdé z nich také odkazujeme
na interaktivni konstrukci, kterd ma napomoci s pochopenim statickych obrazki.

Nékteré kapitoly by bylo moZné jesté vice rozsifit, naptiklad ctvrtd kapitola je jen tvodem
do projektivni geometrie a toto téma by Slo jesté vice rozpracovat zptisobem, ktery by byl
srozumitelny i sttedoskolakim. V paté a Sesté kapitole bychom se pak nemuseli omezit jen
na funkci jedné proménné, ale vyuZit i implicitni vyjadfeni funkce vice proménnych, které by

moznost vyuziti metod diferencidlniho poctu rozsifilo na v§echny tvary rovnic kuZelosecky
a mohli bychom kuzelosecky zkoumat z pohledu diferencialni geometrie.

9

]
-0

Obrézek na téma: ,Parabola as a border between an ellipse
and a hyperbola“, vytvoril nastroj DALL-E 3
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Priloha
Interaktivni pfiloha této prace vytvoiend v programu GeoGebra je dostupnd on-line na ad-

rese https://www.geogebra.org/m/zuybw3mt s popisem a ndvoden na ovladéni. Odkazy
na jednotlivé konstrukce najdeme také pfimo v textu.
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