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ABSTRAKT

Ma bakalafskad prace je zaméfena na metody feSeni soustav linearnich rovnic a analyzu
feSenych piikladi, na nichZ je metoda demonstrovana v ucebnicich matematiky.

V praci jsou vysvétleny zékladni pojmy a je zde popsana aplikace jednotlivych metod
feSeni soustav linearnich rovnic, konkrétné metody dosazovaci a srovnavaci, metody
sCitaci, grafického feSeni, Gaussovy elimina¢ni metody a Gauss-Jordanovy eliminacni
metody. Navazuje analyza parametrl, které maji spolecné a kterymi se li§i ptiklady
vybrané k demonstraci téchto metod ve zndmych ucebnicich matematiky. Analyza rovnéz
obsahuje zhodnoceni uvedeného feseni téchto ptikladd, jeho ptinost, dopadl a rizik na

vyuku tohoto tématu na trovni stfedni Skoly.
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ABSTRACT

My bachelor's thesis focuses on methods for solving systems of linear equations and the
analysis of solved examples that demonstrate these methods in mathematics textbooks. The
thesis explains basic concepts and describes the application of various methods for solving
systems of linear equations, specifically the substitution and comparison methods, the
addition method, graphical solutions, Gauss elimination method, and Gauss-Jordan
elimination method. This is followed by an analysis of the parameters that are common
and different in the examples selected to demonstrate these methods in well-known
mathematics textbooks. The analysis also includes an evaluation of the presented solutions
of these examples, their benefits, impacts, and risks for teaching this topic at the high

school level.
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Uvod

Pro psani své bakalaiské prace jsem si vybrala téma metody feSeni soustav linedrnich
rovnic. Prace se zamétuje na metody uvedené ve stiedoskolskych ucebnicich, tedy metodu
dosazovaci, metodu srovnavaci, metodu scitaci, grafické feSeni, Gaussovu eliminacni

metodu a Gauss-Jordanovu elimina¢ni metodu.

Cilem je analyzovat feSené ulohy ve zndmych ucebnicich matematiky, na kterych jsou
demonstrovany jednotlivé metody feSeni soustav linedrnich rovnic. Analyza je zamétfena
na parametry, které maji piiklady spolecné a kterymi se 1isi. Tyto piiklady maji napiic
ucebnicemi zjevné podobné charakteristiky a ty maji nevyhnutelné (pozitivni i negativni)
vliv na vyuku i porozuméni témto metoddm a souvisejicim pojmim. Analyza rovnéz

obsahuje zhodnoceni uvedeného feSeni téchto piikladi, jeho pfinost, dopadl a rizik na

vyuku tohoto tématu na urovni stiedni skoly.

Prace se déli na dvé kapitoly. V prvni kapitole je obecné vysvétleno, co rozumime
linearnimi rovnicemi a jejich soustavami, jaké upravy lze pfi jejich feSeni pouzit, co
znamena vyteSeni rovnice nebo soustavy rovnic, jaky je pocet feSeni rovnic a jejich
soustav a jak lze toto feSeni zapsat. V druhé kapitole jsou popsany a vysvétleny jednotlivé
metody feSeni soustav rovnic, na coZ navazuje stézejni ¢ast prace, tedy analyza piiklada,
na kterych jsou tyto metody demonstrovany ve vybranych ucéebnicich matematiky
a analyza uvedeného feSeni. V praci jsou zafazeny piiklady z béznych u¢ebnic matematiky
pro stfedni Skoly a piiklady demonstrujici tyto metody zatfazené ve vysokoSkolskych

ucebnicich.



1 Linearni rovnice a jejich soustavy

1.1 Linearni rovnice a jejich soustavy
Rovnost ¢isel je vztah mezi dvéma symboly predstavujicimi totéz ¢islo. PiSeme mezi né
znak rovnosti =. Jsou-li x, y stejna Cisla, piSeme x = y a ¢teme x je rovno y. Neplati-li
x =y, piSeme x # y a ¢teme x je razné od y.
Dva algebraické vyrazy' jsou si rovny, pravé tehdy kdyz maji spoleny definiéni obor a po
dosazeni libovolnych stejnych hodnot za proménné do obou vyrazl jsou si hodnoty vyrazi
rovny. (Poldk, 2008)
Rovnice je uloha jejiz zapis obsahuje rovnost dvou vyrazii, v nichz se vyskytuje jedna
a vice proménnych (x, y, z, t apod.) oznacujicich tzv. nezndmou. Rovnice Ize d¢lit dle
poctu neznamych na rovnice s jednou neznamou, naptiklad:
3x —2=2x+5, (1.1.1)

rovnice se dvéma neznamymi, napiiklad:

12x — 7y = 2y + 4. (1.1.2)
Analogicky se tfemi, ¢tyfmi, péti neznamymi atd. (Zhouf, 2019)
Dosazovéanim ¢isel z daného defini¢niho oboru za neznamou tak, aby po jejich dosazeni
byly vyrazy na pravé i levé stran¢ definovany (v daném definicnim oboru), ziskdme platné
nebo neplatné rovnosti. Naptiklad pokud za x v rovnici (1.2.1) dosadime ¢islo 7, ziskame
platnou rovnost:

3:7-2=2-745

19 = 19.

Naopak pokud v rovnici (1.1.2) dosadime za x Cislo 2 a za y ¢islo 3, ziskame neplatnou

rovnost:

! Algebraicky vyraz je zapis slozeny z konstant (symbol oznalujici jediny objekt z dané mnoZiny objektt,
napf. €islo) a pismen oznacujicich proménné (symbol, oznacujici jakykoliv objekt z dané mnoziny objektu,
zpravidla pismeno, piipadné kombinace pismena a Cisla v dolnim indexu, napf. aq,a,,as, ...), které jsou

spojeny znaky operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, umociiovani a odmocnovani.



12-2-7-3#2-3+4
3 # 10.

Rovnice neni rovnost, nemtzeme tedy rozhodovat o jeji pravdivosti.

Cisla, jejichz dosazenim do rovnice za neznamé ziskame platnou rovnost, se nazyvaji
feSenim rovnice, nebo taktéz kotfeny rovnice. V jinych matematickych textech se Ize setkat
s oznagenim kofenu rovnice jako &isla, které danou rovnici splituje nebo ji vyhovuje. Cislo
x = 7 je tim padem feSenim rovnice (1.2.1) a ¢isla x = 2 a y = 3 nejsou feSenim

rovnice (1.1.2).

Lineédrni rovnice s jednou nezndmou jsou rovnice ve tvaru ax + b = 0 kde koeficienty
a,b € R a x je nezndma. Vyraz ax +b =0, kde a+ 0,b #0, a,b € R nazyvame
linearni dvojclen. Linearnimi rovnicemi nazyvame vsSechny rovnice, které lze prevést do
tvaru ax + b = 0 pomoci tzv. ekvivalentnich uprav (viz 1.2 Ekvivalentni ipravy rovnic
ajejich soustav). Cislo a nazveme linedrni koeficient a &islo b absolutni koeficient
(absolutni clen). Linearni rovnice se dvéma neznamymi lze pievést do tvaru
ax+by+c=0 kde a,b,c € R. Obdobné¢ pro rovnice s vice nezndmymi.

(Cizlerova et al., 2013)

Soustava m linearnich rovnic je soubor m rovnic o n spoleénych nezndmych

X1,X2,X3, e, Xy VE tvaru
a1x1 + ax2 + - +apx, = by

ay1X1 + a22x2 + - +a2nxn = b2

Ap1X1 + QpaXy + o+ Xy = by,
kde a;; jsou koeficienty soustavy rovnic a b; jsou absolutni ¢leny.

Rekneme, Ze uspotfddand n-tice sy, Sy, ..., S, je feSenim soustavy rovnic, pokud v kazdé
rovnici soustavy ziskavame platnou rovnost kdyz dosadime x; = s1,X, = S5, ..., S, = Sp,.

(Anthony & Harvey, 2012)



1.2 Ekvivalentni apravy rovnic a jejich soustav

Pii postupu hledani feseni jedné rovnice postupné plvodni rovnici upravujeme. Cilem
Uprav je ziskat rovnici u niz zname kotfeny nebo je dokdZeme snadno urcit. PouZité upravy
musi zachovat kofeny ptivodni rovnice, tedy nové rovnice vzniklé danymi upravami musi
mit stejné feSeni. Upravy, které zachovéavaji feSeni nazyvame disledkové, taktéz
implikacni. Dusledkovymi Upravami lze ziskat rovnici, kterd ma stejné kotfeny jako
puvodni rovnice, ale zaroven je u nich mozné ziskat kofeny navic, které jsou feSenim
pouze nové rovnice, ale nejsou feSenim ptvodni rovnice. Takovou Upravou je naptiklad

umocnéni obou stran rovnice.

Mezi dusledkové Upravy patii tzv. ekvivalentni upravy. Témito upravami pievedeme
puvodni rovnici na rovnici se shodnou mnozinou vSech kotentl, tedy vSechny kofeny jedné
rovnice jsou i kofeny druhé rovnice a naopak. Ekvivalentnimi Upravami lze prevést
ziskanou rovnici opét na rovnici ptivodni. Tyto rovnice se nazyvaji navzajem ekvivalentni.

Ekvivalentni rovnice maji spolecny defini¢ni obor. (Polak, 2008)
Polak (2008, s. 203) uvadi nasledujici ptehled ekvivalentnich uprav v oboru redlnych cCisel:
e Vzijemnd vymeéna stran rovnice.

e Nahrazeni libovolné strany rovnice vyrazem, ktery se ji rovna v celém

oboru feSeni rovnice.

v

e Pricteni téhoz ¢isla nebo vyrazu s neznamou, ktery je definovén

v celém oboru feSeni rovnice, k obéma stranam rovnice.

e Vynasobeni obou stran rovnice tymz ¢islem riznym od nuly nebo
vyrazem s nezndmou, ktery je definovan a rtizny od nuly (tj. nabyva jen
nenulovych hodnot) v celém oboru feseni rovnice. (Struéné fikame, ze

rovnici ndsobime Cislem, resp. vyrazem.)

e Umocnéni obou stran rovnice tymz pfirozenym mocnitelem, jsou-li obé
strany rovnice nezdporné (tj. nabyvaji jen nezapornych hodnot) v celém

oboru feSeni rovnice.



e Odmocnéni obou stran rovnice tymz pfirozenym odmocnitelem, jestlize
jsou ob¢€ strany rovnice nezaporné (tj. nabyvaji jen nezapornych

hodnot) v celém oboru feSeni rovnice.

e Zlogaritmovani obou stran rovnice pii témz zakladu, jsou-li ob& strany
rovnice kladné (tj. nabyvaji jen nezapornych hodnot) v celém oboru

feSeni rovnice.
Pti feseni linedrnich rovnic budeme vyuzivat pouze prvni Ctyfi upravy.

Nikdy nedélime strany rovnice stejnym vyrazem s neznamou, protoze tato Uprava vede

ke ztraté ne¢kterych kotent. Napiiklad pokud rovnici
x? =4x (1.2.1)

vydélime neznamou x, ziskdme jedno feSeni x = 4. Existuje vSak jest¢ jeden koien
(x = 0), ktery jsme ztratili pouzitim nepovolené upravy. Tato Gprava neni ekvivalentni

a zaroven ani dusledkova. (Cizlerova et al., 2013)

Pfi feSeni soustavy rovnic lze na kazdou z rovnic pouzit libovolné ekvivalentni upravy.
Zaroven lze na soustavy rovnic pouzit ekvivalentni Upravy soustav rovnic. Polak (2008,

s. 269) uvadi nasledujici ekvivalentni Gpravy soustav rovnic:
e Nahrazeni libovolné rovnice soustavy rovnici, ktera je s ni ekvivalentni,
tj. ma totéz feseni.
e Nahrazeni libovolné rovnice soustavy souctem této rovnice a libovolné
jiné rovnice soustavy.
e Dosazeni nezndmé nebo vyrazu s nezndmou z jedné rovnice soustavy
do jiné jeji rovnice.
Dv¢ soustavy linearnich rovnic jsou ekvivalentni, pokud jednu z nich Ize ziskat z druhé

ekvivalentnimi Gpravami. Jestlize jsou dvé soustavy rovnic ekvivalentni, potom maji stejné

feSeni.
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1.3 ReSitelnost rovnic a jejich soustav

VyfeSeni rovnice nebo vyfeSeni soustavy je nalezeni vsech jejich feSeni neboli nalezeni
mnoZiny jejich feSeni.> MnoZina vSech feSeni rovnice &i soustavy je obvykle oznadovina
pismenem K, P nebo M apod. Zapisujeme ji vyctem prvku, tedy platnych kotfenli, pomoci
slozenych zavorek. Napiiklad feSeni rovnice (1.2.1) lze zapsat jako K = {7}.

(Charvat et al., 2009)

Pokud je mnozina feSeni viceprvkova, prvky zapisujeme podle jejich hodnoty vzestupné
a oddelujeme je ¢arkou nebo sttednikem. Napiiklad feSeni rovnice (1.2.1) Ize zapsat jako

K ={0,4}.

Je-li mnozina feSeni rovnice rovna oboru feSitelnosti soustavy, zapisujeme mnozinu feseni
touto rovnosti. Napftiklad feSeni rovnice s nezndmou x € R, kterda ma za kofen libovolné

¢islo x € R, zapisujeme K = R.

Pokud rovnice nemé feSeni v daném oboru, mnoZzina feSeni je prazdna, zapisujeme ji

K = {} nebo K = @.

Zaroven se muzeme setkat se zapisem bez vyuziti mnozin, ktery je zapsadn rovnosti

proménné a hodnoty kofenu, napt. x = 7.3

Reseni (kofeny) rovnice obsahujici dvé a vice proménnych a feSeni soustavy rovnic
zapisujeme pomoci uspofadané n-tice (sq,Sy,...,S,) potazmo [s,S,,...,S, |4 rovnosti
uspofadané n-tice proménnych a uspofadané n-tice kofent, pficemz kofeny jsou zapsany
v potadi tak, aby odpovidaly dané neznamé. Napiiklad kofeny x =1, y =2, z =3
bychom zapsali rovnosti (x, y,z) = (1, 2,3). RovnéZ se miizeme setkat se zdpisem pomoci

rovnosti jednotlivych proménnych a jejich kofenti nebo mnozinovym zapisem.

Pro feSeni linedrni rovnice pfevedené do tvaru ax + b = 0 v oboru R, potazmo C mohou

nastat tfi moznosti:

e Rovnice mé prave jeden kofen x = —Z prave tehdy kdyz a # 0.

2 Nézev FeSeni rovnice se pouzivad ve vice vyznamech. Znaci kofen rovnice, mnoZinu kofendi rovnice
a postup, kterym se uréuji kofeny rovnice. (Polak, 2008)

3 Rovnéz lze za zépis feSeni povaZovat rovnost 7 = x.

4V matematickych publikacich se lze setkat s obéma formami zapisu.
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e Rovnice méa nekone¢né¢ mnoho feseni, je-li a = b = 0. Kofenem je kazdé redlné,
potazmo komplexni ¢islo.

e Rovnice nema zadné feseni, je-li a = 0, b # 0. (Polék, 2008)

Lineéarni rovnice o dvou neznamych ve tvaru ax + by +c¢ =0, kde a# 0 a b # 0 ma
nekonecné mnoho dvojic kofentl, neznamena to vsak, ze feSenim je libovolna dvojice ¢isel.

Cizlerova et al. (2013, s. 75) uvadi nésledujici postup:

1. Zvolime jednu neznamou a zapiSeme ji na ptisluSné misto v usporadané
dvojici.
2. Druhou nezndmou vyjadiime® pomoci nezndmé zvolené v prvnim

kroku.
3. Vysledkem je hledané obecné feseni.
Tento postup nasledné¢ demonstruji na konkrétnim ptiklad¢:
x+y=1

Neznamé x je volena libovoln€ a nezndmé y je z rovnice vyjadiena pomoci neznamé x:
y = 1 — x. Zapis feSeni pak vypada nasledovné: (x,y) = (x,1 — x),x € R. Jiné publikace
oznacuji neznamou volenou libovoln¢ jako parametr. Ten mize byt zapsan libovolnym
pismenem. Obdobné mulzeme zapsat feSeni rovnice s vice neznamymi nebo feSeni
soustavy, kterd ma rovné€z nekonecné¢ mnoho feSeni. Pomoci volby parametrii dopocitaime
obecné feseni.
Pro feSeni soustavy linearnich rovnic v oboru R, potazmo C mohou nastat obdobn¢ tii
moznosti:

e Soustava ma prave jedno feSeni. (usporadand n-tice)

¢ Soustava ma nekone¢né mnoho feseni. (Ur¢ime obecné fesSeni pomoci parametra.)

e Soustava nema zadné feSeni.

Pro vSechny nalezené kotfeny rovnice ¢i soustavy rovnic je vhodné provést zkousku. Tu

provedeme dosazenim nalezené hodnoty za danou neznamou ve vSech rovnicich. Pokud po

> Nezndma je vyjadiena pomoci ostatnich nezndmych, osamostatnénim na jedné strané rovnice pomoci
ekvivalentnich uprav rovnice.

12



dosazeni ziskdme platnou rovnost nebo platné rovnosti, je dané feSeni spravné. Pomoci
zkousky ovétime, zda je naSe feSeni spravné, nezjistime vSak, zda jsme nalezli vSechna

feSeni.
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2 Metody FeSeni soustav rovnic

Neexistuje nejlepsi metoda pro vSechny soustavy rovnic. Nékteré metody jsou vhodné
pro soustavy méné rovnic, zatimco jiné jsou efektivni pro soustavy o vice rovnicich
s vétSim mnozstvim nezndmych. Vybér spravné metody zavisi na konkrétni soustave
rovnic, kterou se snazime vyfteSit. Mnozina feSeni nezalezi na volbé metody, kazda

soustava ma stejné feSeni, nezavisle na metodé¢, kterou pouzijeme.

V této kapitole budou pfedstaveny metody feSeni soustav rovnic pouzivané na stfednich
Skolach, tedy metoda dosazovaci a srovnavaci, metoda scitaci, grafické feSeni, Gaussova
elimina¢ni metoda a Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda, a budou zde analyzovany
ptiklady, jejichz prostiednictvim jsou v ucebnicich stfedoSkolské matematiky tyto metody
predstavovany. Kapitola obsahuje analyzu ptikladl z ucebnic: Matematika pro gymnazia -
Rovnice a nerovnice (Charvat et al., 2009), Matematika pro stiedni Skoly 2. dil — Vyrazy,
rovnice, nerovnice (Cizlerova et al., 2013), Prehled stfedoskolské matematiky (Polék,
2008). Tato analyza je doplnéna ptiklady z publikaci pro studenty vysoké skoly, konkrétné
vysokoskolskymi skripty k predmétu Linedarni algebra na Matematicko-fyzikalni fakulté
Univerzity Karlovy (Barto & Tuma, 2023) a publikaci Linear algebra: Concepts
and methods (Anthony & Harvey, 2012).

Piiklady zvolené k ilustraci jednotlivych metod, pokud jsou v dané publikaci zafazeny,

budou uvedeny v tomto poradi.

Pokud bude hodnocena obtiznost Uprav, jednd se o subjektivni hodnoceni z pohledu
operaci s koeficienty provadéné zdkem stfedni Skoly a nikoliv o objektivni vymezeni
tohoto pojmu. ObtiZznost feSeni zavisi na osobnich pocitech, zkuSenostech, schopnostech

a preferencich jednotlivce, ktery feseni provadi.

2.1 Dosazovaci metoda

Ptfi dosazovaci metod€ vyjadiime znékteré z rovnic jednu nezndmou s nenulovym
koeficientem, pomoci ostatnich neznamych, tedy osamostatnime ji na jedné strané rovnice.
Piislusny vyraz vyjadfujici hodnotu neznamé dosadime do zbyvajicich rovnic. Ziskame tak

ekvivalentni soustavu rovnic, kterd m4 o jednu rovnici a jednu nezndmou méné, nez
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puvodni soustava. Takto pokratujeme dale, az ziskdme jednu linearni rovnici, kterou

vyfesime. Ziskané kofeny dosazujeme do plivodnich rovnic a ziskdme tak vSechny koteny.

Ve stfedoskolské ucebnici Matematika pro Gymnazia (Charvat et al., 2009) je dosazovaci
metoda demonstrovana pouze na soustavach dvou rovnic o dvou neznamych. Jesté pied
predstavenim jednotlivych metod je v ucebnici uvedena tloha vedouci na soustavu
linearnich rovnic: ,,Urcete v€k otce a vek syna, vite-li, ze za tfi roky bude otec pétkrat
starSi neZ syn, avSak za pét let bude jen ctyfikrat starS$i nez syn* (Charvat et al., 2009,
s. 84). Zaroven je zde uvedeno fesSeni této llohy metodou dosazovaci. Autofi oznacuji vék
otce nezndmou x a v€k syna neznamou y. Poté pomoci vztahii ze zadani vytvoii a upravi

soustavu rovnic:
x—5y=12
x —4y = 15.

V feSeni je vyjadiena nezndmd x z prvni rovnice, tato volba zde vSak neni odiivodnéna.

Reseni vychazi celociselné.

Po ilustra¢nim ptikladu nésleduje doporuceni, kdy pouzit metodu dosazovaci a kdy metodu

sCitaci. Metoda dosazovaci je doporucena pro soustavy typu
a1 x + b1y =cq
ax + b,y = ¢y,

kde je alespoit jeden z koeficienti a;, b; rizny od nuly a ziroven alespont jeden
z koeficientd a,, b, rizny od nuly. Jsou-li vSechny cCtyfi koeficienty nenulové, je
doporucena metoda scitaci.

Toto doporuceni miize byt pro zaky matouci, protoze existuji piipady, kdy jsou v daném
typu soustavy koeficienty a,, by, a,, b, nenulové a piesto je vhodn&jsi® pouzit metodu
dosazovaci.

Dosazovaci metoda je nasledn¢ demonstrovana na soustave rovnic s jednim feSenim

3u+2v=-4

¢ vhodné&jsi ve smyslu mensi ¢asové naro¢nosti, poétu iprav a naro€nosti vypoctl
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2u—3v =19,
Reseni je zde uvedeno nasledovne:
Z druhé rovnice vyjadiime

u= %(19 + 3v), (5)

Dosadime do prvni rovnice a vypocitame v:

1
3-5(19+3v)+2v=—4
319+ v) + 4v = -8
13v = —65
v=-5

Z (5) pak zjistime u = 2 [19 + 3 - (=5)] = 2.

Dana soustava ma jediné feSeni (u, v) = (2, —5) (Charvat et al., 2009, s. 86).

Poté je uvedeno feseni na soustave, kterd ma nekone¢né mnoho fesent:

5x -2y =3
10x — 4y = 6.
Zde je vyjadreno x z prvni rovnice:
1
x =< (3+2y),

A dosazeno do druhé rovnice. Pro y je tak ziskdna rovnice 0-:y = 0, dale je urcen
parametr y a neznama x je ur¢ena pomoci tohoto parametru, pfi¢emz je vyuzito vyjadieni

X z prvni rovnice.

Neznama y zde neni pifimo oznaena jako parametr, nicméné jako redlné Cislo, které lze
volit libovolné. Autofi podotykaji, Ze ,,jde v podstaté¢ o jednu rovnici, protoze druha
rovnice je dvojndsobkem prvni rovnice* (Charvat et al., 2009, s. 87). Toto tvrzeni je

pon¢kud neptesné, plati, Ze druhd rovnice je dvojnasobkem prvni rovnice, ale stale se jedna

7 Rovnice ma v této literatuie &islo 5 z diivodu zachovéni prehlednosti pii odkazovani na tuto rovnici.
Cislovani v této praci nebylo zménéno z diivodu uvedeni pfimé citace.
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o soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych a nejedna se o jednu rovnici. Vhodnéjsi by bylo
uvést, Zze pokud je v soustavé dvou linearnich rovnic o dvou neznamych jedna rovnice
nasobkem druhé, soustava ma vzdy nekone¢né mnoho feseni, jedna-li se o linearni rovnici,
kterou lze upravit do tvaru ax + by = c a zaroven nenastane piipad a =0,b =0

a zaroven ¢ # 0.
Dale je postup demonstrovan na soustave rovnic, ktera nema feseni, konkrétné na soustavé
5x—-2y=3
10x — 4y =5,

ktera je podobna ptedchozi soustavé a proto je uvedeny postup obdobny, rovnéz je
vyjadfena neznama x z prvni rovnice a je dosazena do druhé rovnice. Tentokrat je ziskana
rovnice ve tvaru 0 -y = —1 aje zde uvedeno, ze jelikoz tato rovnice nema feSeni, nema
feSeni ani soustava. Autofi konstatuji, Ze ,,ostatné je ihned vidét, ze rovnice dané soustavy
jsou ve sporu. Je-li pro x, y splnéna prvni rovnice, plati nutné¢ 10x — 4y = 6 a druhd
rovnice splnéna byt nemtlze* (Charvat et al., 2009, s. 87). Tato poznamka je rovnéz

pon¢kud nepiesna, rovnosti mohou byt ve sporu, pokud na né¢ nahlizime jako na tvrzeni.

Rovnice neni tvrzeni a nemiizeme tedy rozhodovat o jeho pravdivosti.
Dale ucebnice uvadi fesenou soustavu rovnic

2x+7y =0
S5y = —3.
Kde poukazuje, Zze v druhé rovnici je pouze jedna neznamé a tak neni tfeba Zadnou
z neznamych vyjadiovat a kofen lze ziskat pfimo z této rovnice. Tato soustava ma jedno
feSeni. Toto feSeni neni, na rozdil od feSeni predchozich piikladi, celociselné, ale je jim
uspotfadana dvojice raciondlnich ¢isel. Autofi timto piikladem demonstruji vyse uvedené
doporuceni, kdy pro soustavu rovnic volit metodu dosazovaci, tedy kdyz je jeden

7 koeficienti u neznamé roven nule.
Déle je v ucebnici znovu uveden postup feSeni u soustavy
3u+2v=-4

2u—3v =19,
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nicméné tentokrat je postup feSeni zapsan, dle slov autorii diisledné. V postupu pak
oddéluje ekvivalentni soustavy vodorovnymi ¢arami pro zachovani piehlednosti. Uvadi, ze
tento zapis bychom pouzili zejména u soustav vice rovnic, protoze zde lze snadno pfii

zapisu vynechat nékterou z rovnic.

Vsechny soustavy uvedené v ¢asti ucebnice vénované metod¢ dosazovaci obsahuji ve
vyjadfeni nezndmé lomeny vyraz a chybi zde odidvodnéni zvoleni dané neznamé
k vyjadieni. Koeficienty uneznamych jsou voleny relativné ndhodné. Re$ené soustavy
jsou ale voleny tak, aby mély pozadovany pocet feSeni, a jsou zde obsazeny vSechny
moznosti. Zaroven autofi u soustavy, kterd nemd zadné feSeni a u soustavy, kterd ma
nekonecné mnoho feSeni, uvadi poznamku k podobé soustavy, ¢imz naznacuji, ze 1ze podle

podoby rovnic poznat, Ze se nejednd o soustavy s jednim fesenim.

V ucebnici Matematika pro sttedni skoly (Cizlerova et al., 2013) je dosazovaci metoda
demonstrovana na jednom ptikladu soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych s jednim
feSenim

2x—3y+5=0

4x -3y +1=0.

Kromé obecného postupu uvadi doporuceni vyjadfovat nezndmou, kterd ma koeficient
1 nebo —1. Protoze Zadnd znezndmych u daného piikladu nemad takovy koeficient,
nezndmou k vyjadreni tak pfi feSeni voli ndhodn¢, v tomto ptipadé nezndmou x z prvni
rovnice. U konkrétni soustavy by bylo vyhodné&jsi vyjadiit z jedné z rovnic —3y (potazmo
3y) a dosadit za —3y v druhé rovnici. Timto postupem by se pii feSeni eliminoval zapis se
zlomky. Tato soustava by byla vhodna pro demonstraci sCitaci metody, pro kterou je
vyhodna (viz nasledujici podkapitola), nicméné autofti ji demonstruji na jiné soustave.

Autofi rovnéz doporucuji rovnice, se kterymi v danou chvili nepracujeme, opisovat pro

zachovani prehlednosti.

Ucebnice déle uvadi srovnavaci metodu jako specialni ptipad metody dosazovaci. Pii této
metodé vyjadiime ze vSech rovnic soustavy pomoci ekvivalentnich uprav stejnou
neznamou. Ziskané vyrazy porovndme. Mame-li dv€ rovnice o dvou neznamych, touto

upravou ziskame linearni rovnici s jednou nezndmou, kterou nasledn¢ vytresime. Zpétnym
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dosazenim ziskdme i druhou neznamou. U soustavy tii a vice rovnic porovname vyjadieni
jedné rovnice s ostatnimi rovnicemi, ¢imZ ziskdme ekvivalentni soustavu rovnic, kde je
o jednu rovnici a nezndmou mén¢. Postup opakujeme, dokud neziskdme jednu rovnici,

kterou vyfesime a zpétnym dosazovanim ziskame zbyl¢é koteny.
Cizlerova et al. (2013) uvadi fesSeny ptiklad soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych

x+4y+2=0
2x+y—3=0,

kde z rovnic vyjadiuje neznamou x. Neznama k vyjadieni je dle slov autorti vybrana

nahodné.

Piiklady jsou zde zapsany ve tvaru s nulovou pravou stranou®, coZ je oproti ostatnim

publikacim neobvyklé.

Vyse uvedené publikace uvadi metodu dosazovaci jako prvni a poté nasleduji dalsi
metody. Prehled stfedoSkolské matematiky (Poldk, 2008) nejprve déli metody na
eliminacni a ostatni. Podstatou elimina¢nich metod je postupna eliminace (vylu¢ovani)
neznamych. Podle zplsobu, kterym jsou vylucovany neznamé, rozliSuje metodu scitaci,
dosazovaci (substitucni) a srovnavaci. VSechny tyto metody poté demonstruje na soustave

dvou rovnic o dvou neznamych:

2x—y=1
x+ 3y = 11.

U metody dosazovaci pak uvadi feSeni netradicné oproti predchozim dvéma ucebnicim.
Nejprve vyjadfuje y zprvni rovnice a dosazenim tohoto vyrazu do druhé rovnice
dopocitava kofen x. Poté ale nepokraCuje dosazenim znamého kofenu do jedné
z pivodnich rovnic, coz by vedlo k ziskdni jedné linedrni rovnice o jedné nezndmé
a moznosti dopocitat zbyly koten, ale vraci se k pivodnim rovnicim a tentokrat vyjadiuje
x z druhé rovnice. Dosazenim vyrazu do prvni rovnice dopocitava koten y. Tento postup je
pomérné zavadéjici a mize vést k domnénce, ze po dopocitani jednoho koienu dosazovaci

metodou je tieba vratit se k ptivodni soustavé rovnic a zacinat s feSenim znovu, tentokrat

8 Takto budeme oznacovat vyjadieni rovnice, kde jsou absolutni &leny pfitomny na levé strané rovnice.
Nejedna se o tzv. homogenni rovnici, u které jsou absolutni cleny nulové.
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vyjadienim jiné neznamé z jiné rovnice. U soustav s vy$§im poctem rovnic a neznamych,
pfipadné u soustav, kde nelze vyjadfit neznamé takto jednoduSe by byl tento postup
vyrazné slozitéjsi. Autofi tuto pluralitu moznych feSeni dale nediskutuji, zodpovézeni
potencialné ¢etnych otdzek zaka zlistdva na uciteli.

V feseni jsou vyhodné vybrany neznamé k vyjadieni, tedy y s koeficientem —1 z prvni
rovnice a x s koeficientem 1 z druhé rovnice. Vyjadifeni tedy nevede k lomenému vyrazu
a feSeni je tak jednodussi a prehlednéjsi. Tato volba zde neni okomentovana a neplyne z ni
piimo doporuceni volit neznamé s koeficienty 1 nebo —1. Pfesto jsou pravdépodobné
koeficienty u vyjadienych neznamych zvoleny imysiné¢ z diivodu zjednoduseni vypocta.
Zbyléd cisla v soustavé jsou, co se tyCe metody dosazovaci, pravdépodobné zvolena
relativné nahodné. U feSeni metodou srovnavaci vyjadfuje z obou rovnic neznamou Yy.
Porovnanim ziskava kofen x a ten nyni jiz dosazuje do prvni piivodni rovnice a ziskava tak

kofen y. ReSeni metodou srovnavaci obsahuje lomené vyrazy a postup ma vice krokt.
V ostatnich posuzovanych publikacich neni metoda dosazovaci uvedena.
Shrnuti

Dosazovaci metoda je vhodna na pouziti u soustav rovnic, kde Ize jednoduse vyjadrit jednu
z neznamych, nebo je jedna znich jiZz vyjadfena pomoci ostatnich nezndmych nebo
vyfesena. To explicitné doporucuje i Charvat et al. (2009) a zafazuje takovou soustavu
mezi feSené priklady.

Metodu je vhodné pouZit u soustav s nizkym poctem rovnic. U vSech posuzovanych
sttedoskolskych uCebnic je demonstrovana pouze na soustavach obsahujici dvé rovnice
o dvou neznamych. Pro soustavy s vice nez dvéma rovnicemi nebo neznamymi muze byt
vhodnd, pokud je co nejvice nezndmych v rovnicich s koeficientem 1 nebo —1 (tyto
neznamé doporucuje vybrat k vyjadieni 1 Cizlerova et al., 2013) nebo pokud se neznamé

po dosazeni vzajemné odectou.

Metoda srovnavaci je oproti metod¢ dosazovaci (rovnéz oproti metodé scitaci viz
nasledujici podkapitola) sloZit&jsi. Proto bych doporucila vyuzZit pouze klasickou
dosazovaci metodu, ale 1 tento zptisob hledani feSeni muze byt opodstatnény. Piipadem,

kdy bychom srovnavaci metodu vyuzili, je naptiklad stav, kdy mame na jedné stran€ vSech
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rovnic v soustavé vyjadienou stejnou nezndmou, piipadné pokud mame ve vSech rovnicich
stejny mnohoclen na jedné stran€ rovnice a porovnanim druhych stran rovnice bychom
eliminovali jednu z neznamych. Nékteré zdroje tuto metodu vynechavaji, jiné ji zatrazuji
pod metodu dosazovaci a pouze nékteré ji uvadi jako samostatnou metodu. Dulezité je zde
dle mého nazoru vyjadieni myslenky, ze je timto zplisobem na feSeni soustavy rovnic

mozné také nahliZet.
Explicitné feSené charakteristiky:

e obor fesitelnosti soustavy rovnic
¢ volba metody na zdkladé hodnoty koeficientd (Charvat et al., 2009)

e volba nezndmé k eliminaci na zaklad¢ hodnoty koeficientu (Cizlerova et al., 2013)
Charakteristiky ptikladt, které jsou relevantni, ale na které autoti explicitné neupozoriuji:

e poiadi proménnych v zapisu rovnice (vzdy uvedeno ve standardnim tvaru)
e pojmenovani promeénnych rovnice (v jednom ptipad€ jsou pouzita rizna pismena,
Charvat et al., 2009)

e zadani soustavy s nulovou pravou stranou (Cizlerova et al., 2013)
Dalsi charakteristiky popsanych piikladi:

e koeficienty ¢lent rovnic jsou relativné nahodné, ale s ohledem na obor fesSitelnosti
soustavy (a ilustraci riznych moznosti) a v n¢kterych ptipadech tak, aby navzajem

nebyly délitelné a feSeni vedlo k vyuziti lomenych vyrazi

2.2 Scitaci metoda

Sc¢itaci metoda spociva ve s€itani rovnic. Dve rovnice secteme tak, ze secteme jejich levé
strany (soucet umistime na levou stranu noveé vzniklé rovnice) a pravé strany (soucet
umistime na pravou stranu). Secteni rovnic timto zpiisobem je ekvivalentni Upravou

soustavy rovnic.

Nasim cilem pfi s¢itani bude eliminovat jednu z nezndmych neboli ji odecist, abychom
ziskali rovnici, kterd obsahuje o jednu nezndmou méné. Aby se ¢len s neznamou odecetl,

musi druhd rovnice obsahovat ¢len opacny. Obsahuje-li jedna z rovnic ¢len ax, kde x je
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neznamd a a je konstanta, musi druha rovnice obsahovat ¢len —ax. Cleny obou rovnic

musime pomoci ekvivalentnich uprav ptevést do tohoto tvaru.

Obecné staci prvni rovnici vyndsobit koeficientem u neznamé, kterou chceme eliminovat,
z druhé rovnice a druhou rovnici vynésobit koeficientem u neznamé z prvni rovnice.
Abychom nenasobili zbyte¢né velkymi Cisly, miZeme si pro koeficienty u nezndmé, kterou
chceme eliminovat, najit nejmensi spole¢ny nasobek a rovnice vynasobit tak, abychom ho

ziskali. U velkych koeficienti je to nutnost, naptiklad u feSeni pomoci vypocetni techniky.

Poté¢ je tieba zkontrolovat, zda je znaminko u koeficientu u jedné rovnice kladné a u druhé
zaporné, ptipadné jednu z rovnic vynasobit —1 (zaménit znaménka u kazdého ¢lenu). Tuto
metodu si Ize interpretovat jako scitaci a od¢itaci metodu, v druhém ptipadé neni potieba
aby mély koeficienty opa¢nd znaménka, ale naopak shodna a jednu rovnici od druhé

odecteme.

Je vyhodné vzdy volit k eliminaci ty Cleny, které se jiz ve formé ax a —ax nachazi,
pfipadné se nachéazi ve formé¢ ax a ax (jednu z rovnic vynasobime ¢islem —1 nebo jednu
zrovnic od druhé odecteme), nebo pokud opacné Cleny ziskame vynasobenim jedné
rovnice (tedy neni potfeba nasobit obé rovnice). U soustavy dvou rovnic o dvou
neznamych po secteni rovnic ziskame jednu linedrni rovnici s jednou neznamou, kterou lze

dopocitat.

Pro soustavu tii a vice rovnic je tato metoda ve smyslu Casové narocnosti obtizné&jsi.
Musime totiZz postupné secist jednu rovnici se vSemi zbylymi rovnicemi soustavy tak,
abychom kazdym souétem eliminovali tu stejnou nezndmou. To je zaroven podstatou
Gaussovy eliminace (viz 2.4 Gaussova a Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda). Poté
ziskdme soustavu, kde je o jednu rovnici a jednu nezndmou mén¢. Dale postup opakujeme.
Vybereme si jednu zrovnic nové vzniklé soustavy a vhodné ji seCteme s ostatnimi
rovnicemi v soustavé abychom v kazdé rovnici eliminovali tu stejnou nezndmou a znovu
ziskdme novou soustavu rovnic. Takto pokra¢ujeme, dokud neziskdme jednu rovnici, z niz

1ze ziskat feSeni jedné neznameé.
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Posléze, stejné¢ jako u metody dosazovaci, postupné dosazujeme znamé kotfeny do
ptvodnich rovnic a rovnic, které z nich vznikly ekvivalentnimi Upravami, a tak dopocitame

zbyl¢é koteny.

Ve sttedoskolské ucebnici Matematika pro Gymndazia (Charvat et al., 2009) je scitaci
metoda demonstrovana opé€t na soustavach dvou rovnic o dvou neznamych. Nejprve je zde
uvedeno feseni soustavy rovnic z Gvodni ilustra¢ni tlohy, kterd byla prvné feSena metodou

dosazovaci. V soustaveé
x—5y=12
x—4y =15

autofi nejprve prvni rovnici ndsobi ¢islem —1 a poté prvni rovnici nechavaji beze zmény

a k druhé rovnici pficitaji prvni rovnici. Prvni rovnici tedy opisuji a po Upravé ziskavaji:
—x + 5y = —12
y = 3.
Dale dosazuji y = 3 do prvni rovnice a tim dopocitavaji nezndmou x.

Volba nésobit ¢islem —1 pravé prvni rovnici neni nijak okomentovana, pficemz je, co se
tyCe poctu krokid, nejvyhodnéjsi. Volba neznamé k eliminaci zde rovnéz neni
okomentovdna, nicméné je rovnéz, co se tyCe pocCtu krokli a casové naroc¢nosti
nejvyhodnéjsi. Nasobi se pouze jedna rovnice ¢islem —1 a v druhém piipad¢ by se musely
nasobit obé& rovnice &isly 4 a —5 nebo —4 a 5. Zadna doporudeni k vybéru nezndmé
k eliminaci ¢i rovnice k upravé tedy z daného ptikladu neplynou. Autofi se nijak nevénuji

zdlvodnéni funkcnosti tohoto algoritmu ani jeho propedeutice.

Nasleduje teSeni ptikladu, ktery se rovnéz vyskytoval v predchozi ¢asti, konkrétné

soustava rovnic

3u+2v=-—4
2u — 3v = 19.

rowr

Zde autofi prvni rovnici ndsobi Cislem 3 a druhou rovnici ¢islem 2:

u+6v=-12
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4u — 6v = 38.
Nasledné¢ opisuji prvni rovnici a k druhé rovnici ji pficitaji:
u+6v=-12
13u = 26.

Z ¢ehoz urcuji teSeni. Na tomto piikladé rovnéz demonstruji ekvivalentni Upravu
»vynasobeni nékteré rovnice soustavy nenulovym cislem a soucasné pficteni nasobku
zbyvajici rovnice soustavy k této (vynasobené) rovnici“ (Charvat et al., 2009, s. 90).
Pticemz uvadi, ze prechod od prvni soustavy k tieti soustavé 1ze udélat bez mezivysledku,

tedy druhé soustavy.

Dale autofi uvadi, ze danou soustavu rovnic lze vyftesit i tak, Ze k dvojnasobku prvni
rovnice piicteme trojnasobek druhé rovnice a ziskame tak rovnici 13u = 26, zniz lze
ziskat nezndmou u a dosazenim do jedné z piivodnich rovnic i neznamou v. Tento zépis,
tedy neopisovani celé soustavy rovnic, autofi vnimaji za nediisledny, ale podotykaji, ze pfi

feSeni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych takto nemuze dojit k chybg.

U daného ptikladu rovnéz neni zdivodnéna volba neznamé k eliminaci. Jelikoz autofi
zvolili k eliminaci neznamou v, u které maji koeficienty v rovnicich opacné znaménko,
staci rovnice nasobit kladnymi ¢isly. Kdyby byla k eliminaci zvolena neznamé u, rovnice
by rovnéz stacilo vynasobit Cisly 2 a 3, ale u jedné z rovnic by musela byt zaménéna
znaménka, coZ muze byt krok navic, nebo bychom rovnici museli nasobit ¢isly —2a 3
nebo 2 a —3, tedy jednu rovnici nasobit ¢islem zapornym, coz miize byt pro zéky sttednich
Skol obtizn€jsi. Zaroven neni ziejmé, ze lze k eliminaci zvolit i druhou neznamou, u které
nejsou znaménka u koeficientii opacnd. RovnéZz zde tedy byla neznamd k eliminaci
vybrana tak, aby feSeni bylo co nejjednodussi.

Po tomto ptikladu autofi vyzyvaji k vyfeSeni soustav (5x —2y = 3,10x — 4y = 6)
a (5x — 2y =3,10x — 4y = 5), které byly ilustracné fesSeny metodou dosazovaci. Jsou
zde tedy zafazeny soustavy, které maji nula a nekonecné¢ mnoho feSeni, ale konkrétné

s¢itaci metodou zde nejsou ilustracné vyteseny.

Nasleduje slovni uloha ,,V chemické laboratofi je k dispozici 20% roztok a 35% roztok

kyseliny sirové. Kolik kilogrami prvniho a kolik kilogramti druhého roztoku musime
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smichat, abychom dostali 15 kg 29% roztoku?* (Charvat et al., 2009, s. 91). V feSeni
autofi oznacuji mnozstvi prvniho roztoku v kilogramech nezndmou x a mnozstvi druhého

roztoku v kilogramech nezndmou y. Autoii (Charvat et al., 2009, s. 91) dale uvadi, ze

»dostaneme (x + y) kg roztoku v némz je (%x + fTsoy) kg cisté kyseliny, pjde tedy

20x+35 g . -
0 Tyy % roztok.* Pro x a y ziskavaji soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:

20x + 35y
x+y

29
x+y=15,
kterou upravuji na soustavu:

3x—2y=0
x+y=15.
Tato soustava je zde feSena dvéma zplsoby, metodou dosazovaci i metodou scitaci.
U metody dosazovaci je z druhé rovnice vyjadiena neznama x, kterd je dosazena do prvni

rovnice. Volba neznamé zde neni odivodnéna.

U metody scitaci je eliminovdna druhd neznama. V feSeni je pficten k prvni rovnici
dvojnasobek druhé rovnice, ¢imz ziskdme linearni rovnici s jednou nezndmou a Ize
dopocitat x. Toto feSeni je opét nejvhodnéjsi. Vyberem Upravy druhé rovnice je docileno
toho, Ze postup nebude obsahovat zlomky a zaroven je zde vyuzit zdporny koeficient
uneznamé, kterou chceme eliminovat, v prvni rovnici. Druhou rovnici tak nésobime

kladnym ¢islem a prvni rovnici netfeba upravovat, ¢imz si usettime jeden krok.

Vyznam volby koeficientli u neznamych v dané soustavé mlizeme pouze odhadovat. Je
mozné, ze tloha byla zdmérné zadana tak, aby méla jedno celo€iselné feSeni a zaroven aby
soustava obsahovala pouze cela Cisla. Podobné ulohy na smési obvykle obsahuji rovnici
typu 1x + 1y = k, kde x a y jsou neznamé a k je realné ¢islo. Druhd rovnice obsahuje
koeficienty 3 a —2, coz je opakujici se jev z minulych piikladii, kde se vyskytovaly
koeficienty 2, —2, 3 a —3. Tato ¢isla jsou pravdépodobné volena, protoZe jsou nizka a Ize

jimi nasobit a ptipadné i d€lit z hlavy, coz usnadnuje vypocty.

25



V zavéru casti kapitoly, kterd je vénovdna metodé scitaci, jsou uvedena feSeni dvou

soustav tii rovnic o dvou neznamych. V prvni soustavé

x—3y=11
x+2y=-8
3x+y=5

je prvni rovnice ponechdna a k druhé rovnici je pfic¢ten (—1)-nasobek prvni rovnice a ke
tieti rovnici je pficten (—3)-ndsobek prvni rovnice, ¢imz je eliminovdna neznama x.
Z druhé¢ a tteti rovnice je pak ziskano rozdilné feSeni pro neznamou y, tedy soustava nema
feSeni.

Zpusob feSeni opét vnimam jako nejvyhodnéjsi, jelikoz ve dvou rovnicich ma nezndma x
stejny koeficient a nezndméd y ma v kazdé rovnici odliSny koeficient, je vhodnéjsi
k eliminaci volit neznamou x. Zaroven, co se ty¢e vybeéru jednotlivych rovnic ke s¢itani,
pokud by byla ponechdna druhd rovnice a k ostatnim rovnicim by byl pficten jeji n-
nasobek, obtiznost feSeni by byla srovnatelnd s vybranym feSenim. Pokud by byla
ponechana tieti rovnice a k prvnim dvéma rovnicim by byl pficten jeji n-nasobek, piipadné
pokud by byl n-ndsobek této rovnice pticten k n-ndsobkiim prvni a druhé rovnice, feseni by

obsahovalo vice kroku.

Koeficienty jsou zde zvoleny tak, Ze feSeni neni vidét na prvni pohled. Opét se zde
vyskytuji koeficienty 1, 2, 3 a —3, jako v pfedchozich piikladech, ale tentokrat zde neni
celoCiselné feSeni. Konkrétné vSechny tii soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou
neznamych, které lze ziskat kombinaci rovnic dané soustavy maji jedno feseni, kterym je
uspotfadana dvojice racionalnich ¢isel. Stejné jako u metody dosazovaci jsou zde zatazeny
nejprve piiklady s celociselnym feSenim a pozdéji, po dostatecném vysvétleni

a demonstrovani metody, je zde zafazen piiklad, jehoz feSeni obsahuje racionalni ¢isla.

Nasleduje druhé soustava rovnic:

s+2t=1
2s—t=-3
45 4+ 3t = —1.
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Kde je v ilustracnim feseni opét ponechdna prvni rovnice a k druhym dvéma rovnicim je
pricten jeji n-nasobek. Zarovein je zde opét eliminovana prvni uvedend neznama, tedy s.
Tentokrat ma soustava jedno celoCiselné feSeni. Po seCteni n-ndsobkli rovnic na misté

druhé a tfeti rovnice ziskavame rovnici —5t = —5.

Vybér neznamé k eliminaci je opét vyhodny, stejné€ jako vybér rovnice, jejiz n-nasobek je
pricten k druhym dvéma rovnicim. Tato volba zde neni okomentovana a rovnéz neni
uvedeno, Ze se jedné o jedno z moznych feSeni. Na zaky to mlze pusobit tak, Ze u soustav
tti rovnic o dvou neznamych vzdy eliminujeme prvni neznamou ve druhé a tieti rovnici

pomoci prvni rovnice, protoze tento postup se objevuje u obou fesenych tloh.

Jelikoz je v prvni rovnici u vybrané neznamé koeficient 1, staci tuto rovnici pouze
vynasobit Cislem —2 a poté Cislem —4 a neni potieba upravovat zbylé¢ dvé rovnice.

Koeficienty jsou zde opé€t zvoleny tak, ze feSeni neni vidét na prvni pohled.

Ptedchozi soustava je zaddna obdobné (tedy k druhé a tfeti rovnici je rovnéz pficten
n-nasobek prvni rovnice, kde je koeficient u eliminované neznamé 1), postup feSeni obou

soustav je tedy témér identicky a jejich zadani je podobné, kromé rozdilné mnoziny feseni.

V ucebnici Matematika pro stfedni Skoly (Cizlerova et al., 2013) je scitaci metoda

demonstrovana opét na soustavé dvou rovnic o dvou nezndmych s nulovou pravou stranou:

2x—3y+3=0
3x+2y+11 =0,

ktera ma jedno celoc¢iselné feSeni. Koeficienty u neznamych jsou 2, —3 a 3, 2, jsou tedy
shodné s koeficienty v soustavé rovnic (2u —3v =19,3u + 2v = —4) z ucebnice
Matematika pro Gymnazia (Charvat et al., 2009). Soustava je zde feSena uplné stejné jako
v této publikaci, prvni rovnice je zde nasobena ¢islem 2 a druhd rovnice Cislem 3. Opét je
tedy zvolena neznamd, pii jejiz eliminaci budou privodni operace subjektivné co
nejjednodussi. Koeficienty jsou mala €isla a pfi vypoctu neni potfeba nasobit zapornymi

Cisly, coz pfispiva k subjektivni jednoduchosti soustavy.

V piehledu stfedoskolské matematiky (Polak, 2008) je scitaci metoda opét zndzornéna na

soustave rovnic
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2x—y=1
x+ 3y =11.

Zde opét autofi voli netradi¢ni feSeni. Nejprve prvni rovnici nasobi ¢islem 3 a rovnice
sCitaji, ¢imz eliminuji nezndmou y a dopocitdnim ziskdvaji nezndmou x. Poté nedosazuji
ziskanou hodnotu do jedné z plvodnich rovnic, ale opakuji feSeni metodou scitaci.
Tentokrat druhou rovnici nasobi Cislem —2 a sectenim rovnic tak eliminuji neznamou x
a dopocitavaji y.

V obou feSenich je tUprava rovnic pied seCtenim vyhodna vzhledem k eliminaci
pozadované neznamé. V kazdém feSeni je potieba upravit pouze jednu zrovnic.
V porovnani s metodou dosazovaci feSeni rovnéZz neobsahuje lomené vyrazy a postup ma
stejny pocet krokl.. Je mozné, Ze proto byly v soustavé zvoleny dana cisla, lze na ni

jednoduse ilustrovat ob¢ tyto metody.
V ostatnich posuzovanych publikacich neni metoda s¢itaci uvedena.
Shrnuti

Metodu scitaci je dle Charvata et al. (2009) vhodné volit u soustav rovnic, kde jsou
vSechny koeficienty u neznamych nenulové. Tuto metodu je rovnéz vhodné pouzit
u soustav, kde lze bez uprav jejich se¢tenim eliminovat jednu z neznamych, tedy kdyz jsou
koeficienty u jedné neznamé opacné nebo se rovnaji (v tom pfipadé jednu zrovnic od
druhé odecteme). Vyuzijeme ji také v piipade€, pokud lze rovnice jednoduse vynasobit tak,
aby byly koeficienty u jedné nezndmé opacnd c&isla. Pro ilustraci metody scitaci ve
sttedoskolskych ucebnicich jsou ve vétsing voleny soustavy, kde sta¢i upravit pouze jednu

Z rovnic.

Metodu je vhodné pouzit u soustav s nizkym poctem rovnic. U posuzovanych ucebnic je
demonstrovana ve vét§iné piipadii na soustavach obsahujicich dv€ rovnice o dvou
neznamych. Charvat et al. (2009) ji prezentuje i na soustavé tii rovnic se dvéma

neznamymi.
Celkovée se u metody scitaci setkavame u piikladt v ucebnicich s nasledujicimi parametry:

Explicitné feSené charakteristiky:
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e obor fesitelnosti soustavy rovnic

e volba metody na zékladé hodnoty koeficientd (Charvat et al., 2009)
Charakteristiky ptikladu, které jsou relevantni, ale na které autofi explicitné neupozoriiuji:

e potadi proménnych v zépisu rovnice (vZdy uvedeno ve standardnim tvaru)
e pojmenovani proménnych rovnice (ve dvou piipadech jsou pouzita rtizné pismena,
Charvat et al., 2009; Cizlerova et al., 2013)

e zadani soustavy s nulovou pravou stranou (Cizlerova et al., 2013)
Dalsi charakteristiky popsanych ptikladu:

e koeficienty ¢leni rovnic jsou relativné ndhodné, ale s ohledem na obor feSitelnosti
soustavy (a ilustraci riznych moZznosti) a v n€kterych ptipadech tak, aby byl jeden

nasobkem druhého a feSeni tak obsahuje méné kroki

Zaroven z analyzy ucebnic pomérné jednoznacné vyplyva, ze vétSina stiedoskolskych
ucebnic matematiky casto klade diiraz na efektivitu a minimalizaci poctu krok pfi feSeni
soustav rovnic. Tento pfistup implicitné naznacuje, Ze je z pohledu matematiky zésadni
dospét k vysledku co nejrychleji a nejpiiméjsi cestou. Tento "aspekt jednoduchosti" je
zdlUrazinovan (napf. komentaii o volbé vhodné metody a neznamé k upravam) moznosti
experimentovani s riznymi metodami feSeni i Upravami, které by neovlivnily mnozinu

feSeni, ale mohly by pfispét k lep§imu porozuméni celému tématu.

2.3 Grafické reSeni

Na linearni rovnice se dvéma nezndmymi Ize nahlizet jako na ptedpisy piimek
nachazejicich se v kartézské soustavé soutfadnic v roviné. Mnozinu vsech feseni (x,y)?
jedné rovnice o dvou neznamych Ize potom v souladu s timto pfistupem zndzornit jako
pfimku. Rovnici ax + by + ¢ = 0, Ize ptevést do tzv. smernicového tvaru vyjadienim y:
y = (—ax —c)/b,b # 0. Tento tvar je shodny s piedpisem linearni funkce, jejiz graf je
piimka. (Zhouf, 2019)

Soustavu rovnic graficky vyfesime tak, ze vSechny zadané pfimky (rovnice) zaneseme do

kartézské soustavy soufadnic. Ziskame bod, pfipadné body, o soutadnicich (x,y), které

9 Miizeme se setkat se zapisem mnoZziny feeni v hranatych zavorkach: [x, y].
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jsou pro vSechny ptfimky spole¢né, tedy pifimky se v nich protinaji. Soutfadnice bodl

priiniku jsou rovny uspotfaddané dvojici, ktera je feSenim dané soustavy. (Zhouf, 2019)

Abychom zakreslili pfimku do kartézské soustavy soufadnic, musime znat alespon
dva body leZici na pfimce. Soutfadnice bodu, kterym ptimka prochazi, ziskdme dosazenim
libovolného ¢isla za x nebo y v rovnici a dopocitdme hodnotu druhé neznadmé. Dosazené
a ziskan¢ ¢islo tvofi souradnice bodu. Pro zisk druhého bodu volime jiné ¢islo. Body poté

zakreslime do kartézské soustavy soufadnic a spojime.

Linearni rovnici se tfemi neznamymi lze interpretovat jako pfedpis roviny nachéazejici se
v kartézské soustavé soufadnic v prostoru. Grafické feSeni soustavy tii rovnic o tfech
neznamych vyzaduje vyneseni tfi rovin do trojrozmérného prostoru, coz je obecné
nemozné udélat s potiebnou piesnosti na papife. Mizeme vSak vyuzit riizné pocitaCové
programy, které ndm zndzorni roviny a jejich prinik/y ve 3D modelu. Znamymi
a pouzivanymi grafickymi kalkulatory a software jsou naptiklad GeoGebra, Desmos nebo

MATLAB.
Soustavy se Ctyimi a vice neznamymi nelze vizualizovat.

Pomoci grafického znazornéni Ize ilustrovat princip s¢itaci metody (dale také Gaussovy
a Gauss-Jordanovy eliminace) zakreslenim ptimek do soustavy soufadnic. M&jme soustavu
dvou rovnic, které¢ predstavuji dvé pfimky v roviné. Zaménou téchto rovnic se grafické
znazornéni a tedy ani feSeni neméni. Pokud libovolnou rovnici vynasobime libovolnym
nenulovym c¢islem, poloha pfimek se rovnéz nezméni. Pokud n-nasobek jedné rovnice
pricteme k n-nasobku druhé rovnice tak, abychom eliminovali jednu neznamou (tedy
koeficient této neznamé bude roven nule), v piipadé€, Ze maji ptivodni pfimky prisecik,
ziskdme rovnici, jejimz grafickym znazornénim bude piimka rovnob&zna s osou
v kartézské soustavé soufadnic. Tato pifimka prochazi prisecikem plvodnich pfimek.
V piedpisu pifimky figuruji proménné x a y, pficemz pokud eliminujeme neznamou x,
ziskame piimku rovnobéZznou sosou x o predpisu y = a, kde a je Cislo z daného
defini¢niho oboru a pokud eliminujeme nezndmou y, ziskame piimku pfedpisem x = b,
tedy piimku rovnob&Znou s osou y. Ziskané feSeni je pak uspoiddana dvojice (x,y) =
(a,b). Pokud plivodni piimky nemaji prusecik, souctem jejich n-nasobkii neziskdme

rovnici, jejimz grafem je ptimka.
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Obdobné¢ je to s rovinami v prostoru. Souc¢tem dvou rovnic o tfech neznadmych, pii kterém
dojde k eliminaci jedné neznamé, ziskame rovnici, jejimZ znazornénim je rovina kolma
k dané ose prochazejici pfimkou, ve které se protinaji ptivodni roviny. Pokud v dané
rovnici ekvivalentnimi upravami pomoci dal§i rovnice eliminujeme i druhou neznamou,
ziskdme rovinu, kterd je rovnobézna se dvéma osami soustavy soufadnic a je tedy kolma
k tfeti ose soustavy. Pokud takto upravime vSechny tfi rovnice, pfi¢emz v kazdé z rovnic
eliminujeme jinou dvojici neznamych, ziskame tii roviny s piedpisem x = a,y = b,z = c,
kde a, b, ¢ jsou ¢isla z daného definicniho oboru, které se protinaji v bod¢ (a, b, ¢), stejné
jako roviny, které jsou grafickm znidzornénim ptvodnich rovnic soustavy. Reenim
soustavy rovnic je pak uspofadana trojice (x,y,z) = (a, b, c). Toto znazornéni vyuziva

principu linearni kombinace. (Goldman & Rodriguez, 2016)

Ve stfedoSkolské ucebnici Matematika pro Gymnazia (Charvat et al., 2009) je grafické
feSeni soustav linedrnich rovnic demonstrovano pouze na soustavach dvou rovnic o dvou
neznamych. Prvni piiklad obsahuje tfi soustavy rovnic a kazdé feSeni obsahuje prevedeni
téchto rovnic na smérnicovy tvar, grafické zndzornéni, komentdt autorti k podobé
grafického zndzornéni a zapis kofenl soustavy. Neni zde uveden postup zaneseni piimek

do kartézské soustavy soufadnic. Prvni soustava rovnic

x+2y=4
) 1
X-y=-

obsahuje kolmé pfimky. Tato soustava ma tedy jedno feSeni. Lomeny vyraz v absolutnim
¢lenu druhé rovnice je zde ziejmé zvolen zdmérné z toho divodu, aby i feSeni obsahovalo
lomeny vyraz. Autofi totiz pfidavaji poznamku, Ze se ,,miiZe stat, Ze soufadnice priseciku

nevycCteme piesne, ale pouze piiblizné (Charvat et al., 2009, s. 96).
Nasleduje soustava rovnic

x+2y=1
2x +4y =4,
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kterd nema feSeni, protoze pfimky jsou zde rovnobézné rizné. Lze vypozorovat, Ze
koeficienty u nezndmych druhé rovnice jsou dvojndsobkem koeficientd v prvni rovnici, ale

absolutni ¢len druhé rovnice neni dvojnasobkem prvni rovnice.
Dale je zde vyfeSena soustava
—2x+y=1
4x — 2y = -2,

kterd ma nekonecné¢ mnoho feSeni, protoze piimky jsou totozné. To autofi ukazuji

pfevedenim rovnic na smérnicovy tvar y = 2x + 1, ktery je pro ob& rovnice shodny.

Tyto tfi soustavy rovnic tedy demonstruji vSechny mozné polohy dvou piimek v roviné
a tedy 1 vSechna mozna fesSeni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych.

v

Dalsi feSené ptiklady jsou soustavy tii rovnic o dvou neznamych. Nejprve je zde uvedena
soustava, kterd byla vyteSena v ptfedchozi podkapitole, ale neznamé s, t jsou zde zaménény

za x a'y. Rovnice soustavy

x+2y=1
2x —y=-3
4x +3y =-1

zde jiz nejsou prevedeny na smérnicovy tvar, ale jsou pouze zndzornény v kartézské
soustave souradnic. Autofi uvadéji, ze jelikoz se jedna o rizné piimky prochéazejici jednim
bodem, tak je tento bod jedinym feSenim soustavy. ReSeni je opét celociselné.

Nasleduje soustava tii rovnic o dvou neznamych, ktera nema feSeni. Rovnice jsou zadany

netradi¢né oproti piredchozim zapisim, protoze jsou zde uvedeny i neznamé s nulovym

koeficientem namisto toho, aby byly vynechany:

2x+y =2
x+0-y=1
O-x+y=2.

Rovnice jsou zde pozdéji prevedeny na tradiéni tvar bez nulovych koeficientl

a znazornény v kartézské soustavé soutadnic.

32



Je zfejmé, ze autofi vrovnicich voli mald pfirozend Ccisla, aby piimky protinaly
soufadnicové osy co nejblize poc¢atku a aby tedy obrazky znazornujici dané grafické feseni
obsahovaly vedle ptipadného priseciku i pocatek soustavy soufadnic. Obrazky jsou tak pro
7aky prehledné a lze z nich vyc¢ist soufadnice prisecikl. Autofi rovné€z u riiznobéZnych
pfimek voli pfimky s velkou odchylkou, konkrétné¢ ve vsSech ptipadech rtiznobéznych
piimek se vyskytuji kolmé piimky, coz €ini obrazek piehlednéjSim. Zaroven lze soutfadnice

vSech prasecikl zapsat celymi nebo racionalnimi ¢isly.

Na zéavér ¢asti uCebnice, ktera se vénuje grafickému feSeni soustav rovnic, uvadi autofi
ptiklad praktického vyuZiti této metody na slovni tloze. Jedna se o ulohu o pohybu, kde se
objekty pohybuji proti sobé a otazkou je v kolik hodin a kde se objekty setkaji. V feSeni na
osu x nanasi ¢as v hodinach a na osu y vzdalenost od jednoho mista. Na osu pak nanasi
usecky, jejichz pocate¢ni bod ma souradnice [Cas odjezdu; vzdalenost od dané¢ho mista]
adle zadanych rychlosti objektd urcuji pro kazdy objekt druhy bod, kterym tsecka
prochéazi. Ob¢ tsecky se protinaji v jednom bod¢. Jelikoz je ve zvoleném obrazku (viz
obr. 1) na ose x jeden centimetr jedna hodina a na ose y jeden centimetr padesat kilometrd,
vysledek nelze uréit presné. Je odeéteno feseni (10,5; 80). Uloha je zde feSena i poéetng,
zde je ziskdn presny vysledek (10,59;79,5). Autorskym zamérem bylo predstavit

grafickou metodu na praktické iloze a pravdépodobné i1 zndzornit jeji neptesnost.

Obr. 1: Graficke reseni slovni ulohy (Charvat et al., 2009, s. 98)
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Po této uloze je navdzano grafickym feSenim soustav linearnich nerovnic.

V ucebnici Matematika pro stfedni Skoly (Cizlerova et al., 2013) neni grafické feSeni
oficidln¢ zafazeno mezi ostatni metody feSeni soustav rovnic, ale je postupné v kapitole
piedstaveno ve vedlejSim sloupci, kde se obvykle vyskytuji ,,informace charakteru
historického ¢i odkazy ke kazdodennim souvislostem® (Cizlerova et al., 2013, s. 2).
Nejprve je zde vramecku Vite, Ze? pfedstavena usporadand dvojice a jeji souvislost
s bodem v kartézské soustavé soufadnic, na coz navazuje ramecek Zamyslete se!, kde je
uvedena podoba feSeni soustav s jednim feSenim a soustav s nekone¢né mnoho fesenimi.
Dale je v kapitole ramecek Kam dal?, kde je vysvétleno, ze kazdou rovnici soustavy lze
zanést do kartézské soustavy soufadnic jako pifimku a feSenim soustavy je pak prisecik
téchto ptfimek. Nasledné jsou zde grafickd zndzornéni tii soustav dvou linearnich rovnic se
dvéma neznamymi. Rovnice soustav zde nejsou uvedeny, je zde vlozen obrazek
a komentaf k poctu feSeni. Kazdy z obrazk, stejné jako v pfedchozi rozebirané publikaci,
obsahuje pocatek soustavy soutfadnic, dale ¢ervenou ptimku p, kterd se nachazi v kazdém
z obrazkill na stejném misté a modrou ptimku g, jejiz poloha se méni. Piedpisy ptimek zde
nejsou uvedeny, osy zaroven nejsou ocislované. Nejprve je zde grafické znazornéni
soustavy, kterd ma jedno feseni, tedy pfimka g je riznobézna s ptimkou p. Jejich prisecik
je oznacen jako [x; y], konkrétni ¢isla zde nejsou uvedena. Pfimky nejsou kolmé, ale jejich
odchylka se blizi 90° a obrazek je tak pfehledny. Nasleduje znazornéni soustavy, ktera
nema zadné feSeni, pifimky jsou zde tedy rovnobézné. Na zavér je uvedeno grafické
znazornéni soustavy, kterd ma nekonecné mnoho feseni, piimky jsou tedy totozné. To je

graficky znadzornéno tak, ze ptimka je ¢ervenomodra.

V zavéru kapitoly se vyskytuje jesté jeden ramecek Vite, Ze?, kde je uvedena a graficky
znazornéna podoba kartézské soustavy soufadnic v prostoru. Podoba grafického
znazornéni rovnic se ttemi nezndmymi zde neni uvedena. Obecné se da fici, Ze tato metoda

je brana v této ucebnici spise jako nadstavba pro predstavené metody scitaci a dosazovaci.

V Piehledu stiedoskolské matematiky (Poldk, 2008) je grafické feSeni demonstrovano
rovné€Z na tfech soustavach dvou rovnic se dvéma neznamymi. Na rozdil od pfedchozich,
tato publikace uvadi celkovy postup, nikoliv pouze obrazek s komentaiem. V prvnich dvou

soustavach je kazda rovnice soustavy nejprve prevedena na smérnicovy tvar a jsou uréeny
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dva body, kterymi pfimka, ktera je mnozinou boda spliiujici danou rovnici, prochazi.
Postup ziskéni soufadnic bodii, kterymi pfimka prochazi, zde neni uveden. Soufadnice
bodt jsou celociselné, ptipadné je lze zapsat zlomkem s Cislem 2 ve jmenovateli. Pomoci
téchto bodu jsou konstruovany ob¢ ptimky a jsou urceny piipadné priseciky. Obrazky opét
obsahuji pocatek soustavy soufadnic. Riizna feSeni jsou zde uvedena ve stejném potadi
jako v predchozich publikacich. Nejprve je uvedena soustava, ktera ma jedno fesSeni. Zde
autofi pouzivaji stejnou soustavu, na které byla demonstrovana metoda dosazovaci,

srovnavaci a sCitaci. Poté je uvedena soustava, kterd nema zadné feseni

4x — 6y =3
6x — 9y = 12.

Smérnicové vyjadieni této soustavy obsahuje lomené vyrazy, zaroveil soutfadnice bodd,

kterymi prochdzi prvni pfimka, jsou racionalni ¢isla.
Na zavér uvadeji soustavu rovnic

x+2y=4
3x + 6y =12.

Reseni této soustavy obsahuje na rozdil od predchozi soustavy celd &isla. Autor v feSeni
uvadi, ze se jednd o totoznou piimku a rovnice zde nejsou prevedeny do smérnicového
tvaru, jsou pouze ur¢eny body, kterymi piimka prochazi, konkrétné priaseciky s osami x
ay. Timto autor implicitné¢ pfedstavuje zpisob ziskdni bodld pro zakresleni pfimky do
roviny, tedy nalezeni soufadnic prisediki piimky s osami. Cisla v této rovnici byla

pravdépodobné zvolena zamérné tak, aby byly tyto pruseciky s osami celociselné.

Vysokoskolska skripta k ptedmétu Linearni algebra (Barto & Ttima, 2023) neuvadi piimo
grafickou metodu jako jednu z moznych metod pro feSeni soustav linearnich rovnic,
nicmén¢ cast kapitoly vénujici se tomuto tématu vénuji geometrii soustav linearnich
rovnic. Tu dé€li na fddkovy a sloupcovy pohled na soustavy linearnich rovnic. V fadkovém
pohledu autofi pfipominaji, ze na kazdou rovnici o dvou neznamych lze hledét jako na
pfimku a ,,mnoZina vSech feSeni je potom priinikem téchto ptimek* (Barto & Tima, 2023,
s. 57). Z toho usuzuji podoby mnozin vSech feSeni: cela rovina, pfimka, bod, prazdna

mnozina. Posledni dvé podoby jsou zde zaroven zndzornény, viz obr. 2 a 3.
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Obr. 2: Geometrie jednoznacné resitelné soustavy o dvou neznamych (Barto & Tuma, 2023, 5. 58)

Obr. 3: Geometrické ditvody neresitelnosti soustavy o dvou neznamych (Barto & Tuma, 2023, s. 58)

Zaroven jsou zde zminény podoby mnoZin vSech feSeni soustav rovnic se tfemi
neznamymi. Ty jsou zde uvedeny bez obrazkl. Vyznam fadkového pohledu je tedy dat
resiteli pfedstavu, jak milze vypadat mnozina feSeni soustavy. Obsazené obrazky

dostatecné demonstruji tento vyznam.

Co se tyCe sloupcového geometrického pohledu, ten je zde demonstrovan na piikladu

soustavy dvou rovnic o dvou neznamych:

—x1 + 3x2 - 1

2x1_ xz == 3

Tuto soustavu ptepisuji pomoci sloupcovych vektort na tvar

n(5)+%(2)=6)

Z tohoto ptechazi ke geometrickému znazornéni této soustavy, viz obr. 4.
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Obr. 4: Sloupcové zadani soustavy o dvou neznamych (Barto & Tuma, 2023, 5. 59)

Barto a Tima feSeni interpretuji nasledovné: Mame dany dva vektory (_21) a (_31)

a hledame né&jaké jejich ndsobky tak, abychom se souctem téchto nasobk ,,trefili“ do bodu

N2 e | 3\ 1\ .
se souradnicemi (3) Reseni je zde rovnéz zvetejnéno, plati: 2 ( 5 ) +1 (_ 1) = (3), viz
obr. 5.

as Ao
2:].]_
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Obr. 5: Geometrické rFeseni soustavy o dvou neznamych sloupcové (Barto & Tiima, 2023, s. 60)

Autofi zaroven uvadi, ze ,,z geometrického nahledu vidime, ze vhodnou volbou nésobkul

vektord se muzeme trefit do jakéhokoliv bodu roviny* (Barto & Tama, 2023, s. 60),

2

Soustava je tedy feSitelna pro jakoukoliv pravou stranu (pro shodnou soustavu rovnic

protoze sloupcovy zapis xl( )+x2 (_31) je parametrickym vyjadfenim roviny.

s rozdilnymi absolutnimi ¢leny). Na tomto piikladu autofi demonstruji, ze ,,soustava
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linearnich rovnic Ax = b10 je fesitelna, pravé tehdy, kdyz Ize sloupcovy vektor pravych
stran b vyjadfit jako linearni kombinaci sloupcovych vektori matice soustavy A (Barto
& Tama, 2023, s. 62). Coz je vyznamem sloupcového geometrického pohledu. To znovu

demonstruji na soustavé tii rovnic o dvou neznamych a obecné, tentokrat jiz bez obrazku.
V ostatnich posuzovanych publikacich neni metoda graficka uvedena.
Shrnuti

Graficka metoda feSeni je, co se tyCe poctu krokl, narocnéjsi nez predchozi metody.
Posuzované publikace ji ve vétSin€ vyuzivaji pro znazornéni mnoziny feseni soustav se
dvéma nezndmymi. Grafickd metoda je vizualni a intuitivni, coz miZeme vyuzit pro
pochopeni soustav rovnic. Grafické feSeni nam, kromé propojeni algebry s geometrii, dava
novy nahled na feSeni soustav — kofeny lze odhadovat a pocCty feSeni urCovat vizualng.
Zaroven je vhodné zéky sezndmit s grafickym feSenim pfed feSenim nerovnic a jejich
soustav.
Pod grafickou metodu spadaji dva podstatné odlisné ptistupy. StiedosSkolské ucebnice pod
nazvem grafickd metoda fesSeni soustav rovnic predstavuji postup, pii kterém se soustava
zejména dvou rovnic s dvéma neznamymi fesi pomoci grafického znazornéni téchto rovnic
v kartézské soustavé souradnic. Ve skriptech Linearni algebra (Barto & Tima, 2023) se
miizeme seznamit i s principem bliz§im pohledu znamému z linedrni algebry.!!
Explicitné feSené charakteristiky:

e obor fesitelnosti soustavy rovnic

e pocet rovnic a nezndmych

e pocet feseni jednotlivych soustav
Charakteristiky ptikladd, které jsou relevantni, ale na které autofi explicitné neupozoriuji:

e potadi proménnych v zdpisu rovnice (vZdy uvedeno ve standardnim tvaru)

194 je zde matice koeficientll u nezndmych a b je sloupcovy vektor pravych stran, tedy absolutnich &lend,
x je mnozina neznamych. Tento zapis si podrobnéji vysvétlime v nasledujici podkapitole.

1" Zatimco predstava zobecnéni pro vys§i dimenze prostfednictvim piimek a rovin je dost ndro¢na na
predstavivost, tento druhy pristup prostiednictvim vektord je pristupné;jsi.
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e pojmenovani proménnych rovnice je vzdy x a y (vyjimkou je publikace Barto
& Tama, 2023; kde jsou proménné x; a x5)

o grafické feSeni soustavy bez zadani (Cizlerova et al., 2013; Barto & Tuma, 2023)

e uvedeni feSeni (postupu pii feSeni) soustavy bez postupu zakresleni ptimek do

soustavy soufadnic
Dalsi charakteristiky popsanych piikladu:

e koeficienty c¢lenii rovnic jsou voleny sohledem na obor feSitelnosti soustavy
(a ilustraci riznych moznosti), ve vétSiné se jedna o nizka Cisla, aby bylo grafické
znazornéni ptehledné (tedy obsahuje pocatek soustavy soutadnic)

e pro riznobézné piimky jsou koeficienty voleny tak, aby piimky mély velké

odchylky, pfipadn¢ byly kolmé

2.4 Gaussova a Gauss-Jordanova eliminac¢ni metoda

V nésledujicich metodach feSeni soustav rovnic budeme vyuzivat matice. Be¢var (2019,

s. 32) ji definuje nasledovné:

Definice. Necht' X je neprazdnd mnozina a m, n ptirozena cisla. Matici typu

m X n nad mnozinou X budeme rozumét obdélnikové schéma

a1 412 -+ aqp

az1 Q22 -+ dyp
. . . A

Am1 Amz2 - Omn

kde a;j € X pro kazd¢i=1,..,makazdé¢j=1,..,n

Zjednodusen¢ feceno, matice je mnozina ¢isel uspofadand do m fadkl a n sloupct. Matice
budeme znacit velkymi pismeny (4, B, C, ...) a jejich prvky (redlna ¢isla) malymi pismeny

(a,b,c,...).

I-ty fadek matice znacime: a; = (a;1, iz, Qi3 -, QAin). J-ty sloupec matice znacime:
alj
azj
amj
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Pokud plati m =n, jednd se o Ctvercovou matici 7ddu n, pokud m # n, jednd se

o obdélnikovou matici.
Soustavu m linearnich rovnic o n nezndmych
a11X1 + A12Xy + -4+ AnXp = bl

a21x1 + a22x2 + -+ aann = bz

Am1X1 + QpaXo + -+ QnXn = b,

kde a;; jsou realné koeficienty u neznamych xy,x, ..., X, nachazejicich se na levych
stranach rovnic a b; jsou absolutni ¢leny rovnic nachazejici se na pravych stranach rovnic,

1ze zapsat do matice soustavy, ktera vypada nasledovné:

A1 Q12 - aqu| by
Az1 QA2 -+ azy|b,
An1 Am2 -+ Amn bm

Resenim soustavy je sloupcova matice

Matici vzniklou spojenim dvou matic (A|B) také nazyvame rozsifend matice. (Bican,

2000)

Pfed zapsanim soustavy do roz$ifené matice musime rovnice soustavy upravit tak, aby
na levé strané¢ byly neznamé a jejich koeficienty a na pravé strané absolutni c¢leny.
Koeficienty u nezndmych pak vepisujeme do levé strany rozSifené matice ve stejném

potadi pro vSechny rovnice.

Zaroven lze soustavu zapsat sou¢inem matic 4 - x = B, kde

a1 A1z - aAqy b, X1
Az1 Gz - ay b X2

A= . S M LB=| 7 |x=
An1 Am2 - Amn bm Xm
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Pri Gaussov¢é ecliminaci, taktéz Gaussov€ elimina¢ni metod¢, budeme levou stranu
roz§ifené matice soustavy prevadét do tzv. odstupriovaného tvaru, z n€hoz miZzeme urcit

reSeni soustavy.

Pro tadkové€ odstupiiovanou rovnici plati, Ze v kazdém nenulovém tadku nazyvame prvni
¢islo, které neni nula, pivotem. Kazdy pivot je vice napravo, nez pivot v fadku nad nim.
Nulové fadky jsou v matici pod nenulovymi fadky. (Anthony & Harvey, 2012)

V odstupiiovaném tvaru matice kazdy nenulovy faddek zacina vét§Sim poctem nul nez ten
piedchozi (pokud ptedchozi fadek existuje). Druhy fadek (pokud existuje) zacina alespon
jednou nulou, tfeti fddek dvéma nulami, ¢tvrty fadek tfemi nulami a obecné i-ty fadek
za¢ind minimaln¢ (i — 1) nulami. Matice soustavy linedrnich rovnic je v fadkové
odstupfiovaném tvaru, pokud je jeji matice koeficientli v fadkové odstupiiovaném tvaru.

(Becvat, 2019)

Matice budeme pievadét na odstuptiovany tvar pomoci elementdarnich radkovych
transformaci. Pokud lze jednu matici ziskat z druhé pomoci elementirnich fadkovych
transformaci, oznacujeme je jako radkové ekvivalentni matice, zapisujeme A~B. Plati, ze
pokud je matice A fadkove ekvivalentni s matici B, pak je 1 matice B fadkove ekvivalentni

s matici A. (Anthony & Harvey, 2012)

Elementéarni upravy tadkiti vychazi z ekvivalentnich uprav rovnic, tedy neméni mnozinu
feSeni soustavy rovnic. Pfi feSeni soustav linedrnich rovnic vyuzijeme tyto transformace:
prohozeni dvou tadki, vynasobeni fadku nenulovym c¢islem, piicteni n-nasobku jednoho
fadku k jinému fadku.

Prohozeni dvou radki

Lze libovoln€é zaménit dva fadky matice. Tato transformace je podobna zaménéni dvou
rovnic v soustave. Soustavy rovnic, které obsahuji stejné rovnice v libovolném potadi jsou
ekvivalentni a maji stejnou mnozinu feSeni. Matice téchto soustav budou fadkové

ekvivalentni.

Vynasobeni Fadku nenulovym ¢islem

Stejné jako lze rovnici vynasobit jakymkoliv ¢islem rliznym od nuly, lze totéz ucinit

1 s jakymkoliv faddkem matice.
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Pric¢teni n-nasobku jednoho Fadku k jinému radku

Stejné jako pfi feSeni soustavy rovnic metodou s¢itaci mliZzeme n-nasobek jedné rovnice
pricist k n-nasobku druhé, mizeme n-nasobek jednoho fadku pfiicist k n-nasobku druhého.

Pokud sec¢teme dva fadky, soucet umistime namisto jednoho z fadkl a druhy ponechame.

Vhodnou volbou elementarnich uprav Ize kazdou matici soustavy prevést na odstupniovany
tvar, ze kterého lze pfepsanim na soustavu rovnic a zpétnou substituci urcit mnozinu vSech

feSeni. (Friedberg et al., 2014)

Zéména sloupcii matice neni ekvivalentni Upravou, protoZze vede ke zméné potradi
neznamych v rovnicich, tedy méni mnozinu feSeni soustavy. Samoziejm¢ je mozZné
sloupce zameénit, pokud pii pfepisu zpét na soustavu zapiSeme neznamé ke spravnym
koeficientim. Obecné je doporu¢eno meénit pouze tadky, nikoli sloupce, aby nedoslo
k chybé¢ pfii interpretaci feseni.

Abychom ur¢ili pocet feSeni u rliznych soustav, musime se nejprve sezndmit s pojmem

hodnost matice. Hodnost matice je rovna poc¢tu nenulovych fadkd po Gaussové eliminaci.

Hodnost zna¢ime hod (A), taktéz h(A) nebo rank(A).

Plati, Ze pokud lze jednu matici ziskat pomoci elementarnich fadkovych uprav z druhé,
matice maji stejnou hodnost, tedy A~B = hod(A) = hod(B). Hodnost matice nikdy neni
vetsi nez pocet jejich sloupct. (Goode & Annin, 2007)

Pocty feSeni v jednotlivych soustavach Ize urCit pomoci Frobeniovy véty. Bican (2000,
s. 35) ji uvadi nasledovné:

12

Nehomogenni'~ soustava linedrnich rovnic je feSitelna, pravé kdyZ hodnost

matice soustavy h(4) je rovna hodnosti matice rozsifené h((A, b))13.

Disledkem této véty je, Ze soustava ma:

1. 1fe$eni © hod (A) = hod (4,B),hod(4) = n,

12V linearni algebfe rozliSujeme homogenni a nehomogenni soustavu rovnic. Homogenni soustava rovnic
obsahuje pii pfevedeni do rozsifené matice na pravé strané pouze nuly, tedy absolutni ¢len je v kazdé rovnici

soustavy roven nule.

13V této praci jsou matice oznacovany velkymi pismeny, v citované literatufe je sloupec pravych stran
v matici soustavy oznac¢en malym pismenem b.
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2. Oteseni © hod (4) < hod (4,B),
3. nekone¢né mnoho feSeni © hod (A) = hod (4,B), hod(4) < n

kde A je matice levych stran a B matice pravych stran.
Naptiklad:

10
20 |, hod(A) = 3,hod(A,B) = 3,n = 3 = | fefeni (x5 = 6, ...),
30
10
20 |, hod(A) = 2,hod(A,B) = 3 = 0 feSeni (0 - x5 # 30),
30

10
20 |,hod(A) = 2,hod(A,B) = 2,n = 3 = nekoneéné mnoho feSeni
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U této metody musime soustavu rovnic piepsat do tvaru rozsifené matice a po eliminaci
pfepsat zpét na soustavu a postupnym dosazovanim hledat kofeny. Tomuto kroku se 1ze

vyhnout vyuzitim Gauss-Jordanovy eliminace.

Pii Gauss-Jordanové eliminaci postupujeme na zacatku stejné jako pti Gaussove eliminaci.
Matici ale nepievadime pouze do fadkové odstupniovaného tvaru, nybrz do redukovaného

(radkove) odstupniovaného tvaru.

Pro matici v redukovaném (fadkové€) odstupfiovaném tvaru plati, ze kazdy pivot je vzdy
vice napravo, nezZ pivot v predchozim fadku, nulové fadky jsou v matici pod nenulovymi
radky a kazdy sloupec, kde se nachazi pivot ma mimo pivot nuly. Nemusi platit, ze kazdy

fadek, kde se nachazi pivot je mimo pivot nulovy. (Anthony & Harvey, 2012)

Postupujeme tak, Ze nejprve provedeme Gaussovu eliminaci a u kazdého nenulového fadku
urc¢ime pivoty, tedy prvni nenulové prvky v kazdém tadku. Poté pomoci elementarnich
uprav fadkt upravime matici tak, aby byly pivoty rovny ¢islu 1 a ostatni prvky ve

sloupcich, kde se nachazi pivot, byly nulové.

Po Gauss-Jordanové eliminaci lze z pravé strany jednoduse vycist feSeni soustavy a neni

tteba zde zarazovat zpétnou substituci.
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Ve stiedoskolské ucebnici Matematika pro Gymnazia (Charvat et al., 2009) je zafazena
pouze Gaussova eliminaéni metoda, ale bez vyuZziti matic. Metoda je zafazena
v podkapitole s ndzvem Soustavy linearnich rovnic s vice neznamymi, vyklad je vSak
demonstrovan pouze na soustavach se tfemi neznamymi. V uvodu podkapitoly autoii
uvadéji, ze predstaveny postup je podobny metod¢ séitaci. Autofi konstatuji, ze 1ze pro

soustavy s vice nezndmymi pouzit i metodu dosazovaci, ale vypocty pak nejsou prehledné.

Nézev metody zde zatim neni uveden. Nejprve jsou zde uvedeny tfi soustavy rovnic:

3x —y+2z=13 (2.4.1)
2y+z=1
2z2=6

x+3y—z=2 (2.4.2)
y+3z=-2

2x —y+3z=1, (2.4.3)

které¢ odpovidaji tfem moznostem vysledku Gaussovy eliminace u soustavy tii rovnic
o ttech neznamych s nenulovymi koeficienty. Tyto rovnice jsou zde postupné feSeny
pomoci substituce, pfipadné jsou zvoleny parametry. Autofi uvadi, ze cilem
predstavovaného postupu bude soustavy pievést na jednu z téchto tfi rovnic. Tento postup

nasledné demonstruji na soustaveé
x—2y+z=1 (2.4.4)
—x+3y+2z=0
2x —y+5z=5,

kterd po upravach vede na tvar prvni rovnice. Autofi zde postupuji stejné jako
u pfedchozich soustav obsahujicich tii rovnice. Prvni rovnice je ponechdna a pomoci
n-nasobku této rovnice je eliminovana prvni neznama, tedy x, ve druhé a tfeti rovnici.

Znovu je tedy ponechdna prvni rovnice a eliminovdna prvni nezndma. Zaroven jsou
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koeficienty u nezndmych opét voleny tak, ze pfic¢itime n-ndsobek jedné rovnice k jiné
rovnici, pficemz druhou rovnici neni potifeba upravovat. K eliminaci y ve tfeti rovnici je

k této rovnici pficten n-nasobek nové ziskané druhé rovnice.

Resenim vyse uvedenych rovnic jsou celd ¢isla a nebo az na jednu vyjimku celociselné
zapsand parametricka feSeni. Koeficienty u neznamych jsou ¢isla 1 az 5, tedy Cisla mala,

coz usnadnuje vypocty.

Nasledné autofi shrnuji ekvivalentni upravy a uvadi algoritmus pro prevadeéni soustavy tii
linearnich rovnic se tfemi nezndmymi na soustavu nékterého z typl soustavy (2.4.1),
(2.4.2), (2.4.3). Rovnéz uvadi, ze tento postup byl demonstrovan na soustave (1.2.1).
Obecny popis algoritmu Charvat et al. (2009, s. 109) uvadi nasledovné:

1. Soustavou upravime tak, aby v prvni rovnici byl u nezndmé, kterou
zapisujeme jako prvni, nenulovy koeficient. Pokud tomu tak neni pfimo
v dané soustaveé, zménime poradi rovnic, popi. zménime poradi, v némz

v rovnicich zapisujeme nezname.

2. Prvni rovnici opiSeme, ke druhé a tieti rovnici (popf. k jejich nenulovym
nasobkiim) pficteme takové ndsobky prvni rovnice, aby v obou téchto

rovnicich nezndma zapisovana jako prvni ,,zmizela®.

3. Soustavu upravime tak, aby v druhé rovnici byl u nezndmé, kterou
zapisujeme jako druhou, nenulovy koeficient. Pokud to je potiebné,
mizeme navzajem vyménit druhou a tfeti rovnici nebo zménit potadi

zapisu druhé a tfeti neznamé.

4. Prvni a druhou rovnici opiSeme, k tieti rovnici (popf. k jejimu nenulovému
nasobku) pri¢teme takovy néasobek druhé rovnice, aby v ni neznama

zapisovana jako druhd ,,zmizela®.

Tento algoritmus zde uvadim doslovné, protoZe v nésledujicich ptikladech autofi pfi feSeni
postupuji pesné dle jeho krokii. Po vyc¢tu krokti tohoto algoritmu teprve uvadi, zZe se jedna
o Gaussovu eliminacni metodu. Tu déle pfedvadi na soustave:
—2y+z=1
2y+y—2z=5
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X+ 2y—4z =—14.

Na této soustavé je pak demonstrovan krok ,,zména potadi rovnic®. Po vyméné je prvni

rovnice uvedena jako druhd, druhd rovnice jako tieti a tieti rovnice uvedena jako prvni.

XxX+2y—4z=-14
—2y+z=1
2x+y—2z=5

Posledni uvedenou upravu Charvat et al. (2009, s. 110) odiivodiuji tim, ze ,koeficient 1
u prvni nezndmé v prvni rovnici je zvlast vyhodny®, na coz nésleduje vyzva ,,rozmyslete si

pro¢*. Odiivodnéni neni v kapitole ani pozd¢ji uvedeno, vysvétleni tedy ziistava na uciteli.

Tato soustava je upravena presné dle algoritmu na tvar rovnice (2.4.1), rovnice dale nejsou

zaménovany. Postup je uveden bez slovniho komentare:
x+2y—4z=-14
—2y+z=1
-3y + 6z =33

X+2y—4z=-14
—2y+z=1
9z = 63

=—=7
g

1
==(7-1)=3
y 2( )
x=—-14—2-3+4-7=8

Reseni je opét celo¢iselné. Charvat et al. (2009, s. 110) dodavaji, e rovnici
—3y + 6z = 33 mohli ,,vyd¢lit tfemi a vyménit ji s druhou rovnici. Vypocty by pak byly
pon¢kud jednodussi, museli bychom vsak psat vétsi mnozstvi soustav. Zalezi na vas, cemu
date prednost.” Uvadi tedy, Ze existuje i1 jiné vhodné feSeni a tato feSeni porovnavaji, co se

tyCe poctu krokt a jednoduchosti vypocti.

Nasleduji dvé podobné soustavy rovnic. Prvni soustava rovnic
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x+y—2z=-2\2
2x + 2y +3z =32
5x + 5y + 4z = 42

j€ nejprve upravena na tvar

x+y—2z=-2V2
z=v2.

Z tohoto tvaru vSak neni urCeno feSeni soustavy, ale je nejprve upraven na typ rovnice

(2.4.2):

x—2z+y=-2V2
z+ 0y = \/E,
z n¢hoz je urCeno feseni. Je zde tedy uvedeno feSeni soustavy tii rovnic o tfech neznamych

vedouci na typ soustavy (2.4.2), ktera ma nekonecn¢ mnoho feSeni. Dal$i uvedena soustava

rovnic je podobna:

x+y-—2z=-2V2
2x + 2y +3z =32
5x + 5y + 4z = /2.

Je zde tfeSena podobnym zpiisobem, jako soustava piedchozi, ale je zde ziskana rovnice
0z + 0y = —3v2. Soustava tedy nema feSeni. Moznym autorskym zamérem bylo
porovnat dvé témeét totozné soustavy, pricemz jedna mé nekonecné mnoho feSeni a druha
zadné. Zaroven je zde poprvé zafazena soustava obsahujici iraciondlni ¢isla, koeficienty

jsou zde celociselné a v feSeni neni tfeba vyuzit lomenych vyrazi.

Nasleduje feseni rovnice 2x + 0 -y — z = —1, tedy soustava typu (2.4.3). Autofi uvadéji,
ze soustava ma nekonen¢ mnoho feSeni a stejn¢ jako u soustavy (2.4.3) voli y az
libovolné a dopocitavaji x pomoci téchto parametra.

Nasledné¢ uvadi druhy zpasob feSeni, rovnici prevadi do tvaru —z+2x+0-y =—1

a v zapisu mnoziny feSeni neznamé x a y voli libovolné a z je zde dopocitano. Autofi
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uvadi, ze volit x a z a dopocitat y nelze. Odivodnéni zlstava na Zacich, ptfipadné na
uciteli.

Nasledné Charvat et al. (2009, s. 113) uvadéji dilezitou poznamku: ,,Pfi trose zkusenosti
a dobrém piehledu neni nezbytné nutné piesné se drzet uvedeného obecného navodu
a vyjadfovani mnozin viech fedeni zpiisobem pouzitym pro soustavy (1), (2), (3)'*. Cimz
autofi indikuji, Ze v predchozich tfech soustavdch neni tfeba zaménovat neznamé

a mnozinu feseni tak 1ze urcit intuitivné. To zde ale pienechévaji ,,zkuSenym®.

Naésleduje slovni tloha o smésich: ,,Mame k dispozici 20%, 30% a 40% roztoky n¢jakeé
kyseliny. Kolik kilogramti kterého roztoku musime smichat, abychom dostali 15 kg 35%
roztoku?* (Charvat et al., 2009, s. 113). Pocty jednotlivych roztok jsou oznaceny

neznamymi x, y, zZ a ze zadani ulohy plyne soustava rovnic:

x+y+z=15
20x + 30y + 40z = 35 15.
Ta je zde upravena na soustavu:
x+y+z=15
2y + 4z = 45.
Autofi opét voli parametr z a x, y je zde urCeno pomoci tohoto parametru. Zamérem této
ulohy bylo ukazat vyuziti soustavy vedouci na typ (2.4.2) v praxi.
Na zavér je uvedeno feSeni soustavy Ctyf rovnic o Ctyfech nezndmych:
x+y—2z+u=-5
2x+2y—z—u=2
3x+y+z+u=28
X—y+z—u==6.

Tato soustava je rovnéz vyfeSena presn¢ dle algoritmu. ReSeni je celoCiselné a postup také
neobsahuje lomené vyrazy. Koeficienty u neznamych jsou nizk4 ¢&isla, coz napomaha

nizkému poctu krokli u postupu. Autoii pravdépodobné zaradili tuto soustavu aby

14V této praci jsou uvedeny jako soustavy (2.4.1), (2.4.2), (2.4.3).
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prezentovali Gaussovu elimina¢ni metodu na soustavé obsahujici vice rovnic a vice

neznamych.

V ucebnici Matematika pro stfedni Skoly (Cizlerova et al., 2013) je uvedena Gauss-
Jordanova metoda ve vedlej$im sloupci v ramecku Vite, Ze?. Nazev metody zde neni piimo
uveden, autofi ji nazyvaji feSenim pomoci matic. K demonstraci je vyuzita jiz jednou

feSena soustava rovnic

a+b—-2c=0
a—b—8c=0
3a + 5b + 4c = 4,

0
o)
4

Soustava je zde feSena piesn¢ podle algoritmu uvedeného v publikaci Matematika pro

kterd je zde prepsana do matice nasledovné:

1 2 =2
(11 s

3 5 4

Gymnadzia (Charvat et al., 2009), 1isi se tedy od intuitivniho feSeni s¢itaci metodou, které je

uvedeno v hlavni ¢asti uCebnice. Soustava je pievedena na tvar

1 0 0|5
0 1 0/-3})
0 0 11
Z n¢hoz je urCeno feSeni: a =5,b=—3,c=1. Postup zde neni vysvétlen, ani

komentovan, je vSak proloZen Ciniteli, kterymi jsou nasobeny jednotlivé fadky a Sipkami
znacicimi soucet dvou fadkl. Z divodu nekompletnosti uvedenych informaci usuzuji, ze
zde byla tato metoda uvedena pouze jako zajimavost. Jako jedind z uvedenych
sttedoskolskych ucebnic vSak uvadi Gauss-Jordanovu metodu, nikoli Gaussovu a zaroven

demonstruje feSeni pomoci matic.

V Piehledu stiedoskolské matematiky (Polak, 2008) je Gaussova elimina¢ni metoda
uvedena v podkapitole vénované soustavé tii rovnic o tfech nezndmych. Autor uvadi, ze
tuto soustavu lze feSit metodou dosazovaci, srovnavaci a scitaci, ale Gaussova eliminacni

metoda je vyhodnéjsi. Metoda je zde demonstrovana bez vyuziti matic, soustava je zde
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prevedena na tzv. trojuhelnikovy tvar. Polak (2008, s. 274) zde uvadi postup, tzv. piimy
chod GEM:

1. Rovnice dané soustavy usporadame tak, aby koeficient 1. nezndmé
v 1. rovnici byl bud’ 1, anebo jiné ¢islo rizné od nuly — v tomto piipadé 1.
rovnici timto ¢islem vydélime, ¢imz dostaneme rovnici s koeficientem

1 u 1. neznamé.

2. Od 2. a 3. rovnice odecteme takové ndsobky upravené 1. rovnice, aby se

v nich po odecteni eliminovaly ¢leny z 1. neznadmou.
3. Obdobn¢ eliminujeme ¢len s 2. nezndmou ve 3. rovnici.

Ze ziskané soustavy linearnich rovnic v trojihelnikovém tvaru ur¢ime jiz
snadno jeji feSeni timto postupem (zvanym zpétny chod GEM): ze 3. rovnice
vypo¢teme kofen z pak dosazenim do 2. rovnice kofen y a nakonec po

dosazeni do 1 rovnice koten x.
Tento postup je zde demonstrovan na soustaveé rovnic

9x + 5y — 2z =15
8x +6y+3z=15
3x =7y +4z = 27.

Soustava ma jedno celociselné feseni, postup vsak obsahuje lomené vyrazy. Postup uz neni
demonstrovan na soustavach rovnic, které maji nekonecné mnoho feSeni nebo Zadné
feSeni, autor vSak uvadi pozndmku, Ze tyto moznosti mohou nastat. Na zavér je uvedena
poznamka, ze tuto metodu lze zapisovat struénéji pomoci matic a Ze ji lze pouZit na
soustavy tfi a vice rovnic o tiech a vice neznamych. To miize byt pro zaky matouci,
protoZe tuto metodu lze pouZit 1 na soustavu dvou rovnic o libovolném poctu nezndmych

a na soustavu rovnic obsahujici dvé neznamé.

Vysokoskolska skripta k pfedmétu Linearni algebra (Barto & Ttma, 2023) nejprve na

prikladu ukazuji, jak pfevést soustavu na tzv. odstuprniovany tvar. Soustava

2x1 + 6x, + 5x3 = 0
3x1 + sz + 18x3 = 33
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le + 4x2 + 1OX3 == 16

je prevedena pomoci ekvivalentnich uprav (prohozeni dvou rovnic, vyndsobeni néjaké
rovnice nenulovym c¢islem n a pficteni n-nasobku jedné rovnice k jiné rovnici) prevedena

na soustavu

x1+2x2+ SX3= 8
—x2+3x3= 9

x3=2.

Posléze je feSeni této soustavy dopocitano tzv. zpétnou substituci. Soustava ma jedno
celocCiselné feSeni. Tato soustava zde byla zafazena pro demonstraci ekvivalentnich uprav
a zaroven demonstraci odstupfiovaného tvaru. Zminéné ekvivalentni upravy jsou v feSeni
znazornény vSechny, uloha tak byla zifejm¢ zadana zamérné. Nejprve je tfeti rovnice
nasobena Cislem %, pric¢emz koeficienty v rovnici ztistanou celoCiselné a u prvni neznameé

je ziskan koeficient 1. Tato rovnice je z tohoto diivodu prohozena s prvni rovnici. Nasledné
autoti prechdzi k eliminaci nezndmych pomoci pfi¢itdni n-nasobku jedné rovnice k jiné.
Lze zaznamenat, ze autofi zde vyuzivaji ekvivalentni upravy ,,pfi¢teni n-nasobku jedné
rovnice k jiné rovnici“ a nikoliv ,pfi¢teni n-ndsobku jedné rovnice k n-ndsobku jiné
rovnice®, tedy vzdy upravuji jednu z rovnic obsahujicich nezndmou, kterou se chystaji

eliminovat, tak aby byl u této neznamé koeficient 1 nebo —1.

~ ™

Nasledné autoii definuji matici a rozsifenou matici a znazoriuji feSeni predchozi soustavy
rovnic v maticovém zapisu. Jednotlivé kroky feSeni jsou zde totozné, matice je tedy
pfevedena do fadkové odstupiiovaného tvaru. Autofi rovnéz uvadéji vyhody maticového

zéapisu a to prehlednost a zkraceni zapisu.

Dale autofi uvadéji soustavu tii rovnic o tfech neznamych, kterd méa nekonecné mnoho

feSeni. Soustava

1 4 3|11
1 4 5|15
2 8 3l16

1 jeji feSeni je uvedeno v maticovém zépisu. Soustava je pomoci vySe uvedenych Uprav

vyfesena nasledovné:
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1 4 3
(145

2 8 3

11 1 4 3
15>~<0 0 2

16 0 0 -3

11 1 4 3
4 |~10 0 2
—6 0 0 O

Z tohoto tvaru je soustava zapsana opét nematicovym zapisem

11
AR !

x1+4x2+3x3 = 11
2x3=4‘

a je urceno feSeni pomoci parametru x, = t. Nasledné autofi uvadéji 1 feSeni zapsané
pomoci parametru x; = S a porovnavaji oba zapisy feSeni. Miizeme pozorovat, Zze oproti
stfedoskolskym ucebnicim tato publikace neznamou volenou libovolné nazyva parametr

a parametr je zde oznacen odliSnym pismenem nez nezndma.

Zaroven si miizeme povSimnout, zZe v poslednim kroku, tedy v poslednim ptepisu matice je
vynechan nulovy fadek, ¢imz jsou zménény rozméry matice. Piestoze tento krok nemeéni

mnozinu feseni, neni uveden mezi ekvivalentnimi upravami a miize tak studenty zmast.

Nasleduje soustava rovnic, jejiz feSeni je tfeba zapsat pomoci vice nez jednoho parametru.
To autofi demonstruji na soustave tii rovnic o péti nezndmych, kterd je zapsana i vyfeSena

maticove nasledovné:

0 0 1 0 2|-3 1 2 -1 3 02

<2 4 -1 6 2|1 >~<2 4 -1 6 2|1 >~
1 2 -1 3 012 0 0 1 0 2I-3
1 2 -1 3 02 1 2 -1 3 02

<0 0 1 0 2 —3>~<0 0 1 0 2 —3)
0 0 1 0 2I-3 0 0 0 0 oo

Autofi nasledné nezapisuji soustavu bez pomoci matic, ale urcuji pivoty a za ostatni
neznamé voli parametry x, = t,, x4 = t,, x5 = ts. Déle urCuji feSeni pomoci zpétné
substituce. Oproti pfedchozimu ptikladu nejsou parametry zapsany rozdilnymi pismeny,
ale je zvolena kombinace pismena a ¢isla v dolnim indexu. Zaroven zde neni v zapisu

feSeni vynechan nulovy fadek, coz opét mize u studentii vyvolat otazky.

Tento a piedchozi ptiklad byly zatazeny nejen pro demonstraci Gaussovy eliminacni
metody, ale 1 pro znazornéni feSeni pomoci parametrii. V publikaci je tedy uvedeno

ilustracni feSeni soustavy s jednim feSenim, snekonetné mnoha feSenimi a jednim
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parametrem a s nekone¢né¢ mnoha feSenimi a vice parametry. Soustava s zddnym feSenim

zde neni uvedena, nicméné ve shrnuti kapitoly je uvedeno jak takovou soustavu poznat.

Autofi uvadéji, ze z posledni feSené soustavy by mél byt vidét obecny postup Gaussovy
elimina¢ni metody, ktery nasledné uvadeji. Postup dale neni demonstrovan na konkrétnich

prikladech.

Gauss-Jordanova metoda je v této publikaci rovnéz uvedena, ovSem pouze v kontextu
hodnosti matice, neni piimo doporucena pro feSeni soustav rovnic, zaroven zde neni

demonstrovana na zadné soustave rovnic.

V ucebnici Linedrni algebra zanglického Linear Algebra: Concepts and Methods
(Anthony & Harvey, 2012) je vyklad Gaussovy a Gauss-Jordanovy metody spojen. Autofi

tyto metody nerozliSuji, vnimaji je jako jednu metodu, ktera je zndma dvéma nazvy.

Nejprve je zde uveden algoritmus pro prevedeni rozSifené matice na fadkove

odstupniovany tvar. Ten je prolozen feSenim dvou soustav zapsanych v rozSifené¢ matici:
1 1 1 3 0 0 2 3
(AIB)=(2 1 1 4|(BIB)=(0 2 3 4.
1 -1 2 5 0 0 1 5

Lze vypozorovat, ze maticovy zapis soustavy neobsahuje ¢aru délici matici koeficientl
a vektor/matici pravych stran. To mlze byt matouci pro ¢tenafe jinych publikaci, ktefi jsou

zvykli zapisovat rozsifenou matici s rozdélovaci ¢arou.

Matice jsou pfevedeny na tvar

1 1 1 3 01%2

A|lB) = B|B) =
(alBy={o 1 1 2J(BIBY={; 3 4
0 0 1 5

Nasledné je na nové pievedené matici ( A|B ) ukazana zpétna substituce a je ziskano Feseni
této soustavy. Autofi tak ukazuji, Ze 1ze kdykoliv soustavu piepsat zpét z maticového tvaru
a vyfesit jinym zptisobem.

Soustava ma jedno celociselné feSeni. Nasledné autofi uvadi postup pro redukovany
fadkové odstupnovany tvar, pfi¢emz postup je prokladdn pievadénim obou vyse

uvedenych soustav na tento tvar. Z tohoto tvaru nasledné autofi ziskavaji feSeni soustav.
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U prvni soustavy je feSeni totozné sieSenim pomoci pirevedeni do tadkove
odstupniovaného tvaru a zpétné substituce. U druhé soustavy autofi ukazuji a zdlvodiuji

nefesitelnost soustavy.

Tyto soustavy byly zvoleny tak, aby na nich bylo mozné demonstrovat a odavodnit
vSechny kroky Gaussovy a Gauss-Jordanovy eliminace, tedy dle této publikace algoritmus
pro ziskani fadkové odstupiiovaného a redukované¢ho fadkoveé odstupniovaného tvaru.
Zaroven jsou pomoci téchto piikladl porovnany soustavy, které maji jedno feSeni a Zadné
feSeni.

Autofi konstatuji, Ze Gaussovu eliminaci lze pouzit pro jakykoliv pocet rovnic

a nezndmych v soustavé. Znovu ji ilustruji na soustavé rovnic

X+ x;+x3 + x4 +x5 =
2X1 + Xy + X3+ X4 + 2x5 =

xl_xZ_x3+X4_+x5=

BT b W

x1+x4+x5=

Tato soustava je pievedena na redukovany fadkove odstupnovany tvar

1 0 0 01 1
01100 -1
0 001 0 3
0 000 0 O

a autofi urcuji feSeni pomoci parametrt.

Pomoci této soustavy autofi znazoriiuji soustavu, ktera ma nekonecné¢ mnoho feSeni
a zaroven feSeni zapsané pomoci parametri. Zaroven je zde sdéleno, jak pracovat

s nulovym fadkem.

Touto soustavou fesené piiklady ur¢ené k demonstraci Gaussovy elimina¢ni metody konci.
Autofi uvadi, ze soustava muze mit jedno feSeni, nekone¢né mnoho feseni nebo zadné
feSeni a predkladdaji dikaz tohoto tvrzeni. Pfedchozi priklady tedy neslouzily pouze

k demonstraci Gaussovy elimina¢ni metody, ale i jako ptiklady demonstrujici toto tvrzeni.

Shrnuti

54



Mnozinu feSeni z matice soustavy lze ziskat naptiklad Gaussovou eliminaci a zpétnym

dosazenim ziskanych kofent nebo Gauss-Jordanovou eliminaci.

Gaussova a Gauss-Jordanova eliminace je vhodné pro soustavy tii a vice rovnic. U dvou
rovnic bychom volili spiSe metodu s¢itaci. VSechny rozebirané zdroje metodu demonstruji
na soustavé tfi a vice rovnic. Metoda je vhodna u soustav, kde si nejsme jisti poctem feSeni
a je pro nas vhodné vyuzit Frobeniovu vétu. Zaroven je vhodné tuto metodu pouzit
urozsahlych soustav rovnic, kde vSechny rovnice neobsahuji vSechny neznamé.
Srovnanim rovnic do rozsifené matice a zameénénim fadki tak, aby byla matice co nejblize
odstupfiovanému tvaru, zachovame piehlednost (Barto & Tima, 2023). Je vyhodné pouzit
tuto metodu u soustav, kde je vice rovnic nez neznamych. Radky se ndm zde vynuluji nebo

ziskame neplatné rovnosti, a proto snadnéji ur¢ime feseni.

Gaussovu eliminaci bychom volili zejména u koeficienti ve tvaru zlomku, vysokych ¢isel
a obecn¢ tam, kde by bylo dokoncit feSeni Gauss-Jordanovou metodou naro¢néjsi kvili
tvaru koeficientd. Jelikoz obé metody zaciname stejné, mizeme si vybrat, jak budeme
pokracovat az po dokoneni Gaussovy eliminace. Zaroven miZeme kdykoliv v prib&hu
feSeni matici pievést zpét na soustavu rovnic a dofeSit ji jinymi metodami.

(Anthony & Harvey, 2012)
Explicitné feSené charakteristiky:
e obor fesitelnosti soustavy rovnic

e pocet rovnic a nezndmych

e pocet feseni jednotlivych soustav, pocet volenych parametra
Charakteristiky ptikladd, které jsou relevantni, ale na které autofi explicitné neupozoriiuji:

e zapis soustavy (demonstrace metody bez vyuziti maticového zapisu: Charvat et al.,
2009; Polak, 2008)

e pojmenovani nezndmych rovnice (v n€kterych pifipadech je soustava zaddna pouze
v maticovém zapisu a autoifi oznaceni neznamé uveiejiiuji az v zaveru feSeni; Barto
& Tama, 2023; Anthony & Harvey, 2012)

e maticovy zapis soustavy neobsahuje Caru rozdé€lujici matici koeficientli a matici

pravych stran (Anthony & Harvey, 2012)
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Dalsi charakteristiky popsanych piikladu:

e koeficienty u neznamych jsou vétSinou celé Cisla a soustavy maji celoCiselna feseni
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Zavér
V praci je shrnut postup metod feSeni linearnich rovnic, konkrétné metody dosazovaci

a srovnavaci, scitaci, grafického teSeni, Gaussovy eliminacni metody a Gauss-Jordanovy

elimina¢ni metody.

Cilem préace bylo analyzovat feSené ulohy a jejich parametry ve vybranych ucebnicich
matematiky. Analyza je zaméfena na parametry, které maji piiklady a jejich feSeni
spolecné a kterymi se 1isi. Mezi analyzované parametry patii zejména koeficienty ¢lent
rovnic, obor feSitelnosti rovnic, volba konkrétnich krokii postupu, pocet rovnic a pocet
neznamych v soustave, pocet feSeni soustavy, poradi proménnych a jejich pojmenovani,

efektivita feSeni a minimalizace poctu kroku pfi feseni.

V praci jsou zatazeny ptiklady ze tii stfedosSkolskych ucebnic matematiky a dvou publikaci
urcenych studentiim vysokych Skol. Pivodnim zamérem bylo zafadit do analyzy vice
vysokoskolskych publikaci, ale vétSina téchto publikaci obsahuje pouze Cast metod, které

zde nejsou demonstrovany na konkrétnich prikladech.

Prace je vhodna zejména pro ucitele matematiky na stfednich skolach. Na tuto praci by se

dalo navéazat analyzou feSeni nerovnic a jejich soustav ve stfedoskolskych ucebnicich.
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