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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva mnoZinami bodl v rovin€ s konstantnim pomérem vzdalenosti od
bodl a piimek a zkouma jejich konstrukéni a analytickd odvozeni. Systematicky rozebira
vSechna mozna zadani (bod — bod, pfimka — pifimka, bod — pfimka), pfic¢emz postupuje od
vzdalenych od dvou bodu je osa usecky. Ve druhé kapitole ¢inim totéz pro dvé primky
a vysledkem je osa uhlu, resp. osa pasu. Tteti kapitola bude vénovana konstantnimu
poméru vzdalenosti od dvou bodl, kde bude vysledkem kruznice. Ve Ctvrté kapitole se
zaméfime na konstantni pomér vzdalenosti mezi dvéma pfimkami. V paté kapitole se
budeme zabyvat vzdalenosti mezi bodem a pifimkou a vysledkem bude parabola. V
posledni kapitole prozkoumame konstantni pomér vzdalenosti mezi bodem a piimkou,

vysledkem bude elipsa, resp. hyperbola.

Kazd4 kapitola je rozdélena do dvou zdkladnich ¢asti: V prvni casti provedeme
konstrukéni odvozeni dané mnoziny bodu a dokazeme, Ze se jedna o tyto mnoziny. Druha
cast pak je vzdy vénovana konkrétnim piikladim feSenym analyticky, coz umozni
presnéjsi a obecnéjsi popis mnozin bodl, a nasledné obecnému analytickému odvozeni

pomoci vhodného umisténi do soustavy soufadnic.

Dalsi dulezitou soucasti prace je srovnani stfedoSkolskych definic vyslednych
geometrickych utvara s jejich mnozinovymi definicemi. Toto srovnani odhaluje rozdily
v pouziti téchto definic, kde mnozinové definice popisuji vlastnosti vSech bodl v roving.

Oproti tomu stiedoskolské se Casto omezuji pouze na jednu ¢ast mnoziny bodu.

Cilem této prace je nejen poskytnout uceleny prehled o riznych metodach feSeni mnozin
bodii s danymi vlastnostmi, ale také ukazat, jak mohou pokrocilé¢ analytické metody
obohatit vyuku matematiky na stfednich Skolach a pfispét k hlubSimu pochopeni

geometrickych problému ¢tenafi.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This thesis deals with sets of points in the plane with a constant ratio of distances from
points and lines, and examines their constructional and analytical derivations.
It systematically analyzes all possible cases (point — point, line — line, point — line),
proceeding from simpler to more complex scenarios: In the first chapter, we derive that the
set of points equidistant from two points is the perpendicular bisector of the segment
connecting the points. In the second chapter, we derive the same for two lines, resulting in
the angle bisector, or the bisector of the strip between the lines. The third chapter will
focus on the constant ratio of distances from two points, where the result will be a circle. In
the fourth chapter, we will focus on the constant ratio of distances between two lines. The
fifth chapter will deal with the distance between a point and a line, resulting in a parabola.
In the final chapter, we will explore the constant ratio of distances between a point and

a line, where the result will be an ellipse or a hyperbola.

Each chapter is divided into two main parts: In the first part, we perform the constructional
derivation of the given set of points and prove that it constitutes these sets. The second part
is always dedicated to specific examples solved analytically, allowing for a more precise
and general description of the sets of points, followed by a general analytical derivation

through appropriate placement in the coordinate system.

Another important aspect of this work is the comparison of high school definitions of the
resulting geometric shapes with their set-based definitions. This comparison reveals the
differences in the use of these definitions, where the set-based definitions describe the
properties of all points in the plane. In contrast, the high school definitions often limit

themselves to only a part of the set of points.

The aim of this thesis is not only to provide a comprehensive overview of different
methods for solving sets of points, with given properties, but also to demonstrate how
advanced analytical methods can enhance the teaching of mathematics in high schools.
This contributing to a deeper understanding of geometric problems between high school

students.
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Uvod

Mnoziny bodl dané vlastnosti (anglicky set of points nebo také locus, mnozné ¢islo loci)
jsou zakladnim pojmem v geometrii. Zaci se s timto pojmem mohou setkat jiz v Sesté tiidé
na zakladni Skole, avSak k podrobnéjsSimu vysvétleni dojde az na stiednich Skolach. Proto
je cilem této prace je vytvoreni vyukového materidlu, ktery bude pouzitelny ve
sttedoskolské vyuce matematiky. Materidl bude obsahovat teoretické i praktické casti
zaméiené na systematické zpracovani vSech moznosti mnozin bodi s danou vlastnosti, kde

je konstantni pomér vzdalenosti. Tento vyukovy material zahrnuje nasledujici body:

Podrobné vysvétleni zakladnich pojmG a definic tykajicich se mnozin bodl

s konstantnim pomérem vzdalenosti.
Prezentace zakladnich prikladl a diikaza vlastnosti téchto mnozin bodu.

Postupny rozbor konkrétnich typti mnozin bodd podle obtiznosti uvedeno nize

v rozdéleni prace.

Vytvofeni knihy v softwaru GeoGebra, kterd bude obsahovat interaktivni animace

konstrukeci jednotlivych vySetfovanych mnozin bodi.

Reseni krok za krokem konstrukci, které umozni studentiim snadno pochopit principy

a vlastnosti t€échto mnozin.

Prace bude strukturovana tak, aby postupné vedla studenty od zakladnich az po
pokrocilejsi koncepty, ¢imZ jim umozni systematicky budovat své znalosti a dovednosti

v oblasti geometrie.

Uptesnéme si, co se mysli pojmem mnoZina bodi dané vlastnosti je. ,,MnoZzinou bodi dané
vlastnosti nazyvame takovou mnozinu boda, pro kterou plati, ze kazdy bod této mnoziny
mé danou vlastnost a zaroven kazdy bod, ktery ma danou vlastnost, je bodem této

mnoziny.” (Moravcova, 2021, s. 111). Zde v uvodu uvedeme nékolik ptikladt téchto
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mnozin, kterym se v praci nebudeme podrobné vénovat. Jedna se o0 znamé mnoziny bodd,

jako je Thaletova kruznice, ekvidistanta pfimky a kruznice a dalsi.

My se budeme vénovat vztahiim mezi dvéma body, mezi dvéma pfimkami a mezi pfimkou

a bodem. Konkrétné se budeme zabyvat nasledujicimi mnozinami:

1y

2)

3)

4)

5)

6)

Mnozina bodii stejné vzdalenych od dvou bodii: V této kapitole prozkoumame, jak
vypadd mnoZina vSech bodu, které jsou stejné¢ vzdalené od dvou pevnych boda.
Toto téma nas zavede k pojmu osy usecky a bude urcitou rozcvickou pied
MnozZina bodu stejné vzdalenych od dvou primek: V této kapitole se zamétime na
urceni a vlastnosti mnoZiny bodu, které maji stejnou vzdalenost od dvou riznych
ptimek. To nas dovede k pojmiim osa thlu a osa pasu mezi témito ptimkami.
MnozZina bodu s konstantnim pomérem vzdalenosti od dvou bodii: Zde budeme
studovat body, které jsou usporddany tak, ze pomér jejich vzdalenosti od dvou
pevnych bodi je konstantni. V této kapitole tak zobecnime mnozinu zkoumanou
v kapitole 1. Dojdeme k zavéru, ze vyslednou mnozinou bude kruznice, ktera
se v tomto kontextu nékdy doplituje ptizviskem Apolloniova.

Mnozina bodu s konstantnim pomérem vzdalenosti od dvou primek: V této kapitole
se zamétime na body, které maji konstantni pomér vzdalenosti od dvou raznych
piimek. Vysledky budou podobné jako v kapitole 2.

Mnozina bodu stejné vzdalenych od bodu a primky: Tato kapitola se vénuje
mnozin€é bodud, které jsou stejné vzdalené od pevného bodu a pevné piimky.
Vysetfovani tohoto piipadu nas zavede k pojmu parabola.

Mnozina bodu s konstantnim pomerem vzdalenosti od bodu a primky: V zavérené
kapitole prozkoumame, jak se definuje a jaké vlastnosti m4d mnoZina bodu, kde
pomeér vzdalenosti od pevného bodu a pevné piimky je konstantni. Rozdélime si ji
na tfi podkapitoly zavisejici na parametru k. Budeme vySetfovat tfi ptipady, kde

k = 1,k = (0; 1) vysledkem bude elipsa a k > 1, kde bude vysledkem hyperbola.

Nyni uvedeme objekty, které budeme analyzovat, a specifikujeme, kde se s nimi miizeme

ey ee
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na zékladni Skole. Studenti se zde uci zaklady geometrie, které zahrnuji zakladni
konstrukce a vlastnosti geometrickych objektd. Kruznice, parabola, elipsa, hyperbola.
geometrickymi a algebraickymi koncepty. VétSina z téchto pojma je vSak probirana
detailn¢ji az na vysoké Skole, kde je studium geometrie a analytické geometrie
intenzivngj$i. Dale mnoziny boda z kapitoly 4 se vétSinou ve stiedoskolskych ucebnich
planech neuvadéji a jsou Casto opomijeny i na vysokych Skolach, pokud se nejedna

o specializované kurzy geometrie.

V této praci se zamé&fime na riizné typy mnozin bodit dané vlastnosti. Kazda kapitola bude
rozdélena do dvou hlavnich ¢asti. V prvni ¢asti prace se budeme zabyvat konstrukci
mnoziny bodu, které maji specifickou geometrickou vlastnost. Zde se zaméfime na
zékladni principy a metody, které ndm umozni systematicky identifikovat tyto body
ajejich vzijemné vztahy nasledované dokazanim dané hypotézy. Druhd cast bude
vénovana konkrétnim piikladim, které pomohou k lepSimu pochopeni teoretickych
principil, které jsme si popsali v prvni ¢asti. Tyto ptiklady ndm pomohou vidét, jak se
teoretické koncepty aplikuji v praktickych situacich.Nésledné se zaméfime na analytické
obecné feSeni, kde se pokusime nalézt obecné vzorce a feSeni pro dané mnoziny bodi.
Provedeme porovnani definic ze stiedoskolskych ucebnic fady Matematika pro gymnazia
nakladatelstvi Prometheus, dily Planimetrie (Pomykalova, 2018) a Analyticka geometrie
(Kocandrle, 2009), a tady Matematika pro stredni Skoly nakladatelstvi Didaktis, dil
Planimetrie (Vondra, 2019). Pro srovnani s vysokoskolskymi definicemi pak pouzivame
skripta Zdaklady planimetrie pro ucitelské studium (Moravcova, 2021), kterd jsou

1 elektronicky dostupna.

Dtive byly mnoziny bodl dané vlastnosti dohledatelné pod ndzvem geometricka mista
bodu. O nich se mizeme docist ve stejnojmenném dile geometricka mista (VySin, 1950),
vénujici se ptfikladim, které prohlubuji a rozSifuji tento pojem, a jejich pouziti pro
konstrukce. Analytické feSeni mnozin bodi muzeme naleznout v dile Jak vysetiujeme

geometricka mista metodou souradnic (Koman, 1966). Ze soucasn¢jsi literatury miizeme

zminit naptiklad Zaklady planimetrie pro ucitelské studium (Moravcova, 2021). Pro dalsi
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procviCeni ptikladi mizeme vyuzit Shirky uloh k Zakladiim planimetrie pro ucitelské

studium od stejné autorky. (Moravcova, 2023)

V celé préaci, neni-li feceno jinak, uvazujeme body v roviné¢ vybavené standardni
eukleidovskou metrikou, tedy v tzv. eukleidovské rovin€. Dale se také v praci nebudeme
zabyvat specialnimi ptipady, kdy zadané objekty splyvaji (tj. dva totozné body ¢i dveé

totozné ptimky)

Veétsina obrazkl je autorem vytvofena pomoci GeoGebry, s vyjimkou obrazka pouzitych
v ditkazech kruznice, elipsy a hyperboly. U kazdé konstrukce bude ptilozen odkaz na
animaci konstrukce dané mnoziny bodti. Zde naleznete odkaz na knihu v GeoGebfte, ktera

obsahuje kompletni seskupeni téchto animaci.
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1. MnoZina bodu stejné vzdalenych od dvou bod( - osa tsecky

Zatnéme nejjednodusSim piipadem, kde vySetfime mnozinu bodl, které jsou stejné

vzdalené od dvou pevné zadanych pevnych bodi A4 a B, tj.
{X: |AX| = |BX|}

Vysledkem je dle o¢ekavani osa usecky AB.
1.1 Konstruk¢ni feSeni

1.1.1 Odvozeni hypotézy
Priklad 1.1: VySetfete mnozinu vSech bodil stejné vzdalenych od pevné danych bodla A

aB.

Reseni: V konstrukénim feseni vyjdeme z mnozinové definice. Zvolme body 4 a B napt.
ve vzdalenosti 6. Jeden bod, spliiujici pozadovanou vlastnost, je ziejmy. Stfed isecky AB
tedy |AX| = |BX| = 3, ozna¢me ho X;. Zamysleme se, jak nalezneme dal§i body? Zvolime
pevné danou vzdalenost a najdeme body s touto vzdalenosti pomoci kruznic. Polomér
kruznic mé smysl uvazovat vét§i nez vzdalenost od stiedu. Zvolme vétsi vzdalenost, nez je
stied usecky, napt. |AX| = |BX| = 3,5. Kruznice se protnou ve dvou bodech X,,X;.
VyzkouSime i dalsi hodnoty |AX| = |BX| = {4; 4,5; 5}, kde po fadé oznacime dalsi body.

14



Obrazek 1: Konstrukce osy usecky

Popis konstrukce symbolicky:

|AB| =6

|AX1| = |BX1| =3
ky(4;3,5); k(B; 3,5)
X, X5 € ky N ky
k3(A; 4); ky(B; 4)
X, Xs € ks Nk,
ks(A; 4,5); ke(B; 4,5)
X X, € ks N kg

©® N o 1k W N

Obdobn¢ pro nasledujici body vykreslené v obrazku.

Kdybychom pokracovali v konstrukci dalSich bodl, vidéli bychom jak se body postupné

vykresluji do pfimky. Konstrukci dal$ich bodi ponechame Ctenafi.
Zde Ctenaf nalezne animaci vyse uvedené konstrukce v GeoGebie.
Nyni si uvedeme definice:

Definice 1.1 (Osa usecky, Prometheus): ,,Pfimka, kterd prochazi sttedem usecky a je k ni

kolma, se nazyva osa usecky.” (Pomykalova, 2018, s. 21).
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Definice 1.2 (Osa usecky, Didaktis): , Pfimka, kterd prochazi sttedem usecky a je k ni

kolma, se nazyva osa uisecky.“ (Vondra, 2019, s. 18)

Ob¢ ucebnice udavaji v zdkladnich pojmech osu usecky totozng€. V pozdéjsi kapitole

s nazvem Mnoziny bodl dané vlastnosti udavaji i jeji mnozinovou definici.

Definice 1.3 (Osa usecky, Prometheus): ,,Osa usecky AB je mnozina vSech bodu, které

maji od danych boda A, B stejnou vzdalenost.* (Pomykalova, 2018, s. 90)

Definice 1.4 (Osa usecky, Didaktis): ,,Mnozina bodl v rovin¢ p, které maji stejnou

vzdalenost od danych bodl A a B, je osa usecky.“ (Vondra, 2019, s. 85)
Definice osy usecky mtizeme najit i ve vysokoskolskych ucebnicich.

Definice 1.5 (Osa usecky, MFF): ,Osa usecky je piimka kolméd k dané usecce

prochdzejici jejim stiedem.“ (Moravcova, 2021, s. 112)

Tato vysokoskolskéa uc¢ebnice udava definici osy usecky v prvni kapitole zékladnich pojmit
opét jako pfimku prochézejici sttedem tsecky a kolmou na ni. Pozdé&ji jako mnoZinu bodd.

(Moravcova, 2021, s. 112)

1.1.2 Dikaz

Uvedeme si zde kratky diikaz, kde dokdzeme, Ze kazdy bod této mnoziny spliiuje danou
vlastnost a zadny jiny ji nema.

Ditkaz: ,,Mé&me tGsecku AB a jeji osu 045, ktera je mnozinou boda X, pro néz plati |[AX| =
|BX|. Chceme dokazat, Ze 045 prochézi sttedem AB a 045 L AB. Pro stied S usecky AB
plati, ze |AS| = |BS|, tedy S € 045. Uvazujme libovolny bod P € 045 A P # S. Potom A
ASP =A BSP podle véty sss a tedy také |«xASP| = |&XBSP|. Zaroven vsak jsou uhly ASP
a BSP vedlejsi, proto |<ASP|+ |&BSP| = 180° . Odtud plyne, Ze |XASP| =90° a tedy
o045 1 AB.“ (Moravcova, 2021, s. 30-31)
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Obrazek 2: Ditkaz osy uhlu

Po zvoleni bodu nelezicim na ose Usecky jiz jasn¢ vidime, Ze dany bod nesplituje danou

vlastnost.
1.2 Analytické feSeni

1.2.1 Konkrétni priklady
Priklad 1.2: Vysetfete mnozinu bodi {X: |AX| = |BX|}.

Reseni: Pouzijeme vzorec pro vzdalenost dvou bodi |XY| =/(x; — ¥1)% + (x, — ¥,)?
a dosadime zadané hodnoty do rovnice.:
|AX| = |BX|
Va2 +y2=(x —6)% +y?
x2+y2=(x—6)%+ y?
x>+ y?=x2—-12x+ 36+ y?
12x = 36

x=3

Ve druhém kroku jsme obé€ strany rovnice umocnili. Obecné se nejedna o ekvivalentni
upravu. Zde tomu tak ale je, protoze oba vyrazy pod odmocninou jsou pro vSechny
hodnoty x a y nezdporné. Déle v textu jiZ tuto Gpravu zminiovat nebudeme. Pfesto miZzeme

udélat zkousku. Dosazenim x = 3.

V32 +y2=JB-6)%+y?
V9 +y% =9 +y2
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9+y2=9+4y?
0=0

Vidime, Ze rovnice ma nekonecné mnoho feSeni a ze y miize byt libovolné.

Vysledkem je tedy ptimka p: x = 3, coz je dle ocekavani osa usecky AB.

=@

AB

OBRAZEK 3: OS4 USECKY PR. 1.2

Priklad 1.3: VySetiete mnozinu bodt {X: |AX| = |BX|}, A[—1,2] a B[4, —5]

Reseni: Stejné jako v predchozim piikladu pouZijeme vzorec pro vzdalenost dvou

bodt, a dosadime zadané hodnoty.:
|AX| = |BX|
\/(x+1)2+(y—2)2 =\/(x—4)2+(y+5)2
x+1D2+ @y —-2)2=x—-4)?+(y+5)?
x24+2x+14+y?—4y+4=x2-8x+16+y?+ 10y + 25
10x — 14y —36 =0
5 =7y —18 =10

Vysledkem je ptimka p: 5x — 7y — 18 = 0 (viz Obrazek 4: Osa tsecky pft. 1.)

oy . v < o s . 18 18
Na zavér muzeme jeSt¢ dopocitat priseciky sosami x a y. P, [? ;0], P, [O;—7

a zakreslime graf do soustavy soufadnic.
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Obrazek 4: Osa usecky pr. 1.3
Ovétime, ze vysledna ptimka je skute¢né osou usecky podle stfedoSkolské definice (def.
1.2), tj. ze je kolmé k iseCce AB a prochazi stiedem S,5. Z definice normalového vektoru
vime, Ze je na smérovy vektor kolmy. Pro ov&feni pouZijeme vektor AB = (5; —7) a z nj
udélame smérovy vektor u = (7;5) a za normalovy dosadime vektor z piimky p,

oznaime ho v = (5; —7). Vypoc&itame skalarni soucin té&chto vektoru.:

u-v

(5:7+(=7)-5)
0

<l
U
Il

Skalarni soucin vektorit u, v vysel roven nule a tim jsme ovéfili Ze jsou kolmé. Posledni,

co nam schazi je ovéfit, zda stfed iseCky Syp € 0. To zjistime dosazenim soufadnic sttedu

Sup = E;— Z] do rovnice piimky p: 5x — 7y — 18 = 0:

53 7(3) 18=0
5 =

2

15+21 36

2 2 2
0=0

Ovétili jsme Ze bod Sy € 0. Tim mame ovérenou platnost stfedoskolské 1 mnozinové

definice.
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1.2.2 Obecné odvozeni
Priklad 1.4: Vysettete mnozinu bodi {X: |AX| = |BX|}, Alay,a,] a B[by, b,].

Reseni:

|AX| = |BX]|

VO —a)? + (7 — ap)? =/ (x —b))? + (y — b,)?
(x—a)*+(—ax)> == b))+ (y —by)?
x% —2a;x + a? +y* — 2a,y + a3 = x*> — 2b;x + b? + y* — 2b,y + b?
(—2a,x + 2byx) + (—2a,y + 2b,y) + a? + a3 —b? + b5 =0
(=2ay + 2by)x + (—2a, + 2by)y + a2 + a3 —b? + b2 =0
Ur¢ime konstanty e = (—2a, + 2b,), f = (—2a, + 2b,)ag = a? +a3 — b2 + b3 .

ex+fy+g=0

Vysledkem je obecna rovnice piimky.
Ovéfime spravnost vypoétu dosazenim hodnot z pfikladu 1.3, kde A[—1,2], B[4, —5].

Vypocitame koeficienty e, f, g:

e = (—2a, + 2b;)
e=(-2-(-1)+2-4
e=10
f = (=2a; +2b;)
f=(-2-2+2(-5)
f=-14
g = a® +a3 —b?+b3
g= (12422 -4 — (-5
g = —36
Dosadime zpét do rovnice:

ex+fy+g=20

10x — 14y —36 = 0
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Sx —7y—18=10

Vysledek je shodny s vysledkem z ptikladu 1.3. Mizeme tedy fict, Ze obecny vypocet byl

spravny.
Priklad 1.5: VySettete mnozinu bodt {X: |AX| = |BX|}

Reseni: Na rozdil od predchoziho ptikladu, kde jsme body A, B volili obecné, si nyni
zvolime body A, B bez ijmy na obecnosti tj. A[0; 0], B[d; 0]

|AX| = |BX|

Va4 y? = (x —d)? + y?
x?+y?2=(x—d)?+y?
x2+y? =x%—2dx +d? + y?
0= —2dx +d?

0=—-2x+d

X=E

Zaver: Volili jsme |AB| = d, a zjistili jsme, Ze vysledkem je piimka p: x = gprochézejici
sttedem usecky AB.

Jeste jednodussi volbou bez ijmy na obecnosti bodii 4, B by bylo zvolit body
o soufadnicich A [— % ; O] ,B [% ; O]. Vypocet ponechame ¢tenafi. Vysledkem by méla byt

pfimka totozna s osou y soufadnicového systému.
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2. MnoZina bodu stejné vzdalenych od dvou pfimek - osa uhlu,
osa pasu

V této kapitole se budeme zabyvat mnozinou bodl v roving, které jsou stejné vzdalené od

dvou danych ptimek p a g, tj.:

{X: |Xp| = |Xql}

Postupovat budeme obdobné jako v predchozi kapitole. Nasim cilem bude identifikovat
a analyzovat mnoZinu vSech bodd, které splnuji tuto podminku. Zamétime se na konstrukei

této mnoziny, jeji geometrické vlastnosti a jeji analytické vyjadieni.

Na rozdil od pfedchoziho pfipadu z minulé kapitoly musime feSeni rozlisit na dva ptipady,

kdy jsou ptimky p a g riiznobézné a kdy jsou rovnob&zné.
2.1 Konstrukéni feSeni

2.1.1 Odvozeni hypotézy — riznobézky

Priklad 2.1: Mé&me dvé riznobézné piimky v roving a jejich prisecik V. Najdéte mnozinu
vSech bodu stejné vzdalenych od obou ramen thlu s vrcholem V.

Reseni: Nejprve je potieba si uvédomit, jak nalezneme body, které jsou stejné vzdalené od
obou pfimek. K tomu vyuzijeme definici kruznice jako mnoziny vsech bodu, které jsou
stejné vzdalené od pevného bodu. V tomto ptipad¢ bude timto pevnym bodem bod V, ktery
je vrcholem uhlu. Pro zacatek sestrojime libovolnou kruznici k4 (V;r), kde r je libovolna
vzdalenost. Tato kruznice bude mit s pfimkou p dva priuseciky X;, X, a s ptimkou q rovnéz
dva priseciky X3, X, . Nyni vybereme pouze dva z téchto bodt, konkrétné X;, X5. Pro dalsi
krok sestrojime dvé kruznice, kazdou s jednim z vybranych bodi jako stifedem. Tedy
sestrojime kruznici k,(X;; 1) a kruznici k3(X5; 1), je stejny pro obé kruznice. Je dilezité,
aby tyto kruZznice mély alespoii jeden spolecny bod. Nasledné nalezneme priiseciky téchto
dvou kruznic k, a k;. Ozna¢me tyto pruseciky jako body Y; a ¥,. Tyto body Y; a ¥, jsou

body, lezi stejn¢ vzdalené od obou piimek.

Tento postup zopakujeme jesté jednou s jinymi pocateCnimi poloméry kruznic k,,k, = k5.
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Obrazek 5: Konstrukce osy uhlu

Popis konstrukce symbolicky:
1) pkq;VEPNq
2) ky(V;1) 7 je libovolné
3) X, X, €Ek;Np; X3, X, €k, Ng
4) ky(Xq;1); ks(Xs;510) r; volime tak, aby k, a k; méla prinik
5) Yi,Y5 €k, Nky

Zopakujeme né¢kolikrat kroky 2 az 5.

Kdybychom opakovali tento postup stale dokola s riznymi poloméry, vidéli bychom, jak
se mnoZzina vyslednych bodl vykresli do pfimky. Tuto pfimku nazyvdme osa Uhlu o
prochézejici vrcholem V, délici uhel na dva shodné uhly. Zde ¢tendf nalezne odkaz na

konstrukci v GeoGebie.
Nyni si uvedeme definice osy thlu.

Definice 2.1 (Osa dhlu, Prometheus): ,,Osa uhlu je poloptimka s po¢atkem ve vrcholu

uhlu, ktera uhel rozdéli na dva shodné thly.” (Pomykalova, 2018, s. 15)

Definice 2.2 (Osa uhlu, Didaktis): ,,Osa uhlu je polopiimka s pocatkem ve vrcholu uhlu,
ktera uhel rozdéli na dva shodné thly.* (Vondra, 2019, s. 13)
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Obé& ucebnice udavaji v zadkladnich pojmech osu thlu totozné. A v pozdéjsi kapitole

s nazvem Mnoziny bodl dané vlastnosti udavaji jeji mnozinovou definici.:

Definice 2.3 (Osa udhlu, Prometheus): ,Mnozina vSech bodi, které maji stejnou
vzdalenost od dvou danych rtznobézek a, b, jsou osy 03,07,03,0; uhlu sevienych

ruznobézkami a, b.“ (Pomykalova, 2018, s. 94)

Definice 2.4 (Osa hlu, Didaktis): ,,Mnozinou bodl v rovin¢ p, které¢ maji od danych
ruznobézek p, q stejnou vzdalenost, je dvojice kolmych ptimek, na kterych lezi osy vSech

Ctyt uhlu urcenych riznobézkami p, q.“ (Vondra, 2019, s. 86)

Definice 2.5 (Osa uhlu, MFF): ,MnoZzinu bodi v roving, které maji stejnou vzdalenost od

danych riznobézek a, b nazveme osu riiznobezek a, b.“ (Moravcova, 2021, s. 114)

2.1.2 Diikaz — riiznobézky
Nyni tedy dokdZzeme, ze mnoZinou bodu stejné vzdalenych od dvou riiznobézek jsou

skute¢né ptimky, které jednotlivé uhly rozd€luji vzdy na dva shodné.

Duikaz provedeme pouze pro jeden thel sevieny t€émito piimkami. Zbyvajici tfi osy uhli by

se fesily obdobn¢.

Ditkaz: M¢jme dvé riznobézné piimky p a q svirajici uhel a s prasecikem v bod¢ V

a jejich osu o, ktera je mnozina bodu X, pro které plati | Xp| = |Xq]|.

Chceme dokazat, Zze osa o déli tihel a na dva shodné thly. Uvazujme libovolny bod P €
oANP #V. Zbodu P spustime kolmici na ob& pfimky. Prisecik kolmice a piimky p
ozna¢me A, prusecik kolmice a pfimky q oznaéme B. Z definice vime, Ze |AP| = |BP|.
Sestrojme A VAP a A VBP. Dale vime, ze tthly <VAP = <VBP = 90° a tiseka |V P| je
pfepona obou trojuhelnikii. Z toho vyplyva, Ze A VAP ~A VBP, podle véty sus. Mlzeme

a

tedy fict, ze uhly «AVP = «BVP = —

>

24



Obrazek 6: Dukaz osa uhlu

2.1.3 Odvozeni hypotézy — rovnobézky
Priklad 2.2: Mé&me dvé rizné rovnobézné piimky v rovin€. Naleznéte mnozinu vSech

bodt stejné vzdalenych od obou primek.

Reseni: Pro konstrukéni feseni vyjdeme z definice osy pasu (def. 2.4). Zvolime na jedné
z ptimek libovolny bod A, vedeme timto bodem kolmici a nejdeme priisecik s druhou

piimkou B

PouZijeme znalost definice osy usecky. Vime ze vzdalenost |AB| bude stejna at’ zvolime
bod A kdekoliv na pfimce. V dal§im kroku budeme postupovat stejné jako pii hledani osy
usecky. Zacneme tim, Ze z bodu A i bodu B narysujeme kruznici se stejnym polomérem 7.
Tento polomér musi byt vétSi nebo roven poloving vzdalenosti |AB|, aby se kruznice
mohly protnout. Nyni najdeme priseciky téchto dvou kruznic, které oznac¢ime jako body
X, a X,. Tyto body X; a X, lezi na ose useCky AB a jsou stejné vzdalené od bodi A 1 B.
Poslednim krokem bude pifimka uréend body X;,X,, kterd je mnozinou bodi stejné

vzdélenych od obou ptimek p, q.
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Obrazek 7: Konstrukce osy pasu

Dano: dvé rovnobézné rizné piimky p a g
Popis konstrukce:

1) Aep

2) rLlpATr€EA

3) BeETrng

4) ki(4;7);k2(B5T) ==
5) Xl’XZ € k1 N k2
6) X1X, =0 0 je osa pasu pitimek p,q

Vysledkem je pfimka prochazejici sttedem tsecky AB. Odkaz na konstrukci v GeoGebte

zde.
Nyni si uvedeme definice osy pasu.:

Definice 2.6 (Osa pasu, Prometheus): ,Mnozina vSech bodi, které maji stejnou
vzdalenost od dvou danych rovnobézek a, b (a # b), je osa o pasu (a, b). {X € p;|Xa| =
|Xb|} = 0.“ (Pomykalova, 2018, s. 94)
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Definice 2.7 (Osa pasu, Didaktis): ,,Mnozinou bodl v roviné p, které¢ maji od danych
rovnobézek p,q stejnou vzdalenost, je osa rovinného pasu 0. M = {X € p; | Xp| = |Xq|}.«

(Vondra, 2019, s. 86).
Definice se odliSuji pouze znacenim rovnobézek.

Definice 2.8 (Osa pasu, MFF): ,Mnozinabodt v rovin¢, které maji stejnou vzdalenost od
danych navzajem rtznych rovnobézek a, b, nazveme osou rovinného pdsu uréeného

primkami a, b.*“ (Moravcova, 2021, s. 113)

2.1.4 Diikaz — rovnobézky
Nyni tedy dokédzeme, ze mnozinou bodu stejné vzdalenych od dvou rovnobéznych piimek

je skutecné pfimka, kterd je rovnobézna s ptimkami a prochazi presné mezi nimi.

Ditkaz: Mé&me dvé rizné rovnobeézné piimky p a q a jejich osu pasu o, kterd je mnozina
bodu X, pro néz plati |Xp| = |Xq|. Chceme dokazat, Ze o je rovnobézna s ptimkami p, q
a zaroven je stejn¢ daleko od obou pfimek. Uvazujeme libovolny bod P € o. Spustime
kolmici z bodu P na obé¢ pfimky. Prusecik kolmice a pfimky p oznacme A, a prisecik
kolmice a pfimky q oznaéme B. Vznikne ndm Usecka AB. Bod P se stfedem useCky AB
a osa pasu jim prochazi. Ovéfime, zda je osa pasu také osou Usecky AB. Dlikaz provedeme
obdobné jako v kapitole 1. Uvazujme libovolny bod X € 045 A X # P. Potom A APX =A
BPX podle véty sss a tedy také |XAPX| = |XBPX|. Zaroven vSak jsou thly APX a BPX
vedlejsi, proto |XAPX| + |<BPX| = 180° . Odtud plyne, ze |[XAPX| = 90° a tedy 045 L

AB. A tedy i osa pasu p a q je stejné vzdalena od obou piimek.
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p
P X
¢
0
B
q

Obrazek 8: Osa pasu diikaz

2.2 Analytické FeSeni

2.2.1 Konkrétni priklady — riiznobézky

Priklad 2.3: Naleznéte mnozinu bodt {X:|Xp| = |Xq|}, p:x+y—-5=0aq:7x—y —
3=0.

Reseni: Nejprve si ukazme vzorec pro nalezeni vzdalenosti bodu od piimky. Obecné

méjme ptimku p:ax + by + ¢ = 0 a bod A[a,, a,]. Z téchto vztahii dosadime do vzorce:

laa; + ba, + c|

|Ap| =

Ted’ dosadime za naSe zadané hodnoty:

x+vy—5
xpl = 220
12 + 12
7x —vy—3
|Xq|=I y — 3]

V22 +(=3)2

Polozime tyto dvé rovnice do rovnosti

lx+y—5 [7x—y—3]
VIZ+ 12 774 12
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Ix+y—5] [7x—y—3]
V2 5v2

Vynasobime celou rovnici 5v2 a dostaneme:

S5x +y—-5|=|7x —y — 3|
Odstranime absolutni hodnoty a vzniknou nam dv¢ rovnice:

a) 5(x+y—-5)=Tx—y—-3)
b) 5(x+y—-5)=—(7x—y—3)
VyfeSme nejprve prvni rovnici:
5(x+y—-5)=Tx—y—-3)
S5x+5y—-25=7x—-y—-3
2x—6y+22=0
x—3y+11 =0

Ted’ se podivame na rovnici druhou:

5(x+y—-5)=—-(7x—y—3)
5x +5y—25=-7x+y+3
12x+4y—-28=0
3x+y—-7=0

Dostali jsme rovnice dvou ptimek, které jsou osami uhli piimek p a q

0:x—3y+11=0

0,:3x+y—7=0
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Obrazek 9: Osy uhlu pr. 2.3

Kdybychom jiz predem védé€li, Ze mnozina bodi stejné vzdéalenych od dvou piimek je
ptimka délici thel mezi témito pfimkamina dva shodné thly, mohli bychom tento problém

elegantné fesit pomoci vektort. UkaZzeme si, jak na to:

Priklad 2.4: Vysetfete mnozinu bodd {X: |Xp| = [Xql|}, p:x+y—-5=0aq:7x —y —
3=0

Reseni: Jak jsmesi jiz fekli vyse, vysledkem je pfimka délici uhel mezi pfimkami p a g na
dva shodn¢ uhly. Pro feSeni budeme potfebovat zjistit smérové vektory piimek. Z obecné

rovnice pfimky miiZzeme jednoduse zjistit normalovy vektor z koeficientl a a b.
Vektory:
Normalovy vektor piimky p z koeficientl a,b je n,= (1;1)

Normalovy vektor piimky q z koeficientd a,b je ng= (7;—1)

Smérovy vektor dostane prohozenim soufadnic a zménénim znaménka jedné soutradnice:

Smérovy vektor piimky p je s,= (—1; 1) nebo 5,= (1; —1)

Smérovy vektor ptimky q je s;= (1;7) nebo s;= (—1;-7)
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Ted tyto vektory potiebujeme secist. Abychom je mohli secist, musi mit stejnou velikost.
Proto je pfepiSeme na jednotkové vektory. Jednotkové vektory jsou vektory se stejnym
smérem a stejnou velikosti jedna. Toho dosdhneme tak, Ze kazdy vektor vydélime jeho
vlastni velikosti. Jakmile mame oba vektory pfevedené na jednotkové, mizeme je snadno
seCist, protoze maji stejnou velikost. Tento krok nam umozni najit vysledny vektor, ktery
bude smérovym vektorem piimky délici uhel na dva shodné thly. Pouzijeme smérové

vektory 5,= (—1;1) as;= (1;7)
Velikost vektoru:

Is;| =J/(D2+12=+2
57| = V12 + 72 = V50 = 5v2

Jak jsme si jiz tekli, pro ziskani jednotkového vektoru vydélime vektor jeho velikosti

a dostaneme:

Jednotkovy vektor z s, = U = (— —; i)

Jednotkovy vektor zs; = v = (— : _)

Secteme:

W=ﬁ+ﬁ:<

L1 o1, 7)_( 2\/7_6\5)
V2 5V2'V2 52 5°5
Ziskali jsme smérovy vektor ptimky délici tthel na dva shodné uhly. Zbyva posledni ¢ast,

o7 27)

vytvofit normalovy vektor k vektoru w. Normalovym vektorem bude 7, = ( i

Poté je potieba zapsat obecnou rovnici ptimky a dopocitat koeficient ¢. Pro dopocitani
koeficientu ¢ musime dosadit bod leZici na pfimce. Tim bude prisecik ptimek p a q.
X[1; 4]. Pro zkraceni postupu si jen prise¢ik uvedeme, vypocet pienechame ¢tenafi. Dale
dosadime bod X a normalovy vektor 7, do obecného piedpisu piimky a dopo&itame
koeficient c.

ax+by+c=0

Dosazeni normalového vektoru:
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T Xt Ytes
Dosazeni pruseciku p, q:
6v?2 22
2 1 B2 om0
5 5
142
‘TS
Dosadime do zpét do rovnice:
6vV2  2V2 142
5 Xt 5y 5 =0

6x+2y—14=0
3x+y—-7=0

Miuizeme si vSimnout, ze vysledek je stejny jako pii pfedchozim vypoctu. Musime dat
ovSem pozor, protoze timto zpisobem dostaneme pouze jednu osu. Pro vypocet druhé osy
pouzijeme smérové vektory s,= (1;—1) a s;= (1;7). Zjistime, Zze vysledkem je druha
osa. Vypocet ponechame Ctenafi. Tento postup neni jednodussi nez piedchozi, jsou ale

ptipady, kdy tento postup bude rychly a efektivni.

2.2.2 Obecné odvozeni — riznobézky
Priklad 2.5: VySetfete mnozinu bodi {X: |Xp| = |Xq|}, kde p a q jsou riznobézné piimky.
Reseni: Vhodné zvolime piimky p:y = 0 a g: sin(2¢) x — cos(2¢) y = 0
Dosadime do vzorce:
|Xpl = 1Xq|

] | sin(2g)x — cos(2¢) y|
y =
Jsin2g + cos?g

lyl = | sin(2¢) x — cos(2¢) y|

Reseni rozdélime na dva ptipady:

1) y =sin(2p)x —cos(2p)y
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2) y = —(sin(2¢) x — cos(2¢) y)
Prvni ptipad:
y =sin(2¢) x — cos(2p) y

sin2p)x —y —cos(Qp)y =0
sin(2p) x — y(1 + cos(2¢)) =0

Vyslednd osa o0;:sing - x —cose@-y =0. To ndm vSak nic moc nefekne. Zkusime
z ptimky vytvofit normélovy a smérovy vektor.
5, = (sin(2¢) ; =1 — cos(2¢))
So; = (14 cos(2¢) ;sin(2¢))
Pomoci vzorci pro goniometrické funkce zkusime piepsat smérovy vektor:
S0, = (1 + cos?¢ — sin®@; 2sin ¢ cos )
S0, = (2cos?*@; 2sin ¢ cos )
S0, = (cos@ ;sing)
Ze smérového vektoru napiSeme obecny tvar rovnice piimky. o;:sing-x—cos¢@ -y = 0.
Druhy pftipad:
—(sin(2@) x — cos(Zp) y) =y
—sin(2p)x —y +cosp)y =0
—sin(2g) x — y(1 —cos(p)y) =0
Vysledna osa 0,: —sin(2¢) -x —y(1 — cos(2¢) -y) = 0. Stejné jako v pFedchozim

piipadé¢ nalezneme normalovy a smeérovy vektor piimky a pomoci vzorcl pro

goniometrické funkce upravime.

Ny, = (—sin(2¢) ;=1 + cos(2¢))

Sop = (=1 + cos(2¢) ; sin(2¢))
= (=1 + cos?¢@ — sin®; 2sin ¢ cos @)
So, = (—2sin®; 2sin ¢ cos @)

S0, = (—sing; cos )
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Ze sméroveého vektoru napiSeme obecny tvar rovnice piimky 0,: cos@- x — sin@ -y = 0.
Vime Ze 0, by méla byt kolma k o0,. Kolmost ovétfime pomoci skaldrniho souc¢inu dvou
vektord.

So1 " S0, = (cos@ - (= sing) + sing - cos@) = 0
Vidime, ze kolmost os plati. Posledni vlastnost, kterou musi osy splilovat, Ze déli thel na

dva shodné uhly. V§imnéme si, Ze toto je splnéno. Pokud se podivame na piedpis piimky

q:sin(2p) - x — cos(2¢p) -y =0ao0,:sinp-x—cos@-y = 0.

2.2.3 Konkrétni priklady — rovnobézky
Priklad 2.6: VySetfete mnozinu bodi {X: |Xp| = |Xql|}, p:x+y—12=0aq:x+y+
2=0
Reseni: Pouzijeme stejny vzorec jako v predchozim ptikladu:
laa; + ba, + c|

Jai+ a3

Dosadime do vzorecku nase zadané hodnoty:

|Ap| =

lx +y — 12]
V1% + 12

lx +y + 2|
V12 412

|Xp| =

|Xql| =

Polozime tyto dvé rovnice do rovnosti:

Ix+y—-12] |x+y+2]|
VIZ+ 12 V12 412

Ix+y—12] |x+y+2|
vz V2

lx+y—121V2 = |x +y + 2|2

lx+y—12| = |x +y + 2|
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Odstranime absolutni hodnotu a feSeni musime rozdé€lit na dva pfipady pro rovnost,
protoze absolutni hodnota miize byt rovna kladnému i zépornému vyrazu. Kdybychom toto

nezohlednili nenalezli bychom vS§echna feSeni.

) x+y—-12)=(x+y+2)

2) x+y—-12)=—(x+y+2)
Nejprve prvni rovnice:

x+y—-12)=(x+y+2)
—-12=2

Vidime, ze nema feSeni.
Druhé rovnice:

x+y—-12)=—-(x+y+2)
x+y—12=—x—-y—2
2x +2y—10=0
x+y—5=0

Vysledkem je piimka, ktera je osou pasu piimek p a q

AN

1o T \\5\\ :

Obrazek 10: Osa pasu pr. 2.6

0:x+y—-5=0
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Pii feSeni tohoto piikladu mizeme opét vyuzit vypo€ty pomoci vektorl. Stejné jako pfi
vypoctu osy thlu mizeme vychézet z predpokladu, Ze mnozina bodu stejn€ vzdalenych od
obou rovnobéznych ptimek je ptimka lezici pfesné mezi nimi. Ze zadani lze snadno urcit
normalovy vektor ptfimek p a g, ktery je pro obé pfimky stejny, protoze jsou rovnobézné
a maji stejny smér. Presnéji feceno, kdyz mame dvé rovnobézné ptimky, jejich normalovy
vektor je shodny. Tento vektor ndm umozni jednoduse urcit polohu ptfimky, ktera je
rovnomérné vzdalena od obou plivodnich pfimek. Tato vlastnost je klicova pfi feSeni,
protoze poskytuje jasnou piedstavu o problému a umoziuje vyuzit vlastnosti vektord

k nalezeni pozadovaného vysledku.

Normalovy vektor piimek je 7 = (1; 1). Pro samotny vypo&et nam staci ur¢it bod, kterym
vyslednd pfimka prochézi. Tento bod zjistime jednoduse tak, ze nalezneme priseciky
pfimek p a g s osou x. Praseciky jsou P[12; 0] a Q[—2; 0]. Vime, ze vysledna piimka

prochazi piesné mezi témito body, takze nalezneme jejich stied Spq[5; 0].
Nyni k samotnému vypoctu:
Z normalového vektoru 71 = (1; 1) napiSeme obecnou rovnici ptimky o:x + y + ¢ = 0.
Pro zjisténi koeficientu ¢ pouze dosadime bod Sp
x+y+c=0
54+c¢c=0
c=-5

Koeficient ¢ dosadime zpét do rovnice 0: x + y — 5 = 0. Vidime, ze se nam vysledek
shoduje s postupem feSeni z ptikladu 2.3. V tomto ptikladu je vypocet pomoci vektort

o dost jednodussi.
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2.2.4 Obecné odvozeni — rovnobézky
Priklad 2.7: Vysetfete mnozinu bodi {X: |Xp| = |Xq|},kde p a q jsou rizné rovnobézné
ptimky zadané p:ax + by+c=0aq:ax + by+d = 0.

Reseni: Dosadime zadané hodnoty do vzorce pro vypodet vzdalenosti bodu od pfimky:
|Xpl = 1Xq|

lax + by +c| |ax + by + d|

va? + b? Vva? + b?

lax + by + c| = |ax + by + d|

Musime rozdélit vypocet na dva piipady pro rovnost, protoze absolutni hodnota muize byt
rovna kladnému i zdpornému vyrazu. Kdybychom toto nezohlednili nenalezli bychom

vSechna feSeni.

1) ax+by+c=ax+by+d
2) ax+by+c=—(ax+by+d)

Prvni ptipad:

ax +by+c=ax +by+d

Q
I
QU

V tomto pfipadé je feSenim prazdnd mnozina. Pfipad ¢ = d by znamenal, Ze ptimky p a q

jsou totozné, coz jsme obecné¢ vyloudili v uz v tvodu prace.
Druhy ptipad:
ax + by +c=—(ax + by +d)
ax +by+c=—-ax—by—d

2ax +2by+c+d=0
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c+d_

5 0

ax + by +
Resenim je piimka, ktera je osou pasu p,q. Abychom ze dvou rovnob&znych piimek se
stejnymi koeficienty a, b zjistili jejich osu staci se zaméftit na koueficienty c, d a zjistit
jejich pramér.
Ukazme si, zda funguje obecny vzorec, ktery jsme odvodili na hodnotach z ptikladu 2.6:
pix+y—12=0aq:x+y+2=0

Zamétime se, jak jsme si uvedli vySe pouze na koeficienty ¢, d a vypocitame jejich primér.

c+d -12+2

2 2 =5

Dosadime zpét do rovnice s koeficienty a a b. Vysledkem je osa pasu o:x +y —5=10

(viz Obrazek 1010)
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3. MnoZina bodu s konstantni pomérem vzdalenosti od dvou

bodu - kruZnice

V této kapitole se budeme zabyvat mnozinou bodl v roving, které maji konstantni pomér
vzdalenosti od dvou pevné danych bodi A4 a B, tj.:
|XB|

Po tpravé mozno zapsat 1 takto:
{X: |XB| = k|XAl}
Tento zapis definuje tzv. Apolloniovu kruznici. (Moravcova, 2021, s. 121)

Pokud dosadime za k = 1, nastane ptipad, ktery jsme jiz fesili v prvni kapitole, tj. osa
usecky. Na vyslednou mnozinu se také mizeme podivat jako na ptimku, kterd je
zobecnénd kruznice (s ,,nekone¢nym polomérem*, resp. nulovou konstantni kfivosti). Pro
k = 0 by byl vysledkem pouze jeden jediny bod. Budeme tedy uvazovat nezdporné
hodnoty k a zaroven k rizna od 0 a 1 pozd¢ji vySetiime Ze jde o kruznici presnéji

Apolloniovu kruznici.

3.1 Konstruk¢ni reseni

3.1.1 Odvozeni hypotézy
Priklad 3.1: VySetiete mnozinu bodt {X: |XB| = 2|XA|}

Reseni: Nejprve si pojd'me uvédomit slovy co mame zaddno. Mnozinovy piedpis ze zadani
si miizeme piepsat a fict si Ze hleddme mnoZinu bodd, které maji dvojnasobnou vzdalenost
od bodu B, nez od bodu A. Zvolme si libovolnou velikost Gse¢ky AB, napi. |AB| = 6.
Kdyz se podivame na zadéni, tak rovnou mizeme jednoduse urcit dva body X; a X, lezici
na piimce AB. Prvni bod ziskame tak, ze rozdélime usecku AB na tii stejné dily. V tomto
ptiklad¢ je postup i vysledek trividlni, kazdy dil bude mit velikost dva. Nize v popisu

konstrukce si uvedeme, jak rozdelit libovolnou usecku na tii stejné dily. Bod X; lezi na
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prvnim dilku od bodu A. Druhy bod X, lezi ve vzdalenosti |AB| od bodu A na opacné
strané nez bod B. Jinymi slovy |X;A| = 2 a |X,A| = 6.

2
)
®
]

Obrazek 11: Apolloniova kruznice krajni body
Dalsi body ziskame za pomoci kruznic, z bodu A narysujeme kruznici k4 (4, 7), kde r = 3,
a zbodu B kruznici k,(B,2r). Kruznice k; a k, se protnou ve dvou bodech X3, X,. Pro
dalsi body zvolime jiné poloméry r, = 4, r; = 4,5, r, = 5, r5 = 5,5 a vytvofime kruznice
z bodi A,B se stejnym predpisem k,(A,7), k,(B,2r). Vzniknou body
X5, Xg,X7,Xg, Xo, X109, X11,X12. Muzeme si vSimnout, ze body, které dostavame
pfipominaji kruznici. Kdybychom volili pro r libovolnou velikost v intervalu (2,6)

dostaneme dal$i body kruznice. Ponechame Ctenafi.
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Obrazek 12: Konstrukce Apolloniovy kruznice

Déno: usecka AB

Popis konstrukce rozdéleni usecky na tii stejné dilky:

L
II.

1L

VL
VIL

AC € ANAC ) AB A XCAB = 45° hel CA miiZe byt i jiny

,(4;2);Y, €, nAC r=2 je zvolen mnou, miZe byt
samoziejme jiny. Vysledek bude stejny.

1,(Yy;2);Y, € 1, N AC

15(Y,;2); Y, € I3 N AC

Y;B

e;llY3BAe, €Y,; Z, €Ee; NAB

e, | Y3BAe, €Yy; Z, Ee, NAB



Obrazek 13: Rozdéleni usecky na tvi stejné dily
Nyni se zaméfime na samotny popis konstrukce mnoziny bodd ze zadani. Navazeme na

popis vyse.

1) ky(A;7 = |ABI); X, € ky N AB

2) ky(4;3),k3(B;6); X3, X4 € ky Nksy
3) k4(A;4),ks(B;8); X5, Xg € ky N ks
4) k¢(A;4,5),k,(B;9); X, Xg € kg Nk,

Obdobn¢ pro dalsi body.

Vyslednd mnozina je Apolloniova kruznice. Odkaz na konstrukci v GeoGebie naleznete

zde
Nyni si uvedeme definice kruznice:

Definice 3.1 (KruZnice, Didaktis): ,,Mnozinou bodl v roviné¢ p, které maji od dané¢ho

bodu S danou vzdalenost r, je kruznice k(S;r).“ (Vondra, 2019, s. 84)

Definice 3.2 (Kruznice, Prometheus): ,,Kruznice k(S;r) je mnozina vSech bodu, které

maji od daného bodu S danou vzdalenost r.“ (Pomykalova, 2018, s. 90)

Definice se shoduji.
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Definice 3.2 (Kruznice, MFF): , Kruznice je mnozina bodu lezicich ve vzdalenosti r od

bodu (stfedu) S.* (Moravcova, 2021, s. 45)

3.1.2 Dikaz

Uvedeme si zde dikaz.

Diitkaz: Cely diikkaz i s obrazky je prevzaty z u¢ebnice (Moravcova, 2021, s. 122-123)

Nejprve ukdzeme, ze spliuje-li bod X dany vztah, potom je prvkem kruznice k nad
praumérem CD. Body C, D nalezneme na pifimce AB pomoci podobnych trojihelnikl (viz
Obrazek 14). Mimochodem, se jedna o body, jejichz délici pomér vzhledem k bodim A, B

je rovenk, resp. —k, a pro k # 1 je lze vzdy sestrojit.

A

1
A C \1/3 D

Obrazek 14: Konstrukce bodu C a D

Predpokladejme, ze pro bod X rGzny od C, D plati % = k. Ved'me bodem B piimku

rovnob&znou s AX (viz Obrazek 15). Jeji prisecik s ptimkou CX ozna¢me E. Z podobnosti

trojuhelniktt AXC a BEC (uu; shodnost dvojic thla plyne ze shodnosti vrcholovych uhli,

a z rovnobé&znosti ptimek) plyne Y T - N |BE| = |BX|.Trojuhelnik BEX
IBE| ~ |BC| |BX|

je tedy rovnoramenny a dle véty. Vnitini thly trojuhelniku pfilehlé k zdkladné€ jsou shodné

plati |*BXE| = |%BEX].

Obrazek 15 Rovnoramenny trojuhelnik BEX
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Obdobné z podobnosti trojuhelniki ADX a BDF, kde F je prusecikem piimek BE a DX,

odvodime rovnost |BF| = |BX|. Poté bude velikost thlt pti vrcholech F a X zvyraznénych

na obrazku 13 shodna.

Obrdazek 16: Rovnoramenny trojuhelnik BFX

Dle véty: ,,Velikost vnéjsiho thlu pii vrcholu A trojuhelniku ABC je rovna souctu velikosti
vnitinich Ghla pfi vrcholech B a C* (Moravcova, 2021, s.28) je 2|«xBXC| + 2|XBXD| =
|«F BX| + |«XBE|. Uhly FBX a XBE jsou vedlejsi, proto |&F BX| + |<XBE| = 180°,
atedy |¥XBXC| + |¥BXD| = 90°. Bod X proto nalezi Thalétové kruznici k nad tiseCkou
CD (viz Thalétova véta, Moravcova, 2021, s. 51). Dale je tieba ukazat, ze kazdy bod
kruznice k ma pozadovanou vlastnost. Uvazujme libovolny bod Y € k, tedy |«CYD| =
90° . Ozna¢me po fad¢ E,F praseCiky ptimek CY , DY s ptimkou vedenou bodem B

rovnobézné s pitimkou AY (obr. 14).

Obrazek 17: K druhé casti ditkazu Apolloniovy kruznice
Z podobnosti dvojic trojuhelniklt ACY , BCE a ADY , BDF (uu) vyplyva rovnost poméri

vl _ 140l _ g ML 1Ay tedy |BE| = |BF|. Jelikoz je |&DYC| = 90° = |<FYE],
BE| _ |BC]| |BD| — [BF|

lezi bod Y na Thalétové kruznici t nad EF, atedy |BE| = |BY |.
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|[AY | _ |AC|

Jiz vime, ze BE| = iBC| = k. Dosadime-li za |BE| vyraz |BY|, dostavime pozadovany

AY
vztah lavl_ k.
|BY |

3.2 Analytické reSeni

3.2.1 Konkrétni priklady
Priklad 3.2: VySetfete mnozinu bodi {X: |XB| = 2|XA|}, A[6,0] a B[0,0]
Reseni: Dosadime zadané body do vzorci:
|XB| = 2|XA|
\/m=2 (x — 6)% + y?
x2+ y? = 4[(x? — 12x + 36) + y?]
x2 4+ y? = 4x? — 48x + 144 + 4y?
3x2 —48x + 144 +3y2 =0
3(x2 —16x)+3y*+144=0
3[(x —8)2—64] +3y2+ 144 =0
3(x —8)2—192+3y2+144=0
3(x —8)%2 +3y%2 =48
(x—8)2+y?=16
V patém kroku pouzijeme postup pro doplnéni na ¢tverec a potom déale upravujeme

rovnici. Vysledna rovnice je ve sttedovém tvaru kruznice.

Ze stiedového tvaru rovnice kruznice miuZzeme snadno urcit soufadnice stfedu kruznice

S[8,0] a polomér r = 4.

Zjistime priseciky s osami a nalezneme néjaké zajimavé body, abychom mohli zakreslit do
soustavy soufadnic. Priise¢iky s osou x mame dva X, [4; 0], X, = [12; 0]. Pruseéiky s osou
y nemd. Déle mizeme urcit dals$i dva body pomoci soutfadnic stfedu kruZznice a poloméru

kruznice, a to tak Ze k y soufadnici stiedu pfi¢teme a odeéteme r, X5[8; 4] a X,[8; —4].
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Obrazek 18: Kruznice pr. 3.2

Priklad 3.3: Napi$te rovnici mnoziny vSech bodd, které maji od bodu C[4,7] tfikrat vétsi
vzdalenost nez od bodu D[8, —1]. Ukazte, Ze touto mnoZinou je kruZnice, urlete jeji stied

a polomegr.

Reseni: Nejprve si zadani pfevedeme do mnozivého zadani. {X:|XC|= 3-|XD|}.
Pouzijeme vzorec pro vzdalenost dvou bodu a dosadime
1XC| = 3|XD|
VE-92+ -7 =3/ -8 +(y+1)?

(=42 + @ =7 =9 =)+ (¥ + 1]
x2—8x+16+y%2 — 14y +49 =9(x®> — 16x + 64+ y2 + 2y + 1)
x?>—8x+16 +y? — 14y +49 = 9x? — 144x + 576 + 9y? + 18y + 9

8x2 — 136x + 8y? + 32y +520 =0
x2+y2—17x+4y+65=0

Vypoctem jsme dostali obecnou rovnici kruznice. Pro ur€eni jejiho stfedu a poloméru
musime prevést obecny tvar rovnice na stfedovy tvar rovnice kruznice. To udélame

doplnénim na ¢tverec.
17 289
(x——z)z——4 +(y+2)2—-4+65=0

17 289
(x—7)2+(y+2)2 =T+4—65
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17 45
)2 2 -~
(x 2) + @ +2) 2

v . . v v oy wir v 17 « 3v5
Ze sttedové rovnice kruznice uz mizeme urcit stied S [7 , —2] a polomér r = -

Obrazek 19: Kruznice pr. 3.3

3.2.2 Obecné odvozeni

Priklad 3.4: VyS$etfete mnozinu bodt {X: |XB| = k|XA|}
Reseni: Dosadime do rovince:
IXB| = k|XA|
Vx = b)? + (y —bp)? = ky/(x — a))? + (y — a,)?
(x = b))+ (v —b)? = k*[(x —a)® + (v — az)?]
x2? — 2xby + b2 + y? — 2yb, + b? = k?(x? — 2xa, + a3 + y* — 2ya, + a3)
x% — 2xb, + b? + y%? — 2yb, + b3 = k?x? — 2k?*xa, + k?*a? + k?y? — 2k?ya, + k?a3

x? — k?x? — 2xby + 2k*xa, + y* — k*y? — 2yb, + 2k*ya, + b? + b3 — k*a? — k?a;}
=0

(1 —k»)x?+ (1 — k?)y? — 2xby + 2k?xa, — 2yb, + 2k?y + b? + b3 — k?a? — k?d;3
=0

=0

4y —2by + 2k?a, . —2b, + 2k?a, b? + b% — k?a? — ka3
(1-k?) (1 -k?) (1-k?)
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Zvolme koeficienty:

—2b, + 2k?
D= < 1 a1>

(1—k2?)
_ [—2b; + 2k?a,
E‘( (1 k2 )

b2 +b% — ka2 — k?a2
B (1-k2)

Dosadime koeficienty do vypocitané rovnice a ziskdme obecnou rovnici kruznice.
x2+y?+Dx+Ey+F=0

Dale miizeme rovnici pfevést na stfedovy tvar rovnice kruznice. Doplnime na ¢tverec.

Pro x:
2+ Dx = ( +D)2 (D)z
X x=(x 5 >
Pro y:
2 4 By = (y+2)? (E)Z
yi+rEy=0+5)" -5
Dosadime.
+D2 (D)2+( +E)2 (E)2+F—O
e+ 3713 YTy 2 -
() =(5) +(5) -r
@+a)"+ W +3) =13 2
Ze stiedové rovnice kruznice muZeme snadno ziskat stifed kruznice S = [—g,—g],

2 2
a polomér kruznice r = J (g) + (g) — F. Po dosazeni:
bl - k2a1 . bz - kzaz

Clamw i a-,
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_|(~by+ K2ay 2+ —by + k2a,\>  (b? + b2 — k2a? — k?a2
Tl a=e 1 —k2) 1 —k2)
Pro ovéfeni spravnosti vypoctu si dosadime zadané hodnoty z piikladu 3.3, kde C[4,7],

D[8,—1]ak = 3.
Vypocitame koeficienty D, E, F:

D= —2b, + 2k?%a,
B (1-k?)

o (T2 4+2:328
B (1-32)
D =-17
. —2b, + 2k?a,
(1-k?)

—2-7 4232 (1)
( (1-3%) >

E =

E=4

b2 +b% — k2a? — k?a2
a (1-k2)

42 +7%—32.82 — 32(—1)?
- (1-32)

F =65

Pomoci vypocitanych koeficientli spoc¢itame stied kruznice S:

G D. E]
L2 2
| =1 4
N 2 2
S—[17- 2]

=5

A také polomér kruznice :
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|45
by

35
T2

Jesté dosadime koeficienty do sttedového tvaru rovnice kruznice:

ol l) - @) ) -

(x - g)z +(y+2)? = (—%)2 + (g)z - 65

17 45
—_)2 2 —
=)+ +2)? =

Vsechny vysledky sedi s vysledky z ptikladu 3.3. Z toho vyplyva, ze se nam podaftilo

odvodit spravny vzorec (viz Obrazek 19: KruZznice pt. 3.39).
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4. MnoZina bodd s konstantnim pomérem vzdalenosti od dvou
pFfimek

V této kapitole se budeme zabyvat vySetfenim mnoziny bodli v roviné€, které spliuji

specificky geometricky vztah vici dvéma piimkam p a g, tj.:
X+ |Xpl = k|Xql}

Vyslednd mnoZina nemé Zadné ustalené pojmenovani. Re$eni opét rozdélime na dva
ptipady. Pfimky p a q jsou riznobézné¢, a kdy jsou ptimky p a g rovnobézné. VySetieni
této mnoziny zobeciiuje mnoziny z kapitoly 2. Podobné& jako v kapitole 3, kde jsme pfi
volbé k = 1 ziskali jako vysledek osu tsecky, obdobné i v tomto pripadé bude pii volbé

k = 1 vysledkem osa uhlu, respektive osa pasu.
4.1 Konstrukéni FeSeni

4.1.1 Odvozeni hypotézy — riznobézky
Priklad 4.1: VySettete mnozinu bodi, které maji konstantni pomér vzdalenosti od dvou

ruznobéznych piimek. {X : |Xp| = k|Xq|}

Reseni: Pro feseni si uréime konkrétni pomér k = 2. Vzdalenost bodu X od pfimky p bude
dvakrat vétsi, nez vzdalenost bodu X od pfimky q. Abychom toto dodrzeli, budeme
vyuzivat rovnobézky s ptimkami p a q. Rovnobézky s ptimkou p budou ve vzdalenost
2k; k € (0; ) od ptimky p a rovnobézky s pfimkou g budou ve vzdalenosti k; k € (0; o)
od primky q.

Vysetiime pouze jedno feseni. Dalsi budou obdobné a znazornéna v odkazu na geogebru
nize. Pro konstrukci prvniho bodu X; zvolime za k =1, sestrojime piimku p;
rovnobéznou s ptimkou p ve vzdalenosti 2 a pfimku q; rovnobéznou s ptimkou g ve
vzdélenosti 1. Bod X; je prusecikem pifimek p; a gq,. PopiSeme si zde jesté konstrukei
jednoho bodu. Zvolime dal$i hodnotu k = 1,5, sestrojime pfimku p, rovnobéznou
s pfimkou p ve vzdalenosti 3 a pfimku g, rovnobéznou s ptimkou g ve vzdalenosti 1,5.

Bod X, je priisecikem piimek p, a q,. Pro dalsi body obdobné, ponechame ¢tenafi.
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Obrazek 20: Konstrukce bodu spliujici vlastnost z pr. 4.1
Dano: riiznobézné ptimky p a q
Popis konstrukce:

D) pilipAlpipl =2
2) q1llgnlqql=1
3) X, €p1Ng,

4) p lpAlpepl =3
5) a2 1 qAlgzql=1,5
6) X, €p,Nq,

7) ps lpAlpspl =4
8) qszllqAlgqsql=2
9) X3 €psNgs
Obdobn¢ pro dalsi body.

Kdybychom postupné konstruovali do ,,nekone¢na* dalsi body, v§imli bychom si, ze

vysledkem je pfimka. Pfikladam zde feSeni v GeoGebie.

4.1.2 Odvozeni hypotézy — rovnobézky

Priklad 4.2: Vysetfete mnozinu bodt, které maji konstantni pomér vzdalenosti od dvou
rovnobéznych ptimek. {X : |Xp| = k|Xq|}

ResSeni: Pro feSeni zvolime pomér k = 2. Narysujeme dvé rovnob&zné piimky p,q

v libovolné vzdalenosti od sebe. Na piimce p zvolime libovolny bod A € p. Z bodu A
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spustime kolmici k pfimce g, prusecik kolmice a pfimky q ozna¢ime jako bod B. Kdyz se
podivame na zadani, tak rovnou muzeme jednoduSe urcit oba body spliujici nasSi
podminku. Oba body jsou prvky pifimky AB. Prvni bod X; ziskame tak, Ze rozdélime
useCku AB na tfi stejné dily. Bod X; lezi dva dily od bodu A a jeden dil od bodu B. Druhy

bod Y; lezi na ptimce AB za bodem B ve vzdalenosti |AB]|.

Y

'

Obrazek 21:Konstrkce bodii splnujici vlastnost pr. 4.2
Pro urceni dal$ich bodt zvolime na pfimce p po fadé body 4,,4,, A3 a A, a budeme

opakovat stejny postup.

p
i
l& X, Xy X, X,
——
B B B B B
Py 1 2 3 4
q
Y
$- Yo gfa Qe Ts

Obrazek 22: Konstrukce dalsich bodii pr. 4.2

Uz ted je ziejmé ze vyslednd mnoZina se bude skladat ze dvou rovnobéznych ptimek.
Déno: ptimky p, q

Popis konstrukce:
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1) Aep
2) rLpATEA
3) BeETNQ
4) AB
5) Rozdé¢leni seCky AB na tii stejné dily (popsano v kapitole 3)
6) X, € AB A|AX | = 2|BX,|
7) Y, € 4B A |AY,| = 2|BY;|
Obdobné pro dalsi body.

Zde prikladam odkaz na animaci v GeoGebie.
4.2 Analytické FeSeni

4.2.1 Konkrétni priklad — riiznobézky
Priklad 4.3: Vysetiete mnozinu boda v roving, které maji konstantni pomér vzdalenosti od
dvou riznobéznych piimek. {X : |[Xp| = k|Xq|}, kde k=2, p:x+y—-5=0aq:7x —
y—3=0
Reseni:

|Xp| = 2|Xq|

|x+y—ﬂ_2Wx—y—ﬂ

V1Z + 12 V72 412

|x+y—ﬂ_2Wx—y—ﬂ
V2 5v2

5x +y—5| =2|7x —y — 3|

Rozdélime na dva ptipady:

1) 5(x+y—5)=2(7x—y—3)
2) 5(x+y—-5)=-2(7x—y —3)

Prvni ptipad:

5(x+y—-5)=2(7x—y—3)
5x+5y—25=14x -2y —6
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9% -7y +19=0
Druhy ptipad:
5x+y—-5)=-2(7x —y —3)
5 +5y—25=—-14x+ 2y +6
19x+3y—-31=0
Zaver: Mnozina vSech bodl v roving, které maji konstantni pomeér vzdalenosti od dvou

ruznobéznych piimek p:x +y —5=0 aq:7x —y — 3 = 0 s pomérem k = 2, je urena

rovnicemi:

9% —-7y+19=0

s:19x+3y—-31=0

Tedy mnoZina vSech hledanych bodi je urcena témito dvéma riiznobéznymi pfimkami.

15 L 73/72 710]1\2 3 4 5\5 7

Obrazek 23: Vysledek mnoziny bodii pr. 4.3

55



4.2.2 Obecné odvozeni — riznobézky
Priklad 4.4: Vysettete mnozinu bodid v roving, které maji konstantni pomér vzdalenosti od
dvou riznobéznych ptimek. {X : |Xp| = k|Xq|}. prax+by+c=0 a q:ax + by +
d=0
Reseni: Predpokladejme Ze, ptimky se protinaji pravé v jednom bodé, a to v pocatku
soutfadnicového systému. Pfimky miizeme piepsat, p: a;x + b;y = 0, q: a,x + b,y = 0
Dosadime do zadani:

la;x + b1y — Kk la,x + byy|

Ja? + b2 Jas + b2
Ja? + b?

layx + byl = k~——Z|azx + b,y|
J a3 + b?

Zvolime parametr A:

PrepiSeme rovnici:
la;x + byyl = A|azx + byy|
Reseni rozdélime na dva ptipady:

1) (a1x +byy) = A(ax + byy)
2) (ax +byy) = —A(ax + byy)

Prvni ptipad:
(aix + byy) = Aazx + byy)
a,x + by = la,x + Ab,y
a,;x —Aa,x +byy —Ab,y =0
(a; — Aay)x + (by —Aby)y =0
Druhy ptipad:

(a1x + b1y) = —A(ax + byy)
a,x + by = —Aa,x — Abyy
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ax + Aazx + bly + Abzy =0
(a1 + Aaz)x + (bl + Abz)y =0

Zaver: Mnozina vSech bodl v roving, které maji konstantni pomér vzdalenosti od dvou
riznobéznych piimek p: a,x + b,y =0 aq:a,x + b,y = 0s pomérem k, je uréena
rovnicemi:

r:(ay —Aagy)x + (by —Aby)y =0

S. (a1 + Aaz)x + (b1 + Abz)y =0
Vysledkem jsou dvé riznobézné ptimky zavislé na koeficientu A.

Stejn¢ jako v predchozim piipadé oveéfime spravnost vypoctu dosazenim konkrétnich

hodnot z jiz feSeného ptikladu, kde k = 2, p:x+y—-5=0aq:7x —y—3=0

Nejprve vypocitame koeficient A:

JETH

a2
A=Ky 1
Jaz + b3
L, NPET
72 + (-1)?
2
1=2Y2
52
/1_2
5

Nejprve dosadime do pfimky r:

r:(ay —Aay)x + (by —Aby)y =0

(1—;-7>x+<1—§-(—1)>y=0

9 7%
5% T5Y T
9x — 7y =



Jesté musime dosadit prisecik pfimky p s pfimkou q, P,,[1; 4] a zjistit koeficient c,
protoze v obecném odvozeni jsme uvazovali prisecik pfimek v pocatku soutadnicového

systému.
9% —-7y+c=0
9:-1-7-44c=0
c=19

Dosadime nazpét a vyjde nam:

9 -7y +19=0
Coz je totozny vysledek s vysledkem z ptikladu 4.3.
Nyni dosadime do ptimky s:

S: (a1 + Aaz)x + (b1 + Abz)y =0

(1+§-7)x+(1+§-(—1)>y= 0

19 .3 _,
5 XT5Y T
19x+3y =0

Znovu dosadime prisecik P,,[1; 4] a vypoc¢itame koeficient d.
19x+3y+d=0
19:14+3-4+d=0
d=-31
Dosadime koeficient d zpét do rovnice.
19x+3y—-31=0
Coz je totozny vysledek s vysledkem z ptikladu 4.3.

Oba vysledky jsou spravné. Z toho vyplyva, ze se ndm podatilo odvodit spravny vzorec

(viz Obrazek 234).
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4.2.3 Konkrétni priklad — rovnobézky

Priklad 4.5: Vysetiete mnozinu bodi, které maji konstantni pomér vzdalenosti od dvou
rovnobéznych piimek. {X : |Xp| = k|Xq|}, k=2, p:3x—2y+6=0 aq:3x — 2y —
12=0

Reseni: Dosadime do zadani:

|Xp| = 2|Xq|
|3x — 2y + 6| _2|3x—2y—12|
32+ (—2)? V3% +(—2)?

|3x — 2y + 6] = 2|3x — 2y — 12|

Rozdélime na dva ptipady:

1) Bx—2y+6)=23x—2y—12)
2) Bx—2y+6)=—-23x—2y—12)

Prvni ptipad:
(Bx—2y+6)=203x—-2y—12)
3x—2y+6=6x—4y — 24
3x—2y—-30=0
Druhy ptipad:

Bx—2y+6)=-2GBx—-2y—12)
3x—2y+6=—-6x+4y+ 24
9x —6y —18=0
3x—2y—-6=0
Zaver: Mnozina vSech bodu v roving, které maji konstantni pomér vzdalenosti od dvou

rovnob&znych ptimek p:3x —2y+ 6 =0aq:3x — 2y — 12 = 0 s pomérem k = 2, je

uréena rovnicemi:

r:3x—2y—30=0
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s:3x—2y—-6=0

Tedy mnozina vSech hledanych bodt je urcena témito dvéma rovnobéznymi pfimkami.

Vi
VRV

Obrazek 24: Vysledna mnozina bodii pr. 4.5

@

S

(]

o

4 /2
]

4.2.4 Obecné odvozeni — rovnobézky
Priklad 4.6: Vysettete mnozinu bodi v roving, které maji konstantni pomér vzdalenosti od
dvou rovnobéznych ptimek. {X : |Xp| = k|Xq|}, prax +by+c =0 a q:ax + by +
d=0
Reseni:

|Xp| = k|Xq|

|ax+by+c|_k|ax+by+d|

lax + by + c| = k|ax + by + d|

Rozdélime na dva ptipady:

1) (ax +by+c) = k(ax + by +d)
2) (ax +by+c)=—k(ax + by +4d)

Prvni ptipad:

(ax + by +c) =k(ax + by +d)
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ax + by + ¢ = kax + kby + kd
ax — kax + by — kby = kd —c
ax(1—k)+by(1 —k) =kd —c

kd —c
1-k)

ax + by =

Druhy piipad:
(ax + by +c) = —k(ax+ by +d)
ax + by +c = —kax — kby — kd
ax + kax + by + kby = —kd — ¢
ax(1+k)+by(1+k)=—-kd—c

—kd — ¢

ax+by=m

Zaver: Mnozina vSech bodl v roving, které maji konstantni pomér vzdalenosti od dvou
rovnobéznych ptimek p: ax + by +c¢ =0 aq:ax + by + d = 0 s pomérem k, je urCena

rovnicemi:

Cax+ b _kd—c
r.ax y_(l—k)
Cax+b _—kd—c
S.ax y—m

Vysledkem jsou dv€ rovnobézné ptimky zavislé na koeficientu k.

Zkusme dosadit hodnoty z minulého ptikladu 4.5, k = 2, p:3x — 2y +6 =0 a q:3x —
2y —12=0

Nejprve do pfimky 7:

kd —c
(1-k)

riax + by =
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2-(-12) -6

3x —2y = 1-2)

—-30
3X—2y = _—1

3x—2y—30=0

Vidime, Ze jsme vzorec odvodili spravné, protoze se vysledek shoduje s vysledkem

z ptikladu 4.5 (viz Obrazek 243).

Nyni dosadime do pfimky s:

‘ax+b _ —kd—-c
s:ax y—(1+k)
-2-(-12)—-6
R e )
3x — 2 _18
x—2y=-
3x—2y—6=0

Vidime, Ze 1 v tomto ptfipad¢ se vysledek shoduje s vysledkem z ptikladu 4.3 (viz Obrazek

243). Takze odvozeny vzorec je spravny.
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5. MnoZina bodd, které maji stejnou vzdalenost od daného

bodu a dané pFimky - parabola

V této kapitole se zaméeiime na analyzu mnoziny bodi v roving, které jsou stejné¢ vzdalené

od pevn¢ dané ptimky d a bodu F, tj.:
(X : |XF| = |Xd]}

Nasim cilem bude identifikovat a popsat geometricky tvar této mnozZiny, ktery je v tomto
pfipadé parabolou. Podrobné prozkouméame konstrukci této paraboly, jeji vlastnosti

a analytické vyjadteni, abychom ziskali hlub§i porozuméni tomuto geometrickému vztahu.
5.1 Konstruk¢ni feSeni

5.1.1 Obecné odvozeni
Priklad 5.1: VySettete konstrukéné mnozinu bodi dané vlastnosti, které maji stejnou

vzdalenost od pevné dané¢ho bodu F a piimky p.

ReSeni: Zvolime si libovolnou vzdilenost bodu F od piimky p, naptiklad |Fp| = 4.
Prvnim intuitivnim bodem, ktery nds muze napadnout, je bod ziskany spusténim kolmé
usecky z bodu F na ptimku p a nalezenim jejiho stiedu. Ozna¢me tento bod X;. Dalsi dva
body miizeme snadno urcit tak, ze vedeme piimku p;, rovnobéznou s ptimkou p skrze bod
F, a narysujeme kruznici k; se sttedem v bod¢ F a polomérem 4. Prinik rovnobézky p;
s kruznici k; vznika ve dvou bodech, které ozna¢ime X, a X5. Pro nalezeni dalSich bodu
budeme pouzivat rovnobézky s piimkou p a kruznice se stredem v bodé F. Dalsi body
ziskame tak, Zze narysujeme pifimku p,, rovnobéznou s pfimkou p ve vzdalenosti |p,p| =
3, a kruznici k, se sttedem v bod¢ F a polomérem 3. Prinik kruznice k, s pfimkou p,
vznikd ve dvou bodech, které oznac¢ime X, a Xs. Postup pro nalezeni dalSich bodii bude
obdobny. Vzdy budeme hledat rovnobézky s piimkou p a priniky téchto rovnobézek
s kruznicemi se stfedem v bod¢ F. Pokud bychom napiiklad chtéli najit dal$i body,
muzeme zvolit pfimku p; rovnob&Zznou s piimkou p ve vzdalenosti |psp| = 5 a kruznici k5

se sttedem v bod¢ F a polomérem 5. Prinik téchto dvou objekti ndm opét poskytne dalsi
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body, které ozna¢ime X, a X,. Timto zplisobem miizeme pokracovat dle potieby a ziskavat

dalsi body. Zvolime dal$i vzdalenosti {6; 7; 8} a poloméry {6; 7; 8}.

Obrazek 25: Konstrukce paraboly

Popis konstrukce:

L pF;|pFl=4

. (FY Lp)A(Y €p)

L X, = Spy

IV. pllpAps €F;ki(F;4)

V. X3 Xs€p Nk,

VL. p, I pAlpopl = 35k, (F;3)
VIL X4 X5 €Epy Nk
VIIL.  ps Il p Alpspl = 5;k3(F;5)

IX. XgX;€psNks

Obdobn¢ pro dalsi body.

Z vyse popsaného postupu vyplyva, ze body, které jsme nalezli pomoci rovnobézek

s pfimkou p a kruznic se stfedem v bod¢ F, jsou prvkem kiivky zvané parabola. Konkrétné

(o)
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se jednd o parabolu, kterd ma ptimku p jako svou fidici. Bod F jako ohnisko. Pokud
bychom pokracovali v rysovani dalSich rovnobézek a kruznic, vSechny nalezené body by
stale lezely na této parabole. Timto zpisobem tedy mizeme dospét k zavéru, ze vSechny

body urcené vyse popsanym postupem, vykresli parabolu.
Odkaz na GeoGebru zde:
Nyni si uvedeme definici paraboly:

Definice 5.1 (Parabola, Prometheus): ,,V rovin¢ je ddn bod F a pfimka g, kterd jim
neprochdzi. Mnozina vSech bodu roviny, které maji stejnou vzdalenost od bodu F a od
piimky ¢q, se nazyvd parabola. Bod F se nazyva ohnisko, pfimka g fidici pfimka

paraboly.” (Kocandrle, Boc¢ek, 2009, s. 170)

Definice 5.2 (Parabola, Didaktis): ,,Parabola je mnozina vSech bodu roviny, které maji
stejnou vzdalenost od daného bodu a dané ptimky, ktera jimi neprochazi.|XF| = |Xp|“

(Vondra, 2019, s. 86)

Ob¢ definice jsou spravné a adekvatni pro pochopeni pojmu parabola. Definice 5.1
poskytuje vice detailii a je vhodna pro Ctenaie, kteti preferuji slovni popis a konkrétni
pro definovani podminky paraboly, coz mulze byt uzitené pro Ctendfe se zdjmem

o formalni matematiku.

Definice 5.3 (Parabola, MFF): , MnoZinu boda v roving, které maji stejnou vzdalenost od
daného bodu F jako od dané piimky d, pticemz F € d, nazveme parabolou. Bod F
nazyvame ohniskem paraboly, pfi¢emz d fidici pfimkou paraboly a |Fd| parametrem

paraboly.” (Moravcova, 2021, s. 119)

5.1.2 Diikaz

Diitkaz: Mé&jme parabolu p, s fidici pfimkou d a ohniskem F. Chceme dokazat, Ze parabola
je mnozina bodl {X: |XF| = |Xd|}. Uvazujme libovolny bod X € p, z bodu X. Spustime

kolmici na piimku d. Prasecik kolmice a pfimky d oznac¢me P. SpuSténim kolmice na
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pfimku d jsme zajistilinejkratsi vzdalenost bodu X od piimky d, a proto plati |Xd| = |XP|.
Z definice vime, Ze |Xd| = |XF|, proto plati |XP| = |XF|. Bod X je prvkem usecky FP.
Tim jsme dokazali, ze {X:|XF| = |Xd|} je parabola.

p
Va SFF’

Obrazek 26: Dukaz parabola

Existenci paraboly lze dokazat i pomoci Quételetovy — Dandelionovi véty, kterou si
uvedeme v nésledujici kapitole. Dikaz nalezneme napt. ve sttedoskolské ucebnici

deskriptivni geometrie (Pomykalova 2023, s. 273-274).
5.2 Analytické FeSeni

5.2.1 Konkrétni priklad
Priklad 5.2: VySetiete mnozinu bodi, které maji stejnou vzdalenost od pevné dan¢ho bodu

F[3; 2] a pfimky d:x = 5.
Reseni: Pro vy$etieni mnoziny ze zadani pouzijeme mnozinovy zapis {X:|XF| = |Xd|}.

Dosadime:

VE =32+ -2)?2=|x-5|
(x=3)?+ @ —-2)?=(x-5)?
x2—6x+9+y?—4y+4=x%-10x + 25

4x — 12+ y?—4y =0
(y—2)2—44+4x-12=0
-2 =—-4(x—-4)
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Vysel nam vrcholovy tvar rovnice paraboly, ze kterého uréime vrchol V[4; 2] a vzdalenost
ohniska F od fidici pfimky d; p = 2. Muzeme jesté dopocitat pruseciky s osami

P.[3;0],P, . [0;6], B, [0; —2]. Zakreslime parabolu do grafu

Y
d
p

5
4
3

F
2 ®
1

-1 0 X 1 2 3 4

-1

Obrazek 27: Parabola pr. 5.2

5.2.2 Obecné odvozeni
Priklad 5.3: VySetiete mnozinu bodi, které maji stejnou vzdalenost od pevné dan¢ho bodu

F a ptimky d.

Reseni: Zadani piepiseme do mnozinového zapisu {X:|Xd| = |XF|}, vzdalenost piimky d

od bodu F zvolime obecné jako parametr p. |Ad| = p.

Vhodné bod i pfimku umistime do soustava soutadnic napt. A [O, g] ,diy = —

[+ -2 =b-(2)

p
2
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Vyslednou rovnici miizeme zobecnit i pro stied, ktery neni v pocatku a upravime ji.

(x —m)? = 2p(y —n)
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6 MnoZina bod( s konstantnim pomérem vzdalenosti od

bodu a pfimky - kuZelosecky

KuZelosecky miizeme definovat jako mnoziny bodl, které maji konstantni pomeér
vzdalenosti od urc¢itého bodu a pfimky. Tento pomér oznacujeme jako k. Matematicky lze
tuto definici vyjadrit jako mnozinu bodu X, pro které plati {X: |XF| = k|Xd|}. F je pevny
bod (ohnisko) a d je pevné ptimka (fidici ptimka). Pokud je tento pomér roven 1 (k = 1),

jedna se o piesnou definici paraboly. Tuto situaci jsme podrobné prozkoumali v kapitole 5.

V nésledujicich kapitoldch se budeme vénovat riznym druhiim kuzelosecek, které

vzniknou, kdyz hodnota k bude jina nez 1. Kazdd hodnota k piedstavuje jiny typ

kuzelosecky.

6.1 Elipsa

V této kapitole se budeme zabyvat mnozinou bodu v roving, které maji konstantni pomér

vzdalenosti od pevné dané¢ho bodu F a pevné dané ptimky d, tj.:
{X: |IXF| = klxd[}

k je konstanta v intervalu (0;1). Cilem této kapitoly je identifikovat a analyzovat

geometricky tvar této mnoziny, popsat jeji vlastnosti a nalézt jeji analytické vyjadieni.

6.1.1 Obecné odvozeni mnoZiny bodi, které maji vzdalenost od pevného bodu rovnu

poloviné vzdalenosti od pevné primky

Priklad 6.1: Vysettete mnozinu bod danou {X |XF| = % |X d|}

Reseni: Vhodné si zvolime hodnoty, aby se nam dobfe rysovalo. Narysujeme libovolnou
svislou pfimku d vrovin¢ a bod F, ktery je od piimky d ve vzdalenosti 3. Pokud se
podivime na zadani, tak vzdéalenost bodu |Xd| musi byt dvojnasobné dlouha nez |XF]|.
Stejn¢ jako u konstrukéniho feSeni paraboly budeme vyuzivat kruznic a pfimek
rovnobéznych s pfimkou d. U paraboly jsme volili velikost poloméru a vzdalenost
rovnobézky stejnou. V tomto ptipad¢ musime zvolit vzdalenost rovnobézky dvakrat vetsi,

nez je polomér kruznice. Nejprve zvolme kruznici k; se stfedem F a polomérem 1
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a ptimku p; ve vzdalenosti 2 od pfimky d. Kruznice k; se protne s ptimkou p; prave
v jednom bod¢ X;. Dalsi kruznici zvolime o néco vétsi, k, se sttedem F a polomérem 1,5,
a ptimku p, ve vzdélenosti 3. Prisecikem budou bodyX, a X;. Tento postup budeme
opakovat jesté nékolikrat s kruznicemi k se sttedem F a poloméry 2,2,5 a 3 a s pfimkami
p ve vzdalenostech 4,5 a 6. Priseciky, které postupné vzniknou, oznaéme X,, Xz, X¢, X

a X8'

Kdybychom zvolili dal$i kruznici, naptiklad k¢ se sttedem F a polomérem 4, a rovnobézku
p ve vzdalenosti 8, kruznice i pfimka by spliiovaly podminku ze zadani, ale nem¢ly by

zadny spolecny prisecik.

Obrdzek 28: Konstrukce Elipsy |XF| = % | Xd|
Dano: ptimka d, bod F
Popis konstrukce:

D) Xo=ki(F;1)Nnpy;p 1 dApid| =2
2) Xo3 =k,(F;1,5) Npysp I dAIpd| =3
3) Xu5 =ks(F;2) Nps;ps3 1 d A |psd| =4
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4) Xe7 =ky(F;2,5) Npy;ps I d A pyd| =5
5) Xg =ks(F;3)Nps;ps | dAlpsd| =6

Pokud budeme nadale volit kruznice s polomérem r = (1; 3) a rovnob&zky ve vzdalenosti

|pd| = (2; 6). Bude se nam postupné vykreslovat mnozina bodd, které fikame elipsa.

Odkaz na konstrukci v GeoGebie naleznete zde.

6.1.2 Obecné odvozeni mnoZiny bodii, které maji od dvou danych riiznych bodi
konstantni soucet vzdalenosti

Priklad 6.2: VyS$etiete mnozinu bodt {X: |XE| + |XF| = k}

Reseni: Zvolime dva body v roving, E a F, a jejich vzdalenost, napiiklad |EF| = 6. Dale si
musime urcit konstantu, kterd musi byt vétsi nez vzdalenost mezi body E a F. Vybereme
napiiklad konstantu k = 10. Abychom dodrzeli tuto konstantni vzdalenost, budeme
vyuzivat kruznice. Konstrukce bude probihat nasledujicim zplisobem: nejprve narysujeme
kruznici k(E;r) se sttedem v bod¢ E a polomérem r. Poté narysujeme druhou kruznici
[(F;10 — 1) se sttedem v bod¢ F a polomérem 10 — r. Timto postupem zajistime, ze
vzdalenost mezi body na téchto dvou kruznicich bude vzdy rovna konstanté 10. Volba
poloméru 10 — r pro druhou kruZnici je dilezita, aby soucet vzdalenosti od bodli E a F byl

konstantni a roven 10.

Presunime se jiz k samotné konstrukci. Poloméry musime volit tak, aby mély alespoii jeden
prusecik. Narysujme prvni kruznici k4 (E; 2) a [, (F; 8). Kruznice k, a l; se protnou pravé
v jednom bodé¢, ozna¢me ho X;. Nyni zvolme k,(E;3) a [,(F;7), kruznice k, a [,
se protnou ve dvou bodech. Body oznatme X, a X;. Pro dal$i body zvolme po tadé
kruznice k(E;4;5;6;7;8) a kruznice [(F;6;5;4;3;2). Body po tadé oznaCime
X4, X5, X6, X7, Xg, X9, X10, X11, X12.
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Obrazek 29: Ohniskova konstrukce elipsy

Kdybychom pokracovali v konstrukci dalSich bodl zjistili bychom Ze vysledna mnozina
vykresluje elipsu. Zde pfikladam odkaz na GeoGebru s animaci vykresleni elipsy podle

ohniskové definice.
Déano: E,F; |EF| = 6
Popis konstrukce:

1) Xi:X, =k.(E;2)n 1,(F;8)

2) ky(E;3); L, (F;7) A Xp3,X3 € ky N
3) ks(E;4);l13(F;6)A X4, Xs Eks N
4) ky(E;5);1,(F;5)N X, X, €k,
5) ks(E;6);l5(F;4) N Xg, X9 € ks N g
6) ke(E;7);l6(F;3)A X10,X11 Ekg N g
7) k,(E;8);l,(F;2) ANX1, Ek, N,

Nyni si uvedeme definici elipsy.:
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Definice 6.1 (Elipsa, Didaktis): ,,Elipsa je mnoZina bodi roviny, které maji od dvou
danych bodii konstantni soudet vzdalenosti vétSi nez vzdalenost téchto bodi. |XE| +

|XF| = konst.” (Vondra, 2019, s. 86)

Definice 6.2 (Elipsa, Prometheus): ,,V roving jsou diany dva body E, F. Mnozina vSech
bodl X roviny, pro které se soucet |XE| + |XF| vzdalenosti bodu X od bodu E, F rovna
danému c¢islu vétsimu nez |EF |, se nazyva elipsa. Body E a F se nazyvaji ohniska elipsy.*

(Kocandrle, Bocek, 2009, s. 156)

vevr

matematicky zapis, coz miize byt uzite¢né pro rychlé pochopeni podminky. Definice 6.2 je
vice rozvinuta a poskytuje podrobnéjsi popis a pojmenovani prvkl, coz mize byt ptinosné

pro lepsi porozuméni.

Definice 6.3 (Elipsa, MFF): ,,MnoZina boda v roving, které maji od dvou danych rtiznych
bodl E, F konstantni soucet vzdalenosti roven v, kde v > |EF|, nazveme elipsou. Body

E, F nazyvame ohniska elipsy.“ (Moravcova, 2021, s. 119)

6.1.3 Diikaz

Diikaz, Ze mnozina vSech bodu {X: |XE| + |XF| = konst.} je elipsa, mize byt elegantné
proveden pomoci Quételetovi — Dandelionovi véty I: ,Rez rotaéni kuzelové plochy
rovinami, které nejsou vrcholové, jsou kuzeloseCky s ohnisky v dotykovych bodech

kulovych ploch vepsanych kuzelové plose a dotykajicich se roviny fezu.“ (Pomykalova,

2023, 5. 272)

73



/qz
. I.V:/ \
) _1[1

~" 09
2

_,i"

e

q

Y,

Obrazek 30: Quételetova — Dandelionova véta (Pomykalova, 2023, s. 272)

Jestlize rovina p neni rovnobé&zna se zadnou povrchovou piimkou rota¢ni kuzelové plochy,
pak kuzeloseCkou fezu je elipsa. Podle Quételetovy — Dandelinovy véty jsou jeji ohniska
dotykové body vepsanych kulovych ploch do kuzelové plochy, které se taktéz dotykaji

roviny p.

Diikaz: Dukaz je inspirovany podle dikazu z knihy (Pomykalové, 2023, s. 264-266 a 273-
274)

Pti diikazu budeme cCerpat z obr. 28. Je dana kuzelova plocha, kterd mé osu o v narysné,
rovina fezu p je k narysné kolma. Narysem roviny fezu je piimka p,. Odchylka a roviny
p2 od roviny libovolné povrchové kruznice a odchylka S povrchovych ptimek kuzelové
plochy od této roviny jsou ve vztahu a < 5. Narysy a,, b, obrysovych piimek a, b
kuzelové plochy protind piimka p, vbodech A,, B,. Usetka A,B, je narysem fezu

kuzelové plochy rovinou p.
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Obrazek 31: Duikaz elipsa (Pomykalova, 2023, 5. 273)

Do kuzelové plochy vepiseme kulové plochy y' a '’ tak, aby se dotykaly kuzelové plochy
i roviny p. Stfedy S’ a S” téchto kulovych ploch jsou prvkem osy kuzelové plochy.
Narysem kulovych ploch jsou kruhy y,"a y," o stiedech S,” € 0, a S,” € 0, dotykajicise
ptimek a,, b, vbodech X,’, Y," a X,", Y,". Usetky X,'Y," a X,"'Y," jsou narysy kj, a k'
povrchovych kruznic k' a k"', podél kterych se kulové plochy dotykaji kuzelové plochy.
Dotykové body kulovych ploch s rovinou p jsou body F' a F'' lezici v narysné; F' = F,’,
F" = F,". Libovolnym bodem M fezu vedeme povrchovou piimku p kuzelové plochy.
Piimka p = MV . Piimkap se dotyka kulové plochy ¥’ v bod& P’ € k'. Dal3i te¢nou plochy
x' prochazejici bodem M je pfimka MF'. Protoze délky te¢en vedenych z bodu ke kulové
ploSe jsou stejné, je IMP'| = |MF'|. Pfimka p se dotyka také kulové plochy x"’, a to v bodé
P" € k". Te¢nou plochy y"' je i pfimka MF", a proto |[MP"'| = |MF"|. Pro soudet délek
IMF'| a |[MF"| tedy plati:

IMF'| + |MF"| = [MP'| + |MP"| = [P'P"| = |S'S"

Krajni body tiseCky AB jsou rovnéz body fezu, a proto
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|AF'| + |BF"| = |[AX'| + |AX"| = |X'X"| = |S'S"|
resp.

|BF'|+ |BF"| = |BY'| + |BY"| = |Y'Y"| = |§'S"|
Protoze je ale |AF'| = |BF"|, dostavame |S'S"'| = |BF"'| + |AF"'| = |AB|.

Bod M fezu tak spliiuje podminku |MF'| + |MF"| = |AB|. Neboli soucet vzdalenosti
libovolného bodu M fezu od danych bodt F’' a F” je konstantni a rovna se délce |AB| >

|F'F"|. To znamena, Ze fezem je elipsa s ohnisky v bodech F' a F".

6.1.4 Konkrétni priklad — konstantni pomér vzdalenosti
Priklad 6.3: VySetifete mnozinu bodi, které maji vzdalenost od pevného bodu F rovnu

poloving vzdalenosti od pevné piimky d. d: x = —2, F[1; 0]

Reseni: Pro vysetieni zadané mnoziny budeme vychazet z predpisu {X | XF| = %|X d|}.

Dosadime zadané hodnoty:

1
XFl=351X
XF| = Ixd]
1
=17 +y? = |k - (-2)|
1
(x—1)2+y2=1(x+2)2
2 _ 2:1 2
x‘—2x+1+y 4(x +4x + 4)

1
x2—2x+1+y2=1x2+x+1

4x2 —8x + 4+ 4y = x> +4x+ 4
3x2—12x+4y? =0

Vysla nam rovnice kuzelosecky. Pomoci doplnéni na ¢tverec upravime na stiedovy tvar

rovnice kuzelosecky.
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3(x2—4)+4y2 =0
3(x —2)2 + 4y? = 12

x—2)% y?
&2 v
4 3
Ze sttedového tvaru pozndme, Ze jde o rovnici elipsy. Lehce vycteme zakladni udaje
S[2;0], a=2, b=+/3, e=1. MiZeme také uréit soufadnice vrcholi a ohnisek.

E[1;0],F[3;0],A[0; 0], B[4; 0], C[2;V3],D[2; —V3]. Body zazna¢ime do soustavy

soutfadnic a nakreslime elipsu.

]

Obrazek 32: Elipsa | XF|=1/2|Xd| pr. 6.3
6.1.4 Konkrétni priklad — ohniskové zadani
Priklad 6.4: Vy$etfete mnozinu bodt {X: [XE| + |XF| = 2a}, kde E[—3;0];F[3;0] aa =
5
Reseni: Zaméime se nejprve na mnozinovy zapis {X:|XE|+ |XF| = 2a} a vyfesme

pomoci vzorce pro vzdalenost dvou bodu.

|XE| + |XF| = 2a

JE+3)2+y2+/(x—3)2+y2=2-5

Jx+3)2+y2=10—-/(x —3)? + y?
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(x +3)2+y2 =100 - 20/(x —3)2 + y2 + (x — 3)% + )2
x%+6x+ 94 y?=100—-20,/(x —3)2+y? +x% —6x +9 + y?
12x — 100 = =20/ (x — 3)? + y?
—3x + 25 =5/(x — 3)? + y?
9x2 — 150x + 625 = 25(x? — 6x + 9 + y?)
9x2 — 150x + 625 = 25x2 — 150x + 225 + 25y?

16x2 + 25y% = 400

Vypoctem jsme ziskali rovnici elipsy, ze které miizeme urcit excentricitu a délku hlavni

a vedlejsi poloosy.

e =+a% — b2
e=vV25-16
e=3

c

Obrazek 33: Elipsa pr. 6.4
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6.1.5 Obecné odvozeni mnoziny bodid s konstantnim pomérem vzdalenosti od
primky a bodu

Priklad 6.5: VySetiete mnoZinu bodit {X : |XF| = k|Xpl},k =5, p:y=—kaF [0 ; g]

Reseni:

|XF| = k|Xd|

o8 =t
x 3) T2 73
d

2dy d? 1 4dy  4d?
2 2 _ 227 2 o2 YT
ATt 4<y 3 79
2 42 2dy_|_d2 1, dy_l_d2
XY T T Ty T3 Ty

3
x2+1y2—dy=0

4x% +3y2 —4dy =0

4d
4x2+3<y2——3y)=0
2 \* 4
2 — — _ 2
4x +3<y 3d) 3d
32 9(y—2d)
X _Z
+ 1

Vysledkem je rovnice elipsy zavisla na parametru d, d je vzdalenost bodu F od pfimky p.

Ovétfime dosazenim za parametr napt. d = 3:

32+ 4 - 32 1
x2 _22
AR C i)
3 4
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Ze sttedové rovnice elipsy uréime stied S[0; 2], velikost hlavni a vedlejsi poloosy a = /4
a b = /3, excentricitu e = 1 a vrcholy A[0; 0], B[O0; 4],C[\/§; 0] a D[—\/g; 0]. MuZeme

zakreslit elipsu do grafu.

Obrazek 34: Elipsa pr. 6.5

6.1.6 Obecné odvozeni — ohniskova definice

Priklad 6.6: Vysettete mnozinu bodt {X: | XE| + |XF| = 2a}.

Reseni: Nejprve se zkusme zamyslet, jak bychom mohli body E,F vhodné umistit do

soustavy soufadnic. Zvolme bod E[—e; 0] a F[e; 0], dosadime do rovnice

IXE| + |XF| = 2a

Jx+e)2+y?+J(x—e)?2+y?=2a

(x+e)?+y*+2/(x +e)2 +y3/(x —e)2 + y2 + (x —e)? + y? = 4a?

x?2+2e+er+y?+2y/(x+e)2+y3/(x —e)2+y2 +x2 —2e +e? +y? = 4a?

2\/(x +e)2 +y2/(x — e)? + y2 = 4a® — 2x% — 2e? — 2y?
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Ja+e)? +y3/(x—e)? +y? =20 —x? —e? —y?

Umocnénim a dal$imi ekvivalentnimi Gpravami se dopracujeme az ke kroku:

4 2,2

a* — a’x? —e?a’ + e*x? —a?y? =0

(a® — e?)x? + a?y? = a?(a? — e?)
Mizeme si v§imnout vyrazu (a? — e?). Cemu se rovna? U kuZelose¢ek mame dva vzorce
kde se vyskytuje pismeno e. Hyperbola e? = a? + b?, Elipsa e? = a? — b? . Ktery vzorec

se nam hodi vice? Pojd'me se podivat na vzorec pro excentricitu elipsy. Mizeme ho upravit

na b? = a? — e?. Dosadime do ndmi upravené rovnice.
b2x? + a?y? = a?b?

xZ yZ
Z =1

Upravena rovnice je rovnice elipsy ve stiedovém tvaru se stfedem v pocatku
soufadnicového systému. Obecné muzeme tuto rovnici upravit pro stfed libovolné
umistény v systému soutfadnic S[m, n].

(x=m)? G -m?_

a? b2 1

6.2 Hyperbola

V ptedchozi kapitole jsme se zabyvali mnoZinou bodu v roviné€, které maji konstantni
pomér vzdalenosti od pevné daného bodu a pevné dané pfimky, kde pomér k byl
v intervalu (0; 1). Nyni se zamé&time na dalsi ptipad, ktery nastava, kdyz k je vétsi nez 1.
Tento ptipad piedstavuje jiny geometricky tvar a vlastnosti mnoziny bodii, coZ nam
umozni prozkoumat rozdily mezi témito dvéma scénafi. V této kapitole budeme detailné
analyzovat mnozinu bodi {X : |XF| = k|Xd|} pro k > 1, popiSeme jeji konstrukci,

geometrické vlastnosti a analytické vyjadieni.
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6.2.1 Obecné mnoziny bodii, které maji dvojnasobnou vzdalenost od pevného bodu
neZ od pevné primky
Priklad 6.7: Vysettete mnozinu bodd, které maji dvojnadsobnou vzdalenost od pevného

bodu F nez od pevné ptimky d.

Reseni: Budeme postupovat obdobné jako pii vysetiovani elipsy v piedchozi kapitole.
Vybereme si vhodné hodnoty, které nam usnadni rysovani. Narysujeme libovolnou svislou
ptimku d v roviné a bod F, ktery je od ptimky d ve vzdalenosti 3. Pokud se podivame na
zadani, tak vzdalenost bodu |Xd| musi byt polovicni nez vzdalenost |XF|. Budeme opét
vyuzivat kruznic a pfimek rovnobéznych s pifimkou d. U elipsy jsme volili vzdalenost
rovnobézky dvakrat vetsi, nez je polomér kruznice. V tomto pfipadé musime zvolit
vzdalenost rovnob&zky polovi¢ni, nez je polomér kruznice. Nejprve zvolime kruznici k4 se
sttedem F a polomérem 2 a poté narysujeme piimku p; ve vzdalenosti 1 od piimky d.
Kruznice k; se protne s pfimkou p; pravé v jednom bod¢ X;. Dalsi kruznici zvolime
o néco vetsi, k, se sttedem F a polomérem 3, a ptimku p, ve vzdalenosti 1,5. Prisecikem
budou body X, a X;. Tento postup budeme opakovat jesté nekolikrat s kruznicemi k se
sttedem F a poloméry 4 a 5 s ptimkami p ve vzdalenostech 2 a 2,5. Pruseciky, které
postupné¢ vzniknou, oznacme X,,Xs, X4, X;. V nasledujici volbé kruznic, budeme
postupovat stejné€ jako doposud. U rovnobézek vSak dojde ke zméné. Zvolenou vzdalenost
budeme muset pfendset nejen na jednu stranu od pifimky d, ale i na druhou stranu.
Diivodem je, ze 1 na této stran¢ spliluji priseciky kruznic a rovnobézek pocatecni
podminku. V dals§i volbé kruznice tedy pokraujeme stejné¢ jako dosud. Narysujeme
kruznici kg se sttedem v bod¢ F a polomérem 6. Poté narysujeme dvé rovnobézky. Prvni
ps ve stejném sméru jako dosud a druhou rovnobézku pg ve sméru opaéném. Obé vSak ve
vzdalenosti 3 od ptimky d. Tentokrat vzniknou tii priseciky. Oznacme je Xg, Xq a X;j.
Pokracujme stejnym postupem a narysujme kruznici kg s polomérem 7, a opét dvé
rovnobezky p,, pg ve vzdalenosti 3,5 od piimky d. Priseciky oznacme X;4, X12, X153 a Xq4.
V dal$im postupu se budeme vénovat pouze ,,druhé stran¢“. Narysujeme kruznici k-
s polomérem 8 a rovnobézku pg. PriseCiky oznaéme X;5,X;c. Pro naSe potieby
narysujeme posledni dva body X;,,X;g lezici na pruseciku kruznice kg s polomérem 9

a rovnobézky p,, ve vzdalenosti 4,5.
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Obrazek 35: Konstrukce hyperboly {X:|XF| = 2|Xd|}

VySetfovana mnozina bodl zac¢in pfipominat hyperbolu. Kdybychom pokracovali
v rysovani ziskali bychom vice bodl leZicich na parabole. Zde ptikladdm odkaz na

geogebru vykreslujici celou mnozinu bodl ze zadani.
Dano: piimka d, bod F ve vzdalenosti 3 od ptimky d

Popis konstrukce:

D) Xy =k (F;2)np;p 1 dAlpdl =1
2) Xo3 =k,(F;3)Npy;pa 1dA|pd] =15
3) Xos =ks(F;4) Nps;ps 1 d Alpsd| =2
4) X7 = ka(F;5) N pg;pa Il d Alpsd| = 2,5
5) Xso = ks(F;6) Nps;ps 1 dAIpsd| =3
6) Xi0=ks(F;6) Nps;ps | d A |psd| =3

&3


https://www.geogebra.org/m/c2fdszug

7) X1112 = ke(F;7) Np7;p7 1 d Alp;d] = 3,5
8) Xi314 = ke(F;7) Npg;pg Il d Alpgd| = 3,5
9) Xis16 = k7(F;8) Npo;po Il d A |pod| = 4

10) X17,18 = kg(F;9) N p1o; P10 | d A Iprod| = 4,5

6.2.2 Obecné odvozeni mnoziny bodi roviny, které maji od dvou danych bodi
konstantni rozdil vzdalenosti menSi nezZ vzdalenost téchto bodi
Priklad 6.8: VySetiete mnozinu bodu roviny, které maji od dvou danych bodi konstantni

rozdil vzdalenosti mensi nez vzdalenost téchto bodu. ||XE | — |XF || = 2a

Reseni: ReSeni musime rozdélit na dva piipady |XE| — |XF| = 2a v |XF| — |XE| = 2a.
Budeme fesit jeden piipad, druhy je obdobny. Zvolime dva body v roving, E a F, a jejich
vzdalenost, naptiklad |EF| = 6. Vybereme konstantu a = 4. Abychom dodrzeli tento
konstantni rozdil vzdalenosti, budeme vyuzivat kruznice. Konstrukce bude probihat
nasledujicim zplisobem: nejprve narysujeme kruznici k(E;r) se stiedem v bod¢ E
a polomérem 7. Poté narysujeme druhou kruznici [(F;7r +4) se stfedem v bodé F
a polomérem 7 + 4. V druhém ptfipad€ to bude pifesné¢ naopak. Narysujeme kruznici
k(F;r) se sttedem v bod¢ F a polomérem r. Poté narysujeme druhou kruznici [(E;r + 4)
se stfedem v bod¢ E a polomérem r + 4. Timto postupem zajistime, Ze rozdil vzdalenosti

mezi body na téchto dvou kruznicich bude vzdy roven konstant¢ 4.

Presunme se jiz k samotné konstrukci. Poloméry musime volit tak, aby mély alespon jeden
prusecik. Narysujme prvni kruznici k,(E; 1) a [;(F; 5). Kruznice k, a l; se protnou praveé
v jednom bodé€. Bod ozna¢me X;. Nyni zvolme kruZznice k,(E; 2) a [,(F; 6). Kruznice k,
a l, se protnou ve dvou bodech, které ozna¢me X, a X5. Pro dals$i body zvolme po tfad¢
kruznice k(E;3;4;5;6) a kruznice [(F;7;8;9;10). Body po ftadé oznaCime
X4, X5, X6, X7, Xg, X9, X109, X11. Pro druhé rameno zde postup vypisovat nebudeme. Je totiz
obdobny s jedinym rozdilem, kdy poloméry kruznic z bodu E vyménime za poloméry

kruznic z bodu F. Vykresleno v obrazku konstrukci ponechdme ¢tenati.
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Obrazek 36: Konstrukce hyperboly || XE|-|XF||=2a

Déano: Bod E, Bod F, vzdalenost bodd |EF| = 6

Popis konstrukce:

1) X; =ky(E;1) N 11 (F;5)

2) Xy = ky(E;2) N L (F; 6)

3) Xus = ks(E;3) N 15 (F; 7)

4) X7 = ko(E;4) N 14 (F;8)

5) Xgo = ks(E;5) NIs(F;9)

6) X1011 = ke(E;6) Nl (F;10)

Obdobn¢ pro dalsi body.
Pro zajimavost zde zminime i konstrukci druhého ramene:

1) Y, =m(E;5) nny(F;1)

2) Yy3 = my(E;6) Nny(F;2)
3) Yu5 = m3(E;7) Nns(F;3)
4) Ys, = my(E; 8) Nny(F;4)
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5) Yg'g = ms(E, 9) N ns(F, 5)
6) Y1011 = Me(E;10) Nng(F;6)

Obdobn¢ pro dalsi body.

Kdybychom pokracovali v konstrukci dalSich bodt zjistili bychom Ze vyslednd mnozina
vykresluje hyperbolu. Zde ptikladam odkaz na GeoGebru s animaci vykresleni hyperboly

podle ohniskové definice.
Nyni si uvedeme definici hyperboly.

Definice 6.4 (Hyperbola, Didaktis): ,,Hyperbola je mnozina bodl roviny, které maji od

dvou danych bodii konstantni rozdil vzdalenosti mensi nez vzdalenost téchto bodu.

|IXE| — |XF|| = konst.“ (Vondra, 2019, s. 86)

Definice 6.5 (Hyperbola, Prometheus): ,,V rovin¢ jsou dany dva rtizné body E, F.
Mnozina v8ech bodt X roviny, pro které se ||X E| — |XF || rovna danému kladnému &islu,
které je mensi nez |EF|, se nazyva hyperbola. Body E, F jsou ohniska této hyperboly*
(Kocandrle, 2009, s. 182)

o 24

matematicky zapis, coz muze byt uzite¢né pro rychlé pochopeni podminky. Definice 6.5 je
vice rozvinuta, poskytuje podrobné&jsi popis a pojmenovani prvki, coz mize byt pfinosné
pro lepsi porozuméni.

Definice 6.6 (Hyperbola, MFF): ,Mnozinu bodd v roving, které maji od dvou danych
riznych bodil E, F konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti rovnou v, kde 0 <
v < |EF|, nazveme hyperbolou. Body E, F nazyvame ohniska hyperboly.” (Moravcova,
2021, s. 120)

6.2.3 Dikaz

Nyni si dokazeme, Ze ||X E| — |XF]| | = konst. je opravdu hyperbola.
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Jestlize je rovina p rovnobézna se dvéma povrchovymi pfimkami rotacni kuzelové plochy,
je fezem hyperbola. Podle Quételetovy — Dandelinovi véty jsou jeji ohniska jsou dotykové

body kulovych ploch vepsanych do kuzelové plochy a dotykajicich se roviny p

Diikaz: Dikaz je inspirovany podle dikazu z knihy (Pomykalové, 2023, s. 264-266 a 273-
274)

Pii dikazu budeme cerpat z obr. 37. Je dana kuzelova plocha, kterd mé osu o v narysné.
Rovina fezu p je k narysn€ kolma. Narysem roviny fezu je piimka p,. Odchylka a roviny
p, od roviny libovolné povrchové kruznice a odchylka B povrchovych pfimek kuzelové
plochy od této roviny je ve vztahu @ > . Narysy a,, b, obrysovych piimek a, b kuzelové

plochy protina ptimka p, v bodech 4,, B,.

Obrazek 37: Diikaz hyperbola (Pomykalova, 2023, s. 273)

Do kuzelové plochy vepiSeme kulové plochy y' a y" tak, aby se dotykaly kuzelové plochy
i roviny p. Stfedy S’ a S” téchto kulovych ploch jsou prvkem osy kuZelové plochy.
Narysem kulovych ploch jsou kruhy y,"a y," o stfedechS,’ € 0, a S," € 0, dotykajicise
ptimek a,, b, vbodech X,', ¥, a X,", Y,"”. Use¢ky X,'Y," a X,"'Y,"” jsou narysy kj a ki
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povrchovych kruznic k' a k", podél kterych se kulové plochy dotykaji kuzelové plochy.
Dotykové body kulovych ploch s rovinou p jsou body F' a F'' lezici v narysné; F' = F,’,
F" = F,"”. Libovolnym bodem M, fezu, ktery je prvkem pruniku pifimky p, a kuzelové
plochy, vedeme povrchovou pifimku p kuzelové plochy. Piimka p = MV. Piimka p se
dotyka kulové plochy y’' v bodé P’ € k'. Dalsi teénou plochy y' prochazejici bodem M je
pfimka MF'. Protoze délky teGen vedenych z bodu ke kulové ploSe jsou stejné, je IMP'| =
I[MF'|. Pfimka p se dotyka také kulové plochy x", a to v bodé P"' € k"'. Te€nou plochy y"’
je ipfimka MF" a proto [MP"| = |MF"|. Pro rozdil délek |[MF'| a [MF"| tedy plati:

IMF'| — IMF"|

— ||MPI| . |MPII|| — |PIPII| — |515H|

Krajni body tsecky AB jsou rovnéz body fezu, a proto

[IAF'| — |AF"|| = |IAX'| — 1AX"]| = |X'X"| = |S'S"|
resp.
||BF’| - |BF"|| = |IBY'| - |BY"|| = Y'Y"| = |S'S""|
Protoze je ale |AF’| = |BF"|, dostavame |S'S"'| = ||BF"'| — |AF"|| = |ABI.
Bod M fezu tak splituje podminku ||M F'| — [MF ”|| = |AB)|. Neboli rozdil vzdalenosti

libovolného bodu M fezu od danych bodi F' a F”' je konstantni.

6.2.3 Konkrétni priklad mnoZiny bodii, které maji dvojnasobnou vzdilenost od
pevného bodu nez od pevné primky
Priklad 6.9: VySettete mnoZinu vSech bodi, které maji polovicni vzdalenost od pfimky

d:y = 2 nez od bodu F[3; —1].
Reseni: Pro vypodet vyuzijeme mnozinovy zapis {X:|XF| = 2|Xd|}.
Dosadime zadané hodnoty:

IXF| = 2|Xd|

88



VE =32+ @+ D% =2y -2
(x=3)2+@+1)? =4y —2)
x2—6x+9+y2+2y+1=4(y?—4y+4)
x2—6x+9+y2+2y+1=4y?—16y+ 16)

x?—6x—3y2+18y =6

Vysel nam obecny tvar rovnice hyperboly. Pfevedeme na stfedovy tvar rovnice hyperboly.
(x=3)?2-9-3((y—3°-9) =6
(x—=3)2-3(y—3)2=-12

G372 537

12 4 1

Z vysledné sttedové rovnice muzeme urcit vSechny zakladni hodnoty. Soufadnice stfedu
S[3; 3]. Velikost hlavni a vedlej$i poloosy a = 23, b = 2, excentricitu e = 4, soufadnice
ohnisek E[7; 3], F[3; —1] a soufadnice vrcholtu A[5; 3], B[1; 3].

Mizeme zakreslit do grafu.

h 7 L 2

Obrazek 38: Hyperbola pr. 6.9

6.2.4 Konkrétni priklad — ohniskové zadani
Priklad 6.10: VysSetfete mnozinu vSech bodl roviny, které maji od dvou danych bodu

konstantni rozdil vzdalenosti men$i nez vzdalenost téchto bodd. E[—5; 0], F[5;0]aa = 3

Reseni: Prepiseme zadani do mnoZinového zapisu {X : ||X E| — |XF || = Za}.
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Dosadime do rovnice:

|IXE| — |XF|| = 2a

|\/(x+5)2+y2—\/(x—5)2+y2| =6

(x+52+y?—2J(x+5)2+y2/(x—5)2+y2+ (x —5)2+y? =36

x2+10x+ 25+ y% + x2 —10x + 25+ y2 — 36 = 2,/ (x + 5)2 + y2,/(x — 5)% + y2

2x%2 4+ 2y% + 14 = 2,/ (x + 5)2 + y2,/(x — 5)% + y2

x2+y2+7=/(x+5)2+y%/(x —5)% +y2
(?+y?+7)? = ((x + 5%+ y*)((x = 5)* +¥?)
x*+ y*+ 49 + 2x2y? 4+ 14x?% 4+ 14y? = x* + y* 4+ 625 — 50x2 + 2x%y? + 50y?
64x2 — 36y2 = 576

=1

xZ yZ
9 1

Z vysledné sttedové rovnice muzeme urcit vSechny zdkladni hodnoty. Soutadnice stfedu
S[3; 3]. Velikost hlavni a vedlejsi poloosy a = 3, b = 4, excentricitu e = 5, soufadnice

ohnisek E[—5; 0], F[5; 0] a soufadnice vrchola A[—3;0], B[3;0].

Muzeme zakreslit do grafu.
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Obrazek 39: Hyperbola pr. 6.10

6.2.5 Obecné odvozeni mnoziny bodu s konstantnim pomérem vzdalenosti od
primKky a bodu
Priklad 6.11: VysSetfete mnozinu bodi {X : |XF| = k|Xp|}, k=2, p:x = —;d a

d
F[;,O}
Reseni:
IXF| = k|Xd|
(x-4Y+  ~2x +2d]
XT3) TYTEAET

( d)i = 4(x+24)
X—3) TY =X T3

2

2 2d +d2+ 2 =4 2+4d +4d2
Xt —gdx+ oyt =42 +odx+ -
2 2d +d2+ 2 =4 2+16d +16d2
XTgM Ty Ty =R e T Ty
15d?
—3x2 —6dx + y% = 5
1542
=3[(x +d)* —d?]+y* = 5
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4d?
—3(x + d)z + yz = —T
9x +d)* 3y*

24z 4qz ©

Vysledkem je rovnice hyperboly zavisla na parametru d, d je vzdalenost bodu F od ptimky
p.
Ovétfime dosazenim za parametr napt. d = 3:

9(x +3)? 3y?

137 4.3z 1
(x +3)? y2_1
4 12

Ze sttedové rovnice elipsy uréime stited S[—3; 0], velikost hlavni a vedlejsi poloosy a =
V4 a b = 2+/3, excentricitu e = 4 a vrcholy A[—5; 0] a B[—1; 0] MuiZzeme zakreslit elipsu
do grafu.

Le

Obrazek 40: Hyperbola pr. 6.11

6.2.6 Obecné odvozeni — ohniskova definice
Priklad 6.12: VySetiete mnozinu vSech bodl roviny, které maji od dvou danych bodii

konstantni rozdil vzdalenosti mens$i neZ vzdalenost téchto bodu.

Reseni: Pfepiseme zadani do mnoZinového zapisu {X : ||XE | — |XF || = Za}. Vhodné

umistime body E a F do soustavy soufadnic E [—e; 0], F[e; 0].

Dosadime do rovnice:
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|IXE| — |XF|| = 2a

|\/(x—e)2 +y2 —/(x +e)? +y2| = 2a

(@=—e)?+y* = 2J(x—e)? +y%/(x +e)* + y2 + (x + ) +y* = 4a’

Roznasobenim a dal$imi ekvivalentnimi upravami dostaneme:

2x% +2e? +2y? — 2\/(x — e)2 + y2/(x + €)? + y2 = 4a®

x? +e? +y? —\/(x—e)2+yz\/(x+e)2+y2 = 2a?
(2 + €2 +y2)2 = (¢ — )2 +y2) ((x + €)% +7)

Dal$im roznasobenim a ekvivalentnimi Gipravami dostaneme:

4a? — 4a%x? — 4e?a? — 4a’y? + 4e?x2 =0

2

a’? —a’x? —e?a’? —a’y?+e%x?2=0

(eZ _ aZ)XZ _ a2y2 - aZ(eZ _ aZ)

Miizeme si v§imnout vyrazu (e? — a?). Cemu se rovna? U kuZeloseéek mame dva vzorce,
kde se vyskytuje pismeno e. Hyperbola e? = a? + b?, Elipsa e? = a? — b? . Ktery vzorec
se ndm hodi vice? Pojd'me se podivat na vzorec pro excentricitu hyperboly, ktery mizeme
upravit na b? = e? — a?. Dosadime do ndmi upravené rovnice.

b2x? — a?y? = a?b?

2 2

a‘ b
Upravena rovnice je rovnice hyperboly ve stiedovém tvaru se stifedem v pocatku
soufadnicového systému. Obecné mulZeme tuto rovnici upravit pro stied libovolné
umistény v systému soutfadnic S[m, n].

(x-my -m?_

a? b2 1
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Zaveér

V této praci jsme si kladli za cil vytvoftit uceleny a prakticky vyuzitelny material pro vyuku
konstrukéni a analytické geometrie na stfednich Skolach, doplnény knihou animaci

v programu GeoGebra, kterd je strukturovana dle kapitol prace.

V kazdé¢ kapitole je ¢tenat podrobné proveden dvémi ¢astmi.

V prvni casti kazdé kapitoly jsme se vénovali konstrukéni hypotéze, kterd vychazela
z mnozinové nebo sttedoskolské definice zadané mnozin bodd. Postupnymi konstrukcemi
jednotlivych bodl jsme systematicky vykreslovali danou mnozinu, coz ndm umoznilo si
vizualné predstavit, jak dana mnozina mtze vypadat. Nasledn€ jsme uvedli definice téchto
mnozin z ruznych zdroji odborné literatury. Tento krok byl kliCovy pro sjednoceni
terminologie a pochopeni rtiznych ptistupti k danému problému. Uvedené definice jsme
doplnili o matematické dikazy, kterymi jsme ovéfili, ze konstrukce skutecné odpovidaji
pozadovanym vlastnostem mnozin bodti. Timto jsme zajistili, ze nase praktické konstrukce
jsou teoreticky spravné a ze vSechny zkoumané mnoZiny spliuji stanovené vlastnosti.
Tento ptistup, kombinujici praktickou konstrukci a teoretickou analyzu, nam umoznil
komplexné pochopit a popsat jednotlivé mnoziny bodi. Kromé toho nam tento postup
pomohl vytvofit vyukovy materidl v programu Geogebra, ktery je vizualné ndzorny,

a zaroven pouzitelny pro efektivni vyuku a porozuméni studentt.

V druhé casti kazdé kapitoly jsme se veénovali podrobnému vysvétleni postupl
analytického feSeni konkrétnich ptikladii. Kazdy ptiklad jsme fesili pomoci matematickych
vzorcu, které popisuji vzdalenost mezi dvéma body nebo vzdalenost bodu od piimky.
V nékterych ptipadech jsme pouzivali kombinace obou téchto vzorci, abychom mohli
analyzovat dan¢ mnoziny bodl. Aplikovali jsme ptislusné vzorce a pomoci algebraickych
uprav jsme dospéli k rovnici, kterd popisovala danou mnozinu bodd. Tato rovnice nam
umoznila urcit vlastnosti téchto bodt, jako jsou jejich poloha a nasledné bylo mozné je
zakreslit do grafu. Nasledné jsme se zaméfili na obecné odvozeni rovnic pro zadané
mnoziny bodii. Nejprve jsme formulovali obecny vzorec, ktery popisuje danou mnozinu.
Pro usnadnéni nékterych vypoct a zachovani prehlednosti jsme cCasto volili strategické

umisténi bodl nebo ptimek. Naptiklad jsme mohli volit soufadnice tak, aby se vyrazné
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zjednodusily vypocty, aniz by tim byla ovlivnéna obecnost fesSeni, a aby byla univerzalné
pouzitelna pro rizné konkrétni ptipady. Po odvozeni obecné rovnice jsme do téchto vzorch
dosazovali konkrétni hodnoty. Tento postup ndm umozZnil ovétit spravnost odvozeného
vzorce, pricemZz jsme zkontrolovali, zda vysledné rovnice odpovidaji ptfedchozim

vypoctim.

V praci jsme vzdy analyzovali mnoZinu danou konkrétnim mnoZinovym zapisem
a nasledné jsme poskytli stiedoSkolské definice k témto mnozindm. Porovname si tedy
pouziti téchto dvou typu definic. MnoZinova definice je obecnéj$i a abstraktnéjsi.
Umoziuje piesnéji popsat Sirokou Skalu matematickych objekti a vztah mezi nimi. Je
univerzalné platna bez ohledu na konkrétni kontext. Stfedoskolské definice je mén¢ obecna
a vice konkrétni. Je navrZzena tak, aby byla snadno pochopitelnd pro studenty na
sttedoskolské urovni. Zaméiuje se na konkrétni piipady a aplikace, které jsou v souladu
s uebnimi osnovami. Ve stfedoskolskych ucebnicich se pfi feSeni piikladu castéji
setkdvame se zadanim, ve kterém je jiz uréeno, o jakou mnozinu bodt se jedna, a cilem je
pouze zjistit jeji rovnici, nakreslit graf nebo jiné vlastnosti. Zadani ve stylu "vySetiete
mnozinu bodil a urcete, o jakou mnozinu jde" se objevuje jen zfidka. S timto typem tlohy

se setkdvame spiSe aZ na vysoke Skole.

Téma této prace je mnozné nadale rozvadet. Mohli bychom naptiklad fesit 1 dal$i mnoziny
bodli dané vlastnosti, jako jsou ekvidistanty aj. Nabizi se také feSeni dalSich uloh
podobnych typa, které se zabyvaji vlastnostmi a charakteristikami mnozin bodi. Miizeme
zkoumat rizné geometrické transformace téchto mnozin, jako jsou posuny, rotace
a zrcadleni, a jejich vliv na vlastnosti mnoZin. Rovnéz je mozné se zaméfit na analyzu
mnozin v riiznych soufadnicovych soustavach, naptiklad v polarnich soutadnicich nebo

v prostoru vys§i dimenze.
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