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Uvod

Borel-Cantelliho lemma je jednim z nejznameéjsich 0-1 zdkonti. Urcuje nam
pravdépodobnost, se kterou pro nekonec¢né mnoho n nastane urcity jev. Jako jed-
noduchy ilustra¢ni priklad lze uvést hod minci, kdy néas zajima, s jakou pravdépo-
dobnosti padne rub pro nekonecné mnoho n. Takovy pripad ndm Borel-Cantelliho
lemma rychle vytesi, hlavné proto, ze se jedna o nezéavislé jevy. Ale vzhledem k
tomu, ze pro jeho pouziti je tieba splnit vcelku striktni podminky, tak nam ve
spousté dalsich pripad nedava zadny vysledek.

Mnoha matematiktim tedy ptipadalo toto lemma nedostatecné a po mnoho
let se pokouseli o jeho vylepseni. Nékolika z nich se urcitym zpiisobem povedlo
podminky zeslabit, s tim se vsak poji, ze vysledkem je odhad pravdépodobnosti.
Mezi takové inovace se radi i ¢lanek Kochena a Stonea. Ten vysel v 70. letech 20.
stoleti a obsahuje tvrzeni opfené o vlastnosti stfednich hodnot a dva dusledky.
Oslabena podminka, kterou uvadi dusledek predpoklddajici rekurentni jevy, se
vsak v praxi tézko ovéruje, proto se jesté predklada postacujici podminka, jez je
pro nas snadnéji ovéritelna.

Na nasledujich strankach prvni kapitoly 1ze tedy najit podrobnéji popsané
Borel-Cantelliho lemma spolecné s diikazem a nékolika priklady na jeho pouziti.

Druhé kapitola se uz vénuje samotné Kochenové-Stoneové nerovnosti spolu
s dikazem. Déale je zde uvedena jeji alternativa také s dikazem, ktera se na
danou problematiku diva z trochu jiného ihlu, ale dochéazi k totoznému vysledku.
Posledni ¢ast druhé kapitoly dokazuje, ze jedno z nejnovéjsich zobecnéni Borel-
Cantelliho lemmatu je dtsledkem tvrzeni z ¢lanku Kochena a Stonea.

Treti kapitola uvadi nékolik priklada, které lze vytesit pomoci
Kochenovy-Stoneovy nerovnosti, kdy jsou k feSeni pouzity obé dokdzana tvrzeni.
Zaroven se zde znovu objevuje jeden priklad z prvni kapitoly pro srovnani naroc-
nosti vypoctu.



1. Uvod do 0-1 zakonii

1.1 Borel-Cantelliho lemma

V prvnich desetiletich dvacétého stoleti prisli Emile Borel a Francesco P. Can-
telli s lemmatem o posloupnosti ndhodnych jevu ze o-algebry A na pravdépo-
dobnostnim prostoru (£2,.4, P). Lemma lze rozdélit na dvé ¢asti, kdy jedna ¢ast
pracuje jen s posloupnosti ndhodnych jevi a druha ¢ast pozaduje nezavislost jevi.

Jako prvni si zavedeme néasledujici znaceni.

Znaceni. Méjme Ay, As,... ndhodné jevy z A. Pak nasledujici mnoziny jsou také

z A

limsup A,, = ﬂ U Ap a liminf A,, = U ﬂ Ap.
n—00 n=1k=n oo n=1k=n

Z rovnosti vySe nam vyplyva, ze limsup,_, . A, je mnozina elementarnich jevi,
které jsou prvkem nekonecné mnoha z jevit A,,. Na druhou stranu liminf,, ., A,
znaci mnozinu elementarnich jevi, které jsou prvkem vsech az na konec¢né mnoho
z jevi A,.

Lemma 1 (Borel-Cantelli I.¢ast). Budte Ay, As,... ndhodné jevy, pak plati im-
plikace

Z P(A,) < oo = P(limsup 4,,) = 0. (1.1)

n—oo

Diikaz. Predpokladejme, ze plati >0, P(A,) < oc.
Ze znaceni vyse dostavame

P(hmsupA ﬂ U Ag) = = lim P(J 4 < lim > P(A4) =
n=1k=n k=n k=n

Kdy druha rovnost plyne ze spojitosti pravdépodobnosti a posledni rovnost
vyuziva predpokladu >0, P(A4,) < oo.
O

Pozndmka. 7 vlastnosti dopliku plyne, ze

(lim sup A4,,)¢ ﬂ U A€ =UJ N Af = liminf AS.
Pozndamka. Pokud plati Y0, P(A,) < oo, pak z Lemma [I| dostavame dusledek
P(liminf AY) =
n—oo

Lemma 2 (Borel-Cantelli I1.¢ast). Budte Ay, As,... nezdvislé nahodné jevy, pak
plati nasledujici ekvivalence

Z P(A,) < 00 < P(limsup A,) =0, (1.2)
n—oo
Z =00 < P(limsup A,,) = (1.3)



Diikaz. Jako prvni si dokdzeme nésledujici implikaci

Z =00 = P(limsup 4,) =
— n—00
Ze vztahu
limsup 4, = (hm inf AGHC
n—oo
plyne

P(limsup 4,) = 1 — P(liminf A9).

n—o0 n—00

Z faktu, ze pravdépodobnost nabyva hodnot z intervalu [0,1], plyne nerovnost

0 < P(liminf A7) = P(|J (N AY) = lim P( ﬂ AY)

n=1k=n k=n

= lim lim P( ﬂ AY) = lim lim H (1= P(Ax))

n—00 N —o00 n—r00 N—><>o
=N
< lim lim He (Ae) — lim lim e ~ Y. PR
n—oo N—>oo n—00 N —o00
=0.
’ . v/ 1 . . o0 N Y v Ve
V prvni rovnosti vyuzivame liminf,, ..o A, = U () Ag. Druha a tfeti rovnost
n=1k=n

plyne ze spojitosti pravdépodobnosti. Ctvrta rovnost vychazi z predpokladu ne-
zéavislosti jeva (P( (N A;) = ILier P(4)), kdy L je koneénd mnozina) a vlastnosti
leL

doplitku P(A%) =1 — P(A).

V nerovnosti

lim lim H (1 — P(Ag)) < lim lim He PiAx)

n—o00 N—>oo n—o0 N—>oo
vyuzivame znamého odhadu exponencialy
l—-z<e™®*VazxelR

Posledni rovnost vyplyva z predpokladu tvrzeni, ze > °°, P(A,) = oc.
Z véty o dvou straznicich(skripta k Matematické analyze(Pick a kol.| (2020))),
veta 2.2.46) dostavame

P(liminf AY) = 0, a tedy P(limsup 4,) =

n—oo n—oo

Mame dokazané nasledujici dvé implikace

NE

P(A,) < oo = P(limsup A,) =0,

n—o0

S
Il
—

K

P(A,) =00 = P(limsupA4,) =1

n—o0

i
L



Ekvivalence plynou z faktu, ze > °°;, P(A,) nemuze dosdhnout jiného vy-
sledku nez < oo nebo = oo.
O

Dtikazy jsou cerpany ze skript k prednasce Pravdépodobnost a matematicka
statistika (Prokesova (2023)).

1.2 Jednoduché priklady

Priklad 1. Necht X, Xs... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych velic¢in
s normdalnim rozdélenim s parametry u = 0 a 02 = 1. Urcete, s jakou pravdépo-
dobnosti pro nekone¢né mnoho n nastane jev A, = [X,, > 0].

Reseni. Vzhledem k tomu, ze X, Xs... jsou ze zadani nezavislé jevy, pak i A,
jsou nezavislé. Navic vime, ze hustota normalniho rozdéleni s danymi parametry

$2 o Vv . v/
je f(z) = \/%6’7. Pak mtzeme za pomoci gamma funkce spocitat

Déle dosadime do sumy

= Q.

N

K feseni tedy pouzijeme druhou ¢dst Borel-Cantelliho lemmatu ([1.3]).
Dostévame, ze P(limsup,,_,., A,) = 1. Jev A,, tedy nastane pro nekone¢né mnoho
n s pravdépodobnosti 1.

Priklad 2. Necht X, Xs... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych velic¢in
s normalnim rozdélenim s parametry u = 0 a 02 = 1. Urcete, s jakou pravdépo-
dobnosti pro nekonecné mnoho n nastane jev A, = [X; > 0].

Reseni. Zde si musime dét pozor, nebot A, nejsou nezavislé, nelze tim padem
pouzit Borel-Cantelliho lemma pro nezavislé jevy. Z prikladu vyse vime, ze
P(A,) = 1, tedy 30> P(A,) = co. Nepomize ndm ani prvn{ ¢dst lemmatu

1' budeme muset vyuzit definice limsup,,_,.. A, = N U Ax
n=1 k=n

P(limsup A4,) = P( ﬁ G (X1 >0) = P(ﬁ (X7 >0) = lim P(X; >0) =,

n—00 n=1k=n n=1

kde v piedposledni rovnosti mizeme za P(X; > 0) dosadit 3.
Jev A, tedy nastane pro nekonecné mnoho n s pravdépodobnosti %

Priklad 3. Necht X, Xs... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych velic¢in
s exponencialnim rozdélenim s parametrem \ = 2. Urcete, s jakou pravdépodob-
nost{ pro nekonecné mnoho n nastane jev A, = [X,, > logn3].



Reseni. Opét méame, ze X, Xs... jsou nezéavislé jevy, stejné tak i A,. Dale zname
hustotu exponencidlniho rozdéleni s parametrem \ = 2, coz je f(x) = 2e22.
Nésledné postupujeme podobné jako v Prikladu

> 1
P(A,) = P(X, > log n3) = / 222 dp — [_6—2m]oo _

1 3 6"
log n3 ogn nd

Vysledek opét dosadime do sumy

S PA) =Y - <o
n=1 n=1 n

Dostévame, ze P(limsup,,_,. A,) = 02z (1.2). Jev A, tedy nastane pro nekone¢né
mnoho n s pravdépodobnosti 0.

Priklad 4. Necht X;, X5... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych velicin
s exponencialnim rozdélenim s parametrem \ = 2. Urcete, s jakou pravdépodob-
nost{ pro nekonecné mnoho n nastane jev A, = [X; > logn?].

Reseni. Stejné jako v Piikladu 2 jevy A, nejsou nezévislé. Ale vzhledem k tomu, Ze
uz méme spocitané P(A,) = &5 a Y02, P(A,) < oo, mizeme priklad dopoditat
pomoci prvni ¢asti Borel-Cantelliho lemmatu . Podminku mame splnénou,
takze P(limsup,,_,., A,) =0.

Jev A, tedy nastane pro nekonec¢né mnoho n s pravdépodobnosti 0.

Priklad 5. Méjme k dispozici klasickou Sestisténnou kostku. Chceme urcit, s
jakou pravdépodobnosti padne dvojka v nekonecné mnoha hodech.

Resend. Vzhledem k tomu, ze mame k dispozici nekoneéné mnoho hodi, tak se
nabizi myslenka, ze dvojka urc¢ité padne. Zkusime to vSak ovérit pocetné.

Skutecnost, ze padne dvojka, je nezavisly jev, predchozi hody oc¢ividné ten
dalsi nijak neovlivni. Dostavame tedy nezavislou posloupnost jevi. Pravdépo-
dobnost padnuti dvojky je é. MizZeme psat

[e.9] [e.9] 1
>, P(A, Z 6=
n=1 =

Z (1.3)) plyne, ze P(limsup,,_,. A,) = 1.

Tim padem dvojka padne v nekonec¢né mnoha hodech s pravdépodobnosti 1, coz
potvrzuje nasi prvotni myslenku.

Priklad 6. Méjme jednu urnu s jednim bilym mickem. Po kazdém vytazeni micku
priddme £ ¢ernych mick. Jaka je pravdépodobnost, ze nekonec¢né-krat vytahneme
bily micek?
Reseni. Oznacime A, = 1y n-tém tahu vytahneme bily micek] @ zajima nas, jak vyjde
P(limsup,,_,..(A,)). V prvnim tahu se v urné naléza jediny micek a navic bily,
takze pravdépodobnost jeho vytazeni je 1.
Pro druhy tah uz mdme v urné k+1 micka, takze P(Ay) =
Ve tietim tahu se pravdepodobnost zménila na P(Az) =
Dostavame tedy, ze P(A,) =

1
k+1 :
21<;+1
MiiZzeme obecné psat

> 1

n§=:1 P(An):nzz:l nk+1:

Rada diverguje, pouzijeme druhou ¢4st Borel-Cantelliho lemmatu (1.3)), tedy
P(limsup,,_,., 4,) = 1.

nk+1




2. Zobecnéni Borel-Cantelliho
lemmatu

2.1 Kochenova-Stoneova nerovnost

Pokud neméme nezavislé nahodné jevy a plati Y02, P(A,) = oo, tak ndm
Borel-Cantelliho lemma nedava zadny vysledek. A vzhledem k tomu, ze B-C
lemma uz tu s nami je par desitek let, tak se nékolik matematiki snazilo do-
sdhnout jeho vylepseni a prinejmensim odhadnout dolni mez P(limsup,,_,. A,),
pokud Aj, A,,... nejsou nezavislé jevy a 300, P(A,) = 0.

V roce 1964 publikovali Charles Stone a Simon Kochen (Stone a Kochen
(1964)) zobecnéni Borel-Cantelliho lemmatu, na které se v této kapitole poku-
sime podivat podrobnéji. Kochen a Stone prisli s myslenkou, ze by se lemma dalo
zpresnit, pokud bychom uvazovali ndhodné veli¢iny X, /EX,,, kdy X, oznacuje
pocet jevu Aj,...,A,, které nastanou. Pouziti této ndhodné veli¢iny prinasi velkou
vyhodu, nebot pokud jsou jevy A, nezavislé a >.0°, P(A,) diverguje, tak pak
lze aplikovat silny zakon velkych ¢isel, takze lim,, o X, /EX, = 1 skoro jisteé.

Definice 1. Konvergence skoro jiste: Necht Xy, Xo,... jsou ndahodné veliciny na
stejném pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). Posloupnost ndhodnych velicin
{X,}52, konverguje skoro jisté k nahodné veliciné X, jestliZe

P<w €Q: lim X,(w) = X(@) ~1.

n—oo

Tvrzeni 3. Necht X1, X,,... je posloupnost nahodnyjch velicin, kdy kazdd z velicin
ma nezdpornou stredni hodnotu a konecny kladny druhy moment.

Dadle predpokladejme, Ze limsup,,_, (I?E)QQ)Q > 0. Pak

i) P(liminf,,_, . ]EXTnn <1)>0,

i) P(limsup,, . =& >1) >0,

Xn
iii) P(limsup, .. g5 > 0) > limsup, . £

Diikaz. Oznacme Y, = 2. Pak EY, = E2~ = EX» — 1 Rozptyl bude vypadat

EX, EX,  EX,
nasledovné varY, = EY,? — (EY,)? = EY,? — 1 < EY;? < oo.
Podminku lim sup,,_, ., (H;:E))((’:%)Z) > (0 muzeme prepsat jako limsup,,_, E—%,g > 0. Pak
Ve>0dnpo e NVne N, n > ! >
€ n n n>ng: Sup ——= > €.
0 y 2= TNy nzg) EYnZ

Neboli

Ve>0dng e NVn e N, n>ng: infEYn2<1.
€

n>ng

Oznac¢ime-li M = 1, pak plati, Ze liminf, . EY,;? < M < 0.

7



Necht ¢ je kladné ¢islo a [, indikator ndhodného jevu Y,, < c. Pokud vyuzijeme
znalosti stfedni hodnoty z vypoctu vyse, dostavame nerovnost

2

n

E
1=EY, <EY,I, +
c

Jeji pomoci mizeme odhadnout nésledujici vyraz

2 limi 2
1 M <EY.I + EY,  liminf, o EY;
c c c

EY? — liminf,_,., EY?
<limsupEl,Y, +4§ + —= M L

n—00 C

Kdy vyuzivame, ze z definice limes superior plyne

Vo >03dnge NVneN, n>ngy:ElY, — 0 <limsupELY,,.

n—oo

M—EY2+lim inf, o EY;2
C

Oznacéime-li M =

, pak

M
1 — — — ¢ <limsupELY, <E(limsup [,,Y,),

C n—00 n—oo

kdy stfedni hodnotu a limes superior lze zaménit na zdkladé Fatouova lemmatu'}
Vzhledem ke skutecnosti, ze ¢ muze byt libovolné velké a ¢ libovolné malé, lze
nerovnost prepsat jako

1 < E(limsup ,Y,,) < E(limsup ),

n—oo n—o0

tedy dostavame

n—00 n—00 n

Xn
0 < P(limsupY, > 1) = P(limsup 5% > 1).

Co by se ale stalo, kdyby nastalo P(limsup,,_,. Y, > 1) = 07 Pak by nutné
muselo platit, ze
limsupY, < 1= E(limsupV,) <1,
n—oo n—oo
coz je v primém rozporu s odhadem 1 < E(limsup,,_,., Y;,), ktery jsme ziskali
vyse. Vime, ze EY,, = 1, neni tedy mozné, aby stfedni hodnota limsup,,_,. EY,
byla mensi. Proto plati

X
0< P(li >,
(1msup]EX )

n—00 n

A tim méame dokazany bod ii) z tvrzeni.
Bod i) plyne viceméné analogicky, jen dale oznacime limsup,, .. EY?2 < T < oo
pro néjaké kladné T' a vyuzijeme definice limes inferior

Vo >0 dng € NVn € N, nZnO:EYn+5ZIiTIng1f]EYn.

IFatouovo lemma: Je-li (X, A, i) prostor s mirou a f,,,n € N, jsou néjaké nezaporné métitelné
funkce na X, pak fX liminf, o frndy < liminf, . fX fndp.

8



Pak miizeme psat

limsup,, ., EY;?

* > EY, > liminf EY, — 0 > E(liminfY,,) — 4,

C n—0o0

T
1+—>EY, +
c

kdy jsme opét vyuzili Fatouova lemmatu. Plati tedy

X
< P(liminf Y, < 1) = P(liminf
0< (%gg.} <1) (lim in e

n—oo
n

<1).

Nula vsak opét nemuze nastat, protoze pak by stejné jako v dukazu bodu ii) doslo
k nasledujicimu sporu

liminfy, > 1= E(liminfV,) > 1
n—oo n—oo

pricemz vime, ze 1 > E(liminf, . Y},) pro néjaké libovolné velké c.

Zbyva nam dokazat bod iii). Zjevné EI,,Y,, < ¢, a proto plati nerovnost
EY,(1 -1, =1—-ELY, > 1—c Pak pro 0 < ¢ < 1 a z Cauchy-Schwarzovy
nerovnosti dostavame, ze

(1—¢)? < (EY,(1—1,)? <EY?E(l — I,)* = EY’E(1 — I,) = EY*P(Y,, > ¢).

Neboli
Pl > 9) = Py, = ) = () Ui > )
= lim P(|J (Yx > ¢)) > limsup P(Y, > c)
n—oo ken n—00
(EX,)?

> (1— c)QIiLn_)s;gp EY? =(1- c)zlign_)s;}p EX?

A ¢ muze byt libovolné malé, zvolime ho tedy blizko nule, ¢imz je dokazan bod
iii).

]

Dusledek 1. Necht predpoklady Turzeni[3 plati.
Dale predpokldidejme, Ze liminf,, EXT”n a limsup,,_,. 7
jiste. Pak

X" jsou konstanty skoro

iv) P(liminf, . ]E)g <1)=1,

v) P(limsup,,_,. 552 ->1)=1

Dalsi dusledek Tvrzeni 3| predpoklada rekurentni jevy, proto si nejdiive uve-
deme jejich definici a ilustracni priklad.

Definice 2. Rekurentni jevy: Posloupnost jevi Ay, As,... se nazyvd systém re-
kurentnich jevi, jestliZe existuji nezdvislé stejné rozdélené kladné celociselné nd-
hodné wveliciny Y1,Ys,... takové, Ze pro jev Ay plati: Y1 + Yo+ ...+ Y, =k pro
néjakeé j.



Pro lepsi predstavu definice si rozepiseme, jak by mohlo vypadat nékolik prv-

nich clenu posloupnosti A;, As,... . Dilezitou skutecnosti je, Ze nahodné veli¢iny
Y1, Ys,... jsou kladné a celociselné. Potom tedy

Al [}/1 = )

Ay =Yy = Y1=1"Yy, =1],

U
UVi=2,=1ui=1Y,=2JuY;1 =1,Y, =1,Y3=1],
Ui =3Y,=1u1 =2, =2]U[Y; =2,Y, =1,Y3 = 1]
Ui =1,% =3 UYi =1, =2,Y; = JU[Y; = 1,Y; = 1,Y; = 2]
Ui =LY, =1Y;=1Y,=1]
Pozndmka. Pro systém rekurentnich jevii plati nasledujici vztah
P(A,, NAg) = P(A,)P(Ak—n) pro 1 <m < k,
z ¢ehoz je jasné vidét, Ze jevy nejsou nezavislé.
Tento vztah l1ze nahlédnout z rozepsanych clenti rekurentni posloupnosti.

Oznac¢me p; = P[Y; = i].
Pak mizeme psat

P(A1) = D1,

P(Ay) = p2 + 1,

P(A3) = ps + 2pap1 + 13,

P(Ay) = pa + 2psp1 + p3 + 3papt + pi-

Vezméme napiiklad m = 1 a k = 3, pak by podle poznamky mélo platit nasledu-
jici
P(A; N A3) = P(A1)P(As).
Obé c¢asti rovnosti si rozepiseme zvlast
P(A1 N As) = pop1 + 1}
P(A1)P(As) = pi(p2 + p3) = pap1 + 11,

vidime, ze leva i prava strana se rovnaji, podobnym zpusobem bychom postupo-
vali i pro dalsi ¢leny nasi posloupnosti.

Nyni uz uvedeme samotny disledek Tvrzeni [3|

Disledek 2. Necht Ay, As,... je systém rekurentnich jevu. Ddle necht mq, ma,...
je striktné rostouct posloupnost kladnijch cisel a necht N(n) oznacuje pocet jevi
Ay seeny A, které nastanou. Jestlize

i_o:l P(A,,,) = oo

. (Zlgkgn P(Amk))2
hﬂ%p(zl%gn P(Am) PAm ) ™" 21)

pak skoro jisté plati

o N(n) ) . < N(n) )
1 f <1<1 . 2.2
(R (Zl<k<n P(An)) = = s\ Sicie P(An,) 2
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Podminku (£2.1) 1ze v praxi velmi tézko ovérit, proto si uvedeme postacujici
podminku.
Mejme libovolné konstanty o > 1 a 5 > 0 takové, ze

Pak ([2.3)) je postacujici podminka pro |) protoZze plati

( (Xicken P(Am))? )
Zl§i<j§n P(Aml)P(Am]_m’L>

lim sup
n—oo

S (s o i >>
=t )
e
> (g ) - 5o

[

2.2 Alternativni zapisy K-S nerovnosti

Jesté diive nez Kochen a Stone vydali své vysledky madarsky matematik Paul
Erdos s Kai Lai Chungem v roce 1952, ¢imz se fadi mezi prvni, ktefi se o néjaké
vylepsSeni pokusili. Vzhledem k tomu, ze byl P.Erdos velmi ¢inny autor, tak se k
Borel-Cantellimu lemmatu vyjadril jesté o sedm let pozdéji spolecné s Alfrédem
Rényim. Nyni se vSak podivame na jeho vysledek spole¢né prace s K.L.Chungem,
ktery je zminén v ¢lanku od Jia-An Yana (Yan| (2006)). Tato nerovnost nam bude
uzitecna pro alternativni diikaz Kochenovy-Stoneovy nerovnosti.

Tvrzeni 4 (Chung-Erdésova nerovnost). Necht {Ag, 1 < k < n} je posloupnost
jevi. Pak

" ys (S PP

. 2.4
e P P(AiN Ay (2.4)

U A
k=1

Diikaz. Oznaéme X = 14, a Y, = 1~ . 7Z Cauchy-Schwarzovy nerovnostﬂ

plyne
(E@ X@)Q - (Eé X ) (VLB X0

<EYEZXk <P ZXk>O ((i Xi)?)

2Cauchy-Schwarzova nerovnost: Mé&me dvé ndhodné veli¢iny Y a Z.

Pak E|ZY| < \/E(Y2)E(Z2).

11



Vzhledem k tomu, ze P(>;_, Xz > 0) = P( 6 Ay), tak plati
k=1

n X 2
( (Zk 1 ’C P U Ak
(Zk 1 Xk)
PiepiSeme-li nerovnost zpét, kdy X, =14, a Y, =1 O , ziskdme znéni Chung-
A
k=1

Erdésovy nerovnosti, neboli

s (Sha P4
YA 2 5 P Ay

]

Poznamka. Nahodné veli¢iny oznacujeme jako negativné korelované, pokud je-
jich korela¢ni koeficient nabyva zapornych hodnot na intervalu [-1,0). Korela¢ni
koeficient pro nahodné veliciny X, Y definujeme jako

cov(X,Y)
VvarXvarY

Nasledujicim zptsobem je Kochenova-Stoneova nerovnost formulovana
v ¢lanku od Jia-An Yana ((Yan, 20006)) i s alternativnim dikazem. A¢ se jedna o
stejny vysledek, tak zapis je prekvapivé rozdilny a dany odhad P(A,,1.0.), coz je
ekvivalentni zépis P(lim Sup,, o A ) lze A\ této interpretaci snadno nahlédnout I

vvvvvv

p(XY) =

nerovnosti.

Tvrzeni 5. Necht {A,} je posloupnost jevi splriujici podminku
Pak
(ZZ 1 ( k)>2

P(A,,i.0.) > limsu 2.5
( ) ”—mp sz 1 P(AiAy) 2

; P(A)P(A
— lim sup El§z<k§n ( Z) ( k) (2.6)

n—00 Zl§i<k§n P<AiAk)

Pokud jsou {A,} po dvou nezdvislé ¢i negativné korelované
(tj. P(A;Ax) < P(A;)P(Ay) proV i # k), potom P(A,,i.0.) = 1.

Diikaz. Oznaéme a, = (Xp_; P(Ag))?, by = 27— P(A;Ay). Pak z pfedpokladu
véty dostavame, ze lim, ., a, = oco. Navic vime z (2.4)), ze lim, ,, b, = o0 a

b, > a,. Déle z (2.4) a z nerovnosti

S P(AA) < Z (AAR) — 3 P(AAL) = by — b,
i,k=m+1 =1 i,k=1

12



mame, ze pro m < n, m,n € N, m je pevné, plati

> . " . (ZZ: +1 P(Ak)>2
P A) = lim P A >1 -
(U A)=lim P( U Ay > limsup S eemin P(AAL)

. (Xhey P(AR) — X0, P(Ag))?
> lim su
= R S P(AA) — ST, P(AAL)

(Van — /am)? Ay, — 24/ Gy +

i S iy
1 — 2vVam + Om
= lim sup % ( ‘/ji”bim an > = lim sup Gn
n—00 n . n—o00 ~
n_ P(A 2
ey (Sl P4

Posleme-li nyni m — oo, ziskdme nerovnost (2.5)).
Z predpokladu >0, P(A,) = oo a dvou nasledujicich rovnosti

(fj P(Ak)> =2 Y P(A)P(Ay) + > P(Ay)? (2.7)

k=1 1<i<k<n k=1
S P(AA) =2 Y P(AA)+ Y P(A), (2.8)
ik=1 1<i<k<n k=1
plyne
lim sup (%Z:l P(Ak))Q = lim SUP<221Si<kSn P(:li)P(Ak) e P(Ak)2>.
n—oo Zi,k:l P(AlAk) n—oo Zi,k:l P(AZAk)

Budeme-li dal upravovat vyraz v limes superior a vyuzijeme-li z diskuze vyse, ze
lim,,_, . b, = 00, tak ziskdme

. Sy P(Ag)? . >h1 P(A) . Van
0 <limsu < limsu = limsup +— = 0.
= T L P(AA) T s S P(AA)  mase b,

(2.9)

Tedy z véty o dvou straznicich (skripta k Matematické analyze(Pick a kol.| (2020)),
véta 2.2.46) dostdvame

n 2
lim sup Vi P(Ar)

=0.

Déle ndm pomuze vyse zminénd rovnost (2.8))

. 221<i<k<n P(Ai)P(Ak)>
lim su ===
Mop< o P(AAL)
— < 221§i<k§n P(Ai)P<Ak> >
= lim sup -
n—oo \ 22 1<icnen P(AiAr) + 25—y P(Ag)
) Di<ick<n P(A))P(Ag) 1
= 1 — — . n
lil,nﬂsogp< El<i<k<n P(AzAk) 1+ Zk:l P(Ak)
a - 1<i<k<n P(AiA)
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R
)

-1
)> muzeme rozepsat jako

. 1
IILILS;JI’( Y SHINEED
1 + 221Si<2§" P(A; Ag)
<2 Zl§i<k§n P(Az‘Ak) + 22:1 P(Ak) - Zﬁzl P(Ak)>
2 Zl§i<k§n P(AiAk) + 22:1 P(Ak)

. 2221 P(Ak> >
= limsup| 1 — =1,
nﬁoop< m o P(AAL)

= lim sup
n—oo

protoze z 1) vime, ze lim sup,, ., S Ay
i,k=1 g

Dohromady dostavame

. (Zzzl P(Ak:))2 . Zl<i<k<n P(Az')P<Ak)
lim su = lim su =" ,
”—>°<>p ZZ!@:I P(Az‘Ak) n—>°°p Zl§i<k§n P(AiAk)

¢imz mame dokazanou rovnost (2.6)).
Pokud jsou jevy po dvou nezavislé nebo negativné korelované, tak je snadné
nahlédnout, ze P(A,,i.0.) = 1, nebot

. . Zl<i<k<n P(Ai)P(Ak)
P(A,,i.0.) > limsu =150
( ) s Yi<ick<n P(AAL)
> limsup Zl§i<k§n P(Ai)P(Aks)
n—00 Zl§i<k§n P(Ai)P(Ak)
= P(A,,1.0.) = 1.

=1

Tato podminka je znac¢né slabsi nez nezavislost jevii, je zde tedy patrné urcité
vylepsSeni oproti Borel-Cantellimu lemmatu, které vyzaduje striktni nezavislost.
O

Pozndmka. Jak spolu souvisi Tvrzeni [3|a Tvrzeni [Bf?
Pokud ozna¢ime X,, = >>}_; 14,, pak bod iii) z Tvrzeni

. . (EX,)?
Pllimsup g > 0) 2 limsup <

n

muzeme prepsat jako

. Ezzl 14 . (ZZ:1 P<Ak>)2
P(limsup —%=_"t _ >~ () > limsu .
timsup = =piay ~ O = s S =5 AL A))
n 1Ak

Je-li limsup,,_, Zn’“‘# > 0 a zaroven plati Y00, P(A,) = oo, pak i
k=1

P(Ak)

o0
Z 1Ak = Q.
k=1

Tim padem dostavame

: : (Xkor P(Ar))?
P(limsup A,) > limsup ,

coz je znéni Tvrzeni o]
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Petrov ve svém clanku (Petrov| (2004))) zminuje nasledujici dalsi dvé mozna
zobecnéni.

Pozndmka. Erdés a Rényi (Erdos a Rényi| (1959)) prisli s nasledujicim tvrzenim:
Pokud {A,} je posloupnost jevi spliujici

00 m—1 P(ALA))
P(A,) = o a liminf ]’lf;l =1,
;::1 n—oo (3h_, P(Ay))?
pak P(limsup,, . A,) = 1.

Pozndmka. Ortega a Wschebor (Ortega a Wschebor| (1983)) dokézali, ze pokud
jsou splnény podminky

— B e Di<icken (P(AjAR) — P(A;)P(Ay))
;::1 P(A,) = a hﬁggf 5, P(A)? <0,

pak P(limsup,,_,. An) = 1.

2.3 Zobecnéni Valentina V. Petrova

Borel-Cantelliho lemma ztistalo aktudlni i v nasledujicich letech, obzvlasté za-
ujalo ruského matematika Valentina V. Petrova. V roce 1990 vydal o lemmatu
¢lanek spolecné s A.I. Martikainenem zabyvajici se nutnymi a postacujicimi pod-
minkami pro P(4,,i.0.) = o, € [0,1], kde Y~ P(A,,) = oo . O dvandct let pozdéji
publikoval praci (Petrov (2002)), kterd zobecnuje verzi Borel-Cantelliho lemmatu
od Paula Erdosa a Alfréda Rényiho. Dva roky poté vydal novy ¢lanek zabyvajici

VVVVVV

sledku V.V.Petrova (Petrov| (2004))). A na toto posledni zobecnéni se zaméfime v
nasledujici podkapitole.
Jako prvni si uvedeme, jak vypada vysledek prvniho ¢lanku |Petrovi (2002).

Tvrzeni 6 (Petrov 1.). Necht Ay, A,,... je posloupnost jevii spliujicich podminku

i:l P(A,) =

P(AyAj) < CP(Ay)P(A;)

pro vsechna k,j > L takovd, Ze k # j a pro néjaké kladné konstanty C > 1 a L.
Pak plati

P(limsup 4,) > 1/C.

n—oo

Disledek 3. Pokud se C = 1, pak dostavame Turzent 6] v nasledujicim tvaru:
Necht Ay, As,... je posloupnost jevi splnujicich podminku

il P(A,) =
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P(A,A;) < P(A,)P(A;) (2.10)
pro vsechna k,j takovd, Ze k # j. Pak plati

P(limsup A,,) > 1.

n—oo

Pokud jsou navic dané jevy po dvou nezdvislé, tak dostdvdme v rovnost.

Pozndmka. Kochenova-Stoneova nerovnost implikuje V.V.Petrovovo zobecnéni,
coz samotny Petrov neuvadi, ale provadi vlastni dikaz, ktery K-S nerovnosti
ptimo nevyuziva. Na propojeni poukazal ve svém ¢lanku Jia-An Yan(Yan|(2006)).
Ze se opravdu jedna o disledek K-S nerovnosti, je ukézano v nasledujicim dikazu
spole¢né se znénim druhého vylepseni od Petrova.

Tvrzeni 7 (Petrov I1.). Necht {A,,n > 1} je takovd posloupnost jevi, Ze plati
>, P(A,) = co. Necht H je redlnd konstanta. PoloZme

n=1

d1<i<k<n (P(AiAk) — HP(Ai)P(Ak)>

ay = liminf
H n—oo

(Zﬁ—l P (Ak)>

Pak P(A,,i.0.) > 7

H+2ayg "

Diikaz. K dukazu pouzijeme nam uz znamé dvé rovnosti 2.5 a

n

2 Y P(AA) = Y P(AA) - P4,
2 X PP = (S P(0) - X PU:

Mizeme psat

T Zl§i<k§n(P(AiAk‘) - HP(Ai)P(Ak:))
200 = Zhgggolf 5, P(Ay))?
2 cienen P(AGAR) — 2H Yy <icp<y P(A) P(A)
=1 f == ==
e (T P(A))?
— liminf Zk:l P<AiAk> - 22:1 P(Ak) - H(ZZ:1 P(Ak)>2 + HZZ:I P(Ak:>2
=00 (Xk=1 P(Ar))?
( in=1 P(AiAy) 1 H>P_ P(Ak)2>

S PA)?  SiL P TS, P(A))?

Dostavame tedy nasledujici vztah

ey P(AiAg) 1 S P(AR)? )

= lim inf
n—oo

S PA)? S Py S, P4y

H+ 2ay = hg_l&)gf(
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Z predpokladu Y>°°; P(A,) = oo plyne, ze

lim inf 1 0
iminf —————— = 0.
n—eo S P(Ay)

Ze vztahu 0%, P(A,) > Y2, P(A,)?* a predpokladu tvrzeni mdme

22:1 P(Ak)2 _ 22:1 P(Ak)2
(ZZ:1 P(Ak))2 22:1 P(Ak:) ’ Zzzl P(Ak)
>t P(Ax)

<
N 22:1 P(Ak) ’ 22:1 P(Ak)

1
< =~ — 0pron — oo.
Zk:lp(Ak)

Pokud vse spojime dohromady, tak dostavame
ik=1 P(AiAg)
(Xker P(AR))?

H+ 2oy = lirrLr_1>ioro1f

coz lze prepsat jako

n 2
71 = lim sup Qn:k:l P(Ay) .
H+ 20{H n—00 Zi,k‘il P(AZAk)

Méame tedy dokazano, ze Tvrzeni o] implikuje Tvrzeni [7]
Navic pouzitim Cauchy-Schwarzovy nerovnosti dostavame, ze

(D° P(Ax)* < > P(AiAy),
k=1 i k=1
z ¢ehoz plyne
Diw=r P(AAR) X P(AA) .
(Xkor P(AR))? — Xy P(AAR)

tedy H + 2ag > 1, at uz volime konstantu H kladnou nebo zapornou.

]

Miizeme jesté ovérit, ze pro nezavislé jevy dostaneme stejny vysledek jako pri
pouziti Borel-Cantelliho lemmatu.
Predpokladejme, ze {A,,n > 1} je posloupnost nezavislych jevi, pro které plati
>, P(A,) = co. Pak

Pi<icken(P(AiAr) — HP(A) P(Ax))
(Xkor P(AR))?
Yacicken(P(A) P(Ar) = HP(A) P(A))

oy = lim inf
n—o0

A
e (i, P(Ay)?
o Di<ien<n (1= H)P(A;) P(Ay))

— lim inf ZASi<h<
(S (7, P(Ar))?

— liminf (1 — H) YXicichen P(Ai) P(Ay)

00 23 cichen P(A)P(AR) + Xk P(A)?*
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Diky tomu, ze predpokladame nezavislost jevli, mtizeme psat

2 T PP+ Y P = 3 Pl = (3 P(A
Tedy - |
3> P(Az->P<Ak>:<ki P(Ak»?—g:P(Ak):g:P(Ak)(li P(A) —1).
Vime, ze

2 S P(A)P(A) >0,

1<i<k<n
z toho plyne

> P(A)(X P(AY) ~ 1) 20
k=1

Pro dostatecné velké n a z predpokladu véty plati
2 Z P(A;)P(A ZPAk ZPAk )—1) >ZPAk ZZ
1<i<k<n k=1 k=1 k=1 k=1

Dostavame, ze vyraz Yj_, P(Ag)? je vadi 23 < open P(A;) P(Ay) zanedbatelny,
tudiz

e (1 = H) Xicicran P(A:) P(Ag) _1-H
oy = liminf ~ 5 = )
n00 23 1 cichen P(A)P(Ay) + X5y P(Ay) 2
Celkove tedy plati

1
P(A,,i.0.) > f7an 2% =1,
coz je v souladu s vysledky Borel-Cantelliho lemmatu
Vyse jsem si ukdzali, Ze pro nezavislé jevy se + rovna 1. Ale vzhledem k
tomu, ze hodnota ay je zavisla na konstanté H, tak jejil volbou lze ovliviiovat
vysledek + +a . Mzeme se snazit o optimalizaci vysledku, tedy hledat takovou
konstantu H, aby byla prava strana co nejvyssi.

Pozndmka. Necht H = C' a déle predpokladejme, ze plati
P(A,Aj) < CP(Ag)P(A;).

Pak
Zl§i<k§n(P(AiAk) — CP(Ai)P<Ak))

ac = liminf

n—oo 2
(ZZ:1 P(Ak:)>
< “,{gi}.}f Zl§i<k§n(P<AiAk) - F;(AzAk)) —0.
(2t Pean)
Tedy plati
1 1

Plimsup 4,) = == 0 = &

Vidime, ze z Tvrzeni [6] plyne Tvrzeni [7]
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3. P¥iklady

Nasledujici dva priklady uvadeéji Simon Kochen a Charles Stone primo ve svém
clanku. Napred si vsak zadefinujeme jednoduchou ndhodnou prochazku, kterou v
obou prikladech vyuzivaji.

Definice 3. Jednoduchd ndhodnd prochdazka: Necht X1, Xs,... je iid nahodnd po-
sloupnost a uvazZujme cdstecné soucty S, = > p_; Xg,n € N. Pak posloupnost
{S,,n € N} nazgvdme nahodnou prochdzkou. Jestlize nahodné veliciny X; naby-
vaji pouze hodnot {—1,1}, dostdvdme jednoduchou ndhodnou prochdzku.

Néhodnou prochazku tvori rekurentni jevy, nebof jakmile se dostaneme zpét
do 0, tak se cely proces rozbiha znovu a nezalezi na tom, jakym zpiisobem se
nahodna prochazka do 0 dostala.

Priklad 7. Necht Ay je takovy jev, zZe jednoducha nahodné prochazka v jedno-

dimenzionalnim prostoru se nachazi v poc¢atecnim stavu v case 2k a

P(X; = 1 = - = P(X; = —1). Jevy Ay tvori systém rekurentnich jevu a
P(Ag) ~ 1? 2. Zajima nés, kolikrat se ndhodna prochézka vrati do pocatku

2p, kde p Je prvomslo.

Reseni. Je-li m,, n-té prvocislo, pak

> P(An,) ~ Z(Wmn)_l/2 = 00.

n>1 n>1

Méame tedy splnénou prvni podminku Dusledku [2| . Druhou mitizeme ziskat na-
sledovné

lim sup
n—oo

( (Zlgkgn P(Amk))Q )
Zl§i<j§n P(AWZ)P(Am]—mz)

(Cichen (mmy)1/2)? -0

> i<i<j<n (Wmi)_l/z(ﬂmj — m;)~1/2 .

Tedy jednoducha nahodné prochazka je v pocateénim stavu v case 2p pro neko-
necné mnoho prvocisel p skoro jisté.

= lim sup
n—oo

Poznamka. Ten samy vysledek dostaneme ve dvoudimenzionalnim prostoru, kde
P(Ak) ~ (Wk)_l

Priklad 8. Necht A, je takovy jev, Ze jednoducha ndhodna prochézka v tro-
jdimenziondlnim prostoru, kdy chodime po oséch, prochazi bodem (k,0,0). Pak
P(Ay) ~ ck™! pro n&jakou kladnou konstantu c. Jevy Ay sice nejsou rekuretni,
ale splnuji nerovnost

Bud m,, n-té prvocislo. Pak je podminka (2.1]) z Dusledku 2] platna. Déle je splnén
Disledek [1] takze plati (2.2). Obecné tedy ndhodnd prochézka navstivi bod (p,
0, 0) pro nekoneéné mnoho prvocisel p skoro jisté.

Zmnovu uvedeme Priklad [2] z prvni kapitoly a podivame se, jestli by se dal
spocitat pomoci Kochenovy-Stoneovy nerovnosti.
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Priklad 9. Necht X, X5... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych veli¢in
s normalnim rozdélenim s parametry u = 0 a 02 = 1. Urcete, s jakou pravdépo-
dobnosti pro nekone¢né mnoho n nastane jev A, = [X; > 0].

Reseni. Vyuzijeme toho, Zze zndme P(A,) = 1, tedy 302, P(A,) = co. Mdme
splnénou prvni podminku. Pro vypocet vyuzijeme Tvrzeni [5]

(e pa)

P(A,,i.0.) > limsup

n—oo

(Ske1 3)” i
= lim sup % = limsup &% = —.
/ L 2

n—oo ik=1 2 n— oo o)

Dostavame, ze jev A,, nastane pro nekonec¢né mnoho n alespon s pravdépodobnosti
%. Vidime, ze vypocet je znacné jednodussi nez pri pouziti definice, jedna se vsak
odhad.

Priklad 10. Pro zajimavost si ukdzeme, jak nam vztah
P(A,, NA;) = P(An)P(Ak—) prol <m < k

platici pro rekurentni jevy dokaze znacné zjednodusit vypocty. Vypsani moznosti,
které mizou nastat pro prvni tii jevy rekurentni posloupnosti, je vecelku jedno-
duché, od ¢tvrtého jevu vsak pocet moznosti prudce nartista. Zkusme se podivat,
¢emu by se rovnala P(A3 U As).

Reseni. Pro nazornost prikladu se podivame, jaké moznosti mohou nastat pro As

As=[Y1 =50V, =4,Y, =1JU[Y1=3,Y, =2]U[V1 =3,Y, = 1,Y; = 1]
UM =2,Y,=3lUY1 =2Y, =2Ys=1]U[Y; =2,Yo =1,Y3 = 2]
UY1=2Y,=1,Y3=1Y,=1UuV1=1Y,=4]U[Y; =1,Y, =3,Y3 =]
UYi=1Y=1Y3=3lU[Y1=1Y,=2Y;=1Y,=1]
UYi=1,Y%=1Y;=2Y,=1UY1=1,Ya=1,Y; =1,V = 2]

UM =1Y=2Ys=2lUY1=1Y,=1Ys=1Y,=1Y;=1].

Oznaéime-li p; = P[Y; = i], pak

P(As) = ps + 2pap1 + 2pspa + 3psp? + 3papy + 4papt + pd
P(A3) = ps + 2pop1 + p:{’
P(Ay) = po +p%.

Tedy

P(A3 U As) = psps + pspi + 2p5p1 + 3pap’ + ph.

Vv

P(A,, NAg) = P(A,)P(Ag_n) pro 1 < m < k, vypocet, jak mizeme vidét, je o
dost jednodussi

P(AsN As) = P(A3)P(As) = (ps + 2p2p1 +P§)(p2 —i—pf)
= p3pa + P3P} + 2p3p1 + 3pap’ + Pl
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Z.aver

Tato prace v prvni kapitole shrnula Borel-Cantelliho lemma spolu s nékolika
priklady, které pokryly nékolik riznych situaci. Ve druhé kapitole se podrobnéji
vénovala Kochenové-Stoneové nerovnosti, jez zde byla zformulovana v nékolika
variantach spolu s ditkazy. Posledni kapitola patii prikladim, na které je apli-
kovana Kochenova-Stoneova nerovnost. Cést prace se také vénuje rekurentnim
jevam.

Kochenova-Stoneova nerovnost oslabuje podminky Borel-Cantelliho lemmatu
a dava tim prostor pro vétsi vyuziti. Tvrzeni je zalozené na stfednich hodnotach
a plynou z ného dalsi dva dtsledky. Na druhou stranu alternativa Kochenovy-
Stoneovy nerovnosti, jez je zminéna v ¢lanku od Jia-An Yana, vyuziva v dikazu
Chung-Erdoésovu nerovnost a dvé rovnosti, ve kterych figuruji sumy pravdépo-
dobnosti. Oba diikazy i formulovanda tvrzeni jsou zcela odlisna, presto nam davaji
stejny vysledek.

S dokonce dvémi novymi variantami i s dikazy prisel také rusky matematik
Petrov, da se vSak dokazat, ze jsou dusledkem Kochenovy-Stoneovy nerovnosti,
a¢ on ji ve svém diikazu nevyuziva.

Jak Borel-Cantelliho lemma, tak i Kochenova-Stoneova nerovnost jsou apli-
kovany na nékolik ptikladii, aby byl vidét rozdil mezi nimi. Lze si vSimnout, ze
oslabend podminka dokéaze zjednodusit cely vypocet a presto muze dat velmi
presny odhad.
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