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Uvod

V této bakalarské praci nejdiive v predmluvé objasnime zakladni pojmy s
trivialnimi priklady.

Pak si ukdZeme viz (Saad a Schultz, 1986) riizné metody (MNC pozdéji mi-
nimalizace ¢;-normy), jak z obsahlych souboru dat ziskat néjakou funkei, kterd
bude dobre predikovat vysledky. Nasledné prejdeme k aplikaci QR rozkladu v
MNC.

Ziskané védomosti pak vyuzijeme v podkapitole linedrni regrese viz (Yan a
Su, 2009), kde budeme prokladat body linedrni kombinaci funkci a ukazeme,
7e za ur¢itych predpokladi je odhad ziskany z MNC nejlepsi nestranny linearni
odhad, kde jsem velmi dukladné rozepsal nejasné ¢asti viz (Baum), |2004) a doplnil
veskeré predpoklady viz (Hill a kol., 2011) a nejasnosti v definicich doplnéné z
(Bhattacharya a Burmanl [2016]). Poté aplikujeme metody na vytvorené priklady.

Nésledné nahlédneme do nelinearni regrese s vyuzitim iterovani Newtonovou
metodou viz (Fletcher] [1987). UkaZeme, ze rtizné nelinedrni problémy lze prevést
na linearni, coz velmi zjednodusuje vypocet.

Déle prejdeme k jiné metodé pro jednoduchou regresi, presnéji k Theilové a
Senové metodé viz (Birkes a Dodge, 1993), zminime vyhody a nevyhody oproti
lo-normé. Ke konci kapitoly zminime spojitost mezi linearni regresi pro ¢;-normou
a linedrnim programovanim viz (Arenales a kol., 2015)).

V posledni kapitole se budeme zabyvat pripady, kde pocet parametrii je vétsi
nez pocet naméienych dat viz (James a kol., 2013). Opét vyuzijeme MNC a nasti-
nime problémy, které mohou nastat v takové situaci a jejich feseni. ReSenim mtize
byt jeden ze zpusobi podle f5-normy, kde dostaneme nekonecné mnoho feseni a
zde budu dokazovat, ze existuje praveé jedno feseni, které ma nejmensi fo-normu.
Nadale se budeme vénovat selekcim linearnich modelt, zminime t¥i metody a vy-
svétlim v jakych situacich urc¢itou metodu upfednostnit. V zavéru této kapitoly
se budeme zaobirat eliminaci parametrii, na kterych namérené hodnoty nezavisi
viubec nebo velmi malo. Hlavni dvé metody, zminéné v kapitole jsou hiebenova
regrese a Lasso, kde si nejdiiv ukazeme, Ze je lze ekvivalentné preformulovat, coz
nam usnadni vizualizaci problému a to pfedvedu na vytvorenych obrazcich. Ve
zbytku kapitoly budeme fesit rozdily a neintuitivni diavod, pro¢ je Lasso lepsi,
pro eliminaci parametri.



1. Predmluva

V této bakalarské praci se budeme zabyvat, hledanim idedlniho feseni soustav
linearnich rovnic. Budeme rozliSovat tii pripady urcené, preurcené a podurcené.

Definice 1. Uréenym nebo-li determinovanym pripadem nazveme soustavu s n
rovnic a n nezndmiych, pro kterou existuje prave jedno reseni.

Priklad 1. Ukazeme jednoduchou soustavu:
r+y=1
20 +y=1.
Gaussovou eliminaci dostdavame, ze © = 0 y = 1 je jediné TeSeni. Proto urcené

pripady nejsou nijak zajimavé a tedy nadale se tim nebudeme zabyvat.

s

Definice 2. Soustavu nazijvame preuréenou, pokud pocet nezndmich je mens:
neZ pocet rovnic. Rozezndvame dva pripady.

1. Soustava je konzistentni, kdyz existuje reseni, neboli hodnost matice re-
prezentujici soustavu je stejnd jako hodnost rozsirené (Frobeniova véta).

2. Soustava je nekonzistentni, pokud Zadné reseni nema, neboli hodnost ma-
tice reprezentujici soustavu je riznd od hodnosti rozsirené.

Ukazeme priklady dvou soustav:

Piiklad 2. (konzistentni) Piiklad 3. (nekonzistentni)
r+y=1 r+y=1
20 +y=1 20 +y =1
2 4 2y = 2, 2v 4+ 2y = 0.

Reseni v piikladu 2. je stejné jako pro pifklad 1. a pro piiklad 3. za4dné TeSeni
neexistuje.

Definice 3. Poduréenou soustavu nazveme takovou, kde pocet nezndmiych je
vetsi nez pocet rovnic. Opet rozezndvame konzistentni a nekonzistentni pripady.

Priklad 4. (konzistentni) Ukazeme jednoduchou soustavu:

r+y+z=1
20 4+ 2y + 22 = 2,
kterda méa bazi mnoziny fesen{ ve tvaru ((1, — 1,1)7,(1,1, — 1)T).
Priklad 5. (nekonzistentni) Ukdzeme soustavu:
r+y+z=1
20+ 2y + 22 =0,
ktera zadné feseni nema.
Pro pripady bez feseni se dostavame k otazce najit takové feseni, které uspo-

koji soustavu "nejvic, jak je to mozné'a pro pripady, kde je téchto feseni vice nez
jedno se pokusime mnozinu reseni zmensit.
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2. Reseni preurcenych soustav
linearnich rovnic

Soustavu rovnic budeme prezentovat pomoci maticového zapisu Az = b, kde
AeR™ m>n,nméeN beR™azx= (x,...,x,), pokud jde o konzistentni
soustavu, tak existuje x € R", které je fesenim a v opacném pripadé hledame
néjaké x € R™, pro které plati Az ~ b ve smyslu minimalizace normy ||Az — b||.

2.1 Metoda nejmensich étverct (MNC)

Pro MNC se snazime minimalizovat nezdporny vyraz

: B : 2
géﬁgr%HAx b||2<:)£r€1ﬁ%r%||Aa: bl|5- (2.1)

Tyto dva vyroky jsou ekvivalentni, protoze norma je nezaporné zobrazeni.

Tvrzeni 1. Méjme preurcenou soustavu linearnich rovnic s reprezentujici matici
A s nezdvislygmi sloupci, pak x ;e Tesici (2.1) je ve tvaru

xMNC — (ATA)_lATb

Diikaz. Chceme najit minimélni z, které jednoduse najdeme pomoci derivace
podle z

(I[Az = b3)" = ((Az — b)"(Az — b))’
= (2T AT Az — 2" ATh — " Az + b7
=2AT Az — 247D,

Polozime derivaci rovno nule
AT Az — ATb =0,
kde ekvivalentni tpravou dostaneme
x = (ATA) T AT O

Problémem v praxi je, Ze z numerického hlediska hledat inverzni matici k AT A
je mnohdy velmi naroéné a vznika tak chyba v presnosti feseni, a proto se vyu-
zivaji jiné metody i presto, Ze teorie vychazi jasné a jednoduse.

2.2 MNC za pomoci QR rozkladu

V této kapitole vyuzivime poznatky z prace (Saad a Schultz, 1986) tykajic
se QR rozkladu.



Definice 4. Necht A € R™*", QR-rozklad nazveme
A =QR,

kde QQ € R™*™ je ortonormalni matice a R € R™*"™ je matice v hornim trojihel-
nikovém tvaru.

Pomoci QR rozkladu si muzeme (2.1)) velmi zjednodusit.

Tvrzeni 2. Méjme preurcenou soustavu linedrnich rovnic s reprezentujici matici
S . ’ Y el . A . k4 a a
A € R™" g linedrné nezdvislymi sloupci a b € R™, pak

min Az —bfl; = min || Rz — Qb + [|Qb],
kde R € R™" je reguldrni horni trojihelnikovd matice a Q = (Q,Q)7, kde
R a Q jsou z definice vyse.

Diikaz. Nejdrive si ukazeme

. . o . T . o . AT .
min || Az — b, = min[|Q" (QRz — b)|; = min|[Rz — Q7b[|> =

reR”™

R o
=[] 2 = 3] ol = manie - ol + 101

Vzhledem k tomu, Ze ||@Qbll2 nezdvisi na hodnoté x, tak miZzeme minimalizaci

(2.1) prevést na tlohu ) )
min || Rz — Qb||2. O
zeR?
Dany QR-rozklad mizeme ziskat pomoci (modifikovanéno) Gram-Schmitova
procesu, Householderovy metody nebo Givensovy metody.

2.2.1 MNC pro singularni rozklad

V predchozi kapitole jsme predpokladali linearni nezavislost sloupcii matice A,
coz nelze vzdycky zarucit, a tedy méjme A s linearné zavislymi sloupci. Di-
vodem, pro¢ nelze pouzit normalni QR rozklad je, ze neexistuje trojuhelnikova
matice R, proto vyuzijeme SVD rozklad definovany nasledovné.

Definice 5. Méjme matici A € R™*"™, pak jejim singuldrnim rozkladem na-
2veme

T U U T§7’ rx(g—r) ‘7 ‘7
A=UXV" =

nxXr  nx(n—r) 0 0 nxXr nx(n—r)
(m—r)xr (m—r)x(n—r)

T

)

kde U € R™*™ je unitdrni matice, > € R™*" je nulova aZ na hlavni diagondlu
s nezapornymi prvky a V € R™™" je unitdrni matice.

Rozpis v definici se bude hodit v diikazu néasledujici véty.



Tvrzeni 3. Méjme preurcenou soustavu linedrnich rovnic s reprezentugjici matici
A eR™" s rank(A) =r <n abeR™, pak

min || Az — bl = Igg}l”iv% — Ub||y + [|Tb]),

r€R™
kde ©,V,U,U jsou z definice @ x, které resi ulohu je nekonecné mnoho.
Diikaz. Prvni ¢asti dikazu se budeme vénovat
|Az — bl = [|[USVTz — by = || VT2 — UTb]|,
Ve

=X |-
DI

Ub o T — ~
_ [gb] e = 15772 — Ublla + |55l

Zase problém minimalizace ||Ax — b||; mizeme prevést na minimalizaci naseho

, Sl =z . s v ; v oy
vyrazu |2V o — Ub||s. Lze si vsimnout, ze takovych = bude nekonetné mnoho,

nebot .
YTxMNC _ [Z/] ‘
V' e Y

7 toho dostavame vzorec pro x

rwe = [V 7] m Vg

Vzhledem k tomu, Ze hodnota ||Az — b2, nijak nezéavisi na g, tak muzeme volit
y libovolné, coz bude ménit hodnoty x;n¢- ]

Na problém s matici A s linedrné zavislymi sloupci mizeme pohlizet vice
zpusoby.

2.2.2 QR rozklad s permutaci sloupcti

Méjme matici A stejnou jako z z ni udélame neredukovany QR-rozklad,
dostaneme A = QR, pak lze volit matici II, kterd bude permutovat sloupce
matice tak, ze po rozepsani rovnice

R

rXr  rx(n—r)

0

ATl = QRII = Q

bude R horni trojiihelnikova matice. Vzhledem k tomu, Ze II je ortogonalni
matice, muzeme vyjadrit A ve tvaru

ot o

s pomoci tohoto zapisu formulujeme nasledujici vétu.

Tvrzeni 4. Méjme preurcenou soustavu linedrnich rovnic s reprezentujici matici
A e R™™ s rank(A) =r <n abeR™, pak

. A _b — . y— ~~_7 ~
min || Az —b]l; = min||[Ry + Ry — 22 + [|2]|2,
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T- jad . 7/ /v — ~ T — ~ T v v 7/
kde R,R,I1,Q jsou definovdny vyjse, [Tz = [y y} aQTb= [z z} , pak resenim

Ty ne musi byt ve tvaru

Tz- R@)l '
Y
Diikaz. Pro minimalizaci normy ([2.1)) pouZijeme

R R R
4ol =1Q | §] e o =1[§ {1~ QT

Po substituci 17z = [g_/ @}T a Qb= [Z %}T dostavame
R R|[y] [z
0 O0f |y z

Vyjadiime 4, e = R_l(i’ — Rj). Z toho rovnou vyjadiime dosazenim do substi-
tuce x,; ¢, pak dostaneme

= | Ry + Ry — 2|2 + |||z
2

M7y e = [yA{NC]

Y
— -—1,_ ~
zyye =11 [yMNNcl — 11 [R (ZN_ Ry)] ’
) Y
kde ¢ mtuzeme volit zcela libovolné, abychom minimalizovali ||z e |2 O

Soustavy muzeme reprezentovat, jako mnozinu bodt v prostoru R. Pro pred-
stavu méjme nameérena data, pro ktera za pomoci MNC miizeme najit néjakou
funkci, ktera bude predikovat vystupni hodnoty. Toto zkoumame v dalsi kapitole.

2.3 Linearni regrese

Jde o metodu, kterd aproximuje body kiivkou viz (Yan a Sul, 2009), a lze
ji vyjadrit jako linearni kombinaci n zadanych funkci. Tedy hledanou ne-
znamou funkci budeme hledat riznymi metodami, v konkrétnim urcitém tvaru
U= f(2,61.,8,....&) =& f1(2) F & fo(2) + - - -+ & fu(2), kde redlny vektor nezna-
mych ve tvaru [£;,&s,...,&,] € R" a fi1,fo... f, jsou zadané funkce z-tu (¢asto se
za f1 bere konstantni funkce) a § vyjadiuje predikovanou hodnotu pro dané z.

Mgjme sadu dvojic [z;,y;] pro kazdé i € {1,2,...,m}, kde y; je skutecna na-
meérena hodnota v z;. Pak definujeme

fl(zl) fQ(Zl) fn(Zl) &1 hn
A fl(;ZZ) fz‘(.22) fn(:Zz) . §:2 - 34:2

Potfebujeme zjistit pouzitim MNC, hledany vektor x,,y¢. TakZze budeme fesit

m m

[Az —bl5 =D (0 —v)* =D _(&fi(zi) + Eafolz) + -+ &nfulz) — ui)?

i=1 i=1



0|l Az—b||3

0¢; =0

Nadale se budeme snazit najit minimum za pomoci parcialni derivace
pro kazdé j € {1,2,...,n}, takze

W f:Q (Eufr(zi) + &afalzi) + - + Eafulzi) — i) fi(z:) = 0,

Z(glfl(zl) +€2f2(z7,) +€nfn Zz fj Zz Zyzfj Zz

£IZf1 Zi f] Zi +€22f2 Zi f] Zz +- +£n2fn Zi f] Zz Zylf] Zz )

Opakovane vyuziti (2.2 dostaneme soustavu

m

§1§: fiz)fi(z) + -+ & fa(zi) f1(zi) = f:l%fl(zi)

=1 i=1

m

ai B ) 4 16> falefulz) = iyifn(z»,

=1

kterd ma n rovnic o n nezndmych a jeji feSeni vektor zg = (&1, ... &n )T, cOZ je
nejlepsi nestranny linedrni odhad koeficientt nasi hledané funkce 3. V nasledujici
casti dokdzeme, ze tomu tak doopravdy je.

2.3.1 MNC a nejlepsi nestranny linearni odhad z

V dikazu vyuzijeme Gauss-Markovovy predpoklady (G-M) viz (Hill a kol., [2011]).
G-M Predpoklady

1. Existuje linearni vztah mezi b a A, takze to lze vyjadrit jako
b= Ax, + ¢,

kde x, je parametricky vektor se skutecnymi hodnotami vyjadiujici nejlepsi
kombinacni koeficienty vytvaiejici skutecné y, a e = (e1,...,em)7 je vektor
nahodnych veli¢in vyjadiujici neodstranitelnou chybu v datech.

2. rank(A) =n

3. E[e]4] =0

4. Elee?|A] = o%I, kde 0? je rozptyl chyby e-u a I je identickd matice s
rozmeéry m x m.

S vyuzitim (Baum)| 2004) predvedeme, ze xq je nestranny odhad x,, coz oka-
mzité plyne z
E[zo|A] = E[(ATA)"'ATb|A] = E[(ATA) AT (Az, +¢)|A]
= E[2,|A] + E[(ATA) ' AT¢|A] = E [2,]|A] + (ATA)'ATE [¢|A] = 2.,
kde v posledni rovnosti vyuzivame 3. (G-M). Pak nasledné s pomoci dalsi definice

ukazeme, zZe je z,, ¢ nejlepsi nestranny linearni odhad v nasledujicim smyslu
viz (Bhattacharya a Burman, [2016)).



,

Definice 6. Necht xzq je linedrni funkce promeénné b, kterou nazveme nejleps:
nestranny linedrni odhad, kdyz splnuje

(i) xy je nestranny odhad z,.
(ii) Pro kazdy jiny nestranny linedrni odhad & musi platit, Ze pro kaZdé
v € R™ splriuje var (vizg) < var(vT'?)
Nejdrive spocteme rozptyl x
Var (20) = E (0 — 2.) (70 — 7,) | A]
(ATA)TTATD — 2,) (ATA)TATY — 2,) 7| A]
(ATA) AT (Az, +¢) — 2,) (ATA)TAT (A, + ) — )T A
ATA)TTAT(ATA) AT Al = E[(ATA)TATecT A(ATA)H A
= (ATA)TTATE [eeT|AJA(ATA) ™t = (ATA)TAT 2 TA(AT A)!
= o?(AT A
(2.3)

Nyni si vezmeme néjakou jinou nestrannou linearni statistiku s predpisem z = Cb,
kde C' je matice s vhodnymi rozméry, tudiz z nestrannosti splnuje

E[Cb|A] = E[C(Ax, + ¢)|A] = E[CAx,|A] + E[Ce|A] = E[CAx,|A] = x,,

kde v predposledni nerovnosti vyuzivame 3. predpoklad (G-M) a posledni rovnost
predpokladame.
Z toho plyne, ze

CA=1. (2.4)

Dostaneme Var (2) = o*(CTC)™! postup stejné jako (2.3, k tomu kdyz si C
vyjadiime za pomoci (AT A)~1AT jako
C =B+ (ATA)AT,

kde B je takova matice, aby rovnost sedéla.
Dosazenim do ([2.5)) dostaneme

I =CA=BA+ (ATA)'ATA=BA+1,

to je ekvivalentni s tvrzenim BA = 0, kde 0 reprezentuje nulovou matici.
Pak rozepsanim Var (1)

Var (2) = 0*(CTC) ™' = o*(B + (ATA)'AT)(B + (ATA) T AT)
=0*(B"B) + 0*(ATA),
kde (BT B) je redlna Gramova matice, kterd je vzdy pozitivné semidefinitni,
a tedy ukdzeme, ze splituje (ii) z Definice [f]
v? Var (zo)v = o®v’ (AT A) v < 00! (AT A) v + o*0! (BT B)v = v Var (2)v,
kde v € R™ a kde 0 < v? (BT B)v z pozitivni semidefinitnosti. Pak kdy% za B

zvolime nulovou matici, tak dostaneme pfesné x(, z toho plyne, zZe jde o nejlepsi
nestranny odhad.



2.3.2 Priklady linearni regrese

Priklad 6. Mé&jme skutecnou funkei g(z) = 2& + & = 2z + 3 (n = 2) s jejiz
pomoci vygeneruji sto ndhodnych boda (m = 100) s vychylkou e ~ N(0,1) od

g(x) a dostanu body v tabulce niZe.

hod. z; hod. y; hod. ¢;
2.00508 | 8.35097 | 5.73396
5.72017 | 19.1888 | -6.33727
1.31178 | -6.09637 | -9.29077
3.17797 | -8.10982 | -8.97686
0.967483 | -4.28836 | -7.34318

Obrézek 2.1: Tabulka s hodnotami a prislusny graf

Pouzitim QR rozkladu a MNC jsme dostali za vtefinu odhady &, = 1.97656
a &, = 3.1448, oproti tomu kdyz pouzijeme minimalizacni funkci ve Wolfram

Mathematica, tak c¢ekaci doba je v fadech desitek minut a feseni se lisi az na
dvanactém desetinném misté.

Vysledny graf vypadéa nasledovné

Obrazek 2.2: Rozdil mezi skuteé¢nou funkei a odhadem

Piiklad 7. Mé&jme slozitsjsi funkei g(z) = 2¢*~3) —z a s jeji pomoci vygenerujme

sto ndhodnych boda (m = 100) s vychylkou e ~ N(0,10) od g(x) a dostaneme
body v tabulce nize.

hod. z; | hod. y; | hod. g
2.00508 | 8.35097 | 5.73396
5.72017 | 19.1888 | -6.33727
1.31178 | -6.09637 | -9.29077
3.17797 | -8.10982 | -8.97686
0.96748 | -4.28836 | -7.34318

s

e data

— Skutetna funkce

Obrézek 2.3: Tabulka s hodnotami a prislusny graf

Na rozdil od minulého prikladu se tady budeme snazit najit idedlni funkci ve
tvaru f(z) = ae®+bsin z+ccos x, jde o linedrni kombinaci funkei {e”, sin x, cos 2 }.
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Pouzitim QR rozkaldu a MNC jsme béhem vtefiny dostali vSechny hodnoty
vektoru (ag,bo,co) = (0.08540,2.68904,1.08532) a jako v minulém piikladé jsem
vyuzil i minimaliza¢ni funkci ve Wolfram Mathematica s dobou ¢ekani pres deset
minut a lisi se az na dvanactém desetinném misté.

Vysledny graf vypada nésledovné

100+

« data
60 *

— Skutetna funkce

MNC

Obrazek 2.4: Rozdil mezi skute¢nou funkei a odhadem

2.4 Nelinearni regrese

V této ¢asti se budeme snazit aproximovat ktivkou, ktera nelze vyjadrit jako
linearni kombinace funkci ve stejném smyslu jak v kapitole 2.3} Ku piikladu

f(2,61,62) = ;;15527

kde budeme hledat idealni hodnoty &;,£5 pro zadané vektory z € R™ a b € R™ a
f(27€1>§2) = (f(zlvglagé)? s 7f(zm7£1a52))T- Obecné mame

b= f(Z7§) +&,

kde b € R™, 2z € R™, £ € R" a ¢ € R™, kde ¢ je neméfitelnd chyba.
Ozna¢me si reziduélni vektor jako r = b — f(z,£) a budeme chtit zase mini-
malizovat jeho dvojkovou normu, kterou si oznac¢ime L, takze chceme

. o . 2 . i 2
ggﬂg L= gﬁg”rlb = gﬁ%”b f(28)|l2

coz podobné jako v 2.3 najdeme fesenim soustav
VeL =0, (2.5)

kde V¢L je vektor parcidlnich derivaci L vzhledem ke slozkdm v ¢ a 0 je nulovy
vektor.

Na rozdil od minulé kapitoly nemusime dané feseni najit v konecné
mnoha krocich, a proto se pouzivaji iteracni metody.

Budeme vyuzivat Newtonovu metodu, kterd je plné rozvedend viz (Flet-
cher| |1987), jenz mé predpis

¢t =& = J,(6") g (€h),

kde Jg_l je Jacobiho matice né&jaké funkce g a predpokladdme, Ze & postupné
konverguji k hodnoté £°, pro kterou plati g(£°) = 0.

11



V nasem pripadé je g = V¢r L z toho
g =¢" — VAL 'V, (2.6)

kde ngL je Hessova matice k-té iterace, takze musime predpoklddat, ze je
regularni.

Vypocitat presné Hessovu matici mize byt problém, a proto se ji budeme
snazit aproximovat.

Nejdiiv si vyjadiime j—ty prvek z VL

CNmo O SN, O = f(28))  oxs O (28)i  r
ijL_;%Zaﬁj_;% 5%, = 2;7@ 7%, = QJ],T‘,

kde Jy, je j-ty sloupec Jacobiho matice funkce f a f(z,£); je i-ty prvek ve vektoru
f(2,£). Proto gradient vyjadiime jako

Vel = =2}

Prvky z Hessovy matice si vyjadiime podobnym zptisobem

9 3 . )
MR ) (G (GRS N (G 31
i=1

06, 06 05 0605

Najit druhou parcidlni derivaci je mnohdy velmi naro¢né, a proto budeme apro-
ximovat Hessovu matici jenom

2
Veal =

v&j&k L=2) ( o€ OE

i=1 k 3

protoze druhy ¢len na pravé strané rovnosti zavisi na r;, tak musime predpokladat,

ze r; jsou dost malé a druhé parcialni derivace nejsou velké, coz si mizeme vyjadrit
pomoci Jacobiho matice, jako

),

V2L~ 2]7];.
Dosazenim do dostaneme
=8 — V2L(EF)TIVL(ER) m & — (205(€5)TT5(€7)) 1 (=20 (5) (€M) =

— &5 4+ (T(65)TT5(69) 7 (3569 r(€h),
kde r(€¥) = b— f(=,6").

Nevyhoda Newtonovy metody je, Ze se miize zacyklit, takze hodnoty ¥ = &*
pro k # h nebo mitZe nastat, ze J;(£*) bude nulovd matice a tedy ¥ = &1

2.4.1 Linearizace problému

V nékterych pripadech se mizeme vyhnout iterovani a to tim zptsobem, zZe
nelinearni funkci si prevedeme ekvivalentnimi tipravami na linearni kombinaci
funkei.

Ku prikladu méjme

bz; +czi2
)

Yi = f(zi,a,b,c) = ae

12



kdyz zlogaritmujeme obé strany dostaneme

In(y;) = In(a) + bz; + cz? = gi(z)In(a) + bga(2) + cgs(z).

Udeélame substituci za In(a) = @ a dostaneme funkci ¢(g1(2:),92(2:),93(2:),a,b,¢),
kterd déla linedrni kombinaci funkef (g1,92,93). Pak pouZijeme postup z 2.3 do-
staneme nejlepsi odhady (In(ao),bo,co), kde (ag,bo,co) jsou odhady ziskané MNC.

2.4.2 Priklad nelinearni regrese

Priklad 8. Méjme funkci g(z) = asinb+x = 2sin2+x (a = 2,b = 2) a s jeji
pomoci vygeneruji sto ndhodnych boda (m = 100) s vychylkou e ~ N(0,1) od

g(x) a ziskdm body v tabulce nize.

hod. z; | hod. y; hod. ¢;

4.44534 | 0.177173 | -0.14572
6.91651 | 0.537205 | -0.436118
5.23251 | 2.38689 | 0.760846
6.94943 | 0.254428 | -0.660864
6.16575 | 1.40538 | -0.498213

L) T
.

= data

Skuteénd funkce

Obrézek 2.5: Tabulka s hodnotami a prislusny graf

[terovanim pomoci Newtonovy metody z poc¢atecniho bodu £° = (1,1)T = (ag,a1)
jiz. v prvnich iteracich dostavame dobry odhad a od c¢tvrté iterace dal nelze na
obrazku skoro rozeznat mezi pivodni funkci a odhadem.

o data

Ziskand 3. iterac

Ziskand 4. iterac

— Skuteénd funkce

Obrazek 2.6: Rozdil mezi skutecnou funkei a iterovanymi odhady

Odhady se od 6. iterace na prvnich péti desetinnych mistech neméni, z ¢ehoz lze
usoudit, Ze je tato metoda velmi efektivni a presnd s €6 = (2.0289,1.99442)7.
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2.5 Minimalizace /;-normy a metoda Theila a
Sena

V této ¢asti se zabyvame stejnym problémem s rozdilem v zapisu, kde misto
ly-normy ([2.1)) budeme brét ¢;-normu

min || Az — b||;.

zeR™
Jedna ze zndmych alternativni metod pro jednoduchou linearni regresi je Theilova
a Senova metoda.

2.5.1 Jednoducha linearni regrese podle Theila a Sena

Regrese pripisovand autorum Theilovi a Senovi (tzv. Theil-Sen regression)
viz (Birkes a Dodgel [1993)) déva feseni s podobnymi vlastnostmi jako ¢;-norma, v
nékterych piipadech je pro jednoduchou linearni regresi lepsf nez MNC; naptiklad
nedava takovy duraz na data, ktera se hodné odchyluji od ptfimky, nebo také
nevyzaduje pro neasymptotické testy predpoklad o chybé, neboli € ~ N(0,0?).

V jednoduché linearni regresi chceme najit odhady koeficientii a a b, kde
parametry jsou ve funkci f(z) = ax + b. Nejdfive touto metodou vypoéitame
odhad ag tak, ze

m,m

ag = median{ Vi Yi } ;

i — .Z’j ij=1

pokud se hodnoty rovnaji, x; = x; pro k,l € N, pak se ¢len z mnoziny vynechava.
Tato regrese tedy pracuje s medidnem sklont primek mezi vSemi body, které maji
riiznou hodnotu v x. Odhad hodnoty by pak dostavame jako

by = median{yi — aoxi}m

i=1

Rozdily mezi metodami predvedu na obrazku.

e Data
Theil-Sen

— MNC

Obréazek 2.7: Rozdil mezi metodou Theila a Sena a MNC. Je na prvni pohled
zrejmé, ze v tomto specialnim pripade se metoda Theila a Sena témér nenecha
ovlivnit vzdalenymi body, na rozdil od MNC.

2.5.2 Linearni regrese pro /;-normu

Navratme se tedy k puvodnimu problému

min
reR”

/4$ —-le,
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muzeme ekvivalentné prepsat

min_ ||t]; = min 17 (2.7)
zER™ tERT zER™ tER
s podminkou
—t =< Ax—b=t, (2.8)

kde < méa v tomto kontextu vyznam, ze je vétsi nebo roven po prvcich ve vektorech
stejné velikosti a 1 je n dimenzionalni vektor jednicek.

Vidime, ze minimalizace vyrazu ([2.7)) se vyskytuje pouze t a x jen v podmince
T
(2.8]), proto ulohu prepiSeme za pomoci ¢ = [tT xT} , coz je nas novy cil pro

minimalizaci, podle toho prepiseme do tvaru

min[l O}q,

geR2n Ixn 1xn
jesté se musime vratit k podmince ([2.8]), ze které ziskame,
~t =2 Ar—b= —t—Av X —b=[-] —Alg=-b,

kde I je identickd matice vhodné velikosti. V nasledném kroku provedeme totéz
pro druhou stranu podminky. Spojenim dostaneme

q=

-1 —-A
-1 A

_bbl : (2.9)

Rovnice (2.9) je ve vhodném tvaru pro neznamy vektor g, takze staci pouzit pouze
metodu linearniho programovani viz (Arenales a kol 2015) a dostaneme idealni
feseni.
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3. Podurcené/Nedourcené
soustavy rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat situaci
Ax =0,

kde na rozdil od predeslé kapitoly m < n. Dale nas budou zajimat konzistentni
pripady, tedy kdyz existuje néjaké feseni o € R™. Potom jich existuje nekonecné
mnoho, nebot pro kazdé z € Ker(A) plati

A(xg+2) = Axg + Az =0+ 0,

jelikoz 0 < n —m < dim(Ker(A)), tak Ker(A) je izomorfni s RE#mEer(4) "oz je
nekonec¢nd mnozina.

To nas vede k otazce vybrat z mnoziny {z + 2z : Ax = b,z € Ker(A)} = Say
"nejlepsi x".

3.1 Minimalizace />-normy

Budeme ptedpoklddat, Ze rank(A) = m, kvili invertovatelnosti matice (AA”).
Vezmeme pak z, které dostaneme z MNC, takze

Ty ne = AT(AAT) . (3.1)
Tvrzeni 5. z,,5¢ 7€5T Ax = b a md nejmensi lo-normu z mnoZiny {z : Az = b}.
Diikaz. Méjme z € X4, takze A(z — x);n¢) = 0, potom
2[5 = llzarnve + 2 = 2avells

= llzavells + 12112 + 2(zprne = Tarve)
= llzawells + 1212 = zanellz,
coz nam dava, ze x,; ¢ ma nejmensi fo-normu ze vsech z, kterd resi Az = b. Jen

nam zbyva ukazat, ze posledni rovnost plati.
Tedy chceme ukazat, ze (z — 3, nes Ty ne) = 0, coZ plyne z

(z — xMNC7xMNC> = (2 — xMNC)TxMNC = (2 — xMNC)TAT(AAT)_l?/ =
= (A(z — zpyne)) (AAT) Ty = 0.

Alternativnim zptisobem, jak ukazat, ze x,,y minimalizuje fo-normu je pouziti
Lagrangeovych multiplikatori. Chceme splnit dvé podminky zaroven a to

Ar=0b a min|z|y = minz'2.
TeR™ zeR™

Takze si definujeme funkei L(z,\) = 272 + AT (Az — b), kde A\ € R™ a chceme
najit jeji minimum pomoci gradientu.
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Parcidlni derivaci dostaneme
VoL =204+A"TA\=0 & V,\L=Axz—b=0,

kde z prvni rovnice vyjadiime x a dostaneme tvar
L7
r=—-A"\ (3.2)
2
Vynasobenime zleva matici A dostaneme
Lo
b= Ax = —§AA A

Z toho vyjadiime A
A= —2(AAT) b,

Dosazenim A do (3.2) dostaneme nase hledané z,,ye = AT(AAT)"1b. Z toho
dostavame takové feseni MNC, které minimalizuje f>-normu. O

Problém s MNC je, Ze rozptyl odhadu je velmi zavisly na velikosti m. AvSak
Ax = b neni jednoznac¢né urcéené. Proto musime zvolit zplisob, jako naptiklad
(minimalizace fo-normy) pro ziskani jednoho feseni, o kterém ani nevime, zdali
je zptisob zvoleny spravneé.

To nas vede k otazce, jestli existuje efektivni zptisob, ktery bude vytazo-
vat /zmensovat nedulezité parametry. A nebudeme pii jeho pouziti riskovat, ze
ztratime idedlni reseni na zakladé Spatné zvolené podminky pro jednoznacnost.

3.2 Selekce linearnich modelu

V této ¢ast vychazejici z (James a kol., 2013) se budeme zaobirat jinou meto-
dou nez MNC, kde uz nebudeme nevyzadovat konzistenci soustavy. Ke hledani
standardnich linedrnich modeli o n parametrech ve tvaru

i =& +&1a1 + -+ Enm1aip—1 + (3.3)

kde y; je namérena hodnota pro hodnoty radku matice A vypadajici nasledovné
jako a; = (a;1,...,ain—1)", je vektor parametrit x = (&, ...,&—1)" a € je nemé&ti-
telnd chyba. Model o velikosti k£ budeme chapat jako mnozinu {&;,,&,, - - .&,
kde iy,ig, . . . ,ix € {0,1,... n—1} ai; # i, pro j # 1. Odlisné metody od MNC mo-
hou mit lepsi vlastnosti ve smyslu presnéjsiho odhadu x a schopnosti interpretace
modelu.

Zptesnit neboli zmensovat rozptyl odhadi mtizeme pomoci pouziti méné pa-
rametrl, které vyhodnotime jako "nepodstatné'v néjakém smyslu.

Lepsi interpretaci ve smyslu, ze mnohdy pii uré¢ovani z—u, mizeme zvolit &;,
na kterych nezavisi vektor b, proto se takové hodnoty budeme snazit vyelimino-
vat/minimalizovat.

Ukazeme si metody, které budou zlepSovat vyse zminéné vlastnosti. V na-
sledujici kapitolach budeme zminovat metody, které lze pouzit, jak pro m < n,
tak pro m > n pokud nefekneme jinak. Protoze jsme v kapitole podurcenych
linearnich soustav, tak se budeme zaobirat prevazné pripadem m < n.
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3.2.1 Nejlepsi vybérova regrese

Metoda nejlepsi vybérové regrese nam zarucené vrati nejlepsi model, ktery
lze ziskat z namérenych dat. Jeji nevyhodou zustava, ze musi projit vSechny
mozné modely. To pro velké n muze byt nedosazitelny cil z ¢asového hlediska,
protoze pocet ruznych modelu je 2" (pro konkrétni pripad bud jednotlivy para-
metr nechdme nebo ho vynechdme), coz je pro velké n velmi nepraktické. Dalsim
problémem muze byt zvoleni néjakého parametru, ktery ve skutecnosti nema s
namérenymi daty nic spole¢ného, ¢emuz se chceme vyhnout.

Zpusob, jak takovy model najit se da vyftesit algoritmicky

Algoritmus:

1. Najit My nulovy model, ktery nema zadny parametr bude odhadovat pouze
vybérovy priameér.

2. Pro kazdé k = {0,1,2,... n} provedeme MNC, pro kazdou kombinaci k
parametri z toho dostaneme potencionalnich <Z> modelt, pro kazdé k a

pro k uréime My, takové které bude mit nejmensi RSC (residuélni soucet
¢tverct), takze vyhodnotime pomoci MNC.

3. Chceme vybrat nejlepsi model z mnoziny {My,Mj,... M,}. Nemizeme
brat nejlepsi ve smyslu minimalizace RSC nebo maximalizace R? (koe-
ficient determinace), protoze s rostoucim k se zmensuje hodnota RSC a
tedy bychom volili M,,. To neni idealni, protoze bychom méli zohlednovat
mnozstvi pouzitych parametri, jelikoz se chceme vyhnout zbyteéné velkému
mnozstvi parametri, které ndm nezlepsuje odhad. Kviili tomu pouzijeme na-
priklad R upraveny koeficient determinace, ktery chceme maximalizovat,

kde koeficient determinace je definovany jako

3

> (flai) = ¥,)
R2 = : 177’1 )
(Yi = Ym)

1=

=

kde f(a;) je predikovana hodnota nasim modelem pro a; a y,, je vybérovy prumér
m namérenych hodnot a upraveny koeficient determinace je definovany jako

kde d je pocet pouzitych parametri.

V kroku 2. musime projit vSechny modely az na Mg a M,,, poté to zreduku-
jeme na n + 1 modeli, na kterych provedeme krok 3.

Pokud z diavodu moc velkého n neni mozné pouzit metodu nejlepsi vybérové
regrese, pouzijeme rychlejsi metodu i presto, ze bude Sance, Ze nenajdeme tuplné
nejlepsi model.
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3.2.2 Krokova regrese

Vyhodou této metody je, ze prochazi mnohem mensi pocet model a to presné
m+1 (Duvodem, pro¢ je mnozina jen do m, je MNC, kterd d4 jednoznac¢né reseni
jen pro k < m.). Metoda vyuziva nasledujici algoritmus.
Algoritmus:
1. Najit M nulovy model, ktery nemé zadny parametr, bude odhadovat pouze
vybérovy pramer.
2. Pro k={0,1,...,m} (Dfvodem, pro¢ je mnozina jen do m, je MNC, kterd
d4 jednoznacné feseni jen pro k < m.) mame nejlepsi odhad My, pak dany
model rozsitime o jeden parametr, z toho dostaneme n — k modell, za

pomoci MNC vybereme nejlepsi. Poté za M1 vybereme model, ktery mé
nejmensi hodnotu RSC.

3. Vybereme z vytvorené mnoziny { My, My, ..., M,,} uplné stejné jako v mi-
nulém algoritmu. K vyhodnoceni nejlepsiho modelu vyuzijeme napriklad
R2, ktery chceme maximalizovat.

V kroku 2. tento postup kontroluje pouze
(n—m)2n —m+1)
2 Y

m—1
14> (n—k)=1+
k=0

kde 1 je pocatecni My, coz je v praxi mnohem privétivéjsi nez 2" metodou nej-
lepsiho vybéru.

Nevyhoda tohoto postupu je, ze postupné urcovani modeli zavisi na téch
predchozich, pokud na zacatku sSpatné zvolime parametr, na kterém vibec ne-
zavisi mérené hodnoty, tak vsechny dalsi modely budou také neidealni. Proto si
ukazeme zpétné krokovou metodu, kterda tomuto problému predchazi.

3.2.3 Zpétna krokova regrese

Rozdil mezi krokovou metodou a zpétnou krokovou metodou je, Ze zpétna
krokovad metoda zac¢ina s plnym modelem M,, a tedy vyzaduje, aby m > n, coz
je nevyhodou. Cimz se lisf od krokové metody, kde parametry odebirdme (proto
zpétna krokova metoda), coz je jedind odlisnost mezi algoritmy.

Pravdépodobnost vyrazeni dilezitych parametri je mnohem mensi nez téch
nedulezitych, a proto preferujeme pro pripad (m > n) pouzivat tuto metodu. I
tak nemame garantovano, ze vrati idealni model.

Vracené modely zpétnou krokovou regresi a krokovou regresi jsou podobné,
ale mnohdy nemusi byt stejné.

V praxi se pouziva hybridni regrese, ktera kombinuje tyto dvé krokové metody.
Tento metoda vraci model dost podobny jako nejlepsi vybérova regrese.

3.3 Shrinkage metody

Shrinkage metody viz (James a kol 2013) jsou takové, co zmensuji (shrink)
odhady parametri, které na sadu dat nemaji zadny dopad nebo jen velmi maly.
Takové parametry vybirame, za pomoci minimalizace upraveného RSC. V této
kapitole si ukdzeme dvé nejcastéji pouzivané metody.
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3.3.1 Hrebenova regrese

Mimo krokovych metod a metody nejlepsiho vybéru existuje dalsi metoda,
ktera témér nikdy nevrati model s méné parametry nez je hodnota n, ale nevy-
znamné parametry vyrazné zmensuje. Tuto metodu hiebenové regrese definujeme
nasledovné:

Definice 7. Necht A € R™*", kde m,n € N, vektor b € R™ a parametricky vektor
= (£0,61, .. ,&n1)T. Pak Tesenim tilohy

n—1 n—1
mlnz - Zﬁjamy +/\ij27
j=1 j=1

xeR”

m n—1 -
kde A > 0 nazgvdme ladicim parametrem, Y (y;—&o— > &;a;;)* = RSC a posledni
. =

=1
n_l 2 . 7z 7/ g . .
A '21 &5 nazveme penalizacni funkci, oznacime funkei xr,(\) s parametrem \ jako

reseni dané ulohy pro zadané \.
Definici mizeme ekvivalentné prepsat jako

Definice 8. Necht A € R™*"  kde m,n € N, vektor b € R™ a parametricky vektor
r = (£0,€1, - - En1)T. Pak Tesenim vilohy

n—1 n—1
min Z — &0 — Z &a;j)? s podminkou Z £ <t,
j=1

n
zeR =

kde 0 <t ndm urcuje polomér koule (vzhledem k ¢y normé), ze které vybirdme x,
m n—1 -

S(yi— & — X &aij)? = RSC a, oznacime funkci xr(t) s parametrem t jako
i=1 j=1

reseni dané ulohy pro zadané t.
Ukazeme tvrzeni ekvivalence s dikazem inspirované z (Klouda a kol.| 2016)

Tvrzeni 6. Definice[7 a[§ jsou ekvivalentni ve smyslu, Ze pro kaZdé X existuje t
a pro kaZdé t existuje A\, Ze existuje xp, které je resenim obou uloh.

Diikaz. [
Méjme & = (£4,61,....,&,_1)7, které je feéenim Definujme ¢t = 3° (€,)2, pak
pouzitim ¢ v |8 dostaneme Z = (£4,&,,....&, 1)"-
n—1 _ n—1
Pro spor predpoklddejme, ze Y (§;)> <t = Y. a 2 spliiuje podminku z , pak
i=1 i=1

musf platit RSC(2) > RSC(7), kde RSC bereme jako funkeci odhadu parametru x.
Dostavame

RSC(# +)\Z 2> RSC(z +>\Z

n—1 _
coz je spor s minimalitou Z. Z toho plyne, ze Z musi spliiovat Y- (£;)? = t. TakZe
i=1

pro tenhle pfipad [7] a[§]1ze chapat, Ze z mnoziny, ze které vybirdme mus{ spliiovat
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= t a minimalizovat RSC, coZ m4 jedno Feseni, ale jak Z, tak & to spliuji,

tak e se musi rovnat.
ii:: IMeJrne resenl | pro néjaké t > 0, x pokud Z (§ )2 < t, pak se TeSeni

NG nacham v kruznici o s polomérem ¢t viz [3.1 a tedy volime A = 0. Pro
pripad, Ze Z (§ )2 =t s touto podminkou budeme Yesit pomoci Lagrangeového
multlphkatoru Definujme si funkci

n—1

L(z,7) = RSC(z) + 7(2(51)2 —1).

=1

Pomoci derivaci najdeme minimum funkce L(x,7) a zvolime jako nase hledané A
pro [7] Pak feseni[7] 2 = .
O

Muzeme si vs§imnout, ze kdyz A = 0, tak nema zadnou penaltu a tedy minima-
lizujeme RSC, coz vlastné provadime MNC, kde mame nekonené mnoho fesent,
¢emuz se chceme vyhnout (proto se v praxi voli A — 0) a vysledny odhad, co
dostaneme, méd velmi malou Sanci, ze néjaké & = 0, ukdzeme si v ¢asti[3.3.3] Pro
A — oo naopak vynuluje vSechny &; az na &g, které se v sumé ¢tverci u ladiciho
parametru nenachazi. § nechceme zmensovat, protoze idedlni odhad pro &, je
primér naméfenych dat s a; = (0,0,...,0)T, kde a; je fddek matice A.

Odhad z MNC je nestranny, ale mé veliky rozptyl, ktery ¢asto roste se zvét-
sujicim n. Na rozdil od hiebenové regrese, kde s rostouci \ ztracime nestrannost
odhadu, ale zmensuje se rozptyl. Proto chceme dobre volit A, abychom neztratili
nestrannost Uplné, ale zmensili rozptyl co nejvice.

Jedna z dalsich vyhod hrebenové regrese je, ze pro pevné A zkouma pouze
jeden model stejné jako MNC, takZe je mnohem rychlejsim Fesenim nez krokové
metody a mnohem lepsi nez nejlepsi vybérova regrese v tomto smyslu.

3.3.2 Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Ope-
rator)

Definice 9. Necht A € R™*", kde m,n € N, vektor b € R™ a parametricky vektor
z = (0,61, - ,&n1)T. Pak Tesenim 1lohy

n—1 n—1
min Z — & — D &aig)* + A Ig],
=1 j=1

IER"

n—1 o
kde A > 0 nazyvdme ladicim parametrem, Z( —&— > §jai’j)2 = RSC a poslednt
. =

i=1

A Zl|§j| nazveme penalizacni funkct, oznacime funkci xp(\) s parametrem X jako
J:
resent dané ulohy pro zadané .

Rozdil mezi Lassem a hrebenovou regresi je v penalizac¢ni funkci, kde Lasso
pouziva f1-normu a hruba regrese fo-normu. To je hlavni divod, pro¢ Lasso je
povazovany za efektivnéjsi zpusob zmensovani, ¢i dokonce nulovani nepodstat-
nych &;, protoze ¢;-norma dava diraz stejné velky na vSechny &;, af je velké ¢i
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malé oproti fo-normé, kterd zduraznuje velké hodnoty a ignoruje malé hodnoty.
To je zakladni intuice, pro¢ je Lasso preferované.
K tomu, abychom ukéazali budeme potiebovat ekvivalentni zapis Lassa:

Definice 10. Necht A € R"™*", kde m,n € N, vektor b € R™ a parametricky

vektor ¥ = (&0,61, ... \6n1)T. Pak tesenim dilohy
m n—1 n—1
IIEII'IR{I?ll z:(yZ —& — Z §jai,j)2 s podminkou Z|£| <t,
TR =t j=1 j=1

kde 0 <t ndm urcuje polomér koule (vzhledem k ¢, normé), ze které vybirdme x,

m n—1 ~
S(yi— & — X &aij)? = RSC a, oznacime funkci xr(t) s parametrem t jako
. =

1=

reseni dané ulohy pro zadané t.

Tato definice je vhodna pro pochopeni geometrické interpretace. Ekvivalence
by se dokazovala stejné jako pro hiebenovou regresi.

3.3.3 Geometricka interpretace Lassa a hrebenové regrese

Vyuzitim definic |8 a |10l mdme omezeny prostor ve tvaru (n — 1)-dimenzionalni
koule vzhledem k normam /4,05, coz jsou (n — 1)-dimenzionalni kvadr a koule.

Pro predstavu budeme pracovat s n = 3 (tedy jde o 2-dimenziondlni prostor
s osy &1,&). Pokud zvolime ¢, (¢ pro Lasso) a ty (t pro hifebenovou regresi)
dostatecné velké, pak ;e = v = xy. UkdZeme na obrazku, pro¢ tomu tak je.

151

Obrézek 3.1: Oranzova kruznice reprezentuje hranici mnoziny uspokojujici pod-
minku pro hfebenovou regresi s ty = 1, modry rotovany ¢tverec urcuje hranici
pro Lasso s t;, = 1 a ¢erveny bod vyjadiuje hodnotu z,; y¢.

Divod, proc¢ se z,,ye = r = xpg, je ziejmé viditelny, protoze z,;y¢ mini-
malizuje RSC a spliuje podminku z definice |8 nebo , pak diky ekvivalenci s

definici [7] a [9] musi byt jejim feSenim.
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Zajimavy pripad nastava, kdyz z,,y¢ lezi mimo hranice sestrojené na zakladé
podminek, tim padem je nesplnuje a tedy je nemize fesit. V tomhle pripadé nas
zajima, jak takové Teseni interpretovat geometricky:.

:_J._

Obrazek 3.2: Oranzova kruznice, rotovany modry Ctverec a ¢erveny bod reprezen-
tuji to stejné jako obrazek [3.1) a elipsy se stiedem v x),y¢ jsou z-y, které maji
stejnou RSC. Vidime, Ze existuje takova elipsa, kterd se pouze dotyka danjch
utvart. Bod doteku je presné vyprodukované feseni dané metody.

Lze si vSimnout, ze kdyz se pro metodu Lasso bude elipsa dotykat v rohu,
tak to znamend, 7e jeden z parametrii se voli za nulovy. Sance, Ze to nastane, s
klesajicim t;, se zvysuje, kdyz se ale podivame na hiebenovou regresi, tak dochazi
k presnému vynulovani pouze ve velmi specialnich pripadech. Tyto tvahy plati i
pro n vétsi nez tii. Z toho se da usoudit, ze Lasso je mnohem lepsi pro eliminaci
parametri nez hiebenova regrese.
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Z.aver

V této bakalarské praci jsme étendre sezndmili s preuré¢enymi a poduréenymi
systémy linedrnich rovnic. U pieuréenych soustav jsme ukazali MNC a praktické
urychleni a zjednoduseni pouzitim QR rozkladu. Ukdzali jsme vyuziti MNC v
linearni regresi a podporili vypoc¢tenymi priklady. V jednom z mich prispévki bylo
tiplné podrobné rozepséani a doplnénim definic v ditkazu, ze MNC generuje nejlepsi
nestranny linearni odhad. Nastinili jsme lehkou spojitost mezi linearni a nelinearni
regresi a vypocetli piiklad pomoci Newtonovi metody s iterovanim. Zminili jsme
i alternativni metody pro linedrni regresi a to Theilovu a Senovu metodu nebo
{1-normou. Pro podurc¢enou soustavu jsme predvedli, jakymi zptisoby lze vybrat
jednozna¢né fesenf z nekoneéné mnoziny. Ukézali jsme, ze MNC minimalizuje £o-
normu, kde jsem prispél dokazani, Ze x,,;y¢ je kolmé na mnozinu feseni. Naddle
jsme zminili krokové metody a jejich vyhody a nevyhody. Nakonec jsem se zaobiral
hiebenovou regresi a Lasso, vysvétlil rozdily mezi metodami a vytvoril ilustrac¢ni
obrazky, ze kterych ¢tenar ziska vizualni intuici feseni problému.
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