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Abstrakt: Tato bakalarskd prace se zaméruje na parové testy a jejich interpre-
taci, pricemz klade diraz na pochopeni jejich vyznamu v ramci statistické ana-
Iyzy. Nejdiive zavedeme znaceni a zformulujeme zakladni predpoklady pro parové
testy. V praci predstavime celkem tii typy parovych testi. Jedna se o parovy t-
test, parovy znaménkovy test a parovy Wilcoxonuv test. Parovy t-test budeme
porovnavat s dvouvybérovym t-testem. Dale u parového znaménkového testu se
budeme podrobné zabyvat interpretaci testu. Zde bude nasim cilem zjistit, kdy se
median rozdilu dvou ndhodnych veli¢in rovna rozdilu mediani téchto nahodnych
veli¢in. Nakonec u parového Wilcoxonova testu budeme hledat podobné zptisoby
interpretace testu jako u parového znaménkového testu.
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Abstract: This bachelor’s thesis focuses on paired tests and their interpretation,
with an emphasis on understanding their significance in statistical analysis. First,
we will introduce notation and formulate the basic assumptions for paired tests.
In this work, we will present a total of three types of paired tests. These are
paired sample t-test, paired sample sign test, and Wilcoxon signed-rank test. We
will compare the paired t-test with the two-sample t-test. Next, with the paired
sample sign test, we will examine the interpretation of the test in detail. Our goal
here will be to find out when the median of the difference of two random variables
is equal to the difference of the medians of these random variables. Finally, with
the Wilcoxon signed-rank test, we will look for similar ways of interpreting the
test as with the paired sample sign test.
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Znaceni

pravdépodobnostni model pro pozorovana data
mnozina realnych cisel

transpozice vektoru v

pravdépodobnost

nadhodné veli¢ina

X ma rozdéleni £

stfedni hodnota ndhodné velic¢iny X

rozptyl nahodné veli¢iny X

kovariance nahodnych veli¢in X, Y

hustota nahodné veli¢iny X

sdruzend hustota ndhodného vektoru (X, Y )T
distribu¢ni funkce nahodné velic¢iny X

sdruzena distribu¢ni funkce ndhodného vektoru (X,Y)
kvantilova funkce ndhodné veli¢iny X

medidn nahodné veliciny X

modus nahodné veli¢iny X

normované normalni rozdéleni

vybérovy primér ndhodného vybéru Xi,..., X,
vybérovy rozptyl ndhodného vybéru Xy,..., X,
vybérova smérodatna odchylka nahodného vybéru
Xi,..., X,

vibérova kovariance dvojic (X1, Y1), ..., (X,, Yy)
nulova hypotéza

alternativa

a-kvantil rozdéleni N(0,1)

a-kvantil t-rozdéleni s n stupni volnosti

T

T

konvergence v distribuci

konvergence v pravdépodonosti

mnozina redlnych ndhodnych veli¢in, pro které E X2 < oo
avar X >0



Uvod

Pr1i testovani hypotézy nékdy potrebudeme porovnavat dvé zavislé skupiny,
v takovém pripadé pouzijeme parové testy. Tyto statistické testy ndam umoznuji
posoudit, zda existuje néjaky statisticky rozdil mezi dvéma métrenimi provedenymi
na stejnych subjektech.

Tato prace se zabyva parovymi testy a jejich interpretacemi. V této praci pred-
stavime tii statistické testy, které jsou v praxi hojné vyuzivany. Prii tvorbé této
prace budeme prevazné vychazet z knih |Andél (2011)), Andel| (2019) a z ¢élanku
Hutson a Yu| (2023). Budeme se opirat o informace, metodologie a vysledky uve-
dené v téchto odbornych textech jako zaklad pro nasi préci.

Zakladni predpoklady

V celé této praci budeme uvazovat ndhodny vybér

() (32)

z libovolného dvourozmérného rozdéleni se sdruzenou distribuc¢ni funkci Fxy pro
nahodny vektor (X, Y)?, kde rozsah vibéru n > 2. Ndhodné veli¢iny X a Y nejsou
na sobé nezavislé. Necht ndhodna velicina X m4é distribuéni funkci F'y a ndhodné
veli¢ina Y ma distribu¢ni funkci Fy. Pro zjednoduseni vykladu klicovych bodi
budeme predpokladat, Ze nahodny vektor (X, Y)? m4 spojité rozdéleni a st¥edni
hodnoty E X a E Y jsou konecné.

Oznacme

jako rozdily pozorovani. Potom Zi,...,Z, jsou stéjné nezavislé rozdélené a po-
chazi z rozdéleni s distribuc¢ni funkci Fz pro ndhodnou veli¢inu Z, kterd ma stredni
hodnotu pz, rozptyl 0% a medidn myz. Pozorovani Zy,..., Z, mizeme interpre-
tovat jako rozdily stavi na pocatku a na konci néjakého vySetireni. Tato trans-
formace ze dvourozmérného problému na jednorozmérny problém nam umoznuje
pouzit jednovybérové testy pro analyzu rozdilti mezi parovymi pozorovanimi, coz
usnadnuje statistickou analyzu a interpretaci vysledki.

U jednotlivych testii budeme uvadét predpoklady, nulovou hypotézu a alter-
nativu, testovou statistiku, kriticky obor a p-hodnotu. Jako prvni krok pri testo-
vani hypotéz parovymi testy je oveérit, zda ziskana data vyhovuji predpokladim.
U nékterych testil je potfeba predpokladat napriklad normalitu dat, konecénost
druhych momenti ndhodné veli¢iny nebo symetrii hustoty kolem néjakého bodu.
Nulovou hypotézu lze chéapat jako vychozi tvrzeni, které snazime testovat pomoci
statistické analyzy. Proti nulové hypotéze sestavujeme alternativu, kterou se sna-
zime prokazat. Kriticky obor je mnozina hodnot pro testovou statistiku, ktera
vede k zamitnuti nulové hypotézy na zédkladé predem stanovené hladiny vyznam-
nosti testu. P-hodnotu rozumime nejmensi hladinu testu, na které bychom jesté
nulovou hypotézu H, zamitli.



Clenéni prace

Prace je rozdélena do tii kapitol. V prvni kapitole je predstaven parovy t-
test, kde zformulujeme predpoklady a predevsim se zaméfujeme na porovnani
testovych statistik parového t-testu a dvouvybérového t-testu.

Druha kapitola je vénovana parovému znaménkovému testu. V ramci této
kapitoly budeme postupné rozvolnovat bézné predpoklady, a tim ziskdme nové
zpusoby interpretace testu. Nejvice pozornosti pak vénujeme otazce, kdy se me-
dian rozdilu dvou nahodnych veli¢in rovna rozdilu medidnt téchto nahodnych
veli¢in.

V posledni kapitole se budeme zabyvat parovym Wilcoxonovym testem, kdy
opét budeme rozvolnovat bézné predpoklady pro ziskani novych poznatki.



1. Parovy t-test

Jednim z castych nastroji pouzivanych k porovnani dvou skupin jsou parové
t-testy. Tato statistickd metoda nam umoznuje posoudit, zda existuje néjaky sta-
tisticky rozdil mezi dvéma mérenimi provedenymi na stejnych subjektech.

Nejdiive se podivame na ptredpoklady parového t-testu, které jsou popsany
v [Andel| (2011). Poté prozkouméme vztahy parového t-testu s dvouvybérovym
t-testem.

1.1 Formulace tlohy

Uvazujeme model
Fo={Zi=X, - Y, ~N(u, 0%), p € R, 0% > 0},
kde parametry p, o2 jsou nezndmé, nebo
F.={Zi=X;-Y; € L?},

kde £? je mnozina rozdéleni s koneénym druhym momentem a nenulovym roz-
ptylem. Model F; oznacuje mnozinu nahodnych veli¢in z normalniho rozdéleni
s parametry p, o2 a je piedpokladem pro pfesny parovy t-test. Model F, je pied-
pokladem pro asymptoticky parovy t-test. Zrejmé plati F; C F..

Ozna¢me aritmetické priméry X,, Y, a vybérové rozptyly S%, Sz obou vy-

béru: L L
Yn:* Xiavn:* }/;7
1 & — 1 & —
x = X; = X,)%, 5% = Y - V,)%
SX n_lz( 1 n)7SY n_lz(l n)

i=1 i=1
Parovy t-test je zalozen na principu porovnani priameéru dvou vzorka paro-
vych dat, tedy na testovani rozdilu stfednich hodnot E X; = ux a EY; = uy.

Testujeme nulovou hypotézu

Hy: px — py = do
proti alternativé

Hy @ px — py # do,
kde dy € R je predem dana konstanta. Tedy testujeme, zda stfedni hodnoty
dvou skupin jsou stejné, nebo se vzajemné lisi o hodnotu dy. Nejcastéji volime
dy = 0. Hypotéza H, pak tvrdi, ze stfedni hodnoty dvou skupin jsou stejné,

a naopak alternativa H; tvrdi, zZe stfedni hodnoty dvou skupin nejsou stejné.
Testova statistika parového t-testu je definovana ve tvaru

Zp—d
Tn:\/ﬁTZO,

kde Z,, = X,, — Y, je aritmeticky primér rozdilt Z; = X; — Y; a Sz je vybérova
smérodatnd odchylka rozdili Z; = X; —Y;. Vybérovy rozptyl S% je definovan jako

L Sz -z
=1

52 =

n—1
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D4 se ukazat, ze za predpokladu platnosti nulové hypotézy Hy v modelu F;
plati T}, ~ t,_1 (viz napt. Dupac a Huskova, 2005, véta 5.9. (c)), kde ¢,,_; znadi t-
rozdéleni s n— 1 stupni volnosti. Nulovou hypotézu H, pro presny test zamitneme
na hladiné «, pravé kdyz

To| >t 1 (1 —a/2), (1.1)

kde t,_1(1—a/2) je (1—a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n— 1 stupni volnosti. Rovnéz
se d& ukézat, ze za platnosti nulové hypotézy Hy v modelu F, plati

T, —— N(0,1).
Nulovou hypotézu Hy pro asymptoticky test zamitneme na hladiné «, praveé kdyz
|Tn| > Ul—a /25

kde u1_q2 je (1 — a/2)-ty kvantil normovaného normélniho rozdéleni. V praxi
se obvykle voli zamitac{ kritérium ([L.1). Pro velkd n (tj. n — oo) se kvantil ¢-
rozdéleni asymptoticky blizi ke kvantilu normovaného normélniho rozdéleni, proto
pro zamitnuti nulové hypotézy miizeme pouzit zamitaci kritérium pro presny
parovy t-test.

V modelu F; budou vypoctené p-hodnoty a intervaly spolehlivosti presné,
ale v. modelu F, pouze asymptotické. P-hodnota parového t-testu je definovana
nasledujicim vzorcem

p=2(1- F(Ta)),

kde T, je pozorovana hodnota testové statistiky a Fj, je distribu¢ni funkce rozde-
leni ¢,,_;. Oboustranny interval spolehlivosti pro rozdil px — py na hladiné 1 — «
je

S5, S,
<Zn = TEtaa(1-a/2), 20t L taa(1 - oz/2)> ,

viz Dupac a Huskova, (2005, véta 5.10. (a)).

1.2 Vztahy t-testi

V této sekci budeme porovnavat parovy t-test s dvouvybérovym t-testem. Za-
jima nas, za jakych predpokladi jsou testy ekvivalentni, tj. oba testy vydavaji
s pravdépodobnosti 1 totéz rozhodnuti (bud zamitneme, nebo nezamitneme nu-
lovou hypotézu). Nejprve musime zformulovat hypotézu dvouvybérového t-testu,
a poté definujeme jeho testovou statistiku.

1.2.1 Dvouvybérovy t-test

Uvazujme nezavislé ndhodné vybéry Xi,..., X, a Yy,...)Y,, s prislusnymi
distribu¢nimi funkcemi Fx a Fy. Modelem dvouvybérového t-testu je

F; = {Fx, Fy maji konecné rozptyly},

Testované parametry jsou stiedni hodnoty ux = E X;, puy = E Y. Testujeme
nulovou hypotézu

Hy: px — py = do

6



proti alternative
Hy:px — py # do,
kde dy € R je predem dané konstanta.
Testova statistika dvouvybérového ¢-testu je tvaru
X,-Y,, —d

52 .5'2
+ =X

Tnm:

)

Da se ukazat, Ze za platnosti nulové hypotézy Hy v modelu F;" mé testova
statistika T, ,,, asymptoticky rozdéleni A/(0,1). Nulovou hypotézu Hy zamitneme
na hladiné «, pravé kdyz

Tm| > t1—ay2,

kde u1_q/2 je (1 —a/2)-ty kvantil normovaného normalniho rozdéleni. V piipadé,
ze budeme navic predpoklddat, ze oba ndhodné vybéry pochézeji z normalniho
rozdélen{ se stejnym rozptylem ¢ > 0, pak ma testové statistika T}, ,, za platnosti
nulové hypotézy Hy : px — pry = dp presné t-rozdéleni s n+m — 2 stupni volnosti,
viz /Andél| (2011} véta 4.26).

P-hodnota je

p= 2(1 - G(‘Tn,m‘))>

kde T, ,, je pozorovana hodnota testové statistiky a G je distribu¢ni funkce roz-
déleni ,, 41, _o.

1.2.2 Porovnani testovych statistik

7 sekce vime, ze testova statistika dvouvybérového t-testu je

X, =Y, —do

52 5'2
+

Tnm:

)

Nyni predpokladejme, ze rozsahy obou vybéri jsou stejné, tj. n = m. Pak plati

5 Xa=Va—dy X, —Ya—do
CNE ,/52+52

Z sekcee [I.1] vime, Ze testova statistika parového t-testu je

Zn— —Y,—dp

-n \/_—
SZ /52

Vybérovy rozptyl Sz vyjadiime pomoci vybérovych rozptylt S%, S% a vybérové
kovariance Sx y.

T, = Vn

1 & _ 1 & -
52 = Z,— 7Z,)* = X, —Y:i— (X, =Y,
7 n_1;‘1< ) n—1;[ ( )]
1 & _ 2 X _ 1 &
= Xz_Xn2_ X — Xo)(Y; =Y, Y:i_Yn2
n—1§1( ) n—1;< )( )+n_1;( )

:S§—2SX7)/+S32/



Pak plati
X,-Y,—d
T, = .

= /N .
\/Sg(_QSX,Y‘i‘S}%

Porovnanim testovych statistik 7,,, T}, ,, zjistime, Ze se lisi pouze jejich jmeno-
vatelé, kdy pod odmocninou v 7T}, oproti 7T}, ,, se objevuje navic vyraz —2 Sx y, kde
Sxy je vybérovéa kovariance. Maji-li ndhodné veli¢iny X; a ¥; kone¢né druhé mo-
menty, pak vybérova kovariance Sx y je nestranny a kozistentni odhad kovariance
cov(X;,Y;).

Nyni budeme analyzovat hodnoty vybérové kovariance Sx )y, kterd miZe na-
byvat jakychkoli realnych hodnot. Zajima nas, co se stane, kdyz chybné pouzijeme
dvouvybérovy t-test na situaci, kdy jsme méli pouzit parovy t-test. Budeme po-
rovnavat testové statistiky 7;, pro parovy t-test a 71}, ,, pro dvouvybérovy t-test.
Tim zjistime, jak se zméni p-hodnota, pficemz bychom neméli zapominat, ze za-
timco T, porovnavame s kvantily ¢-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, tak 75, ,
s kvantily t-rozdéleni s 2(n — 1) stupni volnosti.

Testové statistiky jsou stejné, pokud je vybérovova kovariance nulova. Uveé-
domme si, ze u dvouvybérového t-testu predpokladame dva nezavislé ndhodné
vybéry, zatimco u parového t-testu uvazujeme dva nahodné vybéry, které nejsou
nezavislé.

Je-li hodnota vybérové kovariance mezi X; a Y; kladna, pak plati T;,, > T, ,,.
V takovém pripadé chybné pouziti dvouvybérového t-testu misto parového t-testu
vede k mensi hodnoté testové statistiky a vyssi p-hodnoté. Pri pouziti dvouvybé-
rového t-testu misto parového t-testu mize dojit k podcenéni statistické vyznam-
nosti rozdili mezi dvéma skupinami a muze se stat, ze nezamitneme nulovou
hypotézu, i kdyz bychom ji méli zamitnout. V takovém ptipadé se tedy dopous-
time chyby druhého druhu.

Podobné, je-li hodnota vybérové kovariance mezi X; a Y; zaporna, pak plati
T, < T, V takovém piipadé chybné pouziti dvouvybérového t-testu misto paro-
vého t-testu vede k vyssi hodnoté testové statistiky a nizsi p-hodnoté. Pii pouziti
dvouvybérového t-testu misto parového t-testu mize dojit k nadhodnoceni sta-
tistické vyznamnosti rozdilti mezi dvéma skupinami a mtize se stat, ze zamitneme
nulovou hypotézu i v pripadé, ze by neméla byt zamitnuta. V takovém pripadé
se tedy dopoustime chyby prvniho druhu.




2. Parovy znaménkovy test

Parovy znaménkovy test se opét zaméruje na porovnani rozdili mezi dvéma
parovymi mérenimi. V tomto kontextu se pouzivaji znaménka rozdili, coz jsou
indikatory sméru zmény pro kazdy par. Jeho zakladni myslenkou je minimalizovat
vliv variabilnosti mezi subjekty tim, ze se zamétuje na rozdily v ramci jednotli-
vych parovych jednotek. To ndm umoznuje identifikovat, zda doslo ke statisticky
vyznamné zméné mezi dvéma mérenimi.

V ramci této kapitoly budeme analyzovat predpoklady parového znaménko-
vého testu prevzaté z knihy |Andél (2011) a ddle budeme interpretovat parovy
znaménkovy test s vyuzitim Hutson a Yul (2023)).

2.1 Formulace dlohy
Uvazujeme model
F ={Z; = X; — Y; maji spojita rozdéleni}.

Péarovy znaménkovy test zkouma median rozdilu nahodny veli¢in X, Y. Testujeme
nulovou hypotézu
Hy:mz;=0

proti alternativé
H 1.-Mg 7é O,
kde myz = F;'(1/2) znaéi medidn rozdilu Z = X — Y.
Testova statistika parového znaménkového testu je definovana pomoci nasle-
dujici veli¢iny
n

Yn - Z H(0,00) (Zz)y

i=1
coz muzeme interpretovat jako pocet rozdili Z; = X; —Y; s kladnym znaménkem.
Za platnosti hypotézy Hy : my = 0 lze ukazat, ze

n - 1
Yn = ZI[(O,OO)<Z7,) ~ Bi (n, 2) s
=1

kde Bi(n,1/2) znac¢i binomické rozdéleni s parametry n a 1/2 (viz |Andél, 2011,
str. 231). Rovnéz se dé odvodit:

L5 i 2o 01)

/._l _n _i " N D
Yn'\/ﬁ(Yn 2)\/ﬁ<gﬂ(o,w)(zz) 2)@/\%0,1),

viz |/Andel (2011} str. 231.).

Pro presny test nulovou hypotézu Hy zamitneme prave, kdyz

Y, < ki neboY, > ko,



kde kq je nejvétsi celé cislo splnujici

k
Lin IN" «
Pa<ml = (1) (5) <5
weskl=3(7)(5) <5

a ks je nejmensi celé ¢islo splnujici
" (n\ /1\"  «
Pz k=Y (1) (5) <5

To znamena, ze hypotézu budeme zamitat pro malé nebo prilis velké hodnoty
testové statistiky Y,,. Ze symetrie hustoty binomického rozdéleni plyne, ze k; +
ko = n. Pro asymptoticky test nulovou hypotézu Hy zamitneme, pravé kdyz

|Yri| > Ul—a /25

kde u1_q/2 je (1 — o/2)-ty kvantil normovaného normélniho rozdéleni.
P-hodnota presného parového znaménkového testu je dana

p =2min{P(Bi(n,1/2) < y,), P(Bi(n,1/2) > y,)} =
= 2min{l — Go(y, — 1), Go(yn)} ,

kde Gy je distribuéni funkce Bi(n,1/2) a y, je napozorovana hodnota Y. P-
hodnota asymptotického testu je

p=2(1=2(lyl)),

kde 7/, je napozorovand hodnota testové statistiky Y, a ® je distribucni funkce
normovaného normalniho rozdéleni.

2.2 Zpusoby interpretace testu

V této sekci uvedeme nékolik zptisobi interpretace parového znaménkového
testu v zavislosti na rtiznych formulacich nulovych hypotéz a alternativ.

2.2.1 Test medianu

Nejdrive budeme uvazovat nulovou hypotézu Hy : myz = 0 a alternativu H; :
myz # 0. Hypotéza Hy tvrdi, Ze median rozdilu je nulovy, coz znamena, ze X; je
s polovi¢ni pravdépodobnosti vétsi nez Y; a s poloviéni pravdépodobnosti mensi
nez Y;, matematicky muzeme zapsat jako

1
PIX; > Y| =P[X, <Y = 5
Alternativa H; naopak tvrdi, ze medidn rozdilu neni nulovy, coz znamena, ze

hustota nahodné veli¢iny Z neni symetrickd kolem 0.
Nyni zobecnime nulovou hypotézu a alternativu na tvar

*. —_— *.
Ho.mz—m(),Hl.mz#mo,
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kde my € R. V tom pripadé testujeme, zda plati

1
Tato rovnost vyjadruje, ze pravdépodobnost, ze hodnota X; je vétsi nez hodnota
Y; posunuta o hodnotu myg, je stejna jako pravdépodobnost, ze hodnota X; je
mensi nez hodnota Y; posunutd o hodnotu mg, a obé prevdépodobnosti jsou
rovny 1/2.

2.2.2 Test rovnosti dvou medianu

Interpretace statistickych testi, zejména parovych testt, mize byt nékdy slo-
zita a vyzaduje peclivou pozornost k detailim. Jednim z klicovych poznatku pri
interpretaci parovych testl je uvédomeénti si, ze median rozdilu nahodnych veli¢in
X, Y se nemusi obecné rovnat rozdilu mediani téchto nahodnych veli¢in. Ve sku-
tecnosti, aby platila rovnost mediant, je potfeba, aby rozdéleni rozdilu v ramci
jednoho paru mélo symetrickou hustotu.

Definujme n4s problém. Piedpokladejme, Ze ndhodny vektor (X, Y)? m4 spo-
jitou sdruzenou distribuc¢ni funkci Fxy, a zaroven X a Y jsou stejné rozdélené
nahodné velic¢iny, tj. plati

Fx(z) = Fy(x) pro kazdé = € R, (2.1)

mx = my aE X =E Y. Uvazujme napt. X; jako néjakd hodnota pred lékarskym

zakrokem a Y; jako néjaka hodnota po zakroku. Pak za nulové hypotézy dava

smysl predpokladat, ze zakrok nemél zadny efekt na pacienta, tj. plati .
Zformulujeme novou nulovou hypotézu a alternativu

wok _ wok
HO .mx—my,Hl .mx#my.

Zajima nas, kdy je nulova hypotéza Hy : mz = 0 ekvivalentni s hypotézou Hj* :
mx = my.

Nejdifve si zavedeme pojem sdruzené symetrie ndhodného vektoru (X,Y)T
kolem (0, 0)7.

Definice 1 (Hutson a Yul 2023, str. 36). Rekneme, Ze ndhodny vektor (X, Y )T
je sdruzené symet'r’ickﬂ kolem (0,0)T, pokud plati

) (5)

D ., .
kde = znaci rovnost v distribucs.

Véta 1. Necht (X,Y)T je dvourozmérng ndhodny vektor se sdruZenou husto-
tou fxy. Je-li (X,Y)T sdruZené symetricky kolem (0,0)T, potom md ndhodnd
velicina dand rozdilem Z = X —Y symetrickou hustotu f; kolem 0.

L Angl. joint symmetry of the pair

11



Diikaz.

Predpokladejme, ze mame sdruzené symetricky dvourozmérny nahodny vektor
(X, Y)7 kolem (0,0)" se sdruzenou hustotou fxy-.

Distribuéni funkce nédhodné veli¢iny Z je Fz(z) = P(Z < z). Ze symetrie
rozdéleni (X, Y)T plati fxy(z,y) = fxy(—z, —y) pro kazdé =, y € R.

Foz) =P(Z<2) =P(X -V <2)= | /{ o D) dedy

:// fXY(—ﬂf,—y) dx dy
{(z,y):z—y<z}

Nyni provedeme substituci v = —x, v = —y,
fxy(—z,—y)dxd :// u,v) du dv
//{<x,y>:m—ysZ} xy VY= [} gz 7 80)
=P(Z>—2)
=1- Fz(—Z).

Celkem mame Fy(z) =1 — Fz(—z) pro kazdé z € R.

Vime, Ze pro spojité ndhodné velic¢iny plati f(z) = F'(x) pro kazdé = € R.
Zderivujeme obé strany rovnosti Fiz(z) = 1 — Fz(—2), ziskdme fz(2) = fz(—=2)
pro kazdé z € R. Z toho plyne, Ze ndhodna veli¢ina Z ma symetrickou hustotu
kolem nuly.

[

UvaZujme piipad, kdy mame sdruZend symetricky ndhodny vektor (X,Y)T
kolem bodu (0,0)%. V nasledujici vété ukéZeme, Ze za tohoto piedpokladu je
nulova hypotéza Hj : myz = 0 ekvivalentni hypotéze Hj* : mx = my.

Véta 2 (Hutson a Yul 2023, str. 36). Necht Fxy je distribucni funkce sdruZene

symetrického ndhodného vektoru (X,Y)T kolem bodu (0,0)T, necht plati (2.1])
a necht Z = X =Y. Potom rozdil margindlnich medidni mx —my = 0 a medidn
my = 0.

Diikaz. Je-li ndhodny vektor (X,Y)? sdruZené symetricky kolem bodu (0,0)7,
pak dle véty [1] ma nahodnéa veli¢ina Z symetrickou hustotu kolem 0, tedy dosta-
vame mz = 0. Jelikoz plati (2.1, potom mame také mx — my = 0.

O

2.2.3 Vliv asymetrie na ekvivalenci hypotéz

Nyni budeme uvazovat, co se stane, pokud budeme predpokladat, ze nahodny
vektor (X,Y)” neni sdruzené symetricky kolem (0,0)” ve smyslu definice [1} Opét
budeme ptedpoklddat, ze nahodny vektor (X,Y)? spliuje podminku . Zde
budeme pouzivat klasické definice stfedni hodnoty, medidnu a modu.

Definice 2 ( |Andeél, 2011, str. 17). Necht Z je spojitd ndhodnd velicina s husto-
tou fz. Rekneme, Ze % je modus Z, pokud plati

f(2) > f(2) pro kazdé z € R.

12



Poznamka. Modus je hodnota, ve kterém nabyva hustota nahodné veli¢iny Z ma-
xima. Modus nemusi byt uréen jednoznacné (napr. hustota rovnomérného rozdé-
leni na intervalu (0,1)) a nemusi vzdy existovat (napf. hustota beta rozdéleni
s parametry 1/2, 1/2, kterd je neomezend).

Definice 3 (Birgé, |[1997, definice 1). Rekneme, Ze funkce f; je unimoddlni hustota
ndhodné veliciny Z, pokud existuje ¢ € R takové, Ze fz(2) je neklesajici pro z < ¢
a fz(z) je merostouci pro z > c. Navic, v takovém pripadé je kazdé takové c
modem Z.

Pozndmka. Je-1i hustota f unimodalni, potom je modus urcen jednoznacné.

Véta 3 (van Zwet|, 1979, str. 2). Necht ndhodnd velicina Z je spojitd s hustotou fz
a distribucni funkci Fy. Necht fz je unimoddlni s modem z ve smyslu definice [3
Necht stredni hodnota jy je konecnd. Pokud plati

Fz(mz+ 2)+ Fz(myz — z) > 1 pro z € R, (2.2)
potom
pz <my < Z.

Jestlize navic my # Z, potom puy < mz < Z.

Diikaz.
Jako prvni vypocitame rozdil medianu a stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny Z,

e}

my —puz=myz—EZ=E(my—2) :/_ (myz — 2)fz(2)dz.
Tento integral budeme integrovat po ¢astech.

/_Z(mz —2)fz(2)dz = /

my 00

(my — 2)fz(2)dz + / (my — 2)fz(2)dz

mz

Dle jvan Zwet| (1979, str. 1) z kone¢nosti stfedni hodnoty Z plati
ZEEnOO 2Fy(2) =0, lim 2(1 — Fyz(2)) = 0.

Kazdy vyraz spocitame zvlast s vyuzitim metody per partes a nakonec aplikujeme
substituce,

[ ms = 2)fa()dz =

—0Q0

u=myz—z v = fz(2)
uW=-1 v=1Fyz)

= [(my — 2)Fz(2)]™% + /_ 1 Fu(2)dz

Z=My—=x

dz = —dx

= /Oo Fz(my — x)dx.
0

0
= —/ Fz(my — x)dx

Podobné,
S Ju=mz —z U/:fZ(Z)
| oms == TR S
= —lmz =21 = Fz(2)]7, = | (1= Fa(2)) dz




Déame dohromady
myz — fz = /OOO Fyz(mz — z)dz — /000(1 — Iy(my — 2))dz
a dostaneme
my — iz :/OOO (Fz(mz+2)+ Fz(my — 2) — 1) dz. (2.3)

Ze vztahu ukazeme nerovnost uy < my. Jelikoz plati , potom cela
prava strana je nezapornd, tudiz leva strana je také nezaporna, tj. plati my —
fz > 0. Z toho dostavame py < my. Uvédomme si, je-li hustota fz unimodalni
a symetrickd kolem my, potom plati uz =mz =2 a

Nyni dokdzeme vztah mezi medianem mz a modem 2. Pro spor predpokladejme,
ze 2 < my. Protoze f je klesajici na intervalu [2, 00), tak plati

fz(mz +w) — fz(mz —w) <0 (2.5)

pro vsechny dostateéné malé w > 0, aby mz — w > 2. Zintegrujeme ([2.5)) podle
w € (0,2), kdy Fz(mz) =1/2.

| (Falmz +w) = fulmsz = w)) du <0

Fz(mz+ z) — Fz(mz) 4+ Fz(myz — 2) — Fz(myz) <0
Fz(mz+z)—;+FZ(mz—z)—;<0

Fy(myg +2)+ Fz(mg —2) —1<0

pro dostatecné malé z > 0, coz je spor s . Tedy plati my < 2.

Jestlize kromé navic plati my # z, pak je zrejmé, ze my < Z a hustota f
neni symetrickd kolem my. Pak vyraz (Fz(myz + 2) + Fz(mz — 2z) — 1) v (2.3)
musi byt kladny pro néjaké z > 0, tedy mame py # myz. Z toho dostavame také
pz < mg, viz van Zwet| (1979, str. 1).

m
Pozndmka. Lze také ukazat, ze pokud budeme misto (2.2)) predpokladat
Fz(mgz+2)+ Fz(mgz —z) < 1proz>0, (2.6)

ziskdme py > my > 2 (viz |Abadir, 2005, str. 477).

Pozndmka. Obrézek [2.1I] ndm poskytuje jednoduchy vizudlni pohled na vétu [3
Necht f7 je unimodalni hustota ndhodné veliciny Z. Lze ukazat, ze pokud my > 2
a plati , potom iy > my, viz graf A v obrazku . Podobné, pokud m < 2
plati , potom py < my, viz graf B v obrazku . Pro rozdéleni se symetrickou
hustotou kolem néjakého bodu plati uz = myz = 2 za predpokladi a ,
viz graf C v obrazku [2.1]

Nésledujici véta nam dava postacujici podminku, kdy hypotéza Hy : mz =0
neni ekvivalentni hypotéze Hj* : mx = my-.
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Obrézek 2.1: Vztahy mezi stfedni hodnotou, medidnem a modem

Véta 4 (Hutson a Yu| [2023| str. 37). Necht plati ([2.1]). Necht ndhodnd velicina
7 = X=Y je spojitd s hustotou f a distribucni funkci Fy. Necht f7 je unimoddlni
s modem Z ve smyslu definice 3, pro ktery plati 2 # my. Necht stredni hodnota
pz je konecnd. Necht plati bud (2.2), nebo . Potom plati mx — my # my.

Diikaz. Nejprve si vSimneme, ze pokud plati , potom plati mx — my = 0
a iy = ux — py = 0. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddame, ze plati .
Jelikoz z # my, pak dle véty [3l mame py < myz. Protoze vsak puy = 0, tak mame
mz > 0. Tedy celkem mame myx — my # my.

V pripadé platnosti bychom postupovali naprosto analogicky.

Numericka ilustrace

Nyni ilustrujeme tento poznatek na nasledujicim prikladé z ¢lanku (Hutson
, 2023, str. 37). Nejdiive si pfipomeneme definici momentové vytvorujici
funkce.

Definice 4 (Dupac a Huskova, 2005, str. 24). Necht X je redlnd ndhodnd velicina.
Potom momentovou vytvorujici funkci ndhodné veliciny X definujeme jako

Mx(t) = E [e™]

pro takovd t, pro kterd je E [etx} < 00.
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Necht U a V jsou nezavislé ndhodné velic¢iny takova, ze
U~ Exp(l)aV ~ Exp(1),

kde Exp(1) znaci exponencidlni rozdéleni s parametrem 1. Pak ndhodna veli¢ina
U ma momentovou vytvorujici funkei

00 %) e(t—l)u o 1
My(t)=E [etU} = / ete™duy = / et=Dudy = = =1
0 0 -1, —

pro t < 1. Podobné, ndhodné veli¢ina V' ma momenotovou vytvorujici funkci
1
— v
My(t)=E [e } = 1_tprot< L.
Definujme novou ndhodnou veli¢inu

W =Ud+Vy1—¢2

kde ¢ € [0, 1]. Vypodcitame jeji momentovou vytvorujici funkei
— b2
M[/V(t) —E {etW} —E [et(UQH-V\/l @ )1 .

Protoze nahodné veliciny U a V' jsou nezavislé, plati:

VIR = My (t0) - My (/1= )

pro t < min{1/¢, 1/y/1 — ¢?}. To dle Yanev| (2020, str. 1) odpovidd momentové

vytvorujici funkci ndhodné veliciny W, kterd ma hypoexponencialni rozdélen:ﬂ

s parametry A\ = 1/¢ a Ay = 1/4/1 — ¢? a s distribuéni funkei

L T A
)\2 — )\1 /\2 - /\1

My (t) =E [¢"?] -E

—dow

pro w > 0.

Véta 5 (Metoda inverzni transformace). Necht X md rovnomérné rozdéleni na
intervalu [0, 1] a necht F je libovolnd spojitd distribucni funkce. Potom md nd-
hodnd velic¢ina Y = F~Y(X) rozdéleni s distribucni funkci F.

Diikaz. Viz Devroye| (1986, véta 2.1.).

Poznamka. Ma-li néjaka nahodna veli¢ina distribuc¢ni funkci
Fly)=1—e*proy >0, (2.7)
potom inverzni funkce (kvantilova funkce) k funkci F je
F(z) = —i\log(l —z)pro0 <z < 1.
Pokud ndhodné veli¢ina X ~ R(0,1), potom ma ndhodn4 veli¢ina
Y = —ilog(l - X)
exponencialni rozdéleni s distribu¢ni funkeci .

2Angl. hypoexponential distribution (Yanev, |[2020)
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Pomoci metody inverzni transformace definujeme ndhodné veli¢iny
X =UaY = F,'(Fy(W)),

kde U ~ Ezp(1), V ~ Exp(1) a W ma hypoexponencidlni rozdéleni s parametry
A = 1/¢ a Ay = 1/4/1 — ¢?. Dle |Andél (2011, véta 1.4) plati, ze Fy (W) ma
rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1). Pak z véty [5| ndm plyne, Ze ndhodna
veliciny Y ~ Exp(l). Celkem mame, ze X a Y maji exponencidlni rozdéleni
s parametrem 1, ale nejsou nezavislé pro ¢ > 0.

Pomoci softwaru Wolfram Mathematica vytvorime nahodny vybér o rozsahu
10000 parovych pozorovani dvou nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli-
¢in U a V' s exponencidlnim rozdélenim s parametrem 1. Vypocitame vybérovy
median rozdild Z; = X; — Y, v zavislosti na ¢ = 0,0.2,0.4,0.6,0.9.

0.10L
0.081
0.06 |

0.04|

Vybérovy median rozdilu

0.02]

0.00 1,

= L I L | L I L 1 L 1 L 1 1 1 1 1

0.0 0.2 04 0.6 0.8
¢

Obrézek 2.2: Vybérovy median rozdilt Z; v zavislosti na ¢

Z grafu2.2] vidime, ze median Z se obecné odchyluje od nuly s vyjimkou ¢ = 0,
kdy jsou nahodné veli¢iny X a Y nezavislé. Tento poznatek mizeme vypozorovat
z grafu, ze vybérovy medidan pti ¢ = 0 se nachézi u 0.

Definice 5 (Rohatgi a Ehsanes Saleh, 2001, sekce 4.3, definice 7). Rekneme, e
nahodné veliciny X a'Y jsou zaménitelné pokud plati (X,Y)T 24 (Y, X)T, kde
2 2nact rovnost v distribuci.

Poznamka. Ve vété [2 by se dala misto predpokladu sdruzené symetrie ndhodného
vektoru (X,Y)T kolem (0,0)” ve smyslu definice [I| uvazovat také zaménitelnost
ndhodnych velicin X a Y ve smyslu definice 5] jelikoz dle Rohatgi a Ehsanes Sa-
leh (2001}, sekce 4.3, véta 5) zaménitelnost nahodnych velicin X a Y implikuje
symetrii rozdéleni nahodné veli¢iny definované jejich rozdilem Z = X — Y.

Pro ¢ = 0 jsou ndhodné veliciny X a Y nezavislé, a zaroven stejné rozdélené
s exponencialnim rozdélenim s parametrem 1. Pak v takovém ptipadé, ndhodné
veli¢iny X a Y jsou zaménitelné ve smyslu definice [5 Tedy dle pozndmky vyse
dostavdme tvrzeni véty [2] Celkem pro ¢ = 0 plati, ze mx — my = mg.

3 Angl. exchangeable
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3. Parovy Wilcoxonuv test

Dalsim typem parovych testii je parovy Wilcoxontv test. Pro praci s parovymi
daty nemusime znat konkrétni typ rozdéleni, ze kterého pochazeji analyzovana
data.

U pérového znaménkového testu jsme uvazovali pouze to, zda jsou jednot-
livé rozdily pozorovani Z; = X; —Y; vétsi nebo mensi nez 0 (nebo v obecném
ptipadé myg), nebrali jsme v tvahu velikosti téchto rozdili od 0. Tedy péarovy
znaménkovy test mize byt malo eficientni a mtize dochazet ke ztrate sily testu,
jelikoz jeho testova statistika bere v tvahu pouze znaménka, a nikoli velikosti
rozdilit mezi pary pozorovani. Na druhou stranu u parového Wilcoxonova testu
budeme hodnotit poradi nahodnych veli¢in v ndhodném vybéru, které jsou sera-
zeny od nejmensi po nejvétsi. Tento testu oproti parového znaménkového testu
vyzaduje silnéjsi predpoklad, ktery si zformulujeme v nasledujici sekci. Budeme
vychézet z knihy Andél (2011)).

3.1 Formulace dlohy
V této sekci budeme uvazovat model
F ={Z; = X; — Y; ma spojité rozdéleni s hustotou fz spliujici

E|5€sz(5—2):fz(5+2) VZER}

Tedy predpokladame, ze hustota fz ndhodné veliciny Z; = X;—Y; byla symetricka
kolem bodu 0. Budeme brat na védomi, ze predpoklad o symetrii hustoty f; se
tyka rozdili Z;, nikoli ptivodnich pozorovani X; a Y;.

Testujeme nulovou hypotézu

HO . 52 = (50
proti alternative
Hl : 5Z 7é 507

kde oy € R je predem dana konstanta.
Testova statistika parového Wilcoxonova testu je
WS = Z R’i7
i€T

kde Z C {1,...,n} je mnozina vSech indexu takovych, ze Z! a X =Y, — o
ma kladné znaménko pro ¢ € Z, a R; je poradi nahodné veli¢iny |Z}| mezi
vSemi |Z7|,...,|Z¥|. Testova statistika W, muze nabyvat hodnot z mnoziny
{0,1,..., n(n+1)/2}.

Pozndmka. Hodnotu testové statistiky vypocitame néasledujicim zptusobem:
1. Spocitame odchylky Z; = X; — Y; — 69 a uré¢ime mnozinu indext Z.

2. Spocteme |Z;|,...,|Z}|.
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3. Setadime v8echny |Z*| od nejmensi do nejvétsi a ziskdme usporddany né-
hodny vybér
4. Uréime poradi R; ndhodné velic¢iny |Z;| mezi vSemi
‘Z*|(1) ) |Z*’(2) Yty ‘Z*’(n) :
Plati | Z}| = |Z*\(RZ_).
5. Seéteme potradi R; prot € 7.

Za platnosti hypotézy Hy : 0z = dp v modelu F se déd ukazat nésledujici
vlastnosti testové statistiky Ws:

e stredni hodnota: )
EWs= Zn(n +1),

o rozptyl:
1
var Wg = ﬂn(n +1)(2n + 1),
o asymptotickd normalita:
_  Ws—EWs op

U, :

N(0,1),

var Wg  n—oo

viz|Andel| (2011)), str. 234). Odtud muzeme urcit kritické hodnoty asymptotického
testu. Nulovou hypotézu Hy zamitneme, pravé kdyz

_ n(n+1)
N ks
" n(n+1)(2n+1)
24

> Ul_o)2-

3.2 Symetrie hustoty Z kolem nuly

V této sekci se budeme zabyvat pripadem, kdy je hustota ndhodné veli¢iny
dané rozdilem Z = X — Y symetrickd kolem 0, coz je predpokladem parového
Wilcoxonova testu.

Jednou z postacujicich podminek pro symetrickou hustotu nadhodné veli¢in Z
kolem 0 je naptiklad sdruzend symetrie ndhodného vektoru (X, Y)? kolem (0, 0)
ve smyslu definice [1} viz véta [2]

Jina postacujici podminka je zaménitelnost nahodnych veli¢in X, Y ve smyslu
definice o] viz pozndmka za touto definici.

3.3 Zpusoby interpretace testu

Casto se v praxi setkdvame s tim, Ze vysledky testu jsou Spatné interpretovany.
Jednim z hlavnich divodu je zptsob formulace hypotéz a alternativ. V této sekci
uvedeme ruzné zpusoby interpretace parového Wilcoxonova testu.
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3.3.1 Test o stredu symetrie hustoty rozdilu 7

Jak jsme jiz zminili, Ze testujeme hypotézu Hy : 6y = Jy proti alternative
Hy : 67 # dp. Jinymi slovy testujeme, zda stfed symetrie je roven predepsané
hodnoté dy. Tato hypotéza tika, ze hustota ndhodné veliciny dané rozdilem Z;
mezi dvéma meérenimi ma symetrickou hustotu kolem néjaké specifické hodnoty
d9. Alternativni hypotéza tvrdi, Ze hustota ndhodné veli¢iny dané rozdilem Z;
mezi dvéma méfenimi neméa symetrickou hustotu kolem hodnoty 4.

Vzpomenme si na ditkaz véty [3| Uvazovali jsme hustotu ndhodné veliciny 7,
kterd byla unimodalni s modem 2 ve smyslu definice [3| a symetricka kolem m .
Pak plati pz = my = 2 a (2.4). MiZeme zformulovat nésledujici hypotézu a al-
ternativu

Hi :VzeR: Fy(0g+ 2) + Fz(00 — 2) =1,
HTZE'ZERZFz(50+Z)+Fz(50—Z)7&1,

coz je v ramci modelu F ekvivalentni hypotéze a alternativé Hy : 65 = dg, Hp :

0z # do.
Pokud 9y = 0, potom test o stfedu symetrie hustoty kolem nuly mtzeme také
testovat pomoci nasledujici hypotézy a alternativy:

Hy* :VzyeR: Fyy(z,y) = Fxy(y, x)
H*:3zy € R: Fyy(z,y) # Fxy(y, x).

Hypotéza Hj* : Vx,y € R: Fxy(x,y) = Fxy(y,x) bude implikovat hypotézu
Hi :VzeR: Fy(z) + Fz(—z) = 1, nicméné obracend implikace obecné neplati.

3.3.2 Test medianu rozdilu 7
Zformulujeme novou hypotézu a alternativu
Hg** My = 50, Hf** My 7é (50,

kde dy € R je predem dana konstanta. Vsimneme si, Zze stted symetrie 6 v mo-
delu F je roven medianu my. Tedy parovy Wilcoxonuv test mizeme zaroven
interpretovat jako test medidnu rozdilu Z, tj. za platnosti modelu F je hypotéza
Hy : 07 = dy ekvivalentni hypotéze Hi* :: my = do.

3.3.3 Test rovnosti medianu X a Y

Zde budeme uvazovat nasledujici nulovou hypotézu a alternativu
Hg*** My — My = O, HT*** mx — My 75 0.

Stejné jako u parového znaménkového testu zde nas opét zajima, za jakych podmi-
nek muze byt hypotéza Hj** : my = 0 ekvivalentni hypotéze Hj™ : mx —my =
0. Jinymi slovy zkoumame, kdy plati rovnost mz = mx —my. Zde mizeme vyuzit
stejné tvahy, které jsme délali u parového znaménkového testu v sekei [2.2.2]

V predchozi sekei jsme zjistili, Ze v modelu F je hypotéza Hy : 6z = 0
ekvivalentni hypotéze H;** : mz = 0. Pak rovnosti medidani dvou nadhodnych
veli¢in dosdhneme predpokladem 2.1} Tedy celkem plati, Ze v modelu F se me-
dian rozdilu Z = X — Y rovna mediant rozdilu téchto nahodnych veli¢in pouze
v pripadé, pokud jsou ndhodné veliciny X a Y stejné rozdélené.
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3.3.4 Test rovnosti strednich hodnot X a Y

Obecné se v modelu F konecnost stredni hodnoty nepredpoklada. V pripadé,
7e bychom vyzadovali, aby E X; a E Y; byly konecné (X,Y € L'), pfedpoklad
dava 6, = E Z; = E X; — EY;. Tedy muzeme alternativné testovat hypotézu
o rozdilu stfednich hodnot, tj. testovali bychom nulovou hypotézu

Hg**** I 0

proti alternative

Parovy t-test také testuje rozdil stiednich hodnot nepotiebujeme k tomu sy-
metrie Z;. Na druhou stranu je vSak parovy t-test citlivy na odlehla pozorovani.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali tfemi parovymi testy, tj. parovym ¢-testem, pa-
rovym znaménkovym testem a na zavér parovym Wilcoxonovym testem. V tivodu
jsme si definovali parovy problém a pripomnéli jsme si nékteré zakladni matema-
tické pojmy.

V kapitole [T] jsme se zabyvali parovym t¢-testem. Zformulovali jsme predpo-
klady testu. Parovy t-test mtizeme interpretovat jako test rovnosti sttednich hod-
not dvou zavislych pozorovani. Dale jsme porovnali testovou statistiku parového
t-testu s testovou statistikou dvouvybérového t-testu. Zjistili jsme, ze miizeme
parovy t-test mylné zaménit s dvouvybérovym t-testem pouze v pripadé, ze vy-
bérova kovariance dvou nahodnych vybéru je nulova.

V kapitole [2| jsme pro parovy znaménkovy test zformulovali zédkladni pred-
poklady. Hledali jsme rizné zptisoby, jak ho interpretovat. Jako prvni a zaroven
nejjednodussi je test medidanu rozdilu dvou nahodnych veli¢in. S dalsimi predpo-
klady, jako je sdruzend symetrie ndhodného vektoru kolem nuly ve smyslu defi-
nice [T} jsme ho mohli interpretovat jako test rovnosti dvou marginalnich medidni.
Podrobné jsme dokézali vétu [3] pomoci které jsme zjistili, Ze bez dodate¢ného
predpokladu sdruzené symetrie nahodného vektoru kolem nuly bychom takovou
interpretaci nemohli provést. Toto jsme také numericky ilustrovali na konkrétnim
prikladu.

V kapitole [3| jsme se zabyvali parovym Wilcoxonovym testem. Opét jsme
zformulovali predpoklady a hledali rtizné moznosti interpretace testu, pricemz
jsme pouzivali poznatky z kapitoly [2|
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