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Uvod

Mnoho problémt v matematice, fyzice, ¢i v jinych védnich disciplinach lze pte-
vést na hledani feseni rovnice f(x) =y, kde f je zobrazeni z mnoziny 2 C R™ do
R™ a y je zadany bod v R". Zakladni otazka je jak vypadaji vSechna feseni? V pri-
padé linedrni soustavy jsou znamy obecné algoritmy (napr. Gaussova eliminacni
metoda), které ndm takovou otdazku pomahaji zodpovédét. Na druhou stranu pro
nelinearni soustavy je situace znacné komplikovanéjsi a zadny obecny algoritmus
na hledani feseni neexistuje. To je pravé chvile pro studovani dalsich nastroju a
metod, které nam mohou pti vysetfovani pomoci. Jeden z téchto nastroji je pravé
topologicky stupen zobrazeni. Topologicky stupen v eukleidovském prostoru R”
zavedl L. E. J. Brouwer v ¢lanku [2] v roce 1912. Stupen zobrazeni f vzhledem k
mnoziné v bodé y je neformdlné fe¢eno pocet feseni rovnice f(z) =y, kde se
bere v tivahu orientace f.

V prvni kapitole axiomatickym zplisobem zkonstruujeme stupen. Déle do-
kazeme jeho vlastnosti a dikladnéji prozkoumame pripad, kdy zobrazeni f je
spojité diferencovatelné. Ve druhé kapitole pomoci stupné dokazeme riizna teore-
ticka tvrzeni napr. Brouwerovu vétu o pevném bodé. Nasledné vyresime néktera
cviceni z nelinearni funkciondlni analyzy. Na zavér zminime tzky vztah stupné a
indexu bodu ke kfivce z komplexni analyzy.

0.1 Umluvy a znaceni

V celé praci se pohybujeme v normovaném linearnim prostoru R" s euklei-
dovskou normou. Presnéji pro libovolné x € R™ se souradnicemi z = (x1,...,z,)

zna¢ime normu z jako ||z|| = /2% + -+ 4+ 22. Déle pro a € R absolutni hodnotu
a znacime |a|. Veskeré metrické a topologické vlastnosti uvazujeme vzhledem k
eukleidovské normé. Pro mnozinu M C R™ symboly M, M znaéi postupné hra-
nici a uzavér mnoziny M. Pro z € R™ a A C R" vzdalenost bodu x od mnoziny
A znacime
dist(z,A) = inf||z — a|.
acA

Prézdnou mnozinu zna¢ime () a 0 znacime skalarni i vektorovou nulu, vzdy je
patrné z kontextu, o ktery pripad se jedna.

Necht zo € R™ a r > 0, otevienou resp. uzavienou kouli se stfedem v z( a
polomérem 7 znacime

B(zg,r) ={x € R" : ||z — xo|| <1} = 20 + B(0,r) resp. B(xo,r).

Pro zobrazeni f : A C R" — R” znacime obraz f(A) = {f(z) : x € A} a pro
y € R" vzor f~}(y) = {z € A: f(z) = y}. Identické zobrazeni znacime Id, tedy
Id(x) = x pro kazdé = € R".

Pro linearni zobrazeni L : R™ — R", kterému prislusi matice M € R"*",
definujeme normu linearniho zobrazeni resp. normu matice jako

M|l = sup |[Lz| = sup |Mz].

z€B(0,1 z€B(0,1



Necht K C R"™ je kompaktni tj.uzaviend a omezend mnozina, potom C(K)
znaci prostor vsech spojitych zobrazeni z K do R"™, kde uvazujeme supremovou
normu. Tedy pro f € C(K) znac¢ime

[1flloc = sup|l f(z)]]-
zeK

Necht o € R™ a f je zobrazeni z R™ do R™ takové, Ze je definované alespon na
okoli bodu zg. Potom linearni zobrazeni L : R™ — R™ nazveme derivaci zobrazeni
f v bodé xq, jestlize plati

oo 1) = flw) = Lz = w0)l

S [l = ol

= 0.

Toto linedrni zobrazeni tj. derivaci zobrazeni f v bodé xy znacime f'(zq). Déle
Jakobian zobrazeni f v bodé xy znacime

J (o) = det(f'(x0))-

Bod z( nazveme kritickym bodem zobrazeni f, jestlize J¢(xg) = 0. Necht Q@ C R™
je oteviend, definujeme mnozinu

Sr(Q) ={z € Q: Ji(z) =0}.

Bod y € R" nazveme reguldrnim bodem zobrazeni f, jestlize f~*(y) NS () = 0,
jinak singularnim bodem.

Necht Q C R” je oteviend, symbolem C'(Q) zna¢ime prostor viech zobrazen{
f:Q — R"™ ktera jsou spojité diferencovatelna.

Komplexni ésla C standardné ztotoziiujeme s R? nésledujicim zptisobem. Pro
z € C piseme z = x + iy, kde z,y € R, a tedy uvazujeme usporadanou dvojici
(z,y) € R2.

Meéftitelnost a objem v celém textu rozumime vzhledem k Lebesgueové mire

A"

0.2 Pripravna tvrzeni

Nésledujici véta se standardné probira v zakladnim kurzu matematické ana-
Iyzy.

Véta 0.1 (O lokalnim difeomorfismu). [5], str. 680, Véta 11.6.2.] Necht f je zob-
razeni z R™ do R", které je tridy C' na jistém otevieném okoli V bodu a € R™ a
f'(a) je reqularni. Potom existuje otevrené okoli U C V' obsahujici bod a takové,
ze zobrazent [ |y je difeomorfismus na U.

Déle budeme vyuzivat rozsitovaci vétu, pomoci které spojité zobrazeni na
kompaktni mnoziné rozsitime na spojité zobrazeni definované na celém prostoru
R™.

Véta 0.2 (Rozsitovaci véta). [3, str. 6, Proposition 1.1] Necht K C R"™ je kom-
pakini a f : K — R" je spojité zobrazeni. Potom f lze spojité rozsirit na celé

R™. Tj. existuje spojité zobrazeni f : R™ — R" takové, Ze f(x) = f(x) pro kaZdé
r € K.



1. Axiomaticka konstrukce
stupné zobrazeni

Ptiméa konstrukce stupné zobrazeni neni jednoducha a presahuje rdmec této
prace. Volime tedy axiomaticky ptistup. Vyslovime vétu, presnéji vlastnosti, které
stupen primo charakterizuji a urcuji jednoznacné.

1.1 Pripustné trojice a existenc¢ni véta

Jako prvni nejprve definujeme systém, na kterém budeme stupen uvazovat.

Definice. Definujeme systém usporadanych trojic:
M = {(f,Qy) : Q CR" otevrend a omezend, f : Q@ — R™ spojitd, y € R™\ f(0)}
Prvky mnoziny M nazveme pripustné trojice pro stupen zobrazeni.

Mnozinou M budeme v celém textu rozumét jiz vysSe definovanou. Jesté po-
znamenejme, ze stupeni zobrazeni lze uvazovat na neomezenych mnozinach (viz
[1] a [3, str. 27-28, Paragraph 6.1]).

Poznamka. Uvedme jednoduché priklady pripustnych trojic.

Pro libovolné zobrazeni f : M — R", kde M je podmnozina R™ a bod y €
R™ plati, ze trojice ( f,(Z),y) je pripustné. Jsou trividlné splnéné podminky () je
oteviend a omezend, f : ) — R™ je spojitd a y € R™\ f(90) = R™\ f(0) = R"™.

At Q C R™ je oteviend, omezend a bod y € Q, potom (Id,Q2,y) je piipustnd
trojice. Skutecné, identické zobrazeni Id je spojité na R"™, specidlné na 2. Af
y € Q oteviend, pak y ¢ 0. Tedy y € R™\ f(92) = R™\ 09.

Nyni axiomaticky zavedeme topologicky stupen zobrazeni pomoci nasledujici
véty, kterou tedy z jiz ze zminénych divodi uvadime bez dikazu. Skute¢nou
konstrukei 1ze najit napiiklad v knize od Klause Deimlinga (viz [3]) z roku 1985.
Nejprve v prvni kapitole ukazuje jednoznacnost a nasledné ve druhé konstruuje
stupen ptimo. Postup je takovy, Ze pro linedrni zobrazeni se definuje stejné jako v
Lemmatu[1.2] Poté pres diferencovatelnd zobrazeni se dojde az k obecné spojitym
zobrazenim.

Véta 1.1 (Zakladni existencni). [3], str. 5, Theorem 1.1 4 str. 16, Theorem 3.1]
Existuje praveé jedna funkce deg : M — Z splnujici nasledujici viastnosti:

(Normalizace) deg(1d,Q,y) = 1 proy € 2, kde Id znaci identické zobrazeni na (2,

(Aditi@ta} pokud 21,825 jsou otevrené disjunkini podmnoZiny € takové, Ze pokud
y & f(Q2\ (21 UQy)), potom plati

deg(f7Q7y) = deg(f7Qluy> + deg(f7Q2py>7

(Homotopickd invariance) deg(H (t,),Q2,y(t)) je konstantni funkce pro t € [0,1],
kdykoliv H : [0,1] x Q — R™ je spojitd, y : [0,1] — R™ je spojitd a y(t) ¢ H(t,02)
pro kaZdé t € [0,1].



Uvedené vlastnosti budeme zkracovat nasledujicim zptsobem: (Normalizace)
na (IN), (Aditivita) na (A) a (Homotopickd invariance) na (HI). Z predchozi
véty, ¢i z konstrukce stupné, lze ukazat platnost nésledujictho lemmatu, které
nam tiké jak lze spocist stupen linearniho zobrazeni. Opét tedy uvadime bez
dikazu.

Lemma 1.2 (Stupen linedrniho zobrazeni). [3], str. 5, Theorem 1.1] Necht Q2 C R"
je otevrend, omezend a 0 € Q). Necht L : R™ — R" je linedrni bijektivni zobrazent,
kterému prislusi matice A € R™" takova, Ze det A # 0. Potom plati

deg(A,0,0) = sgn(det A).

Poznamka. Pro  C R" otevienou, omezenou a 0 € ) ihned z Lemmatu [1.2] a
z definice determinantu plyne

deg(—1d,0,0) = (~1)".

1.2 Vlastnosti stupné zobrazeni

Nyni ze zédkladni véty tj. Véty [I.1] postupné odvodime dalsi uziteéné vlastnosti,
které ndm pomohou vysetfovat stupen zobrazeni.

Véta 1.3 (Vlastnosti). [3, str. 16, Theorem 3.1] Funkce deg md ndsledujici viast-
nosti:

(d0) Plati deg(f,0,y) = 0.

(d1) Pokud Q je oteviend a omezend podmnoZina Q) takovd, Ze y ¢ f(Q\ Q1),
potom deg(f797y> = deg(faglvy)'

(d2) Pokud deg(f,Q,y) # 0, pak plati f~'(y) # 0.
(d3) Necht (fSy).(90y) € M a plati f Toa= g loa. potom

deg(g,2,y) = deg(f,Ly).

(d4) Necht (f.Qy) € M a polozme r = dist(y, f(0N)).
Potom funkce deg(-,Q,y) je konstantni na mnoziné {g € C(Q) : lg — flloe <7}
)

(d5) Necht (f.Qy) € M a polozme r = dist(y, f(0N)).
Potom funkce deg(f,Q,:) je konstantni na mnoziné B(y,r) C R". Navic je také
konstantni na vsech souvislijch komponentdch R™ \ f(052).

(d6) Necht (f,Qy) € M, potom (f —y,Q,0) € M a plati
deg(f.S2y) = deg(f — y,£2,0).

Diikaz. (d0) Tato vlastnost plyne ptimo z (A). Polozme ©; = Qy = Q = (). Pak
Q; a Q, jsou disjunktni a oteviené. Podminka y ¢ f(0\ (DUD)) = f(B) je trividlng
splnéna. Tedy dle (A) plati: deg(f,0,y) = deg(f,0,y)+deg(f,0,y). Dostavame tak
platnost deg(f,0,y) = 0.



(d1) Polozme €y = (). Opét ©; a Qs jsou disjunktni a oteviené. Dle predpo-
kladu mame splnénou podminku y ¢ f(2\ (1 UQ)) = f(2\ ). Tedy dle (A)
a (d0) plati

deg(f,Qy) = deg(f,Q1,y)+deg(f,Q2,y) = deg(f,1,y)+deg(f.0,y) = deg(f,1,y).

(d2) Necht deg(f,Q,y) # 0. Chceme ukdzat, ze f~'(y) # 0. Pro to staci
dokdzat y € f(Q2). Postupujme sporem, at y ¢ f(€2). Polozme Q; = (. Dale
f() = f(2\ ). Tedy dle predpokladu, (d1) a (d0) mame spor

0 7é deg(fJth) = deg(.ﬁQl?y) - deg(faq)ay) =0.

(d3) Ukéazeme pomoci (HI) pro vhodnou volbu homotopie H : [0,1] xQ — R™.
At (9,Qy) a (f,,y) jsou pripustné trojice takové, ze f [9o= g [sq. Polozme
y(t) = y pro kazdé t € [0,1] a homotopii

H(t,x) =tf(z) + (1 —t)g(z) pro kazdé (t,x) € [0,1] x Q.

Potom zobrazeni y(t) je konstantni, tedy spojité. Zobrazeni H je také spojité,
jedna se o soucet a soucin spojitych zobrazeni. Zbyva posledni podminka, tj. pro
kazdé t € [0,1] plati y(t) ¢ H(t,0Q). At t € [0,1] je libovolné, y(t) = y a dle
(9,2,y) € M plati y ¢ g(99Q). Z predpokladu f [so= g [9q mame pro = € O

Htx) = tf(z) + (1 = t)g(x) = t(f(x) — g(2)) + g(x) = g(z).
Dostavame H (t,02) = g(092) a dohromady y(t) ¢ H(t,092). Tedy dle (HI)
deg(g,82,y) = deg(H(0,-),2,9(0)) = deg(H (1,-),2,y(1)) = deg(f,2,y).

(d4) Necht (f,Q,y) € M a polozme r = dist(y,f(9€2)). Dale oznac¢me

K={9€CQ):lg— fllo<r}

Af g € K je zafixované. Nejprve potiebujeme ovérit zda plati g € M. Pro to staci
ukazat y ¢ g(09). Postupujme sporem, at y € g(9f2). Potom existuje x € 952
takové, ze g(x) = y. Dostavame tak spor

lg(@) = f@)ll < llg=Flloo < 7= dist(y,f(92)) = 1nf [ly—f(2)] < llg(z) = f(z)]].

Tedy deg(g,2,y) je dobfe definovany. Déle pomoci (HI) ukéZeme rovnost stupnu
pro f a g. Polozme

H(t,x) = tg(z) + (1 — t) f(x) pro kazdé (t,x) € [0,1] x Q

a y(t) = y pro kazdé t € [0,1]. Stejné jako v (d3) jsou zobrazeni H a y spojité.
Zbyva ukazat y(t) ¢ H(t,0Q) resp. y ¢ H(t,0) pro kazdé t € [0,1]. Opét sporem,
at existuje t € [0,1] takové, ze y € H(t,000). Tedy tg(xz) + (1 — t)f(xz) = y pro
neéjaké x € 0N a lze prepsat na

t(g(x) = f(x) =y = f(2).



Vime, ze plati y ¢ f(0N2). Tedy t # 0, jinak dostavame spor. Pokud ¢ € (0,1]
dostavame spor s % < 1, nebot nyni lze délit ¢ a mame odhad

1 :
Ty = f@)ll = llg(@) = fF@) < llg = flloo <7 = dist(y,f(0)) < [ly = f(2)l].
Plati tedy podminka y(t) ¢ H(¢,00) a dle (HI) dostavdame zaveér

deg(f,Q,y) = deg(H(0,),£2,y(0)) = deg(H (1,"),Q,y(1)) = deg(g,2,y).

(d5) Necht (f,Qy) € M a polozme r = dist(y,f(02)). At z € B(y,r) je
libovolné déno. Z definice r a B(y,r) mame z ¢ f(0Q) a deg(f,£2,z) je dobre
definovan. Opét pomoci (HI) ukdzeme rovnost stupnu v bodech y a z. Definujme
homotopii H(t,z) = f(x) pro kazdé (t,z) € [0,1] x Q a zobrazen{

s(t) =tz + (1 — t)y pro kazdé t € [0,1].

Spojitost zobrazeni H a s je opét trividlné splnéna. Potfebujeme s(t) ¢ H(t,052)
resp. s(t) ¢ f(02) pro kazdé t € [0,1]. Postupujme obdobné sporem, at existuje
s(t) € f(O). Tedy t(z —y) +y = f(x) pro ndjaké x € 9. Déle t # 0, protoze
y & f(0R2). Nyni lze délit ¢ a mame tak spor s % < 1 z odhadu

@)~ ol = Iz — ol < r = dist(w.F02)) = inf 1y — )] <y~ F@)]
Dostavame y(t) ¢ H(t,0Q) a dle (HI) zavér
deg(fJth) = deg(H(07')7Q=S(O)) = deg(H(17')7Q=5(1)) = deg(f,Q,z).

Nyni dokézeme zbylou ¢ast tvrzeni. Komponentou souvislosti mnoziny A C
R™ rozumime maximélné souvislou podmnozinu A vzhledem k inkluzi. Pokud A
je otevrena, potom i jeji komponenty souvislosti jsou také oteviené. Dale ptipo-
menme vztah kiivkové a obycejné souvislosti pro oteviené mnoziny. Pro G C R"
otevienou plati, ze G je kiivkové souvislé prave tehdy, kdyz G je souvisla [5l str.
611, Véta 10.9.18.].

Protoze 0f) je uzaviend a zobrazeni f je spojité, mame, ze R™ \ f(09) je
oteviend. Tedy dle predchoziho odstavce komponenty souvislosti mnoziny R™ \
f(092) jsou také kiivkové souvislé. At C' je komponenta souvislosti mnoziny R™ \
f(09) libovolnéd dana. At y,z € C jsou rizné body. Potom y,z ¢ f(992) a tedy
(£,.29),(f,Q,2) € M. Ukdzeme, ze plati deg(f,Q,y) = deg(f,Q,2). Z kiivkové
souvislosti existuje spojité zobrazeni s : [0,1] — C takové, ze s(0) =y a s(1) = z.
Definujme homotopii H(t,x) = f(z) pro kazdé (t,z) € [0,1] x Q. ProtoZe kiivka s
je obsazena v komponenté C' a plati f(02) = H(¢,0§2) mame s(t) ¢ H(t,082) pro
kazdé t € [0,1]. Zobrazeni H a s jsou spojita. Tedy dle (HI) mame

deg(va7y) = deg(H(Ov')’st(O)) = deg(H(lv')’st(l)) = deg(fvﬂaz)'

(d6) Mé&jme libovolnou piipustnou trojici (f,€2,y). Potom Q C R" je oteviend
a omezena. Zobrazeni f(z)— vy je spojité pro x € Q. Dale pro kazdé x € 99 plati
y # f(x), ekvivalentné 0 # f(z) — y. Dostavame tedy (f — y,2,0) € M. Pomoci
(HI) ukdzeme rovnost stupni. Definujme homotopii

H(t,x) = f(x) — ty pro kazdé (t,z) € [0,1] x Q.
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Déle polozme zobrazeni s(t) = (1 — t)y pro kazdé t € [0,1]. Zobrazeni H a s
jsou zfejmeé spojitd. Nyni ukazeme platnost podminky s(t) ¢ H(t,0€2) pro kazdé
t € [0,1]. Pro spor predpoklddejme, ze existuji ¢ € [0,1] a z € 0N takova, ze
s(t) = H(t,x). Tedy (1 —t)y = f(x) — ty a upravenim ziskdme y = f(x). To je
spor s (f,Q,y) € M. Predpoklady (HI) jsou splnény a dostdvame

deg(f797y> - deg(H(()?)aQ?S(O)) - deg(‘H(l?Lst(l)) - deg(f - y7970)
Tim je véta dokazana. O]

Poznamka. Méjme (f,Q.,y) € M. VSimnéme si, ze Véta[l.3)(d2) ndm déva klico-
vou postacujici podminku existence alespon jednoho feseni rovnice f(z) = y na
mnoziné Q. Vlastnost Véta [1.3|(d4) hovoii o spojité zavislosti stupné deg(f,Q,y)
na argumentu zobrazeni f, zatimco Véta ( d5) hovoti o spojité zavislosti na ar-
gumentu y. Dale Véta[l.3|(d6) prevadi feSeni rovnice f(x) = y na hleddn{ nulovych
bodu zobrazeni f(z) — y.

Poznamka. Nabizi se otazka, proc¢ se v definici ptipustnych trojic neuvazuje také
y € f(092)? Odpovéd najdeme uz v dimenzi n = 1. Uvazujme identickou funkci
f(z) = x na otevieném a omezeném intervalu 2 = (0,1) C R. Déle uvazujme
libovolné y € R. Pokud je y € (0,1), potom dle (N) mame deg(f,2,y) = 1. Na
druhou stranu, pokud je y € (—o0,0) U (1, + 00), potom dle Véty [1.3](d2) musi
deg(f.Q,y) = 0, nebot vime, zZe rovnice f(z) = y nema na intervalu (0,1) feSeni.
Dostavame tedy, ze na libovolném okoli bod y = 0 resp. y = 1 stupen deg(f,Q2,y)
nabyva obou hodnot 1 a 0. Vyzadujeme-li, aby stupen deg(f,Q2,y) zavisel spojité
na argumentu y, neni mozné jej definovat pro y € f(9Q) = {0,1}.

1.3 Stupen zobrazeni pro C'! zobrazeni

V této kapitole ukdZeme, jak se prejde od stupné linedrnich zobrazeni k C!
zobrazenim. Nasim hlavnim cilem je Tvrzeni [I.6] Nejprve vSak formulujeme dvé
pomocna lemmata.

Lemma 1.4. Necht f je zobrazeni z R™ do R™, které je spojité na otevreném okoli
bodu xy € R™. Ddle at f je diferencovatelné v bodé xq a plati Js(zo) # 0. Potom
existuje polomer ro > 0 a koule B(xg,ro) C R™ takovd, Ze plati

deg(f,B(wo,r0),f(w0)) = sgn Jy(zo).

Diikaz. Necht U C R"™ je oteviené okoli bodu xg, na kterém je zobrazeni f spojité.
Protoze zobrazeni f je diferencovatelné v bodé xy, vime, ze plati

o @) = (@0) = P ao)(a = a0)]

70 I = o]

=0.

Dale predpokladdme, ze J¢(xg) # 0, tedy || f'(xo)|| > 0. Derivace f’(zo) je linedrni
bijekce na R™. Z funkciondlni analyzy [4, str. 17, Tvrzeni 60.] vime, Ze existuje
C > 0 takové, ze pro kazdé y € R” plati

Cllyll < 1" (zo) (W)



Z definice limity vyse pro € = % tedy existuje § > 0 takové, ze pro kazdé x €
B(z0,6) C U plati

1f () = f (o) — f'(wo) (& — o) || < (;Hﬂf — o[-

Definujme ry = %. Nyni ovéfime rovnost ze znéni. Mame tedy ro > 0 a plati
B(zg,ro) C B(zo,0) C U. Uvedme, ze plati (f,B(zo,r0),f(z0)) € M. Podminku
f(zo) ¢ f(OB(xg,ro)) ovéfime nasledné. Pomoci homotopie zobrazeni f narov-
ndme na linedrni aproximaci urcenou derivaci f'(xg). Jako prvni ukazeme, ze
plati

deg(f,B(z0,r0).f(0)) = deg(f(xo) + f'(z0)(z — x0),B(z0,10),f(20)). (1)
Definujme s(t) = f(xo) pro kazdé ¢ € [0,1] a homotopii H
H(t.x) = tf(a)+(1=)(f(w0)+f'(z0)(x—0)) pro kazdé (t,z) € [0,1] x IB(xo,ro).
Zobrazeni s a H jsou spojitd. Déle ovéiime, ze pro kazdé t € [0,1] plati s(t) ¢

H(t,0B(x,10)). At t € [0,1] a 2 € B(x0,r0) jsou libovolné, tedy ||z — || = ro.
Aplikaci trojihelnikové nerovnosti a odhadii vyse dostavame

[H (t) = fzo)ll = [[£f () + (1 = £)(f (x0) + f'(wo) (x — x0)) — f (o)
t

—~

= || f'(w0)(x — wo) + t(f(x) — f(w0) — f'(z0)(z — 20))]
> || f'(@o)(x — zo)|| — [[t(f(x) — f(@0) — f(z0)(x — @0))]|
= |[f'(w0)(x — wo)|| — t[[f(z) — f(z0) — f'(w0)(x — x0)|

C
2 Cllz = @ol| =t [lz — ol
t

Konstanty C' a 7 jsou kladné a ¢ € [0,1], dostavame tedy || H (t,x) — f(zo)|| > 0.
Volba t = 1 potvrzuje f(xo) ¢ f(0B(zo,ro)). Pomoci (HI) mame platnost (I).
Déle aplikaci Véty [1.3|(d6) dostavame

deg(f (o) + f'(zo)(x — 20),B(x0,r0),f (20)) = deg(f'(xo)(x — 20),B(20,70),0)-

Substituci z = x — xy posuneme stupen v argumentu zobrazeni a ziskame

deg(f’(xo)(x - 'TO)aB(x(J?TO)?O) = deg(f/(xO)(2)73(07T0)70)'

Na zévér aplikujeme Lemma [I.2) a méme

deg(f'(x0)(2),B(0,r0),0) = sgn Jy(o).
Tim je dikaz hotov. m

Lemma 1.5. Necht (f,Q,y) € M je pripusind trojice. Dile at f € C1(Q) a y je
requldrni bod tj. y ¢ f(S§(2)). Potom mnoZina f~(y) C Q je konecnd a jednd
se o izolované body.



Diikaz. At y € R™\ f(09Q) je regularni bod. Potom feSeni rovnice f(x) = y
nemohou byt na hranici 0€2. Déle pro kazdé x € Q takové, ze f(x) = y plati
Je(x) # 0. Tedy dle Véty o lokalnim difeomorfismu (Véta mame, ze pro
kazdé = € Q takové, Ze Tesi rovnici f(z) = y, existuje oteviené okoli U, bodu z
spliiujici f~(y) N U, = {x}. KaZdé feseni této rovnice je tedy izolovany bod.

Disledkem toho mnozina f~!(y) C Q musi byt konecna. Pro spor predpo-
klddejme, %e tomu tak neni a Ze mnoZina f~!(y) je nekonecnd. Vime, ze Q) je
kompaktni, nebot je uzaviend a omezend. Mame tedy, ze f~!(y) je nekonecnd
podmnozina kompaktnfho prostoru Q. Odtud f~!(y) ma hromadny bod, oznaé¢me
jej a € Q. Tedy pro kazdé £ > 0 plati

(Blae)\{a}) N[ (y) #0.

Snadno ze spojitosti zobrazeni f dostaneme, Ze i a Tesi rovnici, tedy f(a) = y.
ZyeR"\ f(0) vsak vime, Ze FeSeni nemohou byt na hranici 992 a navic jsou
izolovand. Dostdvame tak spor s definici hromadného bodu a mnoZina f~(y)
musi byt konec¢na. n

Tvrzeni 1.6. Necht (f,Q,y) € M je pFipustnd trojice. Ddle at f € C1(Q) a y je
reguldrni bod tj. y ¢ f(S;(Q2)). Potom stupern, zobrazent lze spocist

deg(f Q)= > sgn Jy(z).
zef-1(y)

Pouzivime konvenci Y-y = 0.

Diikaz. Dle Lemmatu vime, ze f'(y) = {x1,79,...,2x} pro n&jaké k € N.
Body z; jsou izolované. Pro jisté dostatecné malé r > 0 a pro kazdé : = 1,... )k
existuje koule B(z;,r) C Q takova, ze f~'(y) N B(x;,r) = {x;}. Bez Gjmy na
obecnosti 1ze r zvolit tak malé, aby koule B(x;,r) byly po dvou disjunktni. Protoze
f~1(y) jsou jedind feseni rovnice f(x) =y pro x € 2, mame tak

y ¢ fQ\(B(wyr)U--- U B(xg,r)).
Dle (A) pro koule B(x;,r) mame

deg(f,Q,y) = Zdeg f,B(z;,r),y).

Forméalné bychom to dokazali indukci pfes 1, nebot vime o aditivité stupnia pouze
mezi dvéma Cleny. Vyuzitim Lemmatu [1.4] obdrzime

k
deg(f,y) Zdeg FB(zir)y) = sgn Je(x;).

=1

Tim je tvrzeni dokazano.
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2. Aplikace stupné zobrazeni

V této kapitole pomoci stupné zobrazeni dokazeme tvrzeni teoretického cha-
rakteru. V prvni ¢asti se vénujeme Brouwerové vété a vété s nazvem ,, The hed-
gehog theorem". V dalsi ¢asti TfeSime cviceni z nelinearni funkciondlni analyzy.
Nasledné formulujeme Borsukovu vétu. Pomoci ni vyresime , The ham sandwich
theorem". Na zavér popiseme vztah mezi stupném zobrazeni a indexem bodu ke
ktivce z komplexni analyzy.

2.1 Brouwerova véta a jiné aplikace

Nésleduje znamy vysledek jménem Brouwerova véta o pevném bodé.

Véta 2.1 (Brouwer). [3], str. 17, Theorem 3.2] Nechtr > 0 a f : B(0,r) — B(0,r)

je spojité zobrazeni. Potom zobrazeni f md pevny bod. Tj. existuje x € B(0,r)
takové, zZe f(x) = x.

Diikaz. Méjme r > 0 a spojité zobrazeni f : B(0,r) — B(0,r). Pfedpokladejme,
ze f(x) # x pro kazdé = € 0B(0,r), jinak jsme hotovi. Definujme homotopii

H(t,x) = x — tf(x) pro kazdé (t,x) € [0,1] x B(0,r)
a zobrazeni y(t) = 0 pro kazdé t € [0,1]. Ukazeme, ze y(t) ¢ H(t,0B(0,r)) pro
kazdé t € [0,1].
Prot = 1 a pro kazdé x € 0B(0,r) mame H(l,x) = x — f(z) # 0, nebot
f@) # 2.
Pro t € [0,1) a pro kazdé x € 9B(0,r) tj. ||z|| = r mame odhad
IH(E )| = llz = tf (@) = [l =t f @)l = r =t f@)]| = 7 —tr = (1 = t)r > 0.

Vyuzili jsme trojihelnikové nerovnosti a odhadu r > ||f(z)|| z predpokladu o
zobrazeni f. Tedy H(t,x) # 0 a plati y(t) ¢ H(t,0B(0,r)). Déale zobrazeni H a y
jsou spojita. Aplikaci (N) a (HI) na H(0,x) =z a H(1,z) = z — f(x) obdrzime

1 = deg(Id,B(0,r),0) = deg(Id — f,B(0,r),0).

Tedy dle Véty [L.3(d2) plati (Id — f)~1(0) # 0. TudiZ existuje € B(0,r) takové,
ze v = f(x). Tedy zobrazeni f ma pevny bod. O

Poznamka. Vétu lze rozsirit tak, ze misto B(0,r) uvazujeme libovolnou ne-
prazdnou kompaktni a konvexni podmnozinu R™. Dokonce staci predpokladat, ze
nahrazend mnozina je pouze homeomorfni s neprazdnou kompaktni a konvexni
mnozinou [3], str. 17, Theorem 3.2].

Tvrzeni 2.2. [1, str. 13, Theorem 3.20] Necht Q2 C R" je otevrend a omezend.

Potom 0 nend retrakt Q. Tedy neexistuje spojité zobrazeni r : Q0 — 0 takové,
ze r = 1d na 0.
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Diikaz. Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, ze €2 je neprazdnd mnozina. Pro
spor predpoklddejme, Ze existuje spojité zobrazeni r : Q — 9 takové, ze pro
kazdé x € 09 plati r(z) = x. Zvolme y € Q. Vime, ze (Id,Q,y) € M. Protoze
pro kazdé z € 99 plati r(z) = x dostavame r(0Q2) = 9. Déle y je z oteviené
mnoziny €2, a tedy y ¢ 0Q = r(012). Spojitost zobrazeni r dava (r,Q,y) € M.
Dale zobrazeni r a Id se rovnaji na 9€2. Pomoci Véty [1.3|(d3) a (N) dostavéme

deg(r,(Ly) = deg(ld,Qy) = 1.

Tedy existuje x € Q takové, Ze r(x) = y. Mame tak spor, nebot r je zobrazeni Q
do 0f). ]

Lemma 2.3. Necht f : R — R" je spojité zobrazeni a 2 C R"™ je otevrend,
omezend a bod 0 € Q. At plati (f(x), x) > 0 pro kaZdé x € 092. Potom plati

deg(£,Q,0) = 1.
Specidlné existuje x € Q) takové, Ze f(x) = 0.
Dikaz. At plati predpoklady ze znéni lemmatu. Definujme homotopii
H(t,x) = tx + (1 —t)f(z) pro kazdé (t,z) € [0,1] x Q.
Pro kazdé x € 92 mame pomoci Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti odhad
0<(f(x), =) <[(flz), o) < f @) - ]|

Tedy pro kazdé x € 90Q plati x # 0 a f(x) # 0. Polozme y(t) = 0 pro kazdé
t € [0,1]. Potom y a H jsou spojitd zobrazeni. Pro platnost (HI) zbyva oveérit
platnost podminky y(t) ¢ H(t,0Q) pro kazdé t € [0,1]. Pro z € 9Q mdme

[H ()| = (H(tz) , H(tz) = {te+ (1= 0)f(2), to+ (1-1t)f(z)) =
= |z )* + (1= )| f (@) * + 2t(1 = t)(f(2) , z) > 0.
Dostéavame tak H(t,z) # 0 pro x € 99, t € [0,1]. Dle (HI) a (N) mame zavér
deg(f,92,0) = deg(1d,2,0) = 1.

Zbyld ¢ast tvrzeni plyne pifmo z Véty [1.3](d2). O
Tvrzeni 2.4. [3, str. 19, Theorem 3.3] Necht f : R™ — R" je spojité zobrazeni a
plati
) w
oo |z

Potom plati f(R™) = R™. Tj. zobrazeni [ je surjekce.

Dikaz. At y € R™ je libovolny pevné zvoleny bod. Z definice limity vime, ze pro
kazdé K > 0 existuje R > 0 takové, ze pro kazdé x € R™ splnujici ||z|| > R
plati @2 - [ Poloyme K = |ly||, potom existuje R > 0 takové, Ze pro kazdé

[l
z € R™ splitujici ||z| > R platf L2 > |ly[|. Pouzitim Cauchyho-Schwarzovy

[l
nerovnosti mame

(f(@), ) >yl - flell = Ky 2} =y, 2).

Tedy (f(z) —y, x) > 0 pro kazdé = € R" takové, 7e ||z|| > R. Volme R = R+1,
potom pro kazdé x € 0B(0,R) plati (f(z) —y , x) > 0. Aplikaci Lemmatu
na mnozinu B(0,R) dostavame, ze existuje z € B(0,R) takové, ze f(x) —y = 0.
Tedy f(x) =y a zobrazeni f je surjektivni. O
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Dalsi priklad aplikace stupné zobrazeni je , The hedgehog theorem', jinak
», The hairy ball theorem".

Tvrzeni 2.5 (The hedgehog theorem). [3, str. 20, Theorem 3.4] Necht n € N je
liché, Q@ C R™ je otevrend, omezend a bod 0 € 2. Necht f : 022 — R™ \ {0} je
spojité zobrazeni. Potom existuji x € 02 a A € R, A # 0 takovd, Ze f(x) = Ax.

Diikaz. Dle Véty [0.2|1ze bez ijmy na obecnosti predpoklddat, ze plati f € C(9).
Protoze n € N je liché, pomoci Pozndmky, kterd je za Lemmatem [1.2] plati
deg(—1d,Q2,0) = —1. Z predpokladu na zobrazeni f mame 0 ¢ f(092). Tedy
trojice (f,2,0) je pripustna a deg(f,92,0) je dobfe definovany. Déle definujeme
spojité zobrazeni y(t) = 0 pro kazdé ¢ € [0,1].

Pokud deg(f,©2,0) # —1, definujeme homotopii

H(t,x) = (1 —t)f(x) — tx pro kazdé (t,z) € [0,1] x Q.
Potom mdme H(0,z) = f(z) a H(1,x) = —z pro kazdé x € Q. Vime, Ze
deg(f7970) 7é deg(_1d7Q7O)7

a tedy z obmény (HI) mame, Ze neni splnéna podminka y(t) ¢ H(¢,092) pro kazdé
t € [0,1]. Tedy existuje ¢, € [0,1] takové, ze 0 € H(t,0€2). Pokud t, = 0, potom
existuje zo € 0N takové, ze 0 = H(0,z9) = f(xp). Mame spor s predpokladem
f 00 — R™\ {0}. Pokud ¢, = 1, potom existuje o € 09 takové, ze 0 =
H(1,z9) = —x¢. Mame tak 0 € ). Protoze € je oteviena a obsahuje 0, dostdvame
opét spor. Z vySe uvedeného tedy plati, ze to € (0,1). Déle existuje zo € 052
takové, ze
0= H(to,ilfo) = (1 — to)f(l‘o) — toﬂfo.

Dostévame f(zq) = 130 xo. Hledané X € R definujeme jako A =

Pokud deg(f,92,0) = —1, definujeme homotopii

toto. Tedy A > 0.

1—

H(t,x) = (1 —t)f(x) + tz pro kazdé (t,z) € [0,1] x Q.

Potom mame H(0,2) = f(z) a H(1,x) = x pro kazdé x € Q. Z obmény (HI)
existuje ty € [0,1] takové, ze 0 € H(t,092). Analogickym zptisobem jako v pred-
chozim odstavci vylou¢ime moznosti tg = 0 a tg = 1. Tedy ¢y € (0,1) a existuje
T € 0N) takové, ze

0= H(to,ﬂ?o) = (1 — to)f(ﬂf()) + toZEQ.

Méame f(z9) = ;=29 a volme A = =& Tedy A < 0 a plati zavér tvrzen. O

Poznamka. Plati Tvrzeni|2.5|i pro suda n? Odpovéd je negativni. Uz pro prostor
R2, ktery lze kanonicky ztotoZnit s C, tvrzeni selze. Jako protipiiklad lze za
zobrazeni f volit rotaci o § proti sméru hodinovych rucicek.

Pfesndji, za mnozinu §2 volime nejjednodussi moznou tedy B(0,1) C R2. Po-
tom plati, ze Q) je oteviend, omezend a bod 0 € Q. Déle pro kazdé x = (x1,25) €
B(0,1) definujme zobrazeni rotace f(x) = (—x2,x1), které je linedrni specidlné
tedy spojité. Maticové lze psat A = ((1) _01). 7Z linearni algebry vime, Ze toto
zobrazeni nema redlna vlastni ¢isla. Tedy zavér tvrzeni nemiize byt splnén.
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Pro obecné sudé ¢islo n € N lze za hledany protipriklad volit zobrazeni defi-
nované pro kazdé = € B(0,1) € R”

f(l') = (:L‘Qy = X1y Tpn, — mn—l)-
Lze ovérit analogickym zptisobem.

Tvrzeni 2.6. At Q = B(0,1) C R", n € N je liché a f : 0Q — 0Q je spojité
zobrazeni. Potom existuje x € 0S) takové, Ze plati bud x = f(x), nebo x = — f(x).
Diikaz. Mnozina Q = B(0,1) je oteviend, omezend a obsahuje bod 0. Déle n je
liché¢a 0 ¢ 00, atedy f:9Q — 9Q C R™\ {0} je spojité zobrazeni. Z Tvrzeni[2.]
dostavame, ze existuji o € 902 a A € R, A # 0 takové, ze f(xg) = Axg. Dle
predpokladu na zobrazeni f méme f(xy) € 0.

Vime, ze 02 = {x € R™ : ||z|| = 1}, a tedy ||zo|| =1 a || f(z0)|| = 1. Rovnosti

L= [lf(zo)ll = l[Azoll = [A] - [lzo]l = [A]

dostavame, ze A = £1. Zduraznéme, ze x # 0 a f(z) # 0. Na zavér dostavame,
ze plati bud = = f(x), nebo z = —f(z). O

2.2 Cviceni z nelinearni funkcionalni analyzy

Na nésledujicim prikladé je vidét uplatnéni stupné zobrazeni pii feseni neli-
nearnich rovnic.

Priklad. Ukazte, Ze pror > % ezistuje reseni na mnoZiné B(0,r) C R? soustavy

2 +y+sin(x +y) =0
x — 2y + cos(z +y) = 0.

L
5 Y
sin(z + y) a cos(z + y) dostdvame pouze linedrni soustavu. To nés vede k definici

nasledujici homotopie

Diikaz. Uvazujme r > B(0,r) C R? a systém ze zadani. P¥i vynechan{ ¢lent

H(t,(z,y)) = 2x +y + tsin(z + y),z — 2y + tcos(x + y))

pro kazdé (t,z) € [0,1] x B(0,r) a zobrazeni s(t) = (0,0) pro kazdé t € [0,1].
Zobrazeni s a H jsou spojitd. Pro pouziti (HI) potfebujeme ovérit, jestli pro
kazdé t € [0,1] plati s(t) ¢ H(t,0B(0,r)).

Pro ¢t = 0 mame novou soustavu

20 +y =20
x—2y=0.
Maticové lze psat A = (% f2>. Posloupnost sloupcovych vektorti matice A je

linedrné nezavisla. Z linearni algebry vime, Ze jediné fesent je (0,0). Ovsem (0,0) ¢
0B(0,r).
Pro t € (0,1] a pro spor predpokladejme, zZe existuje (z,y) € 0B(0,r) takové,
ze (0,0) = H(t,(x,y)). Mame tak soustavu
2z +y = —tsin(z + y)
x — 2y = —tcos(x + y).
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Umocnénim na druhou ziskame

t*sin’(x +y) = (22 +y)? = 4% + day + 9°

t? cos*(z +y) = (v — 2y)* = 2 — day + 49°.
Sectenim dostavame

t? = t*(sin®*(x + y) + cos’(z +y)) = 5(z* + v°).
Méme tedy ||(z,y)||> = 22 +3? = £ aprot € (0,1] dostavime, 7e ||(z,y)|]*> € (0,1].
Mame tak spor s (z,y) € 0B(0,r) pror > % Tedy dle (HI) a Lemmatuméme
0 # sgn(det A) = deg(A,B(0,r),0) =
= deg(H(O,),B(O,r),s(O)) = deg(H(l,),B(O,’F),S(l))

Pomoci Véty [1.3)(d2) tedy existuje TeSeni v B(0,r) nasi soustavy.

7 jiz. dokazaného plati, jestlize soustava ma reseni, pak nutné musi byt obsa-
. . 1
zené v kouli B(0,r), kde r > —=.

[
Tvrzeni 2.7. Necht B(0,1) C R" a f : B(0,1) — R™ je spojité zobrazeni, pro
které plati f(x) = x pro kazdé v € 0B(0,1). Potom B(0,1) C f(B(0,1)).
Diikaz. Aty € B(0,1) je pevné zvoleny bod. Vime, ze (Id,B(0,1),y) € M. Protoze
pro kazdé x € 0B(0,1) plati f(z) = x, dostavame, ze f(0B(0,1)) = 0B(0,1). Tedy
y ¢ 0B(0,1). Déle zobrazeni f je spojité, a tedy (f,B(0,1),y) € M. Z vlastnosti
Véta[L.3)(d3) a (N) mame

deg(f,B(0,1),y) = deg(1d,B(0,1),y) = 1.

Tedy existuje x € B(0,1) takové, ze f(z) = y. Dostavame, ze y € f(B(0,1)). O

Formulujeme postacujici podminku pro zaménu limity a stupné.

Tvrzeni 2.8. Necht B(0,1) C R", zobrazeni f : B(0,1) — R™ je spojité a
y ¢ f(0B(0,1)). Necht f : B(0,1) — R" jsou spojitd zobrazeni konvergujici
stejnomerné k f. Potom plati

lim deg(fi,B(0,1),y) = deg(f,B(0,1).4).

Driikaz. Dle predpokladii ze znéni mame (f,B(0,1),y) € M, tedy deg(f,B(0,1),y)
je dobre definované celé ¢islo. Z definice stejnomérné konvergence zobrazeni f; k
f na B(0,1) mame

Jim sup{[| fx(z) = f(2)[|, = € BO,1)} = lim |[f5 = flloo = 0.

Déle polozme r = dist(y,f(0B(0,1))). Protoze y ¢ f(90B(0,1)), mame r > 0.
Dle definice limity existuje ky € N takové, ze pro kazdé k € Nk > ky, plati
| f = fllo < 7. Vlastnost Véta [1.3|(d4) ihned davd, Ze pro kazdé k > ko je
deg(fx,B(0,1),y) dobre definovany a plati

deg(f,B(0,1),y) = deg(f,B(0,1),y).

Na zaver tedy plati

Tim je dikaz dokoncen. [l
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Tvrzeni 2.9. Necht B(0,1) C R" a f : B(0,1) — R" je homeomorfismus, ktery je
diferencovatelny skoro vsude. Potom bud Jy > 0 skoro vsude, nebo Jy < 0 skoro
vsude.

Diikaz. Necht zobrazeni f je diferencovatelné na mnoziné M = B(0,1) \ N pro
néjakou N C R" splnujici \"(N) = 0. Pfedpokladejme, Ze existuje z € M takové,
ze Jr(z) < 0. Chceme ukazat, ze pro kazdé x € M plati Jr(x) < 0. Pro spor
predpokladejme, ze existuje y € M takové, ze J¢(y) > 0. Dle Lemmatu
existuje oteviend koule €2, resp. €2, obsahujici bod z resp. y takova, Ze

deg(fQ2:,f(2)) = sen Jp(2) = —1,

deg(f,S2y,f(y)) = sgn Jy(y) = +1.

Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, Ze koule 2, a €2, jsou disjunktni. Volme
otevienou kouli 2 C B(0,1) splnujici 2, C Q a Q, C €, takovd mnozina )
jisté existuje, nebot pracujeme v normovaném linedrnim prostoru R". Pomoci
vlastnosti Véta [1.3|(d1) chceme zjistit stupeni na véts{ mnoziné Q. Protoze f je
homeomorfismus, specialné bijekce, a plati, ze z € ()., dostavame platnost pod-

minky f(z2) ¢ f(Q\ ©.). Dle Véty (d]) a predchoziho mame
deg(f,2,f(2)) = deg(f 2., (2)) = —1.

Analogickym zptisobem ovéfime platnost podminky f(y) ¢ f(Q\ ©Q,). Pomoci
Véty [L.3|(d1) a predchoziho dostavdme

deg(f,2,f(y)) = deg(f,Q2,,f(y)) = +1.

Ke sporu nam nyni stac¢i ukazat, ze plati

deg(f,Q,f(2)) = deg(f,2,f(y))-

Vime, ze z,y € (), kde ) je oteviend koule, ktera je trivialné souvisld. Déle
homeomorfismus zachovava souvislé mnoziny. Tedy protoze f je homeomorfismus,
dostavame, ze f(£2) je také souvisla. Navic f(€2) je jedna z komponent souvislosti

mnoziny R™ \ f(99), kterd obsahuje f(z) a f(y). Tedy dle Véty [1.3[(d5) méme
deg(f,2,f(2)) = deg(f.2.f(y))-

Tim je ditkaz tvrzeni dokoncen.

2.3 Borsukova véta a jeji disledky

V této kapitole vyslovime bez ditkazu Borsukovu vétu a dokédzeme jeji dva
disledky. Ukazeme, ze eukleidovské prostory jsou homeomorfni pravé tehdy, kdyz
jsou si rovny. Zavérem jeden z dusledku vyuzijeme k ditkazu ,, The ham sandwich
theorem".

Definice. Rekneme, Ze mnozina M C R" je symetrickd vzhledem k pocitku,
pokud plati M = —M . Ddle zobrazeni f : M — R"™ nazveme liché, pokud pro
kazdé x € M plati f(—z) = —f(x).
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Nésledujici vétu uvadime bez dikazu, nebof dikaz by prekrocil rozsah této
prace. Je potieba blize zkoumat definici stupné, 1ze jej najit v [3], str. 21, Theorem
4.1].

Véta 2.10 (Borsuk). [3, str. 21, Theorem 4.1] Necht 2 C R" je oteviend, ome-
zend, symetricka a bod 0 € ). Necht f : @ — R™ je spojité a liché zobrazeni
takové, zZe 0 ¢ f(OR2). Potom deg(f,Q,0) je liché celé cislo.

Tvrzeni 2.11. [3], str. 22, Corollary 4.1] Necht Q@ C R" je otevrend, omezend,
symetrickd a bod 0 € Q. Necht f : Q — R" je spojité zobrazeni takové, Ze 0 ¢
f(02). Necht pro kazdé X > 1 a pro kazdé x € OS2 plati f(—x) # Af(z). Potom
deg(f,Q,0) je liché celé cislo.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme aplikaci Borsukovy véty na lichou ¢ast funkce f. Dle
predpokladi je zrejmé (f,©2,0) € M a stupen deg(f,£2,0) je dobre definovany.
Definujme lichou é4st zobrazeni f jako g(z) = f(x) — f(—x) pro kazdé = € Q.
ProtoZe mnozina  resp. € je symetrické, zobrazeni g je dobfe definované a spojité
na . Déle zobrazeni g je liché nebot, pro kazdé x € Q plati

Pottebujme ovérit podminku 0 ¢ ¢(0f2). Podminka ze znéni tvrzeni pro A = 1
dava, ze pro kazdé x € 00 plati f(—xz) # f(x). Tedy pro kazdé x € 09 plati
g(x) = f(x) — f(—x) # 0. Tedy (9,2,0) € M a predpoklady Borsukovy véty
(Véta jsou tak splnény pro zobrazeni g. Dostavame, ze deg(g,9,0) je liché
celé cislo.

Pomoci (HI) pfeneseme tuto vlastnost na zobrazeni f. Definujme homotopii

H(t,x) = f(x) — tf(—x) pro kazdé (t,x) € [0,1] x Q

a zobrazeni y = 0 na [0,1]. Tato zobrazeni jsou ziejmé spojitd. Zobrazeni H je
homotopie mezi f a g. Zbyva ovérit, ze pro kazdé ¢t € [0,1] plati 0 ¢ H(¢,092).
Prot = 0 at = 1 vime, Ze podminka plati z pfedchoziho odstavce. Déle pro
spor predpokladejme, Ze existuji ¢ € (0,1) a x € 9N takova, ze 0 = H(t,x). Tedy
0= f(z) — tf(—x). Protoze t # 0, pfevedeme tuto podminku na f(—z) = 1 f(z).
Dostavame spor s predpokladem ze znéni pro \ = %, nebot t € (0,1). Dle (HI)
plati
deg(faan) = deg(g,Q,O),

a tedy deg(f,2,0) je liché celé ¢islo. O

Fyzikéalni interpretace nasledujici véty pron = 3 a m = 2 zni, Ze na Zemékouli
existuji dva protilehlé body, které maji stejny tlak a stejnou teplotu. Toto plati za

predpokladu, Ze obé zminéné velic¢iny zavisi spojité na prostoru. Tento predpoklad
vsak neni vzdy splnén.

Tvrzeni 2.12 (Borsuk-Ulam). [3] str. 22, Corollary 4.2] Necht 2 C R™ je ote-
vrend, omezend, symetrickd a bod 0 € Q. Necht f : 002 — R™ je spojité zobrazeni
a plati m < n. Potom ezistuje x € 05 takové, Ze f(x) = f(—x).
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Diikaz._Pro spor piedpoklddejme, Ze pro kazdé x € 09 plati f(z) # f(—x). Dle
Véty [0 n uvazujme spojité zobrazeni f rozsitujici f na €. Zobrazeni f Q- R™
spliuje, ze pro kazdé = € 02 plati f( )= f(z).

Nyni definujme lichou ¢4st zobrazeni f jako zobrazeni g :  — R™ predpisem

g(z) = f(z) — f(—=) pro kazdé z € Q.

Potom zobrazen{ g je dobie definované a spojité na €, nebot zobrazeni f je spojité
a mnozina 2 je symetricka. Dle predpokladu pro spor mame, Ze pro kazdé x € 02
plati

g(x) = f(x) = f(=2) = f(z) = f(=z) #0.
Tedy 0 ¢ g(09). Déle zobrazeni g je liché nebot, pro kazdé z € Q plati

g(—=2) = f(=2) = (&) = —(f(z) = f(~2)) = —g(2).

Abychom mohli pouzit teorii stupné pro zobrazeni g, je nutné, aby dimenze
zdrojového a cilového prostoru byly stejné. Uvazujme proto zobrazeni h : 02 C
R" — R" definované h(z) = (g(z),0,...,0). Potom h je také spojité na Q a
pro kazdé z € 952 plati h(zx) # 0. Déle zobrazeni h je liché, nebot na prvnich m
souradnicich je g a na zbylych jsou nuly. Ovérili jsme predpoklady Borsukovy véty
(Véta pro zobrazeni h a dostavame, ze deg(h,2,0) je liché ¢islo, specidlné
neni nulové. Déle dle Véty [1.3|(d5) existuje r > 0 takové, ze pro kazdé y €
B(0,r) C R™ plati deg(h,2,y) = deg(h,02,0). Tedy pro pevné y € B(0,r) plati
deg(h,Q,y) # 0. Dle Véty [L.3|(d2) existuje z € Q takové, Ze h(z) = y. Dostdvame
tak inkluzi B(0,r) C h(Q). Tato inkluze déva spor s definici zobrazen{ h, nebot
napiiklad bod (0,...,0,5) € B(0,r), ale (0,...,0,5) ¢ h(<2). O

Tvrzeni 2.13. Prostor R™ je homeomorfni s prostorem R™ prave tehdy, kdyz
m=n.

Diikaz. (<): Tato implikace je trividlni. Pokud m = n, za hledany homeomorfis-
mus volme identické zobrazeni.

(=): Predpokladejme, ze R"™ je homeomorfni s R™ a pro spor predpokla-
dejme, ze m < n. Existuje tedy homeomorfismus f : R*" — R™. Jednotkova
koule B(0,1) C R" je trividlné oteviend, omezend, symetrickd a bod 0 € B(0,1).
Restrikce f na 0B(0,1) C R™ je spojitd, nebot f je homeomorfismus. Predpo-
klady Tvrzeni jsou splnény a tedy existuje z € 9B(0,1) C R" takové, ze
f(z) = f(—x). Tedy existuje x # 0 takové, ze f(z) = f(—x). To je ovSem spor s
prostotou homeomorfismu f. O

Tvrzeni 2.14 (,,The ham sandwich theorem"). Necht je dino n € N meritelnych
omezenych mnozin A, ..., A, C R". Potom existuje nadrovina, kterd rozdéluje
kazdou z mnozin Aq,...,A, na dvé stejné objemné casti.

Nyni uvedeme zakladni myslenku diikazu. Opét chceme vyuzit Tvrzeni 2.12]
Pevnému sméru = € 0B,,11(0,1) pritadime nadrovinu, kterd rozfizne prostor R"
na dva poloprostory M} a M_. Nésledné definujeme zobrazeni f po slozkach
tak, Ze zobrazeni f; méfi objem mnoziny A; piislusny poloprostoru M. P¥i dané
konstrukei smér x, ktery spliuje f(z) = f(—=z), odpovida pravé tomu, ze mnozina
A je rozdélena nadrovinou M, na dvé stejné objemné ¢asti. Aplikaci Tvrzeni [2.12
ziskdme hledany smér x.
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Diikaz. Pro vektor x = (x1,...,0,41) € R v tomto dikazu znafime 7 =
(x1,...,2,) € R™ Pro kazdé z € 0B(0,1) C R"*! definujeme pomocné mnoziny

M, = {'37 € R": <g> f)n = $n+1}>

M;_ = {?7 € R™ : <?77 i>n > xn—i—l}v

M, ={yeR": (g, T)p < Tpi1}.
Poznamenejme, ze mnozina M, urcuje afinni podprostor dimenze n — 1 prostoru
R". Lebesgueova mira mnoziny M, je proto nulova. Tento fakt vyuzijeme pozdéji

v dikazu.
Déle pisme

M, ={geR": (g, T)p<xpu}={y€R": —(7, T)p > —Tpni1}
={geR": (J, —T)p > —Tpy1}=M",.

Méme tedy, ze pro libovolné x € 9B,,+1(0,1) plati M, = M™ .
Nyni definujeme zobrazeni f : dB(0,1) C R""! — R"™ ndsledovné

f(x) = (fi(x),....fu(z)) pro kazdé z € 9B,.1(0,1),

kde pro kazdé i = 1,...,n definujeme slozku

Ulohu jsme tedy pieformulovali na hledéni sméru z € 9B,41(0,1), ktery splituje
f(x) = f(—x), nebot potom pro kazdé i = 1,... n plati

NY(A N M) = fi(w) = fi(—x) = X'(A; N MT,) = X'(A; N M),

a tedy nadrovina M, déli kazdou mnozinu A; na dvé stejné objemné Casti.

Nyni chceme ovéfit predpoklady Tvrzeni 2.12] které ndm zafidi existenci hle-
daného sméru x. Mnozina B(0,1) C R™™! je trividlné oteviend, omezen4, syme-
trickd a 0 € B(0,1). Zbyva proto pouze ovérit spojitost zobrazeni f : 0B(0,1) C
R — R™,

Necht tedy i € {1,...,n} je pevné a pro z,w € 0B,41(0,1) lze funkci f; prepsat
na integral z charakteristické funkce, pisme proto

fi(2) = XA N M) = / Kot () AN (y / X (9) X (1) AN () =

= [ xa® v @) @),

R\ Moy

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili, Ze \"(M,,) = 0. At {z*} C 9B,;1(0,1) je
posloupnost konvergujici k néjakému = € 9B,,1(0,1). Index k piseme nahofte,
nebot dolni indexy nechame pro slozky vektoru. Potfebujeme tedy ovérit, ze po-

sloupnost {fi(z*)} C R konverguje k fi(x) € R. Dle rozpisu vyse pro z = z* a

w = r mame
FE = [ ) xar ) W)
R\ M,
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Chceme pouzit Lebesgueovu vétu, proto pro kazdé k € N definujeme funkci
9r(y) = xa,(y) - Xart () Pro kazdé y € R" \ M,.

Protoze mnozina A; je méritelna a poloprostor M;k je také méritelny, mame
méritelnost funkei x4, (y) a x M (y). Tedy pro kazdé k € N je funkce g : R™\
M, — {0,1} méfitelna. Za integrovatelnou majorantu bereme charakteristickou
funkci mnoziny A;, nebotf pro kazdé k € N plati

Xa:(¥) - Xart () < Xxa;(y) pro kazdé y € R™\ M,.

Funkce x4, je integrovatelna, nebof mnozina A; je omezend. Dale hledame bodo-
vou limitu posloupnosti funkci g;. Dle definice gr nam staci najit pouze bodovou
limitu funkei y Mt Tipem na hledanou bodovou limitou je funkce x,+. Chceme

ovérit, ze plati
lim Xar, (y) = xp+ (y) = 1.

k—o00

Necht y € R™\ M,. Dokdzeme pouze piipad, kdy y € M. Druhd moznost
tj. y € M_ se ukdze analogickym zpusobem. Necht tedy y € M| a pro spor
predpokladejme, ze existuje € > 0 takové, ze pro kazdé [ € N existuje k; € Nk >
[, takové, ze plati

|XM+kl (y) =1 > e
Méame, 7e existuje vybrana podposloupnost {z*} C {z*} spliujici Xart, (y) = 0.
™l

Tedy pro kazdé | € N plati, ze y ¢ M;l. 7, definice mnozin M ekvivalentné
plati (y , zk) < 37ff+1 Pripomenme, Ze y je pevné a skalarni soucin je spojity
linearni funkciondl a z* konverguji k . Limitnim pfechodem, kde ! posleme do

nekonecna, dostdvame, ze (y , T) < x,y1. Mame y ¢ M coz je spor, nebot plati
opak. Dostavame tedy, ze bodova limita funkci g je funkce

9(y) = xa:(y) - Xp+ (y) pro kazdé y € R™ \ M,.

Méame tedy splnény predpoklady Lebesgueovy véty a muzeme prohodit limitu a
integral. Na zdvér ovéifme konvergenci posloupnosti { f;(z*)}. Tedy

Jim fi(2") = lim Xa:(¥) - Xars, () dA"(y)
R\ M,
= / Jm s (y) - xar, () dX(y) =
R\ M,
= / X4, (Y) - X+ (y) AN (y) =
R\ M,
= f,(l’),
v posledni rovnosti jsme opét vyuzili rozpisu s volbou z = w = x. Tim je dikaz
dokoncen. O
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2.4 Index bodu ke krivce

Prvni myslenky, které vedly k definici stupné zobrazeni, vedly pravé pres index
bodu ke ktivce z komplexni analyzy. V této kapitole prozkoumame tento vztah.
Nejprve vsak pripomeneme definice ze zdkladniho kurzu komplexni analyzy.

Kfivkou (orientovanou kiivkou) v C rozumime spojité zobrazeni uzavieného
intervalu do C. Je-li ¢ : [a,b] — C k¥ivka, pak

 obrazem kfivky rozumime jeji obor hodnot, znacime (p),
» pocateénim bodem kiivky rozumime ¢(a), koncovym bodem bod ¢(b),
 krivku ¢ nazyvame uzavienou, pokud ¢(a) = ¢(b),

o kiivku ¢ nazyvame Jordanovou kfivkou, pokud je krivka uzaviena a re-
strikce ¢ [ [a,b) je prosté zobrazeni.

Poznamka. Jordanova kfivka je ekvivalentné homeomorfni obrazu jednotkového
kruhu.

Cesta je po ¢astech hladka krivka. (Tedy méa spojitou derivaci vyjma nejvyse
koneéné mnoha bodi, ve kterych ma derivace vlastni jednostranné limity.)

Necht ¢ : [a,b] — C je cesta a g je spojité zobrazeni na (¢). Potom definujeme
integral g podél ¢ jako

[9(=)dz = / gD/ (1)dt

Konecéné miuzeme pripomenout definici indexu bodu k cesté. Necht ¢ je uza-
viend cesta a a € C\ (¢). Potom index bodu a vzhledem k cesté ¢ je definovan
jako

w(p,a) = 1/ L dz.

2mJ z—a
©

Poznamka. Index bodu k cesté se dd, pomoci prirtstku logaritmu, rozsifit na
index bodu ke krivce. Nam vsak bude stacit prvni pripad. Pro index bodu k cesté
plati, Ze odpovida poc¢tu obéhii kiivky ¢ kolem bodu a.

Poznamka. Necht ¢ : [a,b] — C je uzaviena kiivka. Bez Gjmy na obecnosti lze
predpokladat, ze plati a = 0 a b = 1, nebot snadno se najde homeomorfismus
intervalu [0,1] na [a,b]. Dale na tuto kiivku ¢ : [0,1] — C lze nahlizet jako na
spojity obraz orientované jednotkové kruznice 0B(0,1) C C, protoze zobrazeni
h : s — €™ je homeomorfismus intervalu (0,1) na 9B(0,1) \ {1}. Tedy zobra-
zeni f, definované jako f(z) = @(h™'(2)) pro z # 1 a f(1) = ¢(1), je spojité.
Pripomenme, zZe kladna orientace prochézeni kruznice je proti sméru hodinovych
rucicek.

V nasledujicim tvrzeni budeme pod integracnim znameni misto kfivky ¢ :
[a,b] — C psat napt. f(0B(0,1)). Cimz myslime, Ze defini¢ni obor odpovidajici
kiivky je dB(0,1), ktery prochézime zakladni orientaci tj. proti sméru hodinovych
ruci¢ek. Stejné tak budeme znacit index w(f(90B(0,1)),a).
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Tvrzeni 2.15. [3] str. 30-31, Paragraph 6.6] Necht B(0,1) C C je jednotkovyj kruh,
kde C ~ R2. Necht (f,B(0,1),a) € M je pripustnd trojice. Ddle at f € C*(B(0,1))
a a je requldrni bod tj. a ¢ f(S¢(B(0,1))). Potom plati

1 1

d -— | = .

w(fBON) =5 [ dz=w(fOBO1)
f(9B(0,1))

Diikaz. Dle Lemmatu a Tvrzeni vime, Ze mnozina f~(a) = {z1,...,2,}

je konecna a plati
k

deg(f,B(0,1),a) = ngn Jp(2).

i=1
Staci tedy ukazat

k
> sgn Jp(z) = ! / ! dz.

2 o p—
f(0B(0,1))

Vezméme £ > 0 dostatetné malé a uvazujme koule V; = B(z;,¢) takové, Ze

mnoziny V; = B(z;,e) jsou po dvou disjunktni a pro kazdé i = 1,... k plati

Vi € B(0,1), pro kazdé z € V; plati sgn J;(z) = sgn J;(z;) a restrikce f | V; je ho-
meomorfismus. Posledni dvé podminky lze splnit pomoci Véty [0.1], nebot a je regu-
larni bod zobrazeni f tj. a ¢ f(S;(B(0,1))), ekvivalentné f~*(a)NS;(B(0,1)) = 0,
a tedy pro kazdé i = 1,... k plati, ze Jy(2;) # 0 tj. derivace f’(z;) je regularni.

Pro kazdé i = 1,...,k ozna¢me kruznici S; = 0V;. Protoze f | V; je homeo-
morfismus, mame, ze f(5;) je homeomorfni obraz kruznice tj. Jordanova kiivka
takova, ze bod a lezi uvniti. Orientace f(S;) je stejna jako orientace S;, pokud
J¢(z;) > 0 resp. obracend, pokud Jf(z;) < 0. Dale definujme

Najdeme o > 0 takové, ze pro kazdé z € U plati

1/(z) —all > o (1)

Existenci @ nahlédneme sporem. Pro spor predpokladejme, Ze pro kazdé a > 0
existuje z € U takové, e plati ||f(z) — a]| < a. Existuje posloupnost {v'} Cc U
takova, Ze ||f(v') — al| < }. Protoze mnozina U je trividlné kompaktni, existuje
vybrand konvergentni podposloupnost {v'?} C {v'} a bod v € U spliiujici

lim v = v.
p-)OO

Limitnim prechodem odhadu [|f(v') — a|| < § méme, ze llim f(h) = a, a tedy
—00

. l . . . ’ ’ v . l .
Z}Lrgo f(v'?) = a. Na druhou stranu ze spojitosti zobrazeni f méme, ze plggo fo'r) =

f(v). Z jednoznaé¢nosti dostavame, ze plati f(v) = a. Vime, ze v € U. Mame tedy
spor, nebot v mnoziné U se vzor bodu a nenachazi, proto takové «a existuje.

Protoze mnozina U je kompaktni a zobrazeni f je spojité, mame, ze zobrazeni
f je stejnomérné spojité na U. Pro jiz nalezené o > 0 tedy existuje § > 0 takové,
ze pro kazdé z,y € U spliwjici ||z — y|| < 9, plati || f(z) — f(v)|| < «. Bez Gjmy
na obecnosti lze predpokladat, ze plati 0 < § < e.
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Obrézek 2.1: llustra¢ni obrazek kruhu B(0,1), mnozin R;,V; a jejich orientace.

Na mnozinu U naneseme presnou ¢tvercovou sit o délce strany %. Predpo-
klad 6 < e pridavame, abychom meéli jistotu, ze okoli V; protnou ¢tvercovou sit.
Nyni mnozinu U rozdélime na konecny pocet ¢tyruhelnika resp. deformovanych
ctyfuhelnikt R; tak, Ze

sup [|f(v) = f(w)]| < e, (2)
v,wER,;
kde j probiha kone¢nou indexovou mnozinu J (viz Obréazek [2.1). Ctyitihelnikem
resp. deformovanym ¢tyiihelnikem rozumime mnozinu

Rj:ijU,

kde C; znaci jeden odpovidajici pfesny ctverec ze ctvercové sité. V nasem kontextu
deformovany znamend, Ze ze ctverce C; odecteme pomoci U netrividlni ¢ést. Ctve-
rec C; uvazujeme s hranami, nebot dale v dikazu vyuzijeme, ze OR; C R; C U.
Z konstrukce je patrné, Ze hranice dR; je hladkad vyjma konecné bodi, jedna se
tedy o cestu.

Déle tvrdime, ze obraz f(OR,) neobiha kolem a. Opét ukazeme sporem, at
obraz f(0R;) obihd kolem a. Vezméme libovolnou piimku p, ktera prochézi bodem
a. Protoze obraz f(0R;) obiha kolem a, existuji alespon dva priseciky, oznac¢me
je f(&) a f(¢), piimky p a kiivky f(OR;) takové, ze bod a lezi na pifmce p mezi
body f(&) a f(¢), kde body &£, € OR;. Protoze plati inkluze OR; C R; C U,
mame dle pro body £ a ¢ odhady

1(€) —all > o,
17(Q) = all > a.
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Déle vime, Ze bod a lezi na ptimce mezi body f(£) a f(¢), mame tedy rovnost

1£(&) = all + lla = fFOI = 1) = F(OIl-

Vyuzitim jiz dokazaného a odhadem mame spor

2a < |[£(&) —all +lla = fOI = 1F(€) = SO < sup [|f(v) = f(w)]| < e

v,wGRj

Ukdzali jsme tedy, ze obraz f(0R;) neobihd kolem a, a proto

w(f(OR,).a) = 217” / Ziadz:o. (3)
F(OR;)

Kiivkovy integral je aditivni, a tedy souctem pfes vSechna I?; a pres vSechna
S; mame

nebot vsechny vnitini tsecky (popfipadé oblouky) se v souc¢tu vyskytuji prave
dvakrat, vzdy s navzajem opac¢nymi orientacemi probihdni. Dale dle vime, ze

1 k 1
ds = / d.
Z— Qa z 12::1 Z— Qa ~
F(S%)

Protoze f(S;) je Jordanova kiivka a orientace f(.S;) je dana pomoci Jy(z;), do-
stavame, ze f(.S;) obihd bod a pravé jednou a plati

f(0B(0,1))

w(f(S),a) = ! / ! dz = sgn J¢(z).

271 zZ—a

Dohromady méame

271 zZ—a ,
f(@B(0,1)) =

Tim je dikaz ukoncen. O
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Z.aver

V této préaci jsme cCtenari priblizili, co je to topologicky stupen zobrazeni.
Nejprve jsme stupen axiomatickym zptsobem zavedli a néasledné odvodili jeho
vlastnosti. Déle jsme prozkoumali pripad diferencovatelnych zobrazeni a odvodili
formuli k jeho pocitani. V hlavni ¢asti jsme ukazali zejména teoretickd tvrzeni,
kterd se daji pomoci tohoto nastroje dokazat. Na zavér jsme se vénovali vztahu
stupné zobrazeni a indexu bodu ke kfivce z komplexni analyzy. Hlavni prinos
prace je v detailnéjsim rozpracovani diitkazi a feSeni nékterych cviceni z nelinearni
funkcionalni analyzy.
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