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metrickd reakce na pozitivni a negativni Soky. V teoretické c¢asti prace nejprve
definujeme potfebné pojmy k pochopeni modelu APARCH a nésledné se vénu-
jeme prehledu pravdépodobnostnich rozdéleni, které 1ze v modelu pouzit. V prak-
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Uvod

Modelovani ¢asovych rad je klicovou metodou pro analyzu a predpovidani dy-
namiky finanénich dat. Mezi nejpouzivanéjsi pristupy v této oblasti patii autore-
gresni modely s podminénou heteroskedasticitou (ARCH), jejichz zéklady polozil
Robert F. Engle v ¢lanku (Engle, [1982). Zakladni myslenka spociva v modelovani
volatility na zakladé autoregresni funkce jejich minulych hodnot. Zobecnénim mo-
delu ARCH vznikl model GARCH (Generalized ARCH) (Bollerslev, [1986)), ktery
umoznuje efektivnéjsi modelovani volatility. Navzdory tspéchu modelu GARCH
pri analyze financ¢nich ¢asovych fad se ukazalo, ze v praxi ¢asto nedokazou plné
zachytit asymetrické reakce na pozitivni a negativni Soky, jez jsou charakteris-
tické pro finan¢ni data. Tento jev, znamy jako pakovy efekt, vede k tomu, ze
negativni Soky maji vétsi vliv na zvyseni volatility nez pozitivni Soky. Abychom
mohli takové asymetrie 1épe studovat, byl navrzen APARCH (Asymmetric Power
ARCH), ktery do modelovéani volatility zavadi asymetrické reakce na Soky. Tento
model, navrzeny (Ding a kol., [1993), umoziuje nejen zachytit pakovy efekt, ale
také poskytuje vétsi flexibilitu diky moznosti volby riiznych parametra a rozdé-
leni chybového procesu. Prispiva tak k lepsimu pochopeni dynamiky volatility a
poskytuje uzitecné nastroje pro finanéni analytiky a investory.

Cilem této bakalarské prace je podrobné predstavit model APARCH, jeho
vlastnosti a aplikace v oblasti finanéni analyzy. V jednotlivych kapitolach jsou
postupné popsany zakladni pojmy a teoretické zaklady potfebné k porozuméni
modelu APARCH, nésledné definice modelu, podminky stacionarity a zptsob od-
hadu parametri. Specialni pozornost je vénovana prehledu pravdépodobnostnich
rozdéleni, kde je podrobné odvozena momentova struktura, zejména stredni hod-
noty potiebné pro ovéreni stacionarity modelu APARCH. Tato odvozeni nejsou
detailné provedena ve studované literature. Vlastnosti modelu APARCH jsou
dale ilustrovany v simula¢ni studii. Posledni kapitola je zaméfena na analyzu
Dow Jonesova indexu, ktery je jednim z nejvyznamnéjsich ukazateltt vykonnosti
amerického akciového trhu. V zavéru jsou shrnuty hlavni poznatky a navrzeny
mozné smeéry dalsitho vyzkumu v této oblasti.



1. Zakladni pojmy

Tato kapitola slouzi k zadefinovani zakladnich pojmi, které potirebujeme pro

zavedeni modelu APARCH.

Definice 1.1 (Ndhodny proces, Praskoval (2016))). Necht (€2, A,P) je pravdépo-
dobnostni prostor, T C R. Rodina nahodnijch velicin {y;,t € T'} definovanijch na
(Q, A, P) se nazgvd ndhodny proces.

Za prepokladu T C Z, mluvime o nahodném procesu s diskrétnim casem. Pokud
T = [a,b], kde —o00 < a < b < oo 71ikdme, Ze {y;,t € T} je ndahodny proces se
spojitym casem.

Néhodny proces s diskrétnim casem se také nazyva casova rada. Nadale bu-
deme uvazovat pouze casové rady.

1.1 Stacionarita

V analyze casovych fad se zamétujeme na koncept stacionarity, ktery umoz-
nuje vyjadrit urcitou stochastickou ustalenost dané c¢asové rady.

Definice 1.2 (Striktni stacionarita, Cipra (2008))). Casovd 7ada {y,} je striktné
stacionarni, jestlize jeji pravdépodobnostni rozdeleni se v case mement, tj. pro
libovolné k € N a pro h € Z plati, Ze vektor (y,, ...,y ) md stejné rozdéleni jako
vektor (Yiy+h, - -+ Ytpth)-

Za platnosti definice [1.2] jsou momenty vsech Fadi invariantni vii¢i posunuti
v Case. Zavedeme jesté definici stacionarity, ktera vyzaduje pouze invarianci
v momentech do druhého radu.

Definice 1.3 (Slab4 stacionarita, |Cipra| (2008))). Casovd 7ada {y;} s konecngmi
druhymi momenty se nazyvd slabe staciondrni, pokud mad konstantni stredni hod-

notu E(y;) = pu a je-li E[(ys — 1) (ye — p)] funket pouze s —t.

Je-li splnéna pouze podminka na kovarianci, mluvime o kovarianéni staciona-
rité.

Striktni stacionarita implikuje slabou stacionaritu, pokud E(|y]?) < oo. Navic
pokud je proces gaussovsky, pak je mezi silnou a slabou stacionaritou ekvivalence.

Nadale budeme pracovat pouze se slabou stacionaritou.

V analyze ¢asovych fad je autokorelacni funkce dilezitym ukazatelem, nebot
poskytuje dilezité informace pro identifikovani modelu.
K zavedeni autokorela¢ni funkce nejdiive zadefinujeme autokovariacni funkci,
ktera se jiz objevila v definici

Definice 1.4 (Autokovarianéni funkce, Cipra| (2008)). Necht {y;} je slabé staci-
ondrni casovd Tada, kde E(y;) = p a E(|y|*) < co. Pak autokovarianéni funkce
pro zpozZdeéni k je

Vi = cov(ye,yi—x) = El(ye — 1) (Yo — p)] pro k € Z.



Definice 1.5 (Autokorela¢ni funkce, (Cipra| (2008))). Autokorelacni funkce slabé
staciondrni casové tady {y;} s konecnymi rozptyly pro zpoZdeni k je
o = Yo Tk
p = & =
Yo \/Uar(yt)var(yt_k)

= corr(ys,yi—x) pro k € Z,

kde v je autokovariancni funkce.

Pozndmka. Odhad autokorela¢ni funkce je definovan ve tvaru

c 1 & _ _

rk:*k, kde Ck:f Z (v = ¥) (Y- —y) pro k=0,1,....T -1,
Co t=k+1

kde y = 2 1w

Autokovarianc¢ni i autokorelac¢ni funkce jsou sudé, lze se omezit na k > 0.

Definice 1.6 (Operator zpétného posunuti, Cipra, (2008)). Operdtor zpétného
posunuti L je definovany predpisem

Ly, =LY Ly) = L7ty = Yi—j-

1.2 Modely typu ARMA

Stochasticky model ARMA (AutoRegressive Moving Average) je kombinace
dvou slozek. Prvni ¢dst modelu, autoregresni slozka (AR), zohlednuje linedrni za-
vislost mezi soucasnou hodnotou fady {y;} a jejimi pfedchozimi hodnotami. Tato
slozka je uzitecna pti modelovani trendu, sezénnich vlivi a dalsich dlouhodobych
tendenci v datech. Druhd ¢ast modelu, klouzavy soucet (MA), se zaméfuje na
modelovani kratkodobych fluktuaci a ndhodnych Sumi v datech. Timto zpiso-
bem ARMA kombinuje vyhody obou pristupt a umoznuje efektivni modelovani
ruznych aspektt ¢asovych rad. Nejprve zavedeme bily Sum a linedrni proces.

Definice 1.7 (Bily sum, |Cipra| (2008)). Bily sum {e,} je posloupnost nekorelova-

nych ndahodnych velicin se stredni hodnotou 0 a konstatnim konecnym ropztylem
2

oZ.

Pokud jsou nahodné veli¢iny &; nezavislé, hovorime o striktnim bilém Sumu.

Definice 1.8 (Linearni proces, Cipral (2008)). Linedrni proces je definovdn jako
Y=+ Pie1 + g o+ ... = (L + L+ L? + .. ey = (L),

kde g, je bily sum, ;1 = 1,2, ... jsou parametry a L je operdtor zpétného posunuti.
Navic se predpokldida, Ze mocninnd rada

(2) = Y Ymz™ konverguje pro |z| <1,

m=0

kde o = 1.



Definice 1.9 (Invertibilita, Cipra| (2008)). Pokud mizeme linedrni proces prepsat
do tvaru

Yt = TYt—1 + MoYp—2 + ... + &,
pak se nazyva invertibilni.

Definice 1.10 (MA(q), Cipra| (2008))). Proces klouzavijch soucti radu ¢ MA(q)
ma tvar

Y = & + 915,5_1 + ...+ qut—q = Q(L)Et,
kde e, je bilij Sum a O(L) = 1+ 35_, 6;L7.

Aby se jednalo o MA proces fadu g, je tieba, aby ¢len 6, byl nenulovy. Proces
MA(q) je vzdy stacionarni. Stfedni hodnota je nulova a rozptyl je

or=(1+61+...+62)02.

Zaroven proces je invertibilni pokud vsechny kotreny polynomu 6(z) lezi vné jed-
notkového kruhu. MA(¢q) mé autokorela¢ni funkci tvaru

O+ 010k + o+ 0,40,

= k=1,...
Pk 1_}_9%_'__’_03 o ’ 4,

pr =0 pro k > q.
Definice 1.11 (AR(p), Cipra; (2008))). Autoregresni proces radu p AR (p) ma tvar

Yt = P1Yt—1+ .+ Qplr—p + &t

nebo ekvivaletné

p(L)yr = &,
kde p(L) =1 —=3"_ p; L7, & je bily sum.

Aby se jednalo o AR proces Tddu p, je tieba, aby ¢len ¢, byl nenulovy. Proces
AR(p) je vzdy invertibilni a je staciondrni, jsou-li vSechny koreny polynomu ¢(z)
vné jednotkového kruhu. Stredni hodnota je nulova a rozptyl je

0.2

0'2: £ .
O B

Autokorela¢ni funkei ziskdame, pokud vynasobime rovnici

Y =O1Yt—1+ - -+ ©pY—p + &

podilem % a aplikujeme stfedni hodnotu. Z definice plyne, Ze E(y;_re¢) =0
pro k > 0, a tedy dostdavame

Pk = P1Pk—1 + P2pp—2 + ...+ Qppr—p Prok > 0.



Definice 1.12 (ARMA(p,q), Cipra| (2008))). Smiseny proces ARMA (p,q) ma tvar
Y = Q11+ oo OpYep + ¢+ O1gr_1 + . O

nebo ekvivalentné

p(L)ye = O(L)er,
kde € je bily sum.

Proces ARMA(p,q) je staciondrni a invertibilni, pokud jsou splnény podminky
stacionarity pro proces AR(p) a invertibility pro proces MA(q). Tedy kofeny po-
lynomu ¢(z) a 0(z) lezi vné jednotkového kruhu a zaroven pokud polynomy ¢(z)
a 6(z) nemayji spolecné kofeny. Proces ARMA(p,q) ma nulovou stfedni hodnotu
a autokorelac¢ni funkci danou predpisem

Pk = P1Pk—1 + Y2pk—2 + ...+ Oppr—p DPro k>p.



2. Modely typu ARCH

V prvni kapitole jsme zminili modely AR, MA a ARMA, které predpokladaji
konstatni rozptyl chybového procesu {e;}. Tyto modely nejsou schopny zohled-
nit nékteré typické vlastnosti financ¢nich casovych rad, napriklad pakovy efekt, ¢i
shlukovéani volatility. Proto byly zavedeny modely typu ARCH (AutoRegressive
stroj pro modelovani financ¢nich ¢asovych fad. Poprvé byl tento pristup aplikovan
Robertem F. Englem pii modelovani inflace ve Velké Britanii(Engle, [1982).

2.1 Model ARCH(q)

Modelovani rozptylu ¢asové rady pomoci autoregresni funkce jejich vlastnich
minulych hodnot je zdkladni myslenkou procesi ARCH. Necht {£;} oznacuje c¢a-
sovou fadu s realnymi hodnotami. Oznacme ®;_; veskerou informaci znadmou do

casu t-1. Je to o-algebra generovand velicinami €;_1,&; o, . ... Uvazujme ndhodny
proces

yt:,ut"“&:» t:1,2,..., (21)
kde

e = E(yt | <1>t—1)>

Et =/ hizy,

hy = var(yt | (I)t—l)a

z; jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny,
E(z) =0awvar(z) = 1.

Definice 2.1 (Proces ARCH, [Engle| (1982)). Proces {e:} se 7idi modelem typu
ARCH pokud splriuje

E(€t|(bt_1> =0a UGT(€t|(I)t_1) = ht = h<€t—1>€t—27 oo, Op, 00, .. .),
kde ag,aq, . .. jsou parametry modelu.

Definice 2.2 (Model ARCH(q), |[Engle (1982)). Model ARCH ridu ¢ ARCH(q)
je definovdn podminkami

€t|q)t—1 ~ N(OJL,:),

q
2
he =ao+ Y ouer
=1

kde gy >0, a; >0 proi=1,...q.



2.2 Model GARCH(p,q)

Proces GARCH(Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity)
byl poprvé uveden T. Bollerslevem (Bollerslev, 1986), ktery vychazel z jiz zminé-
ného clanku (Englel [1982). GARCH je zobecnéni modelu ARCH, protoze zahrnuje
nejen minulé kvadratické chyby, ale také minulé hodnoty podminénych rozptyli,
coz poskytuje vétsi flexibilitu pii modelovani dynamiky volatility ve financ¢nich
casovych radach.

Definice 2.3 (Model GARCH, [Bollerslev| (1986))). Model GARCH (p,q) je defi-
novan podminkami

Et‘q)t,1 ~ N(O,ht), (22)
q p

ht =gy + Z Oziff?_i + Z ﬁiht—i (23)
i=1 i=1

=ap+ A(L)e? + B(L)hy
kdep>0,q>0ay>0, >0, 1=1,....qa8;>0, i=1,...,p.

Pro p = 0 dostaneme ARCH(¢). Pokud vsechny kofeny polynomu 1-B(z) lezi
vné jednotkového kruhu, lze ([2.3)) pfepsat jako

h=ao(1—B(1))™" + A(L) (1 — B(L)) " ¢?
= Q) (1 — i61> + i 61'6?71-

coz dohromady s ([2.2)) predstavuje model ARCH(o0). Koeficienty d; jsme dostali
rovzojem mocninné fady D(L) = A(L)(1 — B(L))™!, podle (Bollerslev, [1986)

i:ai+26j5i—j forz'zl,...,q,
j=1

(SZ':ZB]'(SZ'_]' fOI'Z.:q—i—l,...,

=1

n = min{p, i—1}. Pokud plati, ze B(1) < 1, potom koeficienty d; budou klesat pro
i vétsi nez m = max{p, ¢}. Pokud D(1) < 1, proces GARCH(p,q) l1ze s libovolnou
presnosti aproximovat staciondrnim ARCH( Q) pro dostatecné velkou hodnotu ).

Véta 2.1. Proces GARCH(p,q) definovany rovnicemi (2.2)) a (2.3) je slabé sta-

ciondarni s hodnotams
E(g;) =0, var(g;) = ap(1 — A(1) — B(1))7, cov(es,er) =0 pro t # s,
prave tehdy, kdyz A(1) + B(1) < 1.

Diikaz. Je proveden v (Bollerslev, [1986)).



Proces GARCH(p,q) muze byt také interpretovan jako ARMA(m,p). K tomu
vyuzijeme ekvivalentni pfepis rovnic (2.2)) a (2.3))

q p p
g =ao+ Y e+ Y Bigr ;=Y Bivej +u, (2.4)
i-1 =1 =1

Vy = 5? - ht = (2132 - 1)ht7

kde z; jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny s rozdélenim N(0,1). Lze
ukazat, ze {1;} je posloupnost nekorelovanych nahodnych veli¢in, tedy bily Sum.

Posloupnost {2} v GARCH(p,q) je modelovana pomoci procesu ARMA (m,p),
kde m = max(p,q).

2.3 Model APARCH(p,q)

Oznacéme logaritmicky vynos

P
re =In(py) — In(ps—1) = In <t> :
Pt—1
kde p; je cena finanéniho aktiva v case t. Na zakladé analyzy logaritmickych
vynosu finanénich aktiv bylo podle |Ding a kol.| (1993) zjisténo, ze tyto vynosy
casto vykazuji korelaci v mocninach absolutni hodnoty. Tedy souvislost mezi

7¢| a |ri_x| nebo |r¢|? a |ry_x|%,

piicemz nejsilnéjsi korelace je, kdyz d = 1. Casto se také vySetfuji a vykazuji
vyznamné autokorelace kvadrati, tedy korelace mezi

rZar,.
Korelace absolutnich hodnot indikuje, Ze vynosy maji nelinearni vztah, coz muze
byt disledek asymetrické reakce na pozitivni a negativni soky. To je fenomén
dobfe znamy ve financéni literatute jako pakovy efekt vynost z akciového trhu.
Tento efekt naznacuje, ze vynosy z akcii vykazuji negativni korelaci se zménami
vynosové volatility. Jinymi slovy, volatilita ma tendenci stoupat v reakci na Spatné
zpravy (tedy vynosy nizsi nez ocekavané) a klesat v reakci na dobré zpravy.

Na zékladé zminénych poznatka byl navrzen model APARCH (Asymmetric
Power ARCH) jako vhodny néstroj pro modelovani podminéné volatility financ-
nich ¢asovych rad. Umoznuje zachytit asymetrickou reakci na ndhodné soky, coz je
dulezité v situacich, kdy se ocekava, ze vynosy budou reagovat rizné na pozitivni
a negativni udalosti na trhu. Zavedeni modelu APARCH do analyzy finan¢nich
casovych tad prispiva k lepsimu pochopeni dynamiky trhu a poskytuje vérohod-
néjsi progndézy budoucich cenovych pohybt. Diky schopnosti modelu APARCH
zachytit nelinearity a asymetrie ve vynosovych datech muze byt tento model uzi-
teCnym nastrojem pro financ¢ni analytiky a investory pii rozhodovani o obchodnich
strategiich a Tizeni rizik.

Model APARCH zahrnuje rtzné modifikace a rozsiteni puvodniho modelu
ARCH, coz naznacuje jeho flexibilitu a schopnost prizptisobit se rtznorodym
aspektim financ¢nich dat. Uvedeme sedm specialnich ptripadi, které dostaneme
z obecného modelu APARCH riiznou volbou parametri.

9



Definice 2.4 (Model APARCH, Ding a kol.|(1993))). Proces {e;} se 7idi modelem
APARCH (p,q) pokud spliuje podminky

5t|q)t—1 ~ N(O,ht),

& =/ hizy,

p q
he? = ag + > aille] - vigr—i)? + > ﬁjhfizja
j=1

=1

kde ag > 0,0, >0, 3; >0,0>0a—-1<vy,<lproi=1,....qaj=1,...,pa
2y jsou nezdvislé nahodné rozdélené veliciny ndhodné veliciny s rozdélenim N(0,1).

Pti rtizné volbé parametrii dostaneme specialné 7 modelti. Jejich odvozeni je
uvedeno v ¢lanku (Ding a kol., [1993). Modely jsou nasledujici

(i) ARCH(p) model pii volbé § =2ay =0proi =1,...,p, 3; =0j =
1,...,q,
(i) GARCH(p,q) model pti volbé § =2 a v, =0proi=1,...,p,
(iii) Taylor-Schwert GARCH(p,q) model pii volbé § = 1 a v = 0 pro ¢ =
1,...,p,
(iv) GJR-GARCH(p,q) model[(Glosten a kol., [1993)] pri volbé § = 2,
(v) TARCH(p) model|[(Zakoian, 1994)] pfivolbé § =1a3; =0proj=1,...,q,
(vi) NARCH(p) model|(Higgins a Bera, 1992)] pii volbé v; =0 proi=1,...,p,
Bi=0proj=1,...,q,
(vii) log-ARCH(p) model[(Geweke, |1986))] pti volbé 6 — 0.

V clanku (Palmitesta a Provasi, 2006) na rozdil od definice 2.4 neuvazuji
konkrétni rozdéleni ndhodnych velic¢in z;. Uvadéji, ze pokud je

p q
V=3 aB(lzl —v2) + > 8 <1 (2.5)

i=1 j=1
a o > 0, pak je proces {&;} kovariancné stacionarni a

&%)

B(h”) = 1%

7 definice 2.4 mame

P q
EW) =E (ao +Y e =)’ + Y ﬁjhf/i-) :
j=1

i=1
. . 5/2 . PSR .
Lze ukazat, ze E(ht/ ) = p je konstanta nezavisla na case. Po dosazeni e, = v/h; 2
dostavame s vyuzitim nezavislosti h; a z; a stejného rozdéleni velicin z;
p

q
p=ao+py aB(zl =72 +nd b
j=1

=1

10



Odtud plyne

5/2y Qo

B = S B (el — vy — i B

Upozornujeme, Ze v tomto vzorci je v ¢lanku (Palmitesta a Provasi, 2006|) chyba.
Hodnota V zifejmé zavisi na rozdéleni ndhodné veli¢iny z. Lze volit napriklad
N(0,1) jako v definici 2.4 nebo Studentovo ¢ rozdéleni, které maji hustotu sy-
metrickou kolem 0. Empirické studie, jak ukazali (Palmitesta a Provasi, 2000]),
naznacuji vhodnost pouziti zesikmenych variant normélniho rozdéleni N(0,1) a
zejména Studentova t-rozdéleni.

2.4 Odhadovani parametru

V této kapitole se zamérime na odhadovani parametrii v obecném modelu
APARCH bez specifikace pravdépodobnostniho rozdéleni. Postupujeme podle
metodiky uvedené v ¢lanku (Palmitesta a Provasi, 2006). Necht mame pozorovani
rady yi,...,yr. Pfipomenme, Ze

€t

N Yt = pt + E.

Oznaéme hustotu ndhodnych veli¢in z; jako g(z;). Hustota ndhodnych velicin y;
je pak

Zt =

_ Yr — Mt L .
f(yt)—9<\/h—t>\/h—t,t—1,...,T.

Oznacme 6 vektor vsech parametri modelu. Vérohodnotstni funkce je

Podminéna stfedni hodnota p; mize byt modelovana jako ARMA proces, coz
umoznuje flexibilnéjsi a presnéjsi modelovani stfedni hodnoty, zejména pokud ma
casova Trada slozité typy zavislosti. AvSak nejjednodussi pristup je predpokladat,
ze Ju; je konstanta, a priddme do modelu jeden dalsi parametr p. Tedy naptiklad
pro APARCH(1,1) dostavame 0 = (u,«0,04,51,71,0). Pro odhad parametri mo-
delu APARCH metodou maximalni vérohodnoti Ize pouzit softwarové prostredi R
(balicek "rugarch"). Tento balicek v R nabizi siroké moznosti pro aplikaci GARCH
modeltl véetné jejich rozsiteni na APARCH, coz budeme vyuzivat ve ¢tvrté a paté
kapitole.
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3. Pravdépodobnostni rozdéleni

V ¢lanku Fernandez a Steel (1998) predstavili metodu, jak zavést zesikmeni do
symetrickych rozdéleni. Tento pristup umoznuje pravdépodobnostnim modeltim
flexibilngéji zachytit asymetrii v datech. Pokud médme symetrickou hustotu g¢(z),
kterd je definovana na redlnych ¢islech a je symetricka okolo nuly, lze tuto hustotu
zeSikmit pridanim skalovacich faktoru, které zvyrazni pravdépodobnosti hodnot
prislusné nahodné veliciny ve specifickych oblastech.

3.1 Konstrukce zesikmenych rozdéleni

Necht g(z) je hustota symetrickd kolem nuly a kladna na R. Zavedeme para-
metr k£ > 0 a polozime

2
/1+%

f(z) = g(k™9" @)z e R. (3.1)

f(z) nazveme zesikmena hustota. Pro k = 1 je ziejmé f(z) = g(x). Odvozeni
distribuc¢ni funkce F(z) z hustoty f(z) provedeme zvlast pro z < 0 a pro z > 0,
abychom odstranili znaménkovou funkci sgn(z). Pro z < 0 mame

F(z) = /x 2 rg(kt)dt,

—OOH"—E

zavedeme substituci v = kt a dostaneme

I e e )

—oo K+ = K 1+ k2

Pro z > 0 mame

Kdyz vyuzijeme, Ze [* f(t)dt =1 — [>° f(t)dt a udélame substituci u = £, tak
s vyuzitim symetrie hustoty g kolem nuly dostaneme

F(z)=1- /_x/ﬁ 2 T g(u)rdu.

—00 /‘i—{—;

Po uprave

Fz) =1 : G(_m).

IR K
Distribu¢ni funkce zesikmeného rozdéleni s hustotou f(z) je tedy tvaru

2
5 G(kr) pro z <0,

F(z) = 11+I€ 5

13 572G<_Tx) pro z > 0.

12



2
1+ kK2

Odvozeni kvantilové funkce F~!(p) z distribu¢ni funkce F(x) = G(kx)

pro z < 0 je ndsledujici. Necht x = F~!(p) Zfejmé

2
1+ k2

p= G(/il’),

1+ &2

1 1 2
x:G1< —Hip).
K 2

Tedy
1
1+ kK2

B 1 (14K
F%@=5G1< 210pmp§

Pro distribuéni funkci F(z) =1 — 255G (—%) , kde z > 0, dostavame pro

x=F~'(p) )
x
1—p= _r
b 1+/12G< /i)’

Tedy
1+k2 1
—1/\ -1
F(p) = —kG < 5 (1—19)) Pr0p>m
Pokud polozime x = 1, kvantilova funkce ma tvar
G~ (p), p< 3
F(p) = _(1) .

Z¥ejmé G~(p) = —G71(1 — p) pro 0 < p < 1, coz je v souladu symetrii hustoty
g(z) kolem 0.
3.2 Momentova struktura

Pro momenty zesikmeného rozdéleni nahodné veli¢iny x ukédzeme, ze plati

K;’I"‘rl + (_1)T

E(z") =2E*(a" a 3.2
() = 28" (a") 32)
kde -
Ef(z") = / 2"g(x)de, r=12,... (3.3)
0
T o T _ 2 0 T 2 o T T
E(m)—/_ooxf(x)dx—ﬁ_{_l/_Ooxg(ﬂx)dx+/€+i/() xg(/{)dx.

13



Pro prvni integral pouzijeme substituci kx = u a pro druhy integral pouzijeme
substituci z/k = u. Tim ziskdme

2 1
K4+ K

0 2 oo
E(x") = /_Oo u"g(u)du + fi—l-lﬁrﬂ/o u”g(u)du.

V prvnim integralu vyuzijeme, ze g je sudd funkce, abychom dostali integral od
nuly do nekonecna ve tvaru

|y gtwydu = (=1 [T wg(w)du.

Vime, ze E*(z") = [;° 2"g(x)dz, a tedy dostavame

(_}'_)lr /ir—i-l
E(z") = /:_i_iQEJ“(:ET) + Py l2E+(:1:7°)

a po vytknuti 2E(z") dostaneme (3.2)). Pro xk = 1 mame v (3.2)

1+ (-1)"

E(@") = 2B (a") ———,

coZ je rovno nule pro liché r a 2E7(2") pro r sudé.

3.3 Normalni rozdéleni

Necht ndhodné veli¢ina z ma rozdéleni N(0,1), pak

a zesikmené normalni rozdéleni N, (0,1) mé podle (3.1) hustotu

1
2 1 —=(kz)?

f(Z) = Fﬁe 2 pro z S 0.
1(2)2
2 1 —5\=
flz) = e 2\K/ proz>0,

K+ V21

Pokud k = 1, f(z2) je hustota normovaného normélniho rozdéleni. Kdyz x > 1,
hustota je rozsifena pro kladné hodnoty z a zizena pro zaporné hodnoty z, tedy
zesikmend doprava. Naopak, kdyz x < 1, hustota je rozsitena pro zaporné hodnoty
z a zuzena pro kladné hodnoty z, tedy zesikmena doleva.

14



0.4,

L L — 1

_4 2 T 2 4

Obrézek 3.1: Hustoty nékolika zeSikmenych normalnich rozdéleni.

T

ﬂr+1+
7 . ‘ ) r+1
Ditve jsme dokdzali, ze E(2") = 2E7 (2")— K4

K
¢itdni moment zesikmeného norméalniho rozdéleni. Po dosazeni do (3.3) mame

, toho vyuzijeme pii po-

2
-z
E*(z Zle2 dz,

r) = 1 / >
V2 Jo
pouzijeme substituci % =u = zdz = du , z = /2u. Po dosazeni dostavame

r—1
du 272 [0 .

1 00
E+<ZT) = \/%/0 2r/2ur/2€—uﬁ = \/ﬂ o uz e “du.

Vyuzijeme gama funkci a dostavame

EH(=") = 25\/;r (

r+1>
5 .

Celkem podle ((3.2))

E(z") =

K+1 T 2 )
Pro k = 1 dostaneme momenty rozdéleni N(0,1)

23 1
E(z") =0pro rliché , E(z") = T <T +

2

> pro r sudé.

S

Specialné pro r = 2 dostavame

tedy var(z) se rovna 1.
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Pro ovéreni stacionarity v modelu APARCH potiebujeme pro kontrolu pod-
minky stacionarity (2.5 spocitat E(|z| — v2z)°. Necht z ~ N,(0,1). Po dosazeni

dostavame -
| =12 ()

_ 2 \/_[/0( D1+ e T+ [ 21—y B s

- \E . i H (I + ). (3.4)

V integralu I; udéldme nejprve substituci z = —w, abychom upravili inte-
gracni meze, a dostavame

;H'—‘

0 z)2 0 oo 2
/ (—2)° (1) e "3 dz = —/ S(14) e /0 w (14y)°e 5 duw.

—00 [e.9]

7’ Voee . . 2 7’ 7z
Déle pouzijeme substituci % = u a dostavame

/000(1 +7)° (@)5 -

K KV2u

—1
2

=1+’ ~(0t)9tg / u 2 e “du
0

o0+1
-t (1),

V integralu I, pouzijeme substituci 3(£)? = u a mame

o0 _u dur
| (V2R = e T

= (1—7)k12%T /Oo u'T e du
0

= (1 -4k T <5 ;‘ 1) .

Po secteni obou integrala a dosazeni do (3.4)) je

E(|z] —y2)° = v ff)ﬁr (5 ; 1) (14957 4 (1= 96 (3.5)

Pro k = 1 dostavame hodnotu pro z s rozdélenim N(0,1):

Bl -2 = 2o () [as v o)

16



3.4 Studentovo rozdéleni

Hustota Studentova rozdéleni o v stupnich volnosti je

v+1

h(y):%<1+y2>_2 yER,

v+l
kde gama funkce poskytuje normalizacni faktory a c¢initel (1 + %2)*7 zpusobuje
tézsi chvosty nez méa normalni rozdéleni, zvlasté pro nizsi hodnoty v. S rostoucim
poctem stupnu volnosti se h(y) blizi k hustoté rozdéleni N(0,1). Hustota Studen-
tova rozdéleni je symetricka kolem nuly a prvni dva momenty jsou

E(y)=0prov >1

var(y) = ﬁ pro v > 2.

Nahodnou veli¢inu y budeme transformovat, abychom dostali jednotkovy rozptyl.

Polozme
v—2

ty) =z = Y.

Ozna¢me 7 = ¢t~} a s vyuzitim véty o monoténni transformaci ndhodné veli¢iny
dostavame standardizované Studentovo rozdélni St(v) s hustotou

(5= L2 1+, ) R
REVOEETE N R )

Zesikmené standardizované Studentovo rozdélni St, () ma podle (3.1)) hustotu

f(z) = 2 L Cj%l) (1 + ! (fiz)Q)_V;rl pro z <0,

mt (v —2)T (%)

_ 2 (4 Lo\
f(Z)_“—i_rlf\/mF(g) <1+1/—2</§)> pro z > 0.

Pro k =1 je f(z) hustota standardizovaného Studentova rozdéleni. Kdyz xk > 1,
hustota zeSikmena doprava. Naopak, kdyz x < 1, hustota je zeSikmena doleva.
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Obréazek 3.2: Hustoty nékolika zesikmenych St (5).

P + (Tl)r
Pro vypocet E(z") opét vyuzijeme, ze E(z") = 2E+(z7")f”i+1 Podle
K

mame

K

/ 213 e <1+ V’Z_22>_ C e

Zavedeme substituci VZ_2 =u=dz= d“; \} Po substituci mame

R Co IR G
BN = 2/l (%) /o (1+u)st i
F(%ﬂ) (V—2)T/2 [e’¢) u(2
T 2y () /0(1+u)< ez

Pouzijeme alternativni definici beta funkce (transformaci = = %_t, bychom
dostali klasickou definici),

B(p,g) = /000 (1f:)lqux a B(p,q) = L'(p)l'(a)

a dostévame

= I () ().

Celkem podle (3.2)) dostdvame

r (@) r (u—r) (I/ _ 2),«/2 KTl + )

18



Pro k = 1 dostaneme momenty rozdéleni St(v)

()1 () (-2

E(z") =0 pro r liché, E(z") = pro 7 sudé.
vl (3)
Specialné pro r = 2 dostavame
3 v—2 1 v—2
B(? PEr(?) -2 505 - )1

kde jsme vyuzili, ze

o(5) () - () (7).

Tedy pro r=2 se var(z) rovna 1.

Pro ovéfeni stacionarity v modelu APARCH pottebujeme spoéitat E(|z|
kvuli kontrole ([2.5). Necht z ~ St,,(v). Po dosazeni dostavdme

JIEEEERIETE

L (%5 0 5 5 2
Hii\/(yi(Qﬂ)“(lQ [/_OO(—Z> (14+7) <1+Vi2(/<az)) dz

e (e () e

2 (%)

— y2)°

= (I + I5). (3.7)
ot (v —2)ar (%)
Pro integral I; nejprve provedeme substituci z = —w. Stejné jako v pripadé

rozdéleni N, (0,1). Mame pak I; ve tvaru

[T Wty ()

v+1
z dw.

)" — 4 a dostévame

Daéle vyuZzijeme substituci (m”2

8

Am( My_m)<1+w%r+m“?m‘°”””

K 2k\/u

u) 2
00 (-1
1 (6+1) 2 LR u
TR
1 (6+1) 2 67 2 2



Pro integral I, udélame substituci % = u a dostaneme

v—2)

i (o= 2)“>6 (1)1 4 w8 SV = 2)

1 2
= (1 -9’k (v -2 d
A A (14 u) e
s IF(5+1)F(V—6)
5.0 sl {5~ )1 {5~
= (1_7) K +1(V_2) 2 ;(V;1)2

Pro kK = 1 mame
s b
(v —2)2T(5H)I(452)
2T (%)

coz je hodnota ve standardizovaném Studentové rozdéleni.

E(l2] - 72)’ = A+ +1-97], (39
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4. Simulac¢ni studie

V této kapitole se zaméfime na simulaci modelu APARCH(1,1) s rtznym
rozdélenim standardizovanych rezidui z;, ktera jsme uvedli v predchozi kapitole.
Délka simulovanych casovych fad bude 1000 pozorovani a pouzijeme pevné zvo-
lené parametry pro jednotlivé simulace, u kterych budeme kontrolovat, zda splnuji
podminku stacionarity (2.5]). Na zakladé generované fady v jednotlivych modelech
odhadneme parametry a posoudime presnost odhadi. Potom budeme predpovi-
dat odhadnutym modelem na 5 budoucich obdobi.

K simulovani pouzijeme volné dostupné prostiedi |RStudio Team! (2020)) a v
ném programovaci jazyk R Core Team| (2023). Vyuzijeme knihovnu (Galanos,
2023), kterd mad model APARCH implementovany, a diplomovou préci (Kosta-
rova, [2023)), kde je implementace detailné popsana.

4.1 Simulace procesu

Model APARCH tadu p = 1 a ¢ = 1 ma néasledujici predpis
hf/2 = Qg + Oé1(|€t_1| — ’ylé‘t_l)(s + ﬁlhfii (41)

Pro vSechna rozdéleni vygenerujeme jednu realizaci casové fady {y;} a pri-
slusné volatility {h;} o délce 1000. Pro nastavni modelu vyuZijeme funkci ugar-
chspec ve které volime v argumentu distribution.model prislusné rozdéleni na-
hodnych veli¢in z;. V argumentu fixed.pars si pevné volime parametery u kte-
rych vzdy budeme kontrolovat zda spliuji podminku stacionarity (2.5). Pozna-
menejme, ze software pouziva w misto «y.

aparchspec <- ugarchspec(variance.model = list(model = "apARCH",
garchOrder = c(1,1)),
mean.model = list (armaOrder = c(0,0),
include.mean = FALSE),
distribution.model = "norm",

fixed.pars=1list (omega = 0.01, alphal =
0.1, betal = 0.6, gammal = 0.1, delta = 2))
Funkce ugarchpath simuluje ¢asovou radu ridici se modelem aparchspec. Ar-
gument n.sim nam zajituje délku rady 1000 a argument m.sim nam udava pocet
nezavislych simulaci.
aparchpath <- ugarchpath(aparchspec, n.sim = 1000, n.start = 0, m
.sim = 1)
Predchozi dva kédy slouzi jako ilustracni. Predpokladejme v rovnici pod-
minénou stredni hodnotu p; = 0. Déle budeme odhadovat parametry z prvnich
1000 pozorovani pomoci funkce ugarchfit, odhady zobrazime v tabulkach. Na-
sledné pro kazdé rozdéleni z; budeme generovat 100 riiznych casovych fad o délce
1000 pozorovani. Vysledkem této analyzy budou primérné hodnoty odhadnutych
parametri a jejich vybérové smérodatné odchylky. Budeme schopni identifikovat
pripadné systematické odchylky a variabilitu odhadi, coz je dilezité pro spravné
pouziti modelu v praxi. Na zavér se zamérime na grafické znazornéni, kde porona-
vame volatilitu nasimulované fady pii pevné zvolenych parametrech a volatilitu
prislusného odhadnutého modelu APARCH(1,1) na 5 budoucich obdobi. K tomu
vyuzijeme funkci ugarchforecast.
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4.2 Rozdéleni N(0,1)

Nejprve uvazujme z; ~ N(0,1). Zvolime parametry pro model APARCH(1,1)
dle nasledujici tabulky.

Model ap o Biom 90
APARCH(1,1) 0,01 0,1 04 0,1 2

Tabulka 4.1: Parametry modelu APARCH(1,1).

Ovérme, ze splnuji pozadovanou podminku ([2.5)), ktera ma pro APARCH(1,1)
tvar
a1 B(z] —m2)° 4+ B < 1.

Nejprve spocitejme
E(|z] = m2)* = E(2*) = 2mE(Jz]z) + WE(2*) = 1 = 0+ .

Vyuzili jsme, ze rozdéleni mé symetrickou hustotu, nulovou stfedni hodnotu a
jednotkovy rozptyl. Stejny vysledek bychom meéli i dosazenim 6 = 2 do vzorce
(3.6). Po dosazeni ¢iselnych hodnot parametri dostavame

0,1(140,1%) + 0,4 = 0,501 < 1.

Tedy zvolené parametry spliuji ([2.5)).

i

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

0.25

Rada {y_t}

—

LL‘

-0.25

‘W’!

Obréazek 4.1: Grafické znazornéni simulace fady {y:} pro model APARCH(1,1)
pri pevné zvolenych parametrech z tabulky a pro z ~ N(0,1).
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Obrazek 4.2: Grafické zndzornéni volatility {h;} pro model APARCH(1,1) pfi
pevné zvolenych parametrech z tabulky a pro z; ~ N(0,1).

Odhad parametrii modelu je zobrazen v nasledujici tabulce.

Model o7 o 51 T )

Skutecné parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2
Odhadnuté parametry 0,0198 0,0741 0,7336 -0,3200 1,1963

Tabulka 4.2: Odhadnuté parametry pro APARCH(1,1) s rozdélenim N(0,1).

Daéle si zobrazime tabulku primérné hodnoty odhadnutych parametra ze 100
simulovanych fad a prislusné vybérové smérodatné odchylky.

Parametr Qo (63 b gt 0
Skutec¢né parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2
Prameér 0,0189 10,0605 0,5215 0,0542 2,4272

Smérodatnd odchylka 0,0530 0,0477 0,3327 0,4737 1,0629

Tabulka 4.3: Prumeér a smérodatnéd odchylka parametri APARCH(1,1) odhadnu-
tych ze 100 simulaci s rozdélenim N(0,1).

Vysledky odhadu parametri modelu APARCH(1,1) ze 100 simulaci ukazuji,
ze prumérné hodnoty odhadnutych parametra se uspokojivé blizi skutecnym hod-
notam, coz naznacuje, ze nas model je schopen spolehlivé odhadovat parametry
v fadach zkoumané délky 1 000 pozorovani. Smérodatné odchylky odhadi posky-
tuji informaci o variabilité odhad, nizsi variabilita znamenad, ze odhady parame-
tri jsou stabilni. Konecné predikujeme volatilitu.

23



0.040-
0.035-
0.030-

0025- ‘

0.020-

ht

t

Obrazek 4.3: Hodnoty volatility a predikované volatility na 5 nasledujicich obdobi
pomoci modelu APARCH(1,1) s odhadnutymi parametry a z; ~ N(0,1).

4.3 Zesikmené rozdéleni N(0,1)

Pro z; ~ N, (0,1) je tfeba pridat ve funkci ugarchspec v argumentu fixed.pars
parametr zesikmeni. Zvolime parametry pro model APARCH(1,1) dle nésledujici
tabulky:.

Model a a 1o 6 K
APARCH(1,1) 001 0,1 04 0,1 2 05

Tabulka 4.4: Parametry modelu APARCH(1,1).

Opét ovéime, ze spliuji (2.5). Nejprve spocitejme E(|z| — 12)°. Vyuzijeme
vztah (3.5]), ktery jsme odvodili v predchozi kapitole a dosadime konkrétni hod-
noty. Mame

923 . (2+1
(05 + g5V 2

coz se priblizné rovna 1,95. Po dosazaneni do (2.5 dostavame

) [(140,1)%(0,5) ) 4 (1-0,1)%(0,5)*"],

0,1-1,95+0,4 < 1.

Podminka stacionarity (2.5 je splnéna a muzeme nasimulovat fadu a prislusnou
volatilitu.
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Obrazek 4.4: Grafické znazornéni simulace fady {y;} pro model APARCH(1,1)
prii pevné zvolenych parametrech z tabulky a pro z; ~ N,(0,1).
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Obrazek 4.5: Grafické zndzornéni volatility {h;} pro model APARCH(1,1) pfi
pevné zvolenych parametrech z tabulky a pro z; ~ N,(0,1).

Model o aq b1 " J K

Skutecné parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5
Odhadnuté parametry 0,0018 0,0470 0,7885 0,0628 2,3267 0,5142

Tabulka 4.5: Odhadnuté parametry pro APARCH(1,1) s rozdélenim N, (0,1).
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Parametr o o 51 Y ) K

Skutecné param. 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5
Pramér 0,0272 0,0807 0,3774 0,2666 2,2529 0,4991
Sm. odchylka 0,0626 0,0449 0,2309 0,3868 0,9776 0,0296

Tabulka 4.6: Prameér a smérodatnd odchylka parametri APARCH(1,1) odhadnu-
tych ze 100 simulaci s rozdélenim N, (0,1).
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Obrézek 4.6: Hodnoty volatility a predikované volatility na 5 nasledujicich obdobi
pomoci modelu APARCH(1,1) s odhadnutymi parametry a z; ~ N,(0,1).

4.4 Standardizované Studentovo rozdéleni St(v)

Pro z; ~ St(v) je tfeba pridat ve funkci ugarchspec v argumentu fixed.pars
parametr poc¢tu stupnu volnosti. Zvolime parametry pro model APARCH(1,1)
dle nésledujici tabulky.

Model ap o om0 v
APARCH(1,1) 0.01 0.1 04 01 2 5

Tabulka 4.7: Parametry modelu APARCH(1,1).

Ovéfime podminku stacionarity (2.5 stejnym zpusobem jako u N(0,1). Tedy

E(lz| = m2)* = E(z%) = 2mE(|2|z) + B E(z*) =1 - 0414,
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coz ziskdme i dosazenim 0 = 2 do vzorce (3.9)). Po dosazeni dostavame

0.1(1 4 0.1*) + 0.4 = 0.501 < 1.
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Obréazek 4.7: Grafické zndzornéni simulace fady {y;} pro model APARCH(1,1)
pri pevné zvolenych parametrech z tabulky a pro z; ~ St(v).
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Obréazek 4.8: Grafické zndzornéni volatility {h;} pro model APARCH(1,1) pfi
pevné zvolenych parametrech z tabulky @ a pro z; ~ St(v).

Model I aq Ioit " o v

Skutec¢né parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2 5
Odhadnuté parametry 0,0199 0,104 0,5629 0,1367 1,4425 6,7098

Tabulka 4.8: Odhadnuté parametry pro APARCH(1,1) s rozdélenim St(v).
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Parametr o aq Ioht " ) v

Skutecné parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2 5
Prameér 0,0081 0,0541 0,6061 0,0281 2,4735 5,1727
Smérodatnéd odchylka 0,0225 0,0594 0,3237 0,6378 0,8368 0,9756

Tabulka 4.9: Prameér a smérodatnéd odchylka parametri APARCH(1,1) odhadnu-
tych ze 100 simulaci s rozdélenim St(v).
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Obrézek 4.9: Hodnoty volatility a predikované volatility na 5 nasledujicich obdobi
pomoci modelu APARCH(1,1) s odhadnutymi parametry a z; ~ St(v).

4.5 Zesikmené rozdéleni St(v)

Pro z; ~ St,(v) je tfeba pridat ve funkci ugarchspec v argumentu fixed.pars
parametr poctu stupni volnosti a parametr zesikmeni. Zvolime parametry pro

model APARCH(1,1) dle nasledujici tabulky.

Model ap oy P om0 K ov
APARCH(1,1) 0,01 0,1 04 01 2 05 5

Tabulka 4.10: Parametry modelu APARCH(1,1).

Pro ovéreni podminku stacionarity ([2.5)) vyuzijeme vztah (3.8)), ktery jsme si
odvodili ve tfeti kapitole. Dosadime parametry
2 _
(5—2):T(HI(F)

VAT 05+ o) (O O8TE+ (1 = 01505,
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coz se priblizné rovna 3,91. Po dosazeni do (2.5 dostavame
0,1-391+04 <1,

a tedy podminka je splnéna.
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Obréazek 4.10: Grafické znézornéni simulace fady {y;} pro model APARCH(1,1)
pri pevné zvolenych parametrech z tabulky a pro z; ~ St,(5).
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Obréazek 4.11: Grafické zndzornéni volatility {h;} pro model APARCH(1,1) pfi
pevné zvolenych parametrech z tabulky a pro z; ~ St (5).
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Model o aq Ioht o] ) K v

Skutecné par. 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5 5
Odhadnuté par. 0,0001 0,0006 0,9861 0,9999 23857 0,5315 4,171

Tabulka 4.11: Odhadnuté parametry pro APARCH(1,1) s rozdélenim St (v).

Parametr o o b1 o1 ) K v
Skutecné param. 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5 5
Prumér 0,0155 0,0769 0,4458 0,3391 2,1803 0,5019 5,1364

Sm. odchylka 0,0253 0,0604 0,2324 0,4886 0,7654 0,0240 0,9782

Tabulka 4.12: Pramér a smérodatnd odchylka parametri APARCH(1,1) odhad-
nutych ze 100 simulaci s rozdélenim St (v).
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Obrazek 4.12: Hodnoty volatility a predikované volatility na 5 néasledujicich ob-
dobi pomoci modelu APARCH(1,1) s odhadnutymi parametr a z; ~ St,(5).

Na zavér uvedeme tabulku (4.13]), kterd srovnava vystupy ze 100 fad pro
vsechna 4 rozdéleni.
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Parametr o o 51 " 0 K v

Skutec¢né param. 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5 5
Pramér N(0,1) 0,018 0,0605 0,5215 0,0542 2,4272 - -
(0,0530) (0,0477) (0,3327) (0,4737) (1,0629) - -
Pramér N,(0,1) 0,0272 0,0807 0,3774 0,2666 2,2529 0,4991
(0,0225) (0,0594) (0,3237) (0,6378) (0,8368) (0,9756) -
Primér St(v) 0,0081 0,0541 0,6061 0,0281 2,4735 - 5,1727
(0,0225) (0,0594) (0,3237) (0,6378) (0,8368) - (0,9756)
Pramér St.(v)  0,0155 0,0769 0,4458 0,3391 2,1803 0,5019 5,13642
(0,0253) (0,0604) (0,2324) (0,4886) (0,7654) (0,0240) (0,9782)

Tabulka 4.13: Praméry a smérodatné odchylky parametra APARCH(1,1) odhad-
nutych ze 100 simulaci se vSemi 4 rozdélenimi.

7Z tabulky si vSimneme, Ze zeSikmen{ v normalnim i Studentové rozdé-
leni zhorsi presnost odhadu pro ag a v, z hlediska prumérné hodnoty. Ve Studen-
tove (symetrickém i zesikmeném) rozdéleni je presnost vétsiny odhadu z hlediska
prumért mirné horsi nez v odpovidajicim norméalnim. U normalniho rozdéleni se
variabilita odhadt reprezentovana smérodatnou odchylkou po zesikmeni u vétsiny
parametru snizila. U Studentova rozdéleni jsou smérodatné odchylky v zesikme-
ném rozdéleni srovnatelné nebo mensi nez v ptuvodnim.
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5. Aplikace na Dow Jonesuv
index

V posledni kapitole budeme aplikovat model APARCH(1,1) na Dow Jonestv
index (ticker DJIA), ktery je jednim z nejstarsich akciovych indext na svété. Sle-
duje vykonnost 30 vyznamnych verejné obchodovanych spolecnosti z riiznych pri-
myslovych odvétvi. DJIA je ¢asto pouzivan jako méri¢ celkového zdravi americ-
kého akciového trhu a ekonomiky. Zpracujeme uzaviraci ceny v odbobi od 1.1.2015
do 31.12.2023. Celkem mame 2263 pozorovani.

35000
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15000
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Obrazek 5.1: Uzaviraci ceny DJIA.

Pozorované hodnoty indexu pfevedeme na logaritmické vynosy, abychom do-
stali stacionarni radu. Pripomenme definici logaritmického vynosu

Pi—1

ry = 1In(p;) — In(pi_q) = In <pt> ,

kde p; je hodnota indexu v ¢ase t, t = 2,...,2263.
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Obrazek 5.2: Logaritmické vynosy DJIA.

V tabulkdch (5.1) a (5.2) uvedeme vybrané charakteristiky logaritmickych
vynost.

Minimum 1. kvartil Median Prumér 3. kvartil Maximum
-0,1384 -0,0040 0,0006 0,0003 0,0055 0,1076

Tabulka 5.1: Charakteristiky popisné statistiky logaritmickych vymnosi DJIA

Tabulka (5.1)) uvadi zdkladni miry polohy dennich logaritmickych vynosu
DJIA v obdobi od 2.1.2015 do 31.12.2023. Z tabulky muzeme vidét, ze pramérny
denni vynos je velmi blizko nule, coz je bézné pro financéni casové rady.

Vybérova Vybérovy Vybérovy
smérodatna odchylka koeficient Sikmosti koeficient Spicatosti
0,0114 -0,9520 25,0393

Tabulka 5.2: Charakteristiky popisné statistiky logaritmickych vynost DJIA

Tabulka poskytuje momentové charakteristiky logaritmickych vynost.
Vybérova smérodatna odchylka je mira volatility vynost a hodnota 0.0114 na-
znacuje, ze denni vynosy DJIA maji relativné nizkou volatilitu. Vybérovy koefi-
cient Sikmosti je -0.9520, coz ukazuje, ze rozdéleni vynosi je asymetrické a ma
delsi levy chvost, coz znamend, zZe extrémni negativni vynosy jsou pravdépodob-
néjsi nez extrémni pozitivni vynosy. Vybérovy koeficient Spicatosti je 25.0393,
coz naznacuje, ze rozdéleni vynosii ma tézké chvosty a je vyrazné vice Spicaté nez
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normalni rozdéleni, coz je typické pro financni casové rady s castymi extrémnimi
hodnotami. Tedy mame silné indicie, Ze nejde o norméalni rozdéleni.
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Obrazek 5.3: Histogram logaritmickych vynosi DJIA.

Histogram logaritmickych vynost DJIA ukazuje, ze vétsina dennich vynost
je koncentrovana kolem nuly, coz je typické pro finan¢ni casové rady. Nicméné
v histogramu lze pozorovat i nékolik extrémnich hodnot vpravo a zejména vlevo
od nuly. Pti vySetfovani normality se pouziva Jarque-Bera test. Po jeho provedeni
v softwarovém balicku (Trapletti a Hornik, [2024) jsme dostali nasledujici vystup

Jarque Bera Test

X-squared = 46142, df = 2, p-value < 2.2e-16

Jarque-Bera test ukazuje velmi vysokou hodnotu testové statistiky 46142 a niz-
kou p-hodnotu. Tyto vysledky ukazuji, ze rozdéleni logaritmickych vynosi se
vyznamné odchyluje od normalniho rozdéleni. Tato odchylka odpovida tdajim z
tabulky 5.2 a histogramu z obrazku [5.3] Tedy muzeme ocekavat, ze pii aplikaci
modelu APARCH(1,1) bude vhodnéjsi zeSikmené rozdéleni, a to spise Studentovo
nez normalni. Pro dalsi analyzu logaritmickych vynosti DJIA pouzijeme vybéro-
vou autokorelac¢ni funkci a autokorela¢ni funkci druhych mocnin.
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Obrazek 5.4: Autokorelac¢ni funkce logaritmickych vynosu DJIA.

Autokorela¢ni funkce logaritmickych vynost DJIA [5.4] ukazuje, Ze vynosy ne-
vykazuji vyraznou autokorelaci. V grafu vidime nékolik statisticky vyznamnych
autokorelaci, které ale nejsou v absolutni hodnoté velké.
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Obrazek 5.5: Autokorelacni funkce druhych mocnin logaritmickych vynost DJIA.

Autokorela¢ni funkce druhych mocnin v obrazku (5.5) vSak vykazuje statis-
ticky vyznamné velké hodnoty na vice zpozdénich po sobé. To naznacuje pritom-
nost dlouhodobé zavislosti ve variabilité vynost, coz je typicky znak pri shluko-
vani volatility. Tento jev je charakteristicky pro financéni ¢asové rady, kde obdobi
vysoké volatility maji tendenci nasledovat dalsi obdobi vysoké volatility, a nao-
pak obdobi nizké volatility maji tendenci nasledovat dalsi obdobi nizké volatility.
Akaikeho informacni kritérium (AIC) je statistické méritko pouzivané k porov-
nani riznych modelt a jejich vhodnosti pro danéd data. V balicku (Galanos| [2023)
je definované ve tvaru

—2LL 2m

AlC = ——+ —

N * N’
kde LL predstavuje hodnotu logaritcmické vérohodnosti v odhadnutého parame-
tru. N znaci celkovy pocet pozorovani a m znaci pocet odhadovanych parametri

v modelu.

Model N(0,1) N,.(0.1) St() St (v)
APARCH(1,1) -6,697678 -6,716247 -6,769178 -6,776691

Tabulka 5.3: Hodnoty AIC pro ruzné modely APARCH(1,1) pro logaritmické
vynosy DJIA.

Z tabulky muzeme vidét, ze model APARCH(1,1) se zesikmenym stan-
dardizovanym Studentovym rozdélenim St,(r) ma nejnizsi hodnotu AIC, coz
potvrzuje nase domnénky, které jsme nabyli po provedeni Jarque-Bera testu a
prohlidce histogramu. Odhadnuté parametry pro optimélni model s rozdélenim
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St,(r) uvaddime v nasledujici tabulce, byly spocitané v softwarovém balicku |Ga-
lanos (2023)).

Parametr Odhad  Std. chyba  t-hodnota  Pr(>|t|)

[ 0,000302 0,000149 2,0238  0,04299
ao 0,000226 0,000178 12715 0,20356
a 0,115769 0,017068 6,7828  0,00000
8 0,878373 0,016291 53,0164  0,00000
" 0,809767 0,125776 6,4382  0,00000
5 1,061015 0,157788 6,7243  0,00000

0,878023 0,026788 32,7764 0,00000
" 6,399167 0,833217 7,6801  0,00000

Tabulka 5.4: Odhady parametri modelu APARCH(1,1) se zeSikmenym standar-
dizovanym Studentovym rozdélenim.

Témér vsechny parametry modelu jsou statisticky vyznamné na péti-
procentni hladiné, coz je indikovano nizkymi p-hodnotami v poslednim sloupci
tabulky.

Ptipomenme, Ze p predstavuje stiedni hodnotu , ktera je predpokladana
jako konstantni. Hodnota parametru p je blizko nule, coz je ocekavané pro lo-
garitmické vynosy, nulovost zamitdme od hladiny 4,3%. Parametr g je na péti-
procentni hladiné statisticky nevyznamny. Vsechny dalsi parametry maji nulové
p-hodnoty, jsou tedy pro model klicové. Parametry oy a [; umoznuji zachyceni
dynamiky volatility. Parametr ~; je dilezity pro zachyceni asymetrie v rozdéleni
vynost. Parametr § urcuje tvar rozdéleni podminéné volatility. Hodnoty parame-
tri k a v naznacuji, ze model je schopen dobre zachytit asymetrii a tézké chvosty
v datech. Pritomnost statisticky vyznamnych parametrii x a v potvrzuje, ze mo-
del APARCH(1,1) nelze zjednodusit na model GARCH, protoze zjednoduseni by
vedlo k opomenuti dilezitych charakteristik ¢asové fady vymnosu.

Ovéime jesté, ze odhadnuté parametry spliuji podminku stacionarity (2.5)). Tedy
vyuzijeme vztah (3.8) a dosadime odhadnuté parametry. Dostaneme priblizné
0,97 a po dosazeni do (2.5)

a1E(|z] —112)° + B1 = 0,115 - 0,97 + 0,878 = 0,9902 < 1.

Tedy podminka stacionarity je velmi tésné splnéna.

Na zavér této kapitoly pomoci funkce ugarchforecast z balicku |Galanos
(2023) spocitdme odhad volatility na zakladé T-10 pozorovani. Nasledné si gra-
ficky znazornime skutec¢nou volatilitu a odhadnutou volatilitu pro 10 poslednich
pracovnich dni v kalendainim roce 2023.
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Obrézek 5.6: Hodnoty volatility a predikované volatility 10 poslednich pracovnich
dni v kalendinim roce 2023 pomoci modelu APARCH(1,1) s odhadnutymi para-
metry a z; ~ St(v).
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Z.aver

V této bakalarské praci se zamérujeme na detailni analyzu a aplikaci modelu
APARCH. Model APARCH, ktery rozsifuje tradi¢ni modely ARCH a GARCH,
umoznuje efektivnéjsi modelovani volatility finan¢nich c¢asovych fad diky své
schopnosti zachytit asymetrické reakce na pozitivni a negativni soky. Tato vlast-
nost je klicova pro presnéjsi predikce v situacich, kdy finan¢ni trhy reaguji odlisné
na ruzné typy informaci.

V teoretické ¢asti prace jsou popsany zakladni pojmy a principy stochastic-
kych modelu, které tvori nezbytny zéaklad pro pochopeni modelu APARCH. Jsou
predstaveny rizné varianty tohoto modelu. Ve treti kapitole je popsdna kon-
strukce zesikmenych hustot, postup je aplikovany na normalni a Studentovo roz-
déleni. U téchto rozdéleni je podrobné odvozena momentova struktura, zejména
stfedni hodnoty potfebné pro ovéreni stacionarity modelu APARCH. Tato odvo-
zeni nejsou detailné provedena ve studované literature.

Prakticka cast prace je zamérena na simulace a odhady parametri modelu
APARCH na uméle generovanych datech. Vysledky ukazuji, ze model je scho-
pen spolehlivé odhadnout parametry a poskytnout vérohodné predikce volatility.
Déle pouzijeme model APARCH(1,1) na realnd data Dow Jonesova indexu, coz
ilustruje praktickou vyuzitelnost modelu v redlnych podminkéach finanéniho trhu.
Analyza Dow Jonesova indexu ukazuje, ze APARCH dokéaze efektivné modelovat
volatilitu tohoto vyznamného finan¢niho ukazatele. Idenfikujeme klicové para-
metry modelu, které poskytuji dilezité informace o dynamice volatility a jejich
zménach v case.

Model APARCH predstavuje silny nastroj pro analyzu a predikei volatility
financ¢nich casovych rad. Jeho schopnost zachytit asymetrické reakce na Soky a
flexibilitu pri volbé parametru ho ¢ini vhodnym pro Siroké spektrum aplikaci ve
finan¢ni ekonomii. Budouci vyzkum by mohl byt zaméren na rozsiteni modelu,
naptiklad integraci dalsich typt rozdéleni chybového procesu nebo rozsitenim na
mnohorozmérné verze, které by umoznily analyzu vice proménnych soucasné.
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