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Úvod
Modelování časových řad je klíčovou metodou pro analýzu a předpovídání dy-

namiky finančních dat. Mezi nejpoužívanější přístupy v této oblasti patří autore-
gresní modely s podmíněnou heteroskedasticitou (ARCH), jejichž základy položil
Robert F. Engle v článku (Engle, 1982). Základní myšlenka spočívá v modelování
volatility na základě autoregresní funkce jejich minulých hodnot. Zobecněním mo-
delu ARCH vznikl model GARCH (Generalized ARCH) (Bollerslev, 1986), který
umožňuje efektivnější modelování volatility. Navzdory úspěchu modelu GARCH
při analýze finančních časových řad se ukázalo, že v praxi často nedokážou plně
zachytit asymetrické reakce na pozitivní a negativní šoky, jež jsou charakteris-
tické pro finanční data. Tento jev, známý jako pákový efekt, vede k tomu, že
negativní šoky mají větší vliv na zvýšení volatility než pozitivní šoky. Abychom
mohli takové asymetrie lépe studovat, byl navržen APARCH (Asymmetric Power
ARCH), který do modelování volatility zavádí asymetrické reakce na šoky. Tento
model, navržený (Ding a kol., 1993), umožňuje nejen zachytit pákový efekt, ale
také poskytuje větší flexibilitu díky možnosti volby různých parametrů a rozdě-
lení chybového procesu. Přispívá tak k lepšímu pochopení dynamiky volatility a
poskytuje užitečné nástroje pro finanční analytiky a investory.

Cílem této bakalářské práce je podrobně představit model APARCH, jeho
vlastnosti a aplikace v oblasti finanční analýzy. V jednotlivých kapitolách jsou
postupně popsány základní pojmy a teoretické základy potřebné k porozumění
modelu APARCH, následně definice modelu, podmínky stacionarity a způsob od-
hadu parametrů. Speciální pozornost je věnována přehledu pravděpodobnostních
rozdělení, kde je podrobně odvozena momentová struktura, zejména střední hod-
noty potřebné pro ověření stacionarity modelu APARCH. Tato odvození nejsou
detailně provedena ve studované literatuře. Vlastnosti modelu APARCH jsou
dále ilustrovány v simulační studii. Poslední kapitola je zaměřena na analýzu
Dow Jonesova indexu, který je jedním z nejvýznamnějších ukazatelů výkonnosti
amerického akciového trhu. V závěru jsou shrnuty hlavní poznatky a navrženy
možné směry dalšího výzkumu v této oblasti.
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1. Základní pojmy
Tato kapitola slouží k zadefinování zakladních pojmů, které potřebujeme pro

zavedení modelu APARCH.

Definice 1.1 (Náhodný proces, Prášková (2016)). Nechť (Ω,A,P) je pravděpo-
dobnostní prostor, T ⊂ R. Rodina náhodných veličin {yt, t ∈ T} definovaných na
(Ω,A,P) se nazývá náhodný proces.

Za přepokladu T ⊂ Z mluvíme o náhodném procesu s diskrétním časem. Pokud
T = [a, b], kde −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ říkáme, že {yt, t ∈ T} je náhodný proces se
spojitým časem.

Náhodný proces s diskrétním časem se také nazývá časová řada. Nadále bu-
deme uvažovat pouze časové řady.

1.1 Stacionarita
V analýze časových řad se zaměřujeme na koncept stacionarity, který umož-

ňuje vyjádřit určitou stochastickou ustálenost dané časové řady.

Definice 1.2 (Striktní stacionarita, Cipra (2008)). Časová řada {yt} je striktně
stacionární, jestliže její pravděpodobnostní rozdělení se v čase nemění, tj. pro
libovolné k ∈ N a pro h ∈ Z platí, že vektor (yt1 , . . . , ytk

) má stejné rozdělení jako
vektor (yt1+h, . . . , ytk+h).

Za platnosti definice 1.2 jsou momenty všech řádů invariantní vůči posunutí
v čase. Zavedeme ještě definici stacionarity, která vyžaduje pouze invarianci
v momentech do druhého řádu.

Definice 1.3 (Slabá stacionarita, Cipra (2008)). Časová řada {yt} s konečnými
druhými momenty se nazývá slabě stacionární, pokud má konstantní střední hod-
notu E(yt) = µ a je-li E[(ys − µ)(yt − µ)] funkcí pouze s− t.

Je-li splněna pouze podmínka na kovarianci, mluvíme o kovarianční staciona-
ritě.

Striktní stacionarita implikuje slabou stacionaritu, pokud E(|yt|2) < ∞. Navíc
pokud je proces gaussovský, pak je mezi silnou a slabou stacionaritou ekvivalence.

Nadále budeme pracovat pouze se slabou stacionaritou.

V analýze časových řad je autokorelační funkce důležitým ukazatelem, neboť
poskytuje důležité informace pro identifikování modelu.
K zavedení autokorelační funkce nejdříve zadefinujeme autokovariační funkci,
která se již objevila v definici 1.3.

Definice 1.4 (Autokovarianční funkce, Cipra (2008)). Nechť {yt} je slabě staci-
onární časová řada, kde E(yt) = µ a E(|yt|2) < ∞. Pak autokovarianční funkce
pro zpoždění k je

γk = cov(yt,yt−k) = E[(yt − µ)(yt−k − µ)] pro k ∈ Z.
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Definice 1.5 (Autokorelační funkce, Cipra (2008)). Autokorelační funkce slabě
stacionární časové řady {yt} s konečnými rozptyly pro zpoždění k je

ρk = γk

γ0
= γk√︂

var(yt)var(yt−k)
= corr(yt,yt−k) pro k ∈ Z,

kde γk je autokovarianční funkce.

Poznámka. Odhad autokorelační funkce je definován ve tvaru

rk = ck

c0
, kde ck = 1

T

T∑︂
t=k+1

(yt − ȳ)(yt−k − ȳ) pro k = 0,1, . . . ,T − 1,

kde ȳ = 1
T

∑︁T
t=1 yt.

Autokovarianční i autokorelační funkce jsou sudé, lze se omezit na k ≥ 0.

Definice 1.6 (Operátor zpětného posunutí, Cipra (2008)). Operátor zpětného
posunutí L je definovaný předpisem

Ljyt = Lj−1(Lyt) = Lj−1yt−1 = yt−j.

1.2 Modely typu ARMA
Stochastický model ARMA (AutoRegressive Moving Average) je kombinace

dvou složek. První část modelu, autoregresní složka (AR), zohledňuje lineární zá-
vislost mezi současnou hodnotou řady {yt} a jejími předchozími hodnotami. Tato
složka je užitečná při modelování trendů, sezónních vlivů a dalších dlouhodobých
tendencí v datech. Druhá část modelu, klouzavý součet (MA), se zaměřuje na
modelování krátkodobých fluktuací a náhodných šumů v datech. Tímto způso-
bem ARMA kombinuje výhody obou přístupů a umožňuje efektivní modelování
různých aspektů časových řad. Nejprve zavedeme bílý šum a lineární proces.

Definice 1.7 (Bílý šum, Cipra (2008)). Bílý šum {εt} je posloupnost nekorelova-
ných náhodných veličin se střední hodnotou 0 a konstatním konečným ropztylem
σ2

ε .

Pokud jsou náhodné veličiny εt nezávislé, hovoříme o striktním bílém šumu.

Definice 1.8 (Lineární proces, Cipra (2008)). Lineární proces je definován jako

yt = εt + ψ1εt−1 + ψ2εt−2 + . . . = (1 + ψ1L+ ψ2L
2 + . . .)εt = ψ(L)εt,

kde εt je bílý šum, ψi, i = 1,2, . . . jsou parametry a L je operátor zpětného posunutí.
Navíc se předpokládá, že mocninná řada

ψ(z) =
∞∑︂

m=0
ψmz

m konverguje pro |z| ≤ 1,

kde ψ0 = 1.
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Definice 1.9 (Invertibilita, Cipra (2008)). Pokud můžeme lineární proces přepsat
do tvaru

yt = π1yt−1 + π2yt−2 + . . .+ εt,

pak se nazývá invertibilní.

Definice 1.10 (MA(q), Cipra (2008)). Proces klouzavých součtů řádu q MA(q)
má tvar

yt = εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q = θ(L)εt,

kde εt je bílý šum a θ(L) = 1 +∑︁q
j=1 θjL

j.

Aby se jednalo o MA proces řádu q, je třeba, aby člen θq byl nenulový. Proces
MA(q) je vždy stacionární. Střední hodnota je nulová a rozptyl je

σ2
y = (1 + θ2

1 + . . .+ θ2
q)σ2

ε .

Zároveň proces je invertibilní pokud všechny kořeny polynomu θ(z) leží vně jed-
notkového kruhu. MA(q) má autokorelační funkci tvaru

ρk = θk + θ1θk+1 + . . .+ θq−kθq

1 + θ2
1 + . . .+ θ2

q

pro k = 1,. . .,q,

ρk = 0 pro k > q.

Definice 1.11 (AR(p), Cipra (2008)). Autoregresní proces řádu p AR(p) má tvar

yt = φ1yt−1 + . . .+ φpyt−p + εt

nebo ekvivaletně

φ(L)yt = εt,

kde φ(L) = 1 −∑︁p
j=1 φjL

j, εt je bílý šum.

Aby se jednalo o AR proces řádu p, je třeba, aby člen φp byl nenulový. Proces
AR(p) je vždy invertibilní a je stacionární, jsou-li všechny kořeny polynomu φ(z)
vně jednotkového kruhu. Střední hodnota je nulová a rozptyl je

σ2
y = σ2

ε

1 − φ1ρ1 − . . .− φpρp

.

Autokorelační funkci získáme, pokud vynásobíme rovnici

yt = φ1yt−1 + . . .+ φpyt−p + εt

podílem yt−k

γ0
a aplikujeme střední hodnotu. Z definice 1.11 plyne, že E(yt−kεt) = 0

pro k > 0, a tedy dostáváme

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2 + . . .+ φpρk−p pro k > 0.
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Definice 1.12 (ARMA(p,q), Cipra (2008)). Smíšený proces ARMA(p,q) má tvar

yt = φ1yt−1 + . . .+ φpyt−p + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q

nebo ekvivalentně
φ(L)yt = θ(L)εt,

kde εt je bílý šum.

Proces ARMA(p,q) je stacionární a invertibilní, pokud jsou splněny podmínky
stacionarity pro proces AR(p) a invertibility pro proces MA(q). Tedy kořeny po-
lynomů φ(z) a θ(z) leží vně jednotkového kruhu a zároveň pokud polynomy φ(z)
a θ(z) nemají společné kořeny. Proces ARMA(p,q) má nulovou střední hodnotu
a autokorelační funkci danou předpisem

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2 + . . .+ φpρk−p pro k > p.
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2. Modely typu ARCH
V první kapitole jsme zmínili modely AR, MA a ARMA, které předpokládají

konstatní rozptyl chybového procesu {εt}. Tyto modely nejsou schopny zohled-
nit některé typické vlastnosti finančních časových řad, například pákový efekt, či
shlukování volatility. Proto byly zavedeny modely typu ARCH (AutoRegressive
Conditional Heteroscedasticity), které dnes představují patrně nejúspějšnější ná-
stroj pro modelování finančních časových řad. Poprvé byl tento přístup aplikován
Robertem F. Englem při modelování inflace ve Velké Británii(Engle, 1982).

2.1 Model ARCH(q)
Modelování rozptylu časové řady pomocí autoregresní funkce jejích vlastních

minulých hodnot je základní myšlenkou procesů ARCH. Nechť {εt} označuje ča-
sovou řadu s reálnými hodnotami. Označme Φt−1 veškerou informaci známou do
času t-1. Je to σ-algebra generovaná veličinami εt−1, εt−2, . . . . Uvažujme náhodný
proces

yt = µt + εt, t = 1, 2, . . . , (2.1)

kde

µt = E(yt | Φt−1),

εt =
√︂
htzt,

ht = var(yt | Φt−1),

zt jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny,
E(zt) = 0 a var(zt) = 1.

Definice 2.1 (Proces ARCH, Engle (1982)). Proces {εt} se řídí modelem typu
ARCH pokud splňuje

E(εt|Φt−1) = 0 a var(εt|Φt−1) = ht = h(εt−1, εt−2, . . . , α0, α1, . . .),

kde α0,α1, . . . jsou parametry modelu.

Definice 2.2 (Model ARCH(q), Engle (1982)). Model ARCH řádu q ARCH(q)
je definován podmínkami

εt|Φt−1 ∼ N(0,ht),

ht = α0 +
q∑︂

i=1
αiε

2
t−i,

kde α0 > 0, αi ≥ 0 pro i = 1, . . . ,q.
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2.2 Model GARCH(p,q)
Proces GARCH(Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity)

byl poprvé uveden T. Bollerslevem (Bollerslev, 1986), který vycházel z již zmíně-
ného článku (Engle, 1982). GARCH je zobecnění modelu ARCH, protože zahrnuje
nejen minulé kvadratické chyby, ale také minulé hodnoty podmíněných rozptylů,
což poskytuje větší flexibilitu při modelování dynamiky volatility ve finančních
časových řadách.

Definice 2.3 (Model GARCH, Bollerslev (1986)). Model GARCH (p,q) je defi-
nován podmínkami

εt|Φt−1 ∼ N(0,ht), (2.2)

ht = α0 +
q∑︂

i=1
αiε

2
t−i +

p∑︂
i=1

βiht−i (2.3)

= α0 + A(L)ε2
t +B(L)ht

kde p > 0, q > 0 α0 > 0, αi ≥ 0, i = 1, . . . , q a βi ≥ 0, i = 1, . . . , p.

Pro p = 0 dostaneme ARCH(q). Pokud všechny kořeny polynomu 1-B(z) leží
vně jednotkového kruhu, lze (2.3) přepsat jako

ht = α0 (1 −B(1))−1 + A(L) (1 −B(L))−1 ε2
t

= α0

(︄
1 −

p∑︂
i=1

βi

)︄−1

+
∞∑︂

i=1
δiε

2
t−i

což dohromady s (2.2) představuje model ARCH(∞). Koeficienty δi jsme dostali
rovzojem mocninné řady D(L) = A(L)(1 −B(L))−1, podle (Bollerslev, 1986)

δi = αi +
n∑︂

j=1
βjδi−j for i = 1, . . . , q,

δi =
n∑︂

j=1
βjδi−j for i = q + 1, . . . ,

n = min{p, i−1}. Pokud platí, že B(1) < 1, potom koeficienty δi budou klesat pro
i větší než m = max{p, q}. Pokud D(1) < 1, proces GARCH(p,q) lze s libovolnou
přesností aproximovat stacionárním ARCH(Q) pro dostatečně velkou hodnotu Q.

Věta 2.1. Proces GARCH(p,q) definovaný rovnicemi (2.2) a (2.3) je slabě sta-
cionární s hodnotami

E(εt) = 0, var(εt) = α0(1 − A(1) −B(1))−1, cov(εs,εt) = 0 pro t ̸= s,

právě tehdy, když A(1) +B(1) < 1.

Důkaz. Je proveden v (Bollerslev, 1986).
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Proces GARCH(p,q) může být také interpretován jako ARMA(m,p). K tomu
využijeme ekvivalentní přepis rovnic (2.2) a (2.3)

ε2
t = α0 +

q∑︂
i=1

αiε
2
t−i +

p∑︂
j=1

βjε
2
t−j −

p∑︂
j=1

βjνt−j + νt, (2.4)

νt = ε2
t − ht = (z2

t − 1)ht,

kde zt jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozdělením N(0,1). Lze
ukázat, že {νt} je posloupnost nekorelovaných náhodných veličin, tedy bílý šum.

Posloupnost {ε2
t } v GARCH(p,q) je modelována pomocí procesu ARMA(m,p),

kde m = max(p,q).

2.3 Model APARCH(p,q)
Označme logaritmický výnos

rt = ln(pt) − ln(pt−1) = ln
(︄
pt

pt−1

)︄
,

kde pt je cena finančního aktiva v čase t. Na základě analýzy logaritmických
výnosů finančních aktiv bylo podle Ding a kol. (1993) zjištěno, že tyto výnosy
často vykazují korelaci v mocninách absolutní hodnoty. Tedy souvislost mezi

|rt| a |rt−k| nebo |rt|d a |rt−k|d,

přičemž nejsilnější korelace je, když d = 1. Často se také vyšetřují a vykazují
významné autokorelace kvadrátů, tedy korelace mezi

r2
t a r2

t−k.

Korelace absolutních hodnot indikuje, že výnosy mají nelineární vztah, což může
být důsledek asymetrické reakce na pozitivní a negativní šoky. To je fenomén
dobře známý ve finanční literatuře jako pákový efekt výnosů z akciového trhu.
Tento efekt naznačuje, že výnosy z akcií vykazují negativní korelaci se změnami
výnosové volatility. Jinými slovy, volatilita má tendenci stoupat v reakci na špatné
zprávy (tedy výnosy nižší než očekávané) a klesat v reakci na dobré zprávy.

Na základě zmíněných poznatků byl navržen model APARCH (Asymmetric
Power ARCH) jako vhodný nástroj pro modelování podmíněné volatility finanč-
ních časových řad. Umožňuje zachytit asymetrickou reakci na náhodné šoky, což je
důležité v situacích, kdy se očekává, že výnosy budou reagovat různě na pozitivní
a negativní události na trhu. Zavedení modelu APARCH do analýzy finančních
časových řad přispívá k lepšímu pochopení dynamiky trhu a poskytuje věrohod-
nější prognózy budoucích cenových pohybů. Díky schopnosti modelu APARCH
zachytit nelinearity a asymetrie ve výnosových datech může být tento model uži-
tečným nástrojem pro finanční analytiky a investory při rozhodování o obchodních
strategiích a řízení rizik.

Model APARCH zahrnuje různé modifikace a rozšíření původního modelu
ARCH, což naznačuje jeho flexibilitu a schopnost přizpůsobit se různorodým
aspektům finančních dat. Uvedeme sedm speciálních případů, které dostaneme
z obecného modelu APARCH různou volbou parametrů.

9



Definice 2.4 (Model APARCH, Ding a kol. (1993)). Proces {εt} se řídí modelem
APARCH(p,q) pokud splňuje podmínky

εt|Φt−1 ∼ N(0,ht),

εt =
√︂
htzt,

h
δ/2
t = α0 +

p∑︂
i=1

αi(|εt−i| − γiεt−i)δ +
q∑︂

j=1
βjh

δ/2
t−j,

kde α0 > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0, δ ≥ 0 a −1 < γi < 1 pro i = 1, . . . , q a j = 1, . . . , p a
zt jsou nezávislé náhodně rozdělené veličiny náhodné veličiny s rozdělením N(0,1).

Při různé volbě parametrů dostaneme speciálně 7 modelů. Jejich odvození je
uvedeno v článku (Ding a kol., 1993). Modely jsou následující

(i) ARCH(p) model při volbě δ = 2 a γi = 0 pro i = 1, . . . , p, βj = 0 j =
1, . . . , q,

(ii) GARCH(p,q) model při volbě δ = 2 a γi = 0 pro i = 1, . . . , p,

(iii) Taylor-Schwert GARCH(p,q) model při volbě δ = 1 a γi = 0 pro i =
1, . . . , p,

(iv) GJR-GARCH(p,q) model[(Glosten a kol., 1993)] při volbě δ = 2,

(v) TARCH(p) model[(Zakoian, 1994)] při volbě δ = 1 a βj = 0 pro j = 1, . . . , q,

(vi) NARCH(p) model[(Higgins a Bera, 1992)] při volbě γi = 0 pro i = 1, . . . , p,
βj = 0 pro j = 1, . . . , q,

(vii) log-ARCH(p) model[(Geweke, 1986)] při volbě δ → 0.

V článku (Palmitesta a Provasi, 2006) na rozdíl od definice 2.4 neuvažují
konkrétní rozdělení náhodných veličin zt. Uvádějí, že pokud je

V =
p∑︂

i=1
αiE(|z| − γiz)δ +

q∑︂
j=1

βj < 1 (2.5)

a α0 > 0, pak je proces {εt} kovariančně stacionární a

E(hδ/2
t ) = α0

1 − V
.

Z definice 2.4 máme

E(hδ/2
t ) = E

⎛⎝α0 +
p∑︂

i=1
αi(|εt−i| − γiεt−i)δ +

q∑︂
j=1

βjh
δ/2
t−j

⎞⎠ .
Lze ukázat, že E(hδ/2

t ) = µ je konstanta nezávislá na čase. Po dosazení εt =
√
htzt

dostáváme s využitím nezávislosti ht a zt a stejného rozdělení veličin zt

µ = α0 + µ
p∑︂

i=1
αiE(|z| − γiz)δ + µ

q∑︂
j=1

βj.
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Odtud plyne

E(hδ/2
t ) = α0

1 −∑︁p
i=1 αiE(|z| − γiz)δ −∑︁q

j=1 βj

.

Upozorňujeme, že v tomto vzorci je v článku (Palmitesta a Provasi, 2006) chyba.
Hodnota V zřejmě závisí na rozdělení náhodné veličiny z. Lze volit například
N(0,1) jako v definici 2.4 nebo Studentovo t rozdělení, které mají hustotu sy-
metrickou kolem 0. Empirické studie, jak ukázali (Palmitesta a Provasi, 2006),
naznačují vhodnost použití zešikmených variant normálního rozdělení N(0,1) a
zejména Studentova t-rozdělení.

2.4 Odhadování parametrů
V této kapitole se zaměříme na odhadování parametrů v obecném modelu

APARCH bez specifikace pravděpodobnostního rozdělení. Postupujeme podle
metodiky uvedené v článku (Palmitesta a Provasi, 2006). Nechť máme pozorování
řady y1, . . . ,yT . Připomeňme, že

zt = εt√
ht

, yt = µt + εt.

Označme hustotu náhodných veličin zt jako g(zt). Hustota náhodných veličin yt

je pak

f(yt) = g

(︄
yt − µt√

ht

)︄
1√
ht

, t = 1, . . . ,T.

Označme θ vektor všech parametrů modelu. Věrohodnotstní funkce je

L(θ) =
T∏︂

t=1
f(yt).

Logaritmická věrohodnostní funkce je

l(θ) = logL(θ) =
T∑︂

t=1
log f(yt)

=
T∑︂

t=1
log

[︄
g

(︄
yt − µt√

ht

)︄
1√
ht

]︄

=
T∑︂

t=1

[︄
log g

(︄
yt − µt√

ht

)︄
− 1

2 log ht

]︄

Podmíněná střední hodnota µt může být modelována jako ARMA proces, což
umožňuje flexibilnější a přesnější modelování střední hodnoty, zejména pokud má
časová řada složité typy závislosti. Avšak nejjednodušší přístup je předpokládat,
že µt je konstanta, a přidáme do modelu jeden další parametr µ. Tedy například
pro APARCH(1,1) dostáváme θ = (µ,α0,α1,β1,γ1,δ). Pro odhad parametrů mo-
delu APARCH metodou maximální věrohodnoti lze použít softwarové prostředí R
(balíček "rugarch"). Tento balíček v R nabízí široké možnosti pro aplikaci GARCH
modelů včetně jejich rozšíření na APARCH, což budeme využívat ve čtvrté a páté
kapitole.
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3. Pravděpodobnostní rozdělení
V článku Fernández a Steel (1998) představili metodu, jak zavést zešikmení do

symetrických rozdělení. Tento přístup umožňuje pravděpodobnostním modelům
flexibilněji zachytit asymetrii v datech. Pokud máme symetrickou hustotu g(x),
která je definována na reálných číslech a je symetrická okolo nuly, lze tuto hustotu
zešikmit přidáním škálovacích faktorů, které zvýrazní pravděpodobnosti hodnot
příslušné náhodné veličiny ve specifických oblastech.

3.1 Konstrukce zešikmených rozdělení
Nechť g(x) je hustota symetrická kolem nuly a kladná na R. Zavedeme para-

metr κ > 0 a položíme

f(x) = 2
κ+ 1

κ

g(κ−sgn(x)x), x ∈ R. (3.1)

f (x) nazveme zešikmená hustota. Pro κ = 1 je zřejmě f (x) = g(x). Odvození
distribuční funkce F(x) z hustoty f (x) provedeme zvlášť pro x ≤ 0 a pro x > 0,
abychom odstranili znaménkovou funkci sgn(x). Pro x ≤ 0 máme

F (x) =
∫︂ x

−∞

2
κ+ 1

κ

g(κt)dt,

zavedeme substituci u = κt a dostaneme

F (x) =
∫︂ κx

−∞

2
κ+ 1

κ

g(u)du
κ

= 2
1 + κ2G(κx).

Pro x > 0 máme
F (x) =

∫︂ x

−∞

2
κ+ 1

κ

g
(︃
t

κ

)︃
dt.

Když využijeme, že
∫︁ x

−∞ f(t)dt = 1 −
∫︁∞

x f(t)dt a uděláme substituci u = t
κ
, tak

s využitím symetrie hustoty g kolem nuly dostaneme

F (x) = 1 −
∫︂ −x/κ

−∞

2
κ+ 1

κ

g(u)κdu.

Po úpravě
F (x) = 1 − 2

1 + κ−2G
(︃−x
κ

)︃
.

Distribuční funkce zešikmeného rozdělení s hustotou f (x) je tedy tvaru

F (x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2

1 + κ2G(κx) pro x ≤ 0,

1 − 2
1 + κ−2G(−x

κ
) pro x > 0.
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Odvození kvantilové funkce F−1(p) z distribuční funkce F (x) = 2
1 + κ2G(κx)

pro x ≤ 0 je následující. Nechť x = F−1(p) Zřejmě

p = 2
1 + κ2G(κx),

G(κx) = 1 + κ2

2 p,

x = 1
κ
G−1

(︄
1 + κ2

2 p

)︄
.

Tedy

F−1(p) = 1
κ
G−1

(︄
1 + κ2

2 p

)︄
pro p ≤ 1

1 + κ2 .

Pro distribuční funkciF (x) = 1 − 2
1+κ−2G

(︂
−x

κ

)︂
, kde x > 0, dostáváme pro

x = F−1(p)
1 − p = 2

1 + κ−2G
(︃

−x

κ

)︃
,

G
(︃

−x

κ

)︃
= 1 + κ−2

2 (1 − p),

x = −κG−1
(︄

1 + κ−2

2 (1 − p)
)︄
.

Tedy

F−1(p) = −κG−1
(︄

1 + κ−2

2 (1 − p)
)︄

pro p > 1
1 + κ2 .

Pokud položíme κ = 1, kvantilová funkce má tvar

F−1(p) =

⎧⎨⎩G−1(p), p ≤ 1
2 ,

−G−1(1 − p), p > 1
2 .

Zřejmě G−1(p) = −G−1(1 − p) pro 0 < p < 1, což je v souladu symetrií hustoty
g(x) kolem 0.

3.2 Momentová struktura
Pro momenty zešikmeného rozdělení náhodné veličiny x ukážeme, že platí

E(xr) = 2E+(xr)
κr+1 + (−1)r

κr+1

κ+ 1
κ

, (3.2)

kde
E+(xr) =

∫︂ ∞

0
xrg(x)dx, r = 1,2, . . . (3.3)

E(xr) =
∫︂ ∞

−∞
xrf(x)dx = 2

κ+ 1
κ

∫︂ 0

−∞
xrg(κx)dx+ 2

κ+ 1
κ

∫︂ ∞

0
xrg

(︃
x

κ

)︃
dx.
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Pro první integrál použijeme substituci κx = u a pro druhý integrál použijeme
substituci x/κ = u. Tím získáme

E(xr) = 2
κ+ 1

κ

1
κr+1

∫︂ 0

−∞
urg(u)du+ 2

κ+ 1
κ

κr+1
∫︂ ∞

0
urg(u)du.

V prvním integrálu využijeme, že g je sudá funkce, abychom dostali integrál od
nuly do nekonečna ve tvaru∫︂ ∞

0
(−u)rg(u)du = (−1)r

∫︂ ∞

0
urg(u)du.

Víme, že E+(xr) =
∫︁∞

0 xrg(x)dx, a tedy dostáváme

E(xr) =
(−1)r

κr+1

κ+ 1
κ

2E+(xr) + κr+1

κ+ 1
κ

2E+(xr)

a po vytknutí 2E+(xr) dostaneme (3.2). Pro κ = 1 máme v (3.2)

E(xr) = 2E+(xr)1 + (−1)r

2 ,

což je rovno nule pro liché r a 2E+(xr) pro r sudé.

3.3 Normální rozdělení
Nechť náhodná veličina z má rozdělení N(0,1), pak

g(z) = 1√
2π
e

−z2

2 , z ∈ R

a zešikmené normální rozdělení Nκ(0,1) má podle (3.1) hustotu

f(z) = 2
κ+ 1

κ

1√
2π
e

−
1
2 (κz)2

pro z ≤ 0.

f(z) = 2
κ+ 1

κ

1√
2π
e

−
1
2

(︃z
κ

)︃2

pro z > 0,

Pokud κ = 1, f (z) je hustota normovaného normálního rozdělení. Když κ > 1,
hustota je rozšířena pro kladné hodnoty z a zúžena pro záporné hodnoty z, tedy
zešikmená doprava. Naopak, když κ < 1, hustota je rozšířena pro záporné hodnoty
z a zúžena pro kladné hodnoty z, tedy zešikmená doleva.
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Obrázek 3.1: Hustoty několika zešikmených normálních rozdělení.

Dříve jsme dokázali, že E(zr) = 2E+(zr)
κr+1+

(−1)r

κr+1
κ+ 1

κ

, toho využijeme při po-
čítání momentů zešikmeného normálního rozdělení. Po dosazení do (3.3) máme

E+(zr) = 1√
2π

∫︂ ∞

0
zre

−z2
2 dz,

použijeme substituci z2

2 = u ⇒ zdz = du , z =
√

2u. Po dosazení dostáváme

E+(zr) = 1√
2π

∫︂ ∞

0
2r/2ur/2e−u du√

2u
= 2 r−1

2
√

2π

∫︂ ∞

0
u

r−1
2 e−udu.

Využijeme gama funkci a dostáváme

E+(zr) = 2 r
2 −1

√
π

Γ
(︃
r + 1

2

)︃
.

Celkem podle (3.2)

E(zr) =
κr+1 + (−1)r

κr+1

κ+ 1
κ

2r/2
√
π

Γ
(︃
r + 1

2

)︃
.

Pro κ = 1 dostaneme momenty rozdělení N(0,1)

E(zr) = 0 pro r liché , E(zr) = 2 r
2

√
π

Γ
(︃
r + 1

2

)︃
pro r sudé.

Speciálně pro r = 2 dostáváme

E(z2) = 2√
π

Γ
(︃3

2

)︃
= 1,

tedy var(z) se rovná 1.
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Pro ověření stacionarity v modelu APARCH potřebujeme pro kontrolu pod-
mínky stacionarity (2.5) spočítat E(|z| − γz)δ. Nechť z ∼ Nκ(0,1). Po dosazení
dostáváme ∫︂ ∞

−∞
(|z| − γz)δf(z)dz

= 2
κ+ 1

κ

1√
2π

[︃∫︂ 0

−∞
(−z)δ(1 + γ)δe− (κz)2

2 dz +
∫︂ ∞

0
zδ(1 − γ)δe− 1

2 ( z
κ

)2
dz
]︃

=
√︄

2
π

1
κ+ 1

κ

(I1 + I2). (3.4)

V integrálu I1 uděláme nejprve substituci z = −w, abychom upravili inte-
grační meze, a dostáváme∫︂ 0

−∞
(−z)δ(1+γ)δe− (κz)2

2 dz = −
∫︂ 0

∞
wδ(1+γ)δe− (κw)2

2 dw =
∫︂ ∞

0
wδ(1+γ)δe− (κw)2

2 dw.

Dále použijeme substituci (κw)2

2 = u a dostáváme

∫︂ ∞

0
(1 + γ)δ

(︄√
2u
κ

)︄δ

e−u du

κ
√

2u

= (1 + γ)δκ−(δ+1)2 δ−1
2

∫︂ ∞

0
u

δ−1
2 e−udu

= (1 + γ)δκ−(δ+1)2 δ−1
2 Γ

(︄
δ + 1

2

)︄
.

V integrálu I2 použijeme substituci 1
2( z

κ
)2 = u a máme

∫︂ ∞

0
(
√

2u)δκδ(1 − γ)δe−u duκ√
2u

= (1 − γ)δκδ+12
δ−1

2

∫︂ ∞

0
u

δ−1
2 e−udu

= (1 − γ)δκδ+12
δ−1

2 Γ
(︄
δ + 1

2

)︄
.

Po sečtení obou integrálů a dosazení do (3.4) je

E(|z| − γz)δ = 2 δ
2

(κ+ 1
κ
)
√
π

Γ
(︄
δ + 1

2

)︄ [︂
(1 + γ)δκ−(δ+1) + (1 − γ)δκδ+1

]︂
. (3.5)

Pro κ = 1 dostáváme hodnotu pro z s rozdělením N(0,1):

E(|z| − γz)δ = 2 δ
2 −1

√
π

Γ
(︄
δ + 1

2

)︄ [︂
(1 + γ)δ + (1 − γ)δ

]︂
. (3.6)
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3.4 Studentovo rozdělení
Hustota Studentova rozdělení o ν stupních volnosti je

h(y) =
Γ(ν+1

2 )√
νπΓ(ν

2 )

(︄
1 + y2

ν

)︄− ν+1
2

, y ∈ R,

kde gama funkce poskytuje normalizační faktory a činitel
(︂
1 + y2

ν

)︂− ν+1
2 způsobuje

těžší chvosty než má normální rozdělení, zvláště pro nižší hodnoty ν. S rostoucím
počtem stupňů volnosti se h(y) blíží k hustotě rozdělení N(0,1). Hustota Studen-
tova rozdělení je symetrická kolem nuly a první dva momenty jsou

E(y) = 0 pro ν > 1

var(y) = ν

ν − 2 pro ν > 2.

Náhodnou veličinu y budeme transformovat, abychom dostali jednotkový rozptyl.
Položme

t(y) = z =
√︄
ν − 2
ν

y.

Označme τ = t−1 a s využitím věty o monotónní transformaci náhodné veličiny
dostáváme standardizované Studentovo rozdělní St(ν) s hustotou

g(z) =
Γ
(︂

ν+1
2

)︂
√︂

(ν − 2)πΓ
(︂

ν
2

)︂ (︄1 + z2

ν − 2

)︄− ν+1
2

, z ∈ R.

Zešikmené standardizované Studentovo rozdělní Stκ(ν) má podle (3.1) hustotu

f(z) = 2
κ+ 1

κ

Γ
(︂

ν+1
2

)︂
√︂

(ν − 2)πΓ
(︂

ν
2

)︂ (︃1 + 1
ν − 2(κz)2

)︃− ν+1
2

pro z ≤ 0,

f(z) = 2
κ+ 1

κ

Γ
(︂

ν+1
2

)︂
√︂

(ν − 2)πΓ
(︂

ν
2

)︂ (︄1 + 1
ν − 2

(︃
z

κ

)︃2
)︄− ν+1

2

pro z > 0.

Pro κ = 1 je f (z) hustota standardizovaného Studentova rozdělení. Když κ > 1,
hustota zešikmená doprava. Naopak, když κ < 1, hustota je zešikmená doleva.
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Obrázek 3.2: Hustoty několika zešikmených Stκ(5).

Pro výpočet E(zr) opět využijeme, že E(zr) = 2E+(zr)
κr+1 + (−1)r

κr+1

κ+ 1
κ

. Podle

(3.3) máme

E+(zr) =
∫︂ ∞

0
zr

Γ
(︂

ν+1
2

)︂
√︂

(ν − 2)πΓ
(︂

ν
2

)︂ (︄1 + z2

ν − 2

)︄− ν+1
2

dz.

Zavedeme substituci z2

ν−2 = u ⇒ dz = du
√

ν−2
2
√

u
. Po substituci máme

E+(zr) =
Γ
(︂

ν+1
2

)︂
(ν − 2)r/2

2
√
πΓ

(︂
ν
2

)︂ ∫︂ ∞

0

u
r
2 − 1

2

(1 + u) ν
2 + 1

2
du,

=
Γ
(︂

ν+1
2

)︂
(ν − 2)r/2

2
√
πΓ

(︂
ν
2

)︂ ∫︂ ∞

0

u( r+1
2 )−1

(1 + u)( r+1
2 )+ ν−r

2
du.

Použijeme alternativní definici beta funkce (transformací x = t
1−t

, bychom
dostali klasickou definici),

B(p,q) =
∫︂ ∞

0

xp−1

(1 + x)p+q
dx a B(p,q) = Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

a dostáváme
E+(zr) = (ν − 2)r/2

2
√
πΓ

(︂
ν
2

)︂Γ
(︃
r + 1

2

)︃
Γ
(︃
ν − r

2

)︃
.

Celkem podle (3.2) dostáváme

E(zr) =
Γ
(︂

r+1
2

)︂
Γ
(︂

ν−r
2

)︂
(ν − 2)r/2

√
πΓ

(︂
ν
2

)︂ κr+1 + (−1)r

κr+1

κ+ 1
κ

, pro ν > r.
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Pro κ = 1 dostaneme momenty rozdělení St(ν)

E(zr) = 0 pro r liché, E(zr) =
Γ
(︂

r+1
2

)︂
Γ
(︂

ν−r
2

)︂
(ν − 2)r/2

√
πΓ

(︂
ν
2

)︂ pro r sudé.

Speciálně pro r = 2 dostáváme

E(z2) =
Γ
(︂

3
2

)︂
Γ
(︂

ν−2
2

)︂
(ν − 2)

√
πΓ

(︂
ν
2

)︂ =
1
2Γ
(︂

ν−2
2

)︂
(ν − 2)(︂

ν−2
2

)︂
Γ
(︂

ν−2
2

)︂ = 1,

kde jsme využili, že

Γ
(︃
ν

2

)︃
= Γ

(︃
ν − 2

2 + 1
)︃

=
(︃
ν − 2

2

)︃
Γ
(︃
ν − 2

2

)︃
.

Tedy pro r=2 se var(z) rovná 1.

Pro ověření stacionarity v modelu APARCH potřebujeme spočítat E(|z| − γz)δ

kvůli kontrole (2.5). Nechť z ∼ Stκ(ν). Po dosazení dostáváme∫︂ ∞

−∞
(|z| − γz)δf(z)dz

= 2
κ+ 1

κ

Γ
(︂

ν+1
2

)︂
√︂

(ν − 2)πΓ
(︂

ν
2

)︂
⎡⎣∫︂ 0

−∞
(−z)δ(1 + γ)δ

(︃
1 + 1

ν − 2(κz)2
)︃− ν+1

2
dz

+
∫︂ ∞

0
zδ(1 − γ)δ

(︄
1 + 1

ν − 2

(︃
z

κ

)︃2
)︄− ν+1

2

dz

⎤⎦

= 2
κ+ 1

κ

Γ
(︂

ν+1
2

)︂
√︂

(ν − 2)πΓ
(︂

ν
2

)︂(I1 + I2). (3.7)

Pro integrál I1 nejprve provedeme substituci z = −w. Stejně jako v případě
rozdělení Nκ(0,1). Máme pak I1 ve tvaru∫︂ ∞

0
wδ(1 + γ)δ(1 + 1

ν − 2(κw)2)− ν+1
2 dw.

Dále využijeme substituci (κw)2

ν−2 = u a dostáváme

∫︂ ∞

0

⎛⎝
√︂
u(ν − 2)
κ

⎞⎠δ

(1 + γ)δ(1 + u)− ν+1
2
du
√︂

(ν − 2)
2κ

√
u

= 1
2(1 + γ)δκ−(δ+1)(ν − 2)

δ+1
2

∫︂ ∞

0

u
δ−1

2

(1 + u) ν+1
2
du

= 1
2(1 + γ)δκ−(δ+1)(ν − 2)

δ+1
2

∫︂ ∞

0

u( δ+1
2 )−1

(1 + u)( δ+1
2 )+ ν−δ

2
du

= 1
2(1 + γ)δκ−(δ+1)(ν − 2)

δ+1
2

Γ( δ+1
2 )Γ(ν−δ

2 )
Γ(ν+1

2 ) .
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Pro integrál I2 uděláme substituci z2

κ2(ν−2) = u a dostaneme

∫︂ ∞

0

(︃√︂
u(ν − 2)κ

)︃δ

(1 − γ)δ(1 + u)− ν+1
2
duκ

√︂
(ν − 2)

2
√
u

= 1
2(1 − γ)δκδ+1(ν − 2)

δ+1
2

∫︂ ∞

0

u( δ+1
2 )−1

(1 + u)( δ+1
2 )+ ν−δ

2
du

= 1
2(1 − γ)δκδ+1(ν − 2)

δ+1
2

Γ( δ+1
2 )Γ(ν−δ

2 )
Γ(ν+1

2 ) .

Po sečtení integrálů I1, I2 a dosazení do (3.7) máme

E(|z| − γz)δ =
(ν − 2) δ

2 Γ( δ+1
2 )Γ(ν−δ

2 )
√
πΓ(ν

2 )(κ+ 1
κ
)

[︂
(1 + γ)δκ−(δ+1) + (1 − γ)δκδ+1

]︂
. (3.8)

Pro κ = 1 máme

E(|z| − γz)δ =
(ν − 2) δ

2 Γ( δ+1
2 )Γ(ν−δ

2 )
2
√
πΓ(ν

2 )
[︂
(1 + γ)δ + (1 − γ)δ

]︂
, (3.9)

což je hodnota ve standardizovaném Studentově rozdělení.
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4. Simulační studie
V této kapitole se zaměříme na simulaci modelu APARCH(1,1) s různým

rozdělením standardizovaných reziduí zt, která jsme uvedli v předchozí kapitole.
Délka simulovaných časových řad bude 1000 pozorování a použijeme pevně zvo-
lené parametry pro jednotlivé simulace, u kterých budeme kontrolovat, zda splňují
podmínku stacionarity (2.5). Na základě generované řady v jednotlivých modelech
odhadneme parametry a posoudíme přesnost odhadů. Potom budeme předpoví-
dat odhadnutým modelem na 5 budoucích období.

K simulování použijeme volně dostupné prostředí RStudio Team (2020) a v
něm programovací jazyk R Core Team (2023). Využijeme knihovnu (Galanos,
2023), která má model APARCH implementovaný, a diplomovou práci (Kostá-
rová, 2023), kde je implementace detailně popsána.

4.1 Simulace procesu
Model APARCH řádu p = 1 a q = 1 má následujicí předpis

h
δ/2
t = α0 + α1(|εt−1| − γ1εt−1)δ + β1h

δ/2
t−1. (4.1)

Pro všechna rozdělení vygenerujeme jednu realizaci časové řady {yt} a pří-
slušné volatility {ht} o délce 1000. Pro nastavní modelu využijeme funkci ugar-
chspec ve které volíme v argumentu distribution.model příslušné rozdělení ná-
hodných veličin zt. V argumentu fixed.pars si pevně volíme parametery u kte-
rých vždy budeme kontrolovat zda splňují podmínku stacionarity (2.5). Pozna-
menejme, že software používá ω místo α0.

1 aparchspec <- ugarchspec ( variance . model = list(model = " apARCH ",
garchOrder = c(1 ,1)),

2 mean.model = list( armaOrder = c(0 ,0) ,
include .mean = FALSE),

3 distribution .model = "norm",
4 fixed.pars=list(omega = 0.01 , alpha1 =

0.1, beta1 = 0.6, gamma1 = 0.1, delta = 2))

Funkce ugarchpath simuluje časovou řadu řídící se modelem aparchspec. Ar-
gument n.sim nám zajiťuje délku řady 1000 a argument m.sim nám udává počet
nezavislých simulací.

1 aparchpath <- ugarchpath (aparchspec , n.sim = 1000 , n. start = 0, m
.sim = 1)

Předchozí dva kódy slouží jako ilustrační. Předpokládejme v rovnici (2.1) pod-
míněnou střední hodnotu µt = 0. Dále budeme odhadovat parametry z prvních
1000 pozorování pomocí funkce ugarchfit, odhady zobrazíme v tabulkách. Ná-
sledně pro každé rozdělení zt budeme generovat 100 různých časových řad o délce
1000 pozorování. Výsledkem této analýzy budou průměrné hodnoty odhadnutých
parametrů a jejich výběrové směrodatné odchylky. Budeme schopni identifikovat
případné systematické odchylky a variabilitu odhadů, což je důležité pro správné
použití modelu v praxi. Na závěr se zaměříme na grafické znázornění, kde poroná-
váme volatilitu nasimulované řady při pevně zvolených parametrech a volatilitu
příslušného odhadnutého modelu APARCH(1,1) na 5 budoucích období. K tomu
využijeme funkci ugarchforecast.
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4.2 Rozdělení N(0,1)
Nejprve uvažujme zt ∼ N(0,1). Zvolíme parametry pro model APARCH(1,1)

dle následující tabulky.

Model α0 α1 β1 γ1 δ

APARCH(1,1) 0,01 0,1 0,4 0,1 2

Tabulka 4.1: Parametry modelu APARCH(1,1).

Ověřme, že splňují požadovanou podmínku (2.5), která má pro APARCH(1,1)
tvar

α1E(|z| − γ1z)δ + β1 < 1.

Nejprve spočítejme

E(|z| − γ1z)2 = E(z2) − 2γ1E(|z|z) + γ2
1E(z2) = 1 − 0 + γ2

1 .

Využili jsme, že rozdělení má symetrickou hustotu, nulovou střední hodnotu a
jednotkový rozptyl. Stejný výsledek bychom měli i dosazením δ = 2 do vzorce
(3.6). Po dosazení číselných hodnot parametrů dostáváme

0,1(1 + 0,12) + 0,4 = 0,501 < 1.

Tedy zvolené parametry splňují (2.5).

Obrázek 4.1: Grafické znázornění simulace řady {yt} pro model APARCH(1,1)
při pevně zvolených parametrech z tabulky 4.1 a pro zt ∼ N(0,1).
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Obrázek 4.2: Grafické znázornění volatility {ht} pro model APARCH(1,1) při
pevně zvolených parametrech z tabulky 4.1 a pro zt ∼ N(0,1).

Odhad parametrů modelu je zobrazen v následující tabulce.

Model α0 α1 β1 γ1 δ

Skutečné parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2
Odhadnuté parametry 0,0198 0,0741 0,7336 -0,3200 1,1963

Tabulka 4.2: Odhadnuté parametry pro APARCH(1,1) s rozdělením N(0,1).

Dále si zobrazíme tabulku průměrné hodnoty odhadnutých parametrů ze 100
simulovaných řad a příslušné výběrové směrodatné odchylky.

Parametr α0 α1 β1 γ1 δ

Skutečné parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2
Průměr 0,0189 0,0605 0,5215 0,0542 2,4272
Směrodatná odchylka 0,0530 0,0477 0,3327 0,4737 1,0629

Tabulka 4.3: Průměr a směrodatná odchylka parametrů APARCH(1,1) odhadnu-
tých ze 100 simulací s rozdělením N(0,1).

Výsledky odhadů parametrů modelu APARCH(1,1) ze 100 simulací ukazují,
že průměrné hodnoty odhadnutých parametrů se uspokojivě blíží skutečným hod-
notám, což naznačuje, že náš model je schopen spolehlivě odhadovat parametry
v řadách zkoumané délky 1 000 pozorování. Směrodatné odchylky odhadů posky-
tují informaci o variabilitě odhadů, nižší variabilita znamená, že odhady parame-
trů jsou stabilní. Konečně predikujeme volatilitu.

23



Obrázek 4.3: Hodnoty volatility a predikované volatility na 5 následujících období
pomocí modelu APARCH(1,1) s odhadnutými parametry a zt ∼ N(0,1).

4.3 Zešikmené rozdělení N(0,1)
Pro zt ∼ Nκ(0,1) je třeba přidat ve funkci ugarchspec v argumentu fixed.pars

parametr zešikmení. Zvolíme parametry pro model APARCH(1,1) dle následující
tabulky.

Model α0 α1 β1 γ1 δ κ

APARCH(1,1) 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5

Tabulka 4.4: Parametry modelu APARCH(1,1).

Opět ověřme, že splňují (2.5). Nejprve spočítejme E(|z| − γ1z)δ. Využijeme
vztah (3.5), který jsme odvodili v předchozí kapitole a dosadíme konkrétní hod-
noty. Máme

2 2
2

(0,5 + 1
0,5)

√
π

Γ
(︃2 + 1

2

)︃ [︂
(1 + 0,1)2(0,5)−(2+1) + (1 − 0,1)2(0,5)2+1

]︂
,

což se přibližně rovná 1,95. Po dosazanení do (2.5) dostáváme

0,1 · 1,95 + 0,4 < 1.

Podmínka stacionarity (2.5) je splněna a můžeme nasimulovat řadu a příslušnou
volatilitu.
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Obrázek 4.4: Grafické znázornění simulace řady {yt} pro model APARCH(1,1)
při pevně zvolených parametrech z tabulky 4.4 a pro zt ∼ Nκ(0,1).

Obrázek 4.5: Grafické znázornění volatility {ht} pro model APARCH(1,1) při
pevně zvolených parametrech z tabulky 4.4 a pro zt ∼ Nκ(0,1).

Model α0 α1 β1 γ1 δ κ

Skutečné parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5
Odhadnuté parametry 0,0018 0,0470 0,7885 0,0628 2,3267 0,5142

Tabulka 4.5: Odhadnuté parametry pro APARCH(1,1) s rozdělením Nκ(0,1).
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Parametr α0 α1 β1 γ1 δ κ

Skutečné param. 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5
Průměr 0,0272 0,0807 0,3774 0,2666 2,2529 0,4991
Sm. odchylka 0,0626 0,0449 0,2309 0,3868 0,9776 0,0296

Tabulka 4.6: Průměr a směrodatná odchylka parametrů APARCH(1,1) odhadnu-
tých ze 100 simulací s rozdělením Nκ(0,1).

Obrázek 4.6: Hodnoty volatility a predikované volatility na 5 následujících období
pomocí modelu APARCH(1,1) s odhadnutými parametry a zt ∼ Nκ(0,1).

4.4 Standardizované Studentovo rozdělení St(ν)
Pro zt ∼ St(ν) je třeba přidat ve funkci ugarchspec v argumentu fixed.pars

parametr počtu stupňů volnosti. Zvolíme parametry pro model APARCH(1,1)
dle následující tabulky.

Model α0 α1 β1 γ1 δ ν

APARCH(1,1) 0.01 0.1 0.4 0.1 2 5

Tabulka 4.7: Parametry modelu APARCH(1,1).

Ověříme podmínku stacionarity (2.5) stejným způsobem jako u N(0,1). Tedy

E(|z| − γ1z)2 = E(z2) − 2γ1E(|z|z) + γ2
1E(z2) = 1 − 0 + γ2

1 ,
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což získáme i dosazením δ = 2 do vzorce (3.9). Po dosazení dostáváme
0.1(1 + 0.12) + 0.4 = 0.501 < 1.

Obrázek 4.7: Grafické znázornění simulace řady {yt} pro model APARCH(1,1)
při pevně zvolených parametrech z tabulky 4.7 a pro zt ∼ St(ν).

Obrázek 4.8: Grafické znázornění volatility {ht} pro model APARCH(1,1) při
pevně zvolených parametrech z tabulky 4.7 a pro zt ∼ St(ν).

Model α0 α1 β1 γ1 δ ν

Skutečné parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2 5
Odhadnuté parametry 0,0199 0,104 0,5629 0,1367 1,4425 6,7098

Tabulka 4.8: Odhadnuté parametry pro APARCH(1,1) s rozdělením St(ν).
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Parametr α0 α1 β1 γ1 δ ν

Skutečné parametry 0,01 0,1 0,4 0,1 2 5
Průměr 0,0081 0,0541 0,6061 0,0281 2,4735 5,1727
Směrodatná odchylka 0,0225 0,0594 0,3237 0,6378 0,8368 0,9756

Tabulka 4.9: Průměr a směrodatná odchylka parametrů APARCH(1,1) odhadnu-
tých ze 100 simulací s rozdělením St(ν).

Obrázek 4.9: Hodnoty volatility a predikované volatility na 5 následujících období
pomocí modelu APARCH(1,1) s odhadnutými parametry a zt ∼ St(ν).

4.5 Zešikmené rozdělení St(ν)
Pro zt ∼ Stκ(ν) je třeba přidat ve funkci ugarchspec v argumentu fixed.pars

parametr počtu stupňů volnosti a parametr zešikmení. Zvolíme parametry pro
model APARCH(1,1) dle následující tabulky.

Model α0 α1 β1 γ1 δ κ ν

APARCH(1,1) 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5 5

Tabulka 4.10: Parametry modelu APARCH(1,1).

Pro ověření podmínku stacionarity (2.5) využijeme vztah (3.8), který jsme si
odvodili ve třetí kapitole. Dosadíme parametry

(5 − 2) 2
2 Γ(2+1

2 )Γ(5−2
2 )

√
πΓ(5

2)(0,5 + 1
0,5) [(1 + 0,1)2(0,5)−(2+1) + (1 − 0,1)2(0,5)2+1],
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což se přibližně rovná 3,91. Po dosazení do (2.5) dostáváme

0,1 · 3,91 + 0,4 < 1,

a tedy podmínka je splněna.

Obrázek 4.10: Grafické znázornění simulace řady {yt} pro model APARCH(1,1)
při pevně zvolených parametrech z tabulky 4.10 a pro zt ∼ Stκ(5).

Obrázek 4.11: Grafické znázornění volatility {ht} pro model APARCH(1,1) při
pevně zvolených parametrech z tabulky 4.10 a pro zt ∼ Stκ(5).
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Model α0 α1 β1 γ1 δ κ ν

Skutečné par. 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5 5
Odhadnuté par. 0,0001 0,0006 0,9861 0,9999 2,3857 0,5315 4,171

Tabulka 4.11: Odhadnuté parametry pro APARCH(1,1) s rozdělením Stκ(ν).

Parametr α0 α1 β1 γ1 δ κ ν

Skutečné param. 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5 5
Průměr 0,0155 0,0769 0,4458 0,3391 2,1803 0,5019 5,1364
Sm. odchylka 0,0253 0,0604 0,2324 0,4886 0,7654 0,0240 0,9782

Tabulka 4.12: Průměr a směrodatná odchylka parametrů APARCH(1,1) odhad-
nutých ze 100 simulací s rozdělením Stκ(ν).

Obrázek 4.12: Hodnoty volatility a predikované volatility na 5 následujících ob-
dobí pomocí modelu APARCH(1,1) s odhadnutými parametr a zt ∼ Stκ(5).

Na závěr uvedeme tabulku (4.13), která srovnává výstupy ze 100 řad pro
všechna 4 rozdělení.
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Parametr α0 α1 β1 γ1 δ κ ν

Skutečné param. 0,01 0,1 0,4 0,1 2 0,5 5
Průměr N(0,1) 0,0189 0,0605 0,5215 0,0542 2,4272 - -

(0,0530) (0,0477) (0,3327) (0,4737) (1,0629) - -
Průměr Nκ(0,1) 0,0272 0,0807 0,3774 0,2666 2,2529 0,4991 -

(0,0225) (0,0594) (0,3237) (0,6378) (0,8368) (0,9756) -
Průměr St(ν) 0,0081 0,0541 0,6061 0,0281 2,4735 - 5,1727

(0,0225) (0,0594) (0,3237) (0,6378) (0,8368) - (0,9756)
Průměr Stκ(ν) 0,0155 0,0769 0,4458 0,3391 2,1803 0,5019 5,13642

(0,0253) (0,0604) (0,2324) (0,4886) (0,7654) (0,0240) (0,9782)

Tabulka 4.13: Průměry a směrodatné odchylky parametrů APARCH(1,1) odhad-
nutých ze 100 simulací se všemi 4 rozděleními.

Z tabulky (4.13) si všimneme, že zešikmení v normálním i Studentově rozdě-
lení zhorší přesnost odhadu pro α0 a γ1 z hlediska průměrné hodnoty. Ve Studen-
tově (symetrickém i zešikmeném) rozdělení je přesnost většiny odhadů z hlediska
průměrů mírně horší než v odpovídajícím normálním. U normálního rozdělení se
variabilita odhadů reprezentovaná směrodatnou odchylkou po zešikmení u většiny
parametrů snížila. U Studentova rozdělení jsou směrodatné odchylky v zešikme-
ném rozdělení srovnatelné nebo menší než v původním.

31



5. Aplikace na Dow Jonesův
index

V poslední kapitole budeme aplikovat model APARCH(1,1) na Dow Jonesův
index (ticker DJIA), který je jedním z nejstarších akciových indexů na světě. Sle-
duje výkonnost 30 významných veřejně obchodovaných společností z různých prů-
myslových odvětví. DJIA je často používán jako měřič celkového zdraví americ-
kého akciového trhu a ekonomiky. Zpracujeme uzavírací ceny v odbobí od 1.1.2015
do 31.12.2023. Celkem máme 2263 pozorování.

Obrázek 5.1: Uzavírací ceny DJIA.

Pozorované hodnoty indexu převedeme na logaritmické výnosy, abychom do-
stali stacionární řadu. Připomeňme definici logaritmického výnosu

rt = ln(pt) − ln(pt−1) = ln

(︄
pt

pt−1

)︄
,

kde pt je hodnota indexu v čase t, t = 2, . . . ,2263.
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Obrázek 5.2: Logaritmické výnosy DJIA.

V tabulkách (5.1) a (5.2) uvedeme vybrané charakteristiky logaritmických
výnosů.

Minimum 1. kvartil Medián Průměr 3. kvartil Maximum
-0,1384 -0,0040 0,0006 0,0003 0,0055 0,1076

Tabulka 5.1: Charakteristiky popisné statistiky logaritmických výnosů DJIA

Tabulka (5.1) uvádí základní míry polohy denních logaritmických výnosů
DJIA v období od 2.1.2015 do 31.12.2023. Z tabulky můžeme vidět, že průměrný
denní výnos je velmi blízko nule, což je běžné pro finanční časové řady.

Výběrová Výběrový Výběrový
směrodatná odchylka koeficient šikmosti koeficient špičatosti

0,0114 -0,9520 25,0393

Tabulka 5.2: Charakteristiky popisné statistiky logaritmických výnosů DJIA

Tabulka (5.2) poskytuje momentové charakteristiky logaritmických výnosů.
Výběrová směrodatná odchylka je míra volatility výnosů a hodnota 0.0114 na-
značuje, že denní výnosy DJIA mají relativně nízkou volatilitu. Výběrový koefi-
cient šikmosti je -0.9520, což ukazuje, že rozdělení výnosů je asymetrické a má
delší levý chvost, což znamená, že extrémní negativní výnosy jsou pravděpodob-
nější než extrémní pozitivní výnosy. Výběrový koeficient špičatosti je 25.0393,
což naznačuje, že rozdělení výnosů má těžké chvosty a je výrazně více špičaté než
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normální rozdělení, což je typické pro finanční časové řady s častými extrémními
hodnotami. Tedy máme silné indície, že nejde o normální rozdělení.

Obrázek 5.3: Histogram logaritmických výnosů DJIA.

Histogram logaritmických výnosů DJIA ukazuje, že většina denních výnosů
je koncentrována kolem nuly, což je typické pro finanční časové řady. Nicméně
v histogramu lze pozorovat i několik extrémních hodnot vpravo a zejména vlevo
od nuly. Při vyšetřování normality se používá Jarque-Bera test. Po jeho provedení
v softwarovém balíčku (Trapletti a Hornik, 2024) jsme dostali následující výstup

Jarque Bera Test

X-squared = 46142, df = 2, p-value < 2.2e-16

Jarque-Bera test ukazuje velmi vysokou hodnotu testové statistiky 46142 a níz-
kou p-hodnotu. Tyto výsledky ukazují, že rozdělení logaritmických výnosů se
významně odchyluje od normálního rozdělení. Tato odchylka odpovídá údajům z
tabulky 5.2 a histogramu z obrázku 5.3. Tedy můžeme očekávat, že při aplikaci
modelu APARCH(1,1) bude vhodnější zešikmené rozdělení, a to spíše Studentovo
než normální. Pro další analýzu logaritmických výnosů DJIA použijeme výběro-
vou autokorelační funkci a autokorelační funkci druhých mocnin.
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Obrázek 5.4: Autokorelační funkce logaritmických výnosů DJIA.

Autokorelační funkce logaritmických výnosů DJIA 5.4 ukazuje, že výnosy ne-
vykazují výraznou autokorelaci. V grafu vidíme několik statisticky významných
autokorelací, které ale nejsou v absolutní hodnotě velké.
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Obrázek 5.5: Autokorelační funkce druhých mocnin logaritmických výnosů DJIA.

Autokorelační funkce druhých mocnin v obrázku (5.5) však vykazuje statis-
ticky významné velké hodnoty na více zpožděních po sobě. To naznačuje přítom-
nost dlouhodobé závislosti ve variabilitě výnosů, což je typický znak při shluko-
vání volatility. Tento jev je charakteristický pro finanční časové řady, kde období
vysoké volatility mají tendenci následovat další období vysoké volatility, a nao-
pak období nízké volatility mají tendenci následovat další období nízké volatility.
Akaikeho informační kritérium (AIC) je statistické měřítko používané k porov-
nání různých modelů a jejich vhodnosti pro daná data. V balíčku (Galanos, 2023)
je definované ve tvaru

AIC = −2LL
N

+ 2m
N
,

kde LL představuje hodnotu logaritcmické věrohodnosti v odhadnutého parame-
tru. N značí celkový počet pozorování a m značí počet odhadovaných parametrů
v modelu.

Model N(0,1) Nκ(0,1) St(ν) Stκ(ν)
APARCH(1,1) -6,697678 -6,716247 -6,769178 -6,776691

Tabulka 5.3: Hodnoty AIC pro různé modely APARCH(1,1) pro logaritmické
výnosy DJIA.

Z tabulky (5.3) můžeme vidět, že model APARCH(1,1) se zešikmeným stan-
dardizovaným Studentovým rozdělením Stκ(ν) má nejnižší hodnotu AIC, což
potvrzuje naše domněnky, které jsme nabyli po provedení Jarque-Bera testu a
prohlídce histogramu. Odhadnuté parametry pro optimální model s rozdělením
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Stκ(ν) uvádíme v následující tabulce, byly spočítané v softwarovém balíčku Ga-
lanos (2023).

Parametr Odhad Std. chyba t-hodnota Pr(>|t|)
µ 0,000302 0,000149 2,0238 0,04299
α0 0,000226 0,000178 1,2715 0,20356
α1 0,115769 0,017068 6,7828 0,00000
β1 0,878373 0,016291 53,9164 0,00000
γ1 0,809767 0,125776 6,4382 0,00000
δ 1,061015 0,157788 6,7243 0,00000
κ 0,878023 0,026788 32,7764 0,00000
ν 6,399167 0,833217 7,6801 0,00000

Tabulka 5.4: Odhady parametrů modelu APARCH(1,1) se zešikmeným standar-
dizovaným Studentovým rozdělením.

Téměř všechny parametry modelu (4.1) jsou statisticky významné na pěti-
procentní hladině, což je indikováno nízkými p-hodnotami v posledním sloupci
tabulky.

Připomeňme, že µ představuje střední hodnotu (2.1), která je předpokládána
jako konstantní. Hodnota parametru µ je blízko nule, což je očekávané pro lo-
garitmické výnosy, nulovost zamítáme od hladiny 4,3%. Parametr α0 je na pěti-
procentní hladině statisticky nevýznamný. Všechny další parametry mají nulové
p-hodnoty, jsou tedy pro model klíčové. Parametry α1 a β1 umožňují zachycení
dynamiky volatility. Parametr γ1 je důležitý pro zachycení asymetrie v rozdělení
výnosů. Parametr δ určuje tvar rozdělení podmíněné volatility. Hodnoty parame-
trů κ a ν naznačují, že model je schopen dobře zachytit asymetrii a těžké chvosty
v datech. Přítomnost statisticky významných parametrů κ a ν potvrzuje, že mo-
del APARCH(1,1) nelze zjednodušit na model GARCH, protože zjednodušení by
vedlo k opomenutí důležitých charakteristik časové řady výnosů.

Ověřme ještě, že odhadnuté parametry splňují podmínku stacionarity (2.5). Tedy
využijeme vztah (3.8) a dosadíme odhadnuté parametry. Dostaneme přibližně
0,97 a po dosazení do (2.5)

α1E(|z| − γ1z)δ + β1 = 0,115 · 0,97 + 0,878 = 0,9902 < 1.

Tedy podmínka stacionarity je velmi těsně splněna.
Na závěr této kapitoly pomocí funkce ugarchforecast z balíčku Galanos

(2023) spočítáme odhad volatility na základě T-10 pozorování. Následně si gra-
ficky znázorníme skutečnou volatilitu a odhadnutou volatilitu pro 10 posledních
pracovních dní v kalendářním roce 2023.
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Obrázek 5.6: Hodnoty volatility a predikované volatility 10 posledních pracovních
dní v kalenářním roce 2023 pomocí modelu APARCH(1,1) s odhadnutými para-
metry a zt ∼ St(ν).
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Závěr
V této bakalářské práci se zaměřujeme na detailní analýzu a aplikaci modelu

APARCH. Model APARCH, který rozšiřuje tradiční modely ARCH a GARCH,
umožňuje efektivnější modelování volatility finančních časových řad díky své
schopnosti zachytit asymetrické reakce na pozitivní a negativní šoky. Tato vlast-
nost je klíčová pro přesnější predikce v situacích, kdy finanční trhy reagují odlišně
na různé typy informací.

V teoretické části práce jsou popsány základní pojmy a principy stochastic-
kých modelů, které tvoří nezbytný základ pro pochopení modelu APARCH. Jsou
představeny různé varianty tohoto modelu. Ve třetí kapitole je popsána kon-
strukce zešikmených hustot, postup je aplikovaný na normální a Studentovo roz-
dělení. U těchto rozdělení je podrobně odvozena momentová struktura, zejména
střední hodnoty potřebné pro ověření stacionarity modelu APARCH. Tato odvo-
zení nejsou detailně provedena ve studované literatuře.

Praktická část práce je zaměřena na simulace a odhady parametrů modelu
APARCH na uměle generovaných datech. Výsledky ukazují, že model je scho-
pen spolehlivě odhadnout parametry a poskytnout věrohodné predikce volatility.
Dále použijeme model APARCH(1,1) na reálná data Dow Jonesova indexu, což
ilustruje praktickou využitelnost modelu v reálných podmínkách finančního trhu.
Analýza Dow Jonesova indexu ukazuje, že APARCH dokáže efektivně modelovat
volatilitu tohoto významného finančního ukazatele. Idenfikujeme klíčové para-
metry modelu, které poskytují důležité informace o dynamice volatility a jejích
změnách v čase.

Model APARCH představuje silný nástroj pro analýzu a predikci volatility
finančních časových řad. Jeho schopnost zachytit asymetrické reakce na šoky a
flexibilitu při volbě parametrů ho činí vhodným pro široké spektrum aplikací ve
finanční ekonomii. Budoucí výzkum by mohl být zaměřen na rozšíření modelu,
například integrací dalších typů rozdělení chybového procesu nebo rozšířením na
mnohorozměrné verze, které by umožnily analýzu více proměnných současně.
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