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Uvod

Na prednaskach pana docenta Vecere mé zaujal nahled na tvoreni portfolia
jako na sazeni proti trhu a na reprezentaci jednotlivych nazort pravdépodobnost-
nimi mirami. V prvni ¢asti se tak zabyvame prevazné zavedenim jednotlivych
pojmu a prostiredi, ve kterém budeme nasledné pracovat. Také se snazime pou-
kazovat na znamé véty a tvrzeni, které jsme probirali v pribéhu studia, a spojit
je s tématy, jez reSime v praci.

Nasledné se dostavame ke zptisobtim, jak definovat a popripadé nalézt opti-
malni portfolio. To pocitané primo nas zavede rozdilu dvou
Kullbackova—Leiblerovych divergenci jejichz vypocet mize byt pomérné naroc¢ny i
prii konecné mnoziné moznych stavii. Proto rovnéz zminujeme metody aproximace
pro nalezeni vah urcujici optimalni portfolio. Tyto metody vyuzivaji Taylorovi
aproximace logaritmu a martingaleovskych vlastnosti cen. Tyto aproximace poté
ukazujeme na binomialnim a trinomialnim modelu, kde rovnéz poukazujeme na
uplnost popripadé netplnost téchto modeli.

Na posledni c¢asti se snazime propojit metody a pohledy, které v praci pou-
zivame s definici uzitku a maximalizaci uzitkové funkce. Znovu se zde vracime k
binomialnimu modelu, na kterém se snazime ukazat blizkost maximalizace uzit-
kové funkce pomoci pravdépodobnostnich mér a Kellyho kritéria.



1. Zakladni pojmy a predpoklady

Prvni a klicovy termin, kterému se budeme vénovat, je "aktivum". Aktivum
zahrnuje veskeré hodnoty, které lze sménit za jind aktiva. V této praci budeme
aktiva oznacovat velkymi pismeny. Pro identifikaci konkrétniho aktiva X pou-
zijeme krouzek kolem néj @, aby byla zdiraznéna jeho jedinecnost, nezavisle
na numerické hodnoté. Tento znacka nam umoznuje odlisit samotné aktivum od
jeho ¢iselné hodnoty, kterou zavedeme pozdéji. Pokud se budeme odkazovat na
hodnotu aktiva X v ur¢itém casovém bodé t, oznac¢ime ji jako @[t] Celou sadu
moznych aktiv oznac¢ime jako ©.

Meéjme mnozinu vSech moznych stavi, oznacenou jako €2, a jednotlivym sta-
vum w. Aktiva lze také chapat jako rtizné perspektivy na pravdépodobnosti jed-
notlivych moznych stavi w. Tyto pravdépodobnostni miry budeme nazyvat sta-
vové ceny v pripadé diskrétnich situaci a hustota stavoviyjch cen v pripadé spojitych
situaci.

Definice 1 (Cena aktiva (X)). Cena aktiva (X) znacend Xy (t) uddvd mnoZstvi
aktiva @, které je potrebné k ziskani jednotky aktiva @ v urceném case t:

X) = Xy (t)-(Y). (1.1)

O cendch budeme premyslet jako o ndhodnych velicindch.

Aktivum @ zde puisobi jako podkladové aktivum, které nam umoznuje stanovit
hodnotu ostatnich aktiv. Rovnost aktiv v rovnici by méla byt chapana jako
trida ekvivalence aktiv, které sdileji stejnou hodnotu v daném case t. Pro tuto
situaci, kdy aktiva maji stejnou hodnotu, pouzijeme symbol '=" jako odliSeni od
‘=7 které se tyka numerické hodnoty.

Cena nam také urcuje usporadani jednotlivych aktiv.

Definice 2 (Usporadani aktiv). Turdime, Ze @ — @ , pokud plati, Ze
Xy(t) > 1.

Podkladové aktivum lze volit libovolné, pokud plati, ze ma hodnotu, tedy

plati (¥) > 0.

Véta 1 (Zména podkladového aktiva). Ceny Xz(t), Xy (t) a Yz(t) spliugji
X() = Xy (1) - Va(t). (1.2)

pro @ ~=0a@ 0.

Diikaz. Vime, ze plati

Xt = Xv(t)- Q] = Xy (1) - Yz(t) - DI,

rovnéz ovsem plati
] = Xz (1) - @t].

Odtud plati, ze Xz(t) = Xy (t) - Yz(¢).

(Vecer, |2024))



Definice 3 (Portfolio). Necht @, i=1,..., N, jsou aktiva z mnoziny aktiv ©,
portfolio v case t je linedrni kombinace aktiv:

®z;N@()w

kde Ai(t) predstavuje pocet aktiv @ drzengjch v case t.

Je samoziejmé si predstavit, Ze A’ je kladna nebo rovnd nule, my oviem
budeme brat v tvahu i moznost, ze A’ je zdporna. V takovém pripadé mluvime

o short pozici v @

Méjme libovolné podkladové aktivum @ Cena Py (t) portfolia @ poté bude:
N . .
Pe(t) = 3 A1) - X (1),
i—1

Uvazujme, Ze pracujeme v diskrétnim case a pocty aktiv A’ v portfoliu ®
zustavajl neménné. Poté je mozné vyjadrit vyvoj ceny portfolia @ vuci podkla-
dovému aktivu @ :

Py(n+1) = Py(n) = 3 A()[X5(n + 1) = Xy (n)].

=1

Ve vét§ing pifpadit je prehlednéjsi vyjadiovat pocet drZenych aktiv A’ re-
lativné w'(t), tedy jako zlomek kapitalu investovany do kazdého aktiva misto
absolutnich hodnot. Toho dosdhneme skalovanim jednotlivych aktiv vacéi jejich
relativni cené vzhledem k portfoliu @:

@)t] = iwf(t) @[tﬂ (1.3)

Rovnéz by mohlo byt uziteéné vyjadreni ve smyslu cen vzhledem k podkladovému

aktivu @:
Bl _ 3. XN
i=1 X3 (1)
které dostaneme podélenim rovnice cenou portfolia Py (¢) a vyuzitim véty

o zméné podkladového aktiva.
Pokud bychom vyjadrili cenu portfolia viici @ dostavame:

Py

coz znamend, ze w'(t) jsou vahy se souctem jedna. Stejné jako u absolutnich
hodnot A’ je zde mozné, aby w'(t) byly zdporné. Omezeni, ktera oviem u portfolif
musime respektovat jsou podminky bankrotu. Chceme se tedy vyhnout scénaitim,
kdy Py (T') < 0 tedy situaci kdy je celkova hodnota portfolia zdporna pro néjaké
T >t.



Pokud bychom chtéli vyjadrit jednotlivé relativni vahy vici absolutnim poctiim
drzenych aktiv, miizeme pouzit néasledujici:

Xy (t)

W) = (0 Xp(0) = A1) - ZE. (1.4
a naopak
A(t) = wi(t) - PL(t) = A )]z((?) (1.5)
Definice 4 (Vynos). Hodnotu
R¥(n+1) = [XY;:(Z)l) — 1]

oznacime jako viynos v diskrétnim pripadé. Na vynosy budeme rovnéz nahlizet jako
na ndahodné veliciny.

Vymos muze zjevné nabyvat i zapornych hodnot, v takovém pripadé miizeme
misto slova vynos pouzit ztrata. My v této praci pro zachovani znaceni, budeme
uprednostniovat oznaceni kladny popripadé zaporny vynos. Na vynos je mozné
nahliZet jako na smlouvu, kterd ndm dodd Rss (n + 1) jednotek aktiva @ v Case
n+1. Pro lepsi pochopeni uvedeme priklad. Méjme portfolio ®[n] v Case n S

pozicemi:
= L . n| — n

V ¢ase n ma toto portfolio nulovou hodnotu vzhledem k podkladovému aktivu

):

1

P = - X —1=0
Y(n) Xy(n) Y(n) >
zatimco v Case n+1 mé hodnotu:
1
P 1) = - X 1)—1=R< 1).
V(14 1) = gy Xt 1) =1 = R¥ 1)

Tento priklad odpovida zakoupeni ¢asti aktiva @, kterad odpovidé jednotce aktiva
@. To vyusti v kladny nebo zaporny vynos v zavislosti na vyvoji ceny aktiva
@ mezi ¢asy n a n+1. Pro pfesnost, nulovy vynos je také moznost, ovsem z
naseho hlediska je takova smlouva bezpredmétna. Rizné subjekty ucastnici se
trhu, mohou mit na vynos rozdilné nazory. Tyto rozdily jsou dilezity faktor,
ktery tato prace bere v tivahu.

Véta 2. Vijnos RE(n+1) portfolia ® je v diskrétnim pripadé vaZenym priumerem
vinosit jednotliviich aktiv Ry (n + 1) v portfoliu:
N . .
Ry(n+1)=> w'(n)- Ry (n+1).

i=1

(Vecer, 2024)



Diikaz. Budeme postupovat dle zavedenych definic.

Py(n+1) ]

Py (n) %“} lXY(H) - 1] = %wi(n)'Réi(nJrl).

b = | R an

Definice 5 (Statické portfolio). Statickym portfoliem nazveme takové portfolio
D, které md konstantni absolutni pozice A*(t) = A’

Pro néas je podstatné, ze ke statickému portfoliu budeme v prubéhu prace
pristupovat jako k jednotlivému aktivu. Rovnéz je dulezité si uvédomit, ze zatimco
absolutni pozice zustavaji ve statickém portfoliu konstantni, relativni pozice diky
vztahu [[.4] konstantni neni:

a tedy: o
i iy Xit) L0

W) = w'(0) - 0 = wi0)- 1,
y Iy (0)

kde jsme pouzili konstantni absolutni pozice k vypoctu relativnich pozic v poca-
tecnim Case, dle vztahu [I.4]

1.1 Binomicky model

Problémy, kterymi se budeme v této praci zabyvat jsou snaze uchopitelné na
ptikladu binomického modelu. Necht tedy 2 = {H,T}. Déle uvazujme binarni
smlouvu @ definovanou vyplatami v ¢ase n = 1:

tedy vyplata jednotky aktiva @ v pripadé, ze w = H a nulova vyplata v opacném
pripadé.

7 hlediska vyplat v ¢ase n = 1, tedy situace vypada nasledovné. Mame k dispozici
bezrizikové aktivum

I
>~<
=
Il
——



s pocatecni cenou Ay = ¢q € (0, 1), kde q reflektuje nazor trhu na teoretickou
¢etnost vyskytu jevu H. Aktivum @ nemuzeme pouzit jako podkladové aktivum,
nebot pii w =T je aktivum @ bezcenné a cena Y,4(1,7) tak neni definovana.

Dale si zavedeme komplementarni aktivum k aktivu @ a oznacime ho .

Plati:
10, w = H,
@ = {@[u, w=T,
s cenou A§(0) =1 — Ay(0) = 1 — ¢, diky vztahu @ + = ®

Ceny Ay (0) a A§$(0) jsou kladné a jejich soucet je jedna. To znamend, ze je
muzeme vnimat jako pravdépodobnosti. Pravdépodobnostni miru, kterou tyto
ceny indukuji, nazveme rozdeéleni stavovych cen. V tomto konkrétnim pripadé
rozdéleni stavovych cen piislusejici aktivu @ je PY =q,1 —¢|". Na miru PV se
budeme odkazovat také jako na rizikové neutralni miru. Tato mira reflektuje nazor
trhu. Ceny uvadéné na trhu jsou transparentni a dostupné vsem tucastnikiim, a
tak je mira PY viditelna.

Kromé této miry predpokladame existenci miry P= [D,1—p]", kterou nazveme
fyzickou mirou. Tato mira reprezentuje skutecnost. To znamena, ze pokud miry
P a PY nejsou totozné, P¥ je nespravnym modelem. Déle je tieba si uvédomit, ze
fyzickd mira neni, na rozdil od rizikové neutralni miry, primo viditelna.

Za predpokladu, ze mame k dispozici nekonec¢né mnoho identickych a nezavisle
rozdélenych (iid) pozorovani ze zminéné mnoziny £ = H, T, parametr p odpovida
frekvenci pozorovani w = H, coz vyplyva ze zakona velkych cisel.

]T

Véta 3 (Silny zakon velkych ¢isel pro stejné rozdélené ndhodné veli¢iny). Méjme
posloupnost {X,,}5°, nezdvisljch stejné rozdélengjch nahodnych velicin. Pak pro
n — 0o

1
—> nX; = u,[P] — s.j.

iz
pro néjaké p € R, prave kdyz E | X1| < oo; v tom pripadé E X, = p

(Dupa¢ a Huskova, 2013)) str. 72

1.2 Ceny v binomickém modelu

V této ¢asti prace se pokusime ukdazat, ze ceny na trhu jsou zavislé na zméné
podkladového aktiva bez ohledu na maximalizaci uzitkové funkce nebo trzniho
ekvilibria. Méjme pravdépodobnostni miru reprezentujici skute¢ny stav véci P=
[p, 1—p]. Déle uvazujeme jako vyse miru P¥, ktera reprezentuje pravdépodobnosti
dle pohledu trhu, a rozdilny nizor na trh P* = [p,1 — p]T. Pfedpokldddme, 7e
ani jedna z mér PX, PY se nerovn4 fyzické mife P, ale maji k nf v néjakém smyslu
rozumneé blizko.

Ptedpokldddme, ze mira P* generuje aktivum @ a s nim spojené aktivum
definované jako

H,
T.

w
0, w



Tedy ekvivalentné jako aktivum @ vuci aktivu @ Rovnéz uvazujeme analo-
gicky definované aktivum . Pravdépodobnostni mira P* urcuje pocatecni

cenu Bx(0) = p. K lepSimu porozuméni cen, popiSeme vztah mezi aktivy @

a (B).

®)0] = B (0)-X)[0] = pXy (0)- D[] = pXy (0)- Ya(0)- B0] = £Xy(0)-@)0].
Pro w = H analogicky k piedchozf rovnici spocteme:

XN = Xy (L,w)DN] = Ba0)D[L] = Bx(0)Xy (0)Ya[]D]1] = f;Xy(O)@[l],

tedy v kontextu cen plati Xy (1,H) = ng(O). V opa¢ném priipadé lze vyuzit

komplementarnich aktiv , , abychom analogicky ukézali, ze Xy (1,7) =

12Xy (0).
Véta 4 (Martingalovska vlastnost cen).

EY[Xy(1)] = Xy (0).

Dukacz.

EY (X ()] =2 X (0) g+ 1:5 Xy (0)- (1—q) = (p+1—p)- Xy (0)

= Xy (0).

O
(Vecer, |2024))
Tato véta ndm ukazuje, ze podle miry PY zistdvaji ocekdvané budouci ceny
vudi aktivu ® konstantni.



2. Optimalni portfolia

V zavéru predchozi kapitoly jsme pracovali s cenami v binomickém modelu
a ukazali jsme, zZe jsou martingaleovské a dle nazoru trhu jsou ocekavané ceny
konstantni.

Podstatou optimalizace portfolia je v jistém smyslu maximalizovat zisk. V této
kapitole se pokusime ukazat, ze k tomu je tfeba mit spravny nézor na budouci
vyvoj trhu. Rovnéz se pokusime ukézat, ze pokud nadm nejde o maximalizaci
zisku, ale pouze o kladny zisk, neni tfeba mit spravny nazor na budouci vyvoj
trhu, ale staci jen lepsi, nez ma trh samotny.

Méjme stejné jako v difve dvé riizné pravdépodobnostni miry P* a PY, které
reprezentuji poporadé nas nazor na trh a nazor trhu samotného. Na rozdil od
predchozich situaci ovsem budeme vyvoj ceny zkoumat z pohledu miry P¥.

PP =20+¢° — ¢’ +q
q(1—q)

XX (1] = X (0) 4+ 12 X(0)-(1p) = X (0)

= Xy(0) - (ff(gf—q()l) + 1) > Xy(0).

Tuto situaci je mozné rozsitit na n casovych usekii.

n n k . n—k
=603 (1) (2) (122) sa-n

o () () ()

= Xy (0) - <p; + (11__122>
= Xy (0) - (M + 1) > Xy (0).

Tedy ocekavand hodnota Xy (n) vykazuje exponencialni rust. (Vecer, 2024) str.
34

Véta 5 (Jensenova nerovnost). Necht f : R — R je konvexni funkce a X je
nahodnd velicina takovd, Ze E |f(X)| < co. Potom

E f(X) > f(EX).

(Lachaut, 1998) véta 5.9.

Jiz. vime, 7e plati Xy(n) = ﬁ(n), coz odpovidd funkci f(z) = L. Pokud se
v cendch omezime na kladné hodnoty, je f(z) konvexni a z Jensenovi nerovnosti
dostavame

B ] =E7 [y;(m} =X ;X(m - YX1<0> = X (0 =BTy ()]

To tedy znamena, Ze o¢ekdvand cena aktiva @[n] vici libovolnému jinému aktivu
poroste, za predpokladu, Ze fyzickd pravdépodobnostni mira odpovid4 mife P*.

9



2.1 Optimalni portfolio

Vyvoj cen, jak jsme jej popsali v zavéru prvni kapitoly této prace, je multipli-
kativni. Radi bychom na néj aplikovali zndmé véty jako napiiklad zdkon velkych
¢isel nebo centralni limitni vétu. K tomu je ovSsem potieba dostat vyvoj cen do
aditivni formy. Proto budeme v nasledujici ¢asti pracovat s logaritmickym vyvo-
jem cen. Zavedeme proto nové znaceni.

Definice 6 (Logaritmicky vynos). Hodnotu (k) = log ())f:((:’_ﬁ))) budeme nazyjvat
logaritmickym viynosem.

Miizeme si vSimnout, Ze na rozdil od diive definovaného vynosu neodec¢itame
od podilu jednicku. Diky tomu mizeme pracovat se situacemi, které by genero-
vali zaporny vynos a které by nebylo mozné zlogaritmovat. Rovnéz vidime, ze
logaritmicky vynos je aditivni.

XY(”)) S < Xy (k) ) -

log < = > log =Y (k).

%0) "5\ we-n) 4

Véta 6 (Centrélni limitni véta). Necht {X,} ~ | je posloupnost nezdvisljch stejné
rozdélenych nahodnych velicin. Necht 0 < varX, < oo. Polozme

_ Y1 Xk —nEXy
v nvarXy

Zn n=12,...
Pak pro kazdé x € R
lim P(Z, < x) = d(x).
(Dupac a Huskova, [2013)) str. 85
Predpoklddejme, Ze £(k) jsou stejné rozdélené nezavislé ndhodné velic¢iny s klad-
nym kone¢nym rozptylem. Nyni pouzitim centralni limitni véty dostdvame

. (log Xy (n) — un . nooe(k) —
(MR ) (Bl <)o

kde ®(z) je distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni, p = E [£(k)| a
0% = var|€(k)|. Abychom se vyhnuli nechténé zaméné pouzivame zde miru P, ale
mohli bychom uvaZovat i P* nebo PY. Centralni limitni véta ndm tak umoziuje
zkoumat asymptotické chovani vyvoje cen Xy (n). Naptiklad ndm umoziuje spo-
¢ist pravdépodobnost, Ze se cena Xy (n) nachdzi pod néjakou hranici K - Xy (0),
pro K >0an— oo:

B(Xy (n) < K - Xy (0)) = B (1og (f;;gg))) < 1og<K>>

Xy (n)
» <log (5f5)) — pm - log(X) —Am)

on = ovn
® (W)_’m> Lo (—“ﬁ) .

o\/1n o

Q
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(Vecer, |2024) str. 36 Asymptotické chovani této distribucni funkce bude zalezet
na parametru u,

L, pu<0,

i
o (-Lvn) > 15 w=o,
0, p>0.

Abychom mohli dale pokracovat v nasi analyze asymptotickych vysledku je
tfeba zavést pojem relativni entropie.

Definice 7 (Relativni entropie). Necht P a Q jsou diskrétni pravdépodobnostni
rozdéleni na prostoru Q2. Predpokldidejme, Ze plati Q(w) =0 = P(w) = 0.
Relativni entropie je definovana jako

Prs(®11Q) = 3 Plos (5]

Kde P(w) a Q(w) znaci pravdépodobnosti jevu w podle rozdéleni P a Q.
(MacKay, |2005) str. 34

V matematické statistice se relativni entropie oznacuje také jako Kullback-
Leiblerova divergence. Relativni entropie se tedy pouziva jako nastroj pro meé-
feni odlisnosti mezi dvéma pravdépodobnostnimi rozdélenimi P a Q. Tato me-
trika nam tika, jak moc se rozdéleni P lisi od rozdéleni Q. Jednoduseji Teceno,
Kullback-Leiblerova divergence nam ukazuje, jak moc se odchylujeme od oceka-
vaného, pokud pouzivame Q jako model, kdyz ve skutecnosti mame distribuci
P. Je dulezité poznamenat, ze Kullback-Leiblerova divergence neni metrika ve
smyslu tradi¢ni vzdéalenosti. To znamena, Ze neni symetrickd ve uvedenych dvou
rozdélenich a nedodrzuje trojihelnikovou nerovnost. (Amari, 2016) str. 11

Nyni, kdyz mame zavedenou relativni entropii, mizeme pokracovat ve zkou-
mani diive uvedenych zavéria. Dale predpokladejme, ze mame k dispozici pouze
konecné mnozstvi aktiv @, 1 = 1,...,N, a bereme v ivahu pouze staticka
portfolia. Jak jsme definovali na zacatku prace, jedné se o takova portfolia, ktera
zavedeme v case t = 0 a dalsi vyvoj je zavisly uz pouze na vyvoji trhu. Méjme
portfolio @, které indukuje miru PV. Poéitdme s nim stejné jako s jakymkoliv
jinym aktivem.

Poznamka. Z dtivodu znaceni a potreby udavat cenu vici fyzické mire P budeme
pro tuto miru rovnéz pouzivat znaceni PF.

= o (1)
- e fig (0B DY)
e o ()] - oo (125

= Dir (P || PY) — Dir (P" || PY).

Tedy ocekavany logaritmicky vynos ceny Xy (1) za jednotku Casu a pii predpo-
kladané fyzické mite P je mozné vyjadrit jako rozdil mezi relativnimi entropiemi.
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Jak jsme ukazali diive, limitni chovani vyvoje ceny Xy (1) zavisi na kladnosti ¢i
zdpornosti parametru p. Konkrétné u je kladné, pokud plati Dy (PF || PY) >
Dy (PY || PX). To tedy znamend, 7e v situaci, kdy je P¥ blize k P* nez k P¥ ve
smyslu relativni entropie, jde pravdépodobnost, Ze je logaritmicky vynos omezeny,
k nule. Opac¢ny pripad naopak znamena trajektorii smérem k minus nekonecnu
na logaritmické skale a tedy k nule na absolutni.

Pozndmka. Tento vypocet je mozné rozsirit na libovolny diskrétni casovy usek.

e o (5] < o (0] < 0”12 e 12

Definice 8 (Optimalni portfolio). Optimdlnim portfoliem nazveme takové
portfolio @, které bude maximalizovat ocekdavany logaritmicky vynos vici vsem
podkladovym aktivim za predpokladu fyzické miry P.

Véta 7. Optimdlni portfolio @ vzhledem k fyzické mite P¥ je statické portfolio,

které minimalizuje
Dy (P* || PY).

Ditkaz Mé&jme (Y) jako podkladové aktivum. Poté

VY(”)) F (VF(H)> F <FY(TL)>
E”lo =E"lo +E"lo :
° (vym) “\Vr0) *\R )
Tuto rovnost nam udava véta . Dale ¢len E ' log ( ?:/Eg;) bude konstantni, tedy

pro vypocet maxima neni podsfatny. Pouzitim véty [If a definice relativni entropie
dostavame rovnost

EF log (“zig))) — _EFlog (?Z%) = — Dy (PF || PY),

kterd ndm ukazuje, Ze minimalizace D (P || PV) bude maximalizovat oceké-
vany logaritmicky vynos.

O
(Vecer, |2024)) str. 47

2.2 Fischerova aproximace

Véta 8. Méjme pravdépodobnostni miru zavislou na parametru 6. Ddle méjme
01, 02 =61+ 0 pro 6 > 0. Poté plati

1

Drcr(Py, || Py,) ~ 5(STI(el)éT,

kde I(61) znaci Fischerovu informacni matici.

(Jeffreys, 1946) Rovnéz se zde nachazi dikaz k tomuto tvrzeni.
Vyuzijeme véty [§] a zkusime tak aproximovat zavér z véty [7] Méjme koneéné

mnozstvi aktiv @, i=1,...,N a fyzickou miru P¥. Uréeme statické portfolio

12



@[O] takové, ze Vip = 3 ,cn w'- X &(0). Rovnéz pro jednoduchost uvazujme pouze
jeden casovy tusek, n = 1. Poté plati

i (48) e 3

ieN
- (Xe()
:EFlog[ w‘-( a —1)4—1]
="\ %0
(XL 1 (X ?
ey () Ler [y (S0 )
iEN X5 (0) 2 iEN X5 (0)
kde tuto aproximaci dostdvame z Taylorova rozvoje log(z + 1) = = — % +

O(x3).(Vecer, [2024) str.60
Déle je mozné psat

e ()

1EN

nebot z véty 4] vime, Ze ceny jsou martigaleovské. Plati tedy EX X%.(1) = X%.(0)

a Xil(o) je konstanta. U zbyvajiciho ¢lenu pouzijeme definici vynosu
R¥(1) = ?z; Eé; — 1, kde pro zjednodusen{ zépisu budeme psit Ry (1) jako Ry .
Dostaneme
1 [ X1(1) P —_—
EFlZw’-< L —1)] =-E" Y w - RY| =E"w'Rw,
2 1EN XF(O) 2 iIEN
kde 1 1 1 2 1 3
w RX'RY' RX'RY RY'RY
ws R¥RY RERY RERY
W= lws | BR=|RXRY RXRY RYRY

Pro dalsi ipravy tohoto ¢lenu budeme potiebovat zavést kovarinci.

Definice 9 (Kovariance). Necht X, Y jsou ndhodné veliciny takové, Ze E X?* <
oo a EY? < co. Kovariance cov(X,Y) ndhodnych velicin X a Y je definovina
vztahem

cov(X)Y)=E(X-EX)Y —-EY).
(Dupac a Huskovd, 2013)

V této situaci mizeme aplikovat stfedni hodnotu na matici ndhodnych veli¢in
R a upravit vyraz
EFRX'RY" EFRXRY EFRY'RY
EFR EF RfﬁzRifi EF Rl{szféz EF ngzR;Sz
~ |EFRFRY EFRYRY EFRERY

[ UarFRifl COUF(R%(l,R%(Q) COUF<R%(1aR§3)

2 1 2 2 3
B covF(ngB,ngl) UarF}Efg ) covt (R¥ ,}Eig ) _ yF
~ lcovt (RET,RE)  covl (R RXT) vart R¥ T
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Zde jsme stejné jako v nulovani prvniho ¢lenu Taylorova rozvoje vyuzili nulového
prvniho momentu vynosti. Pokud se tedy vratime o krok zpét a dosadime do
puvodniho vzorecku, vyjde aproximace logaritmického vynosu

VF(l) 1
EF ~ ——wI'sFw.
°g<vF<o>> 2 =Y

Fischerova aproximace tedy vyuziva, ze ceny aktiv jsou martingaly vzhledem k
fyzické mire a tedy jedinym podstatnym aspektem pro logaritmicky vynos se stava
rozptyl, ktery se snazime minimalizovat.

2.3 Markowitzova aproximace

Jak si miizeme povSimnout, Fischerova aproximace nebere v tivahu miru P,
tedy ndzor trhu. RovnéZ pii vypoctech vah aproximujeme pouze (Dgp(PF || PY)
pomoci rozptylu aktiv. Markowitzova aproximace na rozdil od Fischerovi pocita
i s ndzorem trhu a aproximuje i (Dgp(P¥ || P¥) pomoci st¥ednich hodnot.

Mé¢jme stejné jako v predchozim ptipadé koneéné mnozstvi aktiv @, 1=
1,...,N a fyzickou miru P*. Uréeme statické portfolio @[0] takové, ze Vy =
Sienv w' - X4(0). RovnéZ pro jednoduchost uvazujme pouze jeden ¢asovy tusek,
n = 1. Poté plati

) (50 e )

2 (0) bt

—EY log (;Vw’ : X;i%;)

e[ - (3H) e 16

- [ () 3o [ ()
=wip— owis¥w,

kde w = (wy,...,wy), n €N,

Cler s (X3QD) '
“‘[E “"(X;;(oflﬂ- ’

€N

je vektor o¢ekévanych vynost jednotlivych aktiv podle fyzické miry P¥ a

varYR{fl con(R{fl,R{fz) con(Rffl,R{,(3)
Y covY (RE" R varY RY cov” (RY™ RY™)
o (RRY) o (RERY) v RE |

je kovarian¢ni matice jednotlivych vynosi podle rizikové neutralni miry Py.
(Vecer, |2024)) str. 64
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V rovnici jsme vyuzili nejprve Taylorova rozvoje pro logaritmus prvniho a
druhého fadu a , Ze ceny aktiv vii¢i mife PY jsou podle té samé miry martingaly,

- Xy (1)
Eylog< w' - =X >%0.
2" X

. Déle jsme aplikovali Tayloriv rozvoj druhého rfadu a rovnéz martingaleovskou
vlastnost cen viiéi mife PY podle té samé miry.

Véta 9 (Optimalni Fischerovi véhy). Necht w je n-rozmérny vektor a ¥ je
invertibilni, pozitivne definitni kovariancni matice. Problém mazimalizace
—%WTEFW pod podminkou Y, w; =1 1esi vektor vah dany:

_ (EF)_ll
BEUCURER

w

kde 1 znaci vektor jednicek a odpovidajici maximdlni hodnota je:

1

1 1
—§WT2FW =

217(ZF)-11°
(Vecer, |2024)) str. 60, kde je mozné nalézt i dukaz.
Véta 10 (Optimalni Markowitzovo vahy bez bezrizikového aktiva). Necht i je
vektor ocekdvangch vinosi a XY je kovariancni matice vinosi odpovidajici port-
foliu uréenému vektorem vah w. Pokud XY je invertibilni, optimdini vdhy mazi-
malizujici
1
wl — §WTEYW,
za podminky Y77 w; = 1 jsou dané:

w= (3Y) T+ (1 ITI(E(??)_)l_l : ) (ZM)'1,

kde 1 znaci vektor jednicek.

(Vecer, 2024)) str. 65, kde je mozné nalézt i dukaz.

2.4 Binomialni model

Méjme prostor Q = [H, T, aktiva @, @ a pravdépodobnostni miry
PX1 = (py1, p2), PX2 = (q1, o), P¥ = (n1, n2) a P¥ = (my, my). Kde PX1 q PX2
reprezentuji aktiva popiipadé @, PY je rizikové neutralni mira a P¥ je
fyzickd mira. Jak jsme jiz zminili dfive, pokusime se najit optimalni portfolio
minimalizaci Dy (PF || PY). Nasim cilem bude najit riznymi cestami optimalni

portfolio @ sestavajici se z aktiv @ a @
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2.4.1 Primy vypocet

Pouzijeme vétu [7] a pokusime se najit minimalizovat Dy (P¥ || PV). Podle
definice plati

ont 1P - 2 (1 5) - o (5

weN wEQ
w*pr +wq Tpa + wge
= —mylog | ———— | —mplog | ————=
my mo
_ w™ (p1 — q1) + @ w (g —p1)+1—q
= —m1l09 - m2109 )
my 1—my

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili faktu, ze po = 1—p; @@ = 1—qo, mo = 1—my
a w" =1 — w". Spocteme prvni derivaci podle w*!

(pr—q1) ( i Lo m )

w (p1 —q1) + ¢ B wi (g —p1)+1—q

Tento vyraz se rovna nule pro:

wh(pr—q)+q  w g —p)+1-q

mi 1—my
w(pr—q1) + @ =
W — mip —q1
p—q
kde p; # ¢1. Pokud do ptivodniho vzorce dosadime spoc¢tenou hodnotu w*!, vyjde
nam
— — 1—
Dica (B || P)[uw™] = —malog (2220 - (1= mytog (L2202 0)
ma 1-— mq

= —mylog(1l) — (1 —m)log(1) = 0.

To odpovida tomu, Ze jsme schopni nalézt portfolio, které replikuje libovolnou

pravdépodobnostni miru . Tedy nas model je tuplny.
Nyni spoc¢teme oc¢ekavany logaritmicky vynos. Dosazenim spoctené hodnoty
Dy (PF || PY) = 0 ziskdme

EF [log @:Eém = Dgp(P¥ || PY) = E log (gi)
=my - log (Z?) +(1—m1)-l0g<11_m1>.

Vzhledem k tomu, Ze vzdalenost mér P¥ a PY nemiizeme volbou naseho port-
folia nijak ovlivnit a vzdalenost P¥ a PV je nulovd, je tento vynos nejlepsi mozny.

2.4.2 Fischerova aproximace

Nyni zkusime k vypoctu vah optimélniho portfolia v binomickém modelu vy-
uzit Fischerovi aproximace. Ze stejné pojmenované kapitoly vime, ze

Vp(1) 1
EF] ~ ——wl'sF
Og(mm) 2 Y
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Tedy ocekavany logaritmicky vynos vici fyzické mite odpovida kovarianéni matici
S F navdzené vzhledem k portfoliu @ Zacneme tedy vypoctem prvki kovarianéni
matice.

2 2 _ 2
WF(R?l):(pl_l) m1+(p2_1) g — PL = )”

ma mo m1(1 — ml) ’
kde jsme vyuzili pp = 1 —p; a ¢ = 1 — g2. Rovnéz vychazime ze vzorecku
pro rozptyl tvaru var(X) = X (z; — E X)p;, kde z; jsou jednotlivé hodnoty

ndhodné veliciny X a p; jsou jejich pravdépodobnosti. Vime, Ze prvni moment
R je pii mife P¥ nulovy. Z definice plati rovnost Ry' = [Qi Eég — 1}. Odtud
vyuzijeme, znalosti o tvorbé ceny z prvni kapitoly, tedy X; p(1,H) = %XF(O),

Xp(1,T) = 22X, #(0). Analogicky miZzeme vypocist

2 2 2

F/pX q1 q2 (Ch - Ch)
R2:<—1> (—1) _ = a)
var” (Ry?) my M+ me 2 mq(1 —my)

U pocitani kovariance znovu vyuzijeme nulovych prvnich momentt R?l po-
pripadé Rif? pti mife P¥ a hodnot, kterych nabyvaji.

cov” (R, RY?) = B" (R — E"RY)(Ry? — E"Ry?) = E"RY' R}
=) Gy (= 1) (= 1) me
mq mq ma mgy
(pl - ml)(Ql - ml)
m1(1 — m1> ’

Pokud dosadime do matice ¥ uz vidime, Ze je determinant kovarian¢n{ matice
nulovy a ta bude tedy singularni. To ilustruje rovnost Dy (P¥ || PY) = 0 a
potvrzuje vysledek predchoziho pocetniho prikladu. Tedy jsme schopni replikovat

libovolnou pravdépodobnostni miru a tim padem je model uplny.

e [ var” () covF<R§1,Rfé2>]

cov” (R¥', Ry?)  war® (Ry?)
(p1—m1)* _ (p1=mi)(q1—m1)
— mi(1—m1) mi(1—m1)
_ (p1—m1)(q—m) (1—q1)?
mi(1—m1) my(1—my)

RovnéZ tim ziskdvame, 7e je ocekavany logaritmicky vynos je roven Dy (P¥ ||
PY) nebot aproximace Dgr(P¥ || PV) je nulova. To odpovidd nasi predstavé.
Pokud mame spravny nazor na trh, tedy ndzor rovnajici se fyzické mite, Dy (P¥ ||
PY) bude nula, nebot nase portfolio piesné nasleduje fyzickou miru. Pokud by
nas nazor byl rozdilny oproti fyzické mife, Dy (P¥ || PV) bude zaporny. Portfolio
indukované fyzickou mirou nam tak dava nejlepsi mozny vynos.

2.5 Trinomialni model

Mgjme prostor Q = [H, T, E], aktiva @, @ a pravdépodobnostni miry
PXt = (p1, pa, p3), P*2 = (q1, @2, 43), P¥ = (n1, na, m3) a P¥ = (my, my, mg).
Zde P*X1 q PX2 reprezentuji aktiva @ popripadé @, PY je rizikové neutralni
mira a P¥ je fyzickd mira. Stejné jako v predchozi podkapitole se pokusime najit
riznymi cestami optimalni portfolio @ sestavajici se z aktiv @ a
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2.5.1 Primy vypocet

Nejprve se pokusime spocitat vahy optimalniho portfolia primo, chceme tedy
maximalizovat ¢len

1 > i i
max Ef log (gﬁiEO;) = mv%x; [log <wXIT]; + wX2q> mz] :

K3 ml

Vime, ze w*? = 1—w*~1. Pokud tuto skutecnost dosadime do rovnice, dostavdme
funkci jedné proménné:

3

fw®)=>" [log (lepi + (1 — le)qi> ml} :

i=1 my; my;
Pro nalezeni maxima funkci zderivujeme
3

f/(le) :Z Pi — 4

X1 Pi _anX1) 4’
=1 W mi_l_(l w )mi

a pokusime se najit takové wXt, aby platilo f’(w*1) = 0. Pfesné analytické FeSent

tohoto problému je mozné najit v priloze A1l. Nam bude stacit, ze se jednad o

kvadratickou rovnici a tedy dostavame az dva mozné vysledky, které oznacime
X X,

wyt a wyt.

Pokracujeme spoctenim ocekavaného logaritmického vymnosu.

e oo ()| =€ oo (7)) | & o (V@)

3 ) 3 . .
S (s 3 o (o5 20 )
i=1 ( i=1

m; m;

— Dyes(P¥ || PY) + 233 {zog (wxlpi (- le)%) m] 21

i=1 i e

Kvili rozsdhlosti wi! a wy* nebudeme poéitat tento vinos analyticky, ale ilustru-
jeme ho na konkrétnich hodnotdch. PXt = (1/5, 2/5, 2/5), PX2 = (4/7,2/7, 1/7),
PY = (1/3,1/3,1/3) a P¥ = (3/10, 4/10, 3/10). Potom dostaneme podle vzorce
v priloze Al

wit = —1,5213, wy' = 0,7093.

Pro wy* dostavame zédporné hodnoty v logaritmech , zvolime tedy ws* a dosadime
do rovnosti (2.1)
= 0,0097 + (—0,0026) = 0,0071.

Na tomto prikladu jsme ilustrovali, ze oc¢ekavany logaritmicky vymnos se lisi od
Dgr(PF || PY), tedy nedosahuje maximalntho mozného vynosu, nebot nejsme
schopni v tomto modelu replikovat piesné miru P¥ pomoci aktiv @ a @
Jedna se tedy o nedplny model.
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2.5.2 Fischerova aproximace

Déle budeme tesit identicky priklad jako vyse, pouze s tim rozdilem, zZe k jeho
feSeni pouzijeme vétu [9] Nejprve spocteme
kovarian¢ni matici ¥™. Ta bude v tomto piipadé velikosti 2x2 a potiebujeme
tedy spocist var® (RY),var (RY) a cov” (R¥, RY.). Za¢neme vypoctem rozptyl

2 2 2
var® (Ry') = <p1_1) ml—f—(m—l) mg—l-(m—l) ms,

mi ma ms
2 2 2
varf (Ry?) = (ch - 1) my + ((J2 - 1> ma + (qg - 1> ms.
mq ma mg3

Zmovu pocitame analogicky k vypoctim v binomialnim modelu.

coo” (R, Ry®) = EF(Ry* — EMRXY)(Ry? — EFRy?) = E" Ry Ry
() () m () ()
ma ma mo mo
() ()
ms ms
tedy dostavame

v [ var(RE) oot (RELRY)
~ |cov” (Rp, Ry?) varf (Ry?)

Predpokladdme, 7e 3F je invertibilni a pozitivné definitni,

Fy-1 1
(57 = X X X1 pXay]?
vart (Rp" )vart (Rp?) — [COUF(RFl, RFQ)]
_ l vart (Ry?) —cov” (R, R?Q)]
—cov” (R, Rp?) vart (Ry") '
Nyni uz jen dosadime do vzorecku
_ (EF)fll
W=
17(XF)-11

Pro vypocet ocekavaného logaritmického vynosu pouzijeme stejny vzorec jako v
primém vypoctu, pouze s vahami spoc¢tenymi Fisherovou aproximaci

3 . .
Dyr(P" | PY)+ > [log (@lel + (1 — fUXl)QZ) mi] :
=1

— m; m;

Pro miry dané PX' = (1/5,2/5, 2/5), PX2 = (4/7,2/7,1/7), PY = (1/3,1/3, 1/3)
a P¥ = (3/10, 4/10, 3/10) méme W = (0,7061 0,2939)T. Dosazenim dostaneme

0,0097 — 0,0026 = 0,0071.
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2.5.3 Markowitzova aproximace

Zacneme vypoctem p ,

Xy Xy T
u:<EFP—1 gt _1> :(

PY PY

B[ £ (2 -m)

i—1 LT i—1

Nésledné zjistime analogicky jako ¥ matici Y a (ZY)!
covY (Ry', Ry?)  warY (Ry?)
2
var' (Ry') = (]?1 — 1) ny ( — 1) ny + (ps - 1) ns,
ns
2
var' (Ry?) = <ql—1> ny (—1) ny + (%—1) ns,
n3

covY (Ry', Ry?) = g < — 1> < — 1)
p

Predpokldddme, ze XY je invertibilni a pozitivné definitni,

EY:[ var® () conméaR%]’

kde

Yy-1 _ 1
(B9 = X X X1 pXay]?
varY (Ry')varY (Ry?) — [COUY(Ryl, RY“’)}
_ varY (Ry?) —covY (Ry, Ry?)
—covY (Ry, Ry?) var' (Ry")

Vysledny vektor vah spo¢teme pomoci vzorecku z véty [L0]

= (2Y) X+ (1 IT].(E;Z{)))I; M) (ZY)'1.

Ocekavany logaritmicky vynos lze spocist vyuzitim optimélnich vah W ve stejném
vzorci jako v obou predchozich prikladech pouze s vdhami spoétenymi Markowi-
tzovou aproximaci.
Znovu budeme pracovat s P*t = (1/5, 2/5, 2/5), P*2 = (4/7, 2/7, 1/7),
=(1/3,1/3,1/3) a P¥ = (3/10, 4/10, 3/10). Poté ndm vyjde
= (0.5687 O.4313)T. A logaritmicky vynos je tak

0,0097 — 0.0033 = 0.0064.

Réadi bychom predchozi vypocty zobrazili na konkrétni situaci. Na obrazku 2.1
muzeme vidét trojrozmérny graf. Plocha dand osami m1 a m2 predstavuje prostor
vSech moznych trojic (my, my, ms). Tato mnozina je uréena pouze hodnotami na
osach m1 m2, nebot plati m3z = 1 — my — m3. O téchto trojicich budeme nadale
mluvit jako o situacich, nebot ndm urcuji fyzickou miru P¥. Pro kazdou takovou
situaci jsme nasledné spocetli optimalni vahu aktiva @ Vzhledem k tomu, ze
wx, = 1 —wx, ndm hodnota wy, urcuje celé portfolio. Optimélni hodnotu pro
kazdou situaci jsme pocitali pfimym vypoctem, Fischerovou aproximaci a Mar-
kowitzovou aproximaci a nasledné je zanesli do grafu. Vzhledem k ndhodnosti
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primao
25 ' Markowitz
Fischer

vaha X1

Obrazek 2.1: Vaha aktiva X; pti P¥ = (m1, m2, 1 —ml — m2)

situaci, jsme zvolili miru PY takovou, ze n; € [(m; —0.1)", m; +0.1] pro i = 1,2,3.
To kvili predpokladu, Ze se od sebe PY a PF piili§ nelisi.

7 grafu lze vycist, ze aproximace maji tendenci selhavat prevazné na okrajich
uvazované mnoziny. Tedy na takovych situacich, kde je pravdépodobnost jednoho
z jevl vyrazné vyssi nez pravdépodobnost zbyvajicich dvou jevii. Nelze tvrdit, Zze
by jedna z aproximaci byla na tomto prikladu vyrazné lepsi nez ta druha. Ovsem
zda se, ze Markowitzova aproximace je o néco presnéjsi.

2.6 Tertranomialni model

Méjme prostor @ = [A,B,C,D], tii aktiva @ dané PXi, pro i=1,2,3. Stejné
jako v predchozich pifkladech mame uréené P¥ a PY. Analogicky k piedcho-
zim prikladim spocteme vahy primo, Fischerovou a Markowitzovou aproximaci.
Vypocéty jsme provadéli pouze numericky a vzhledem k jejich podobnosti s pred-
chozimi piiklady je zde nebudeme uvadét. Stfedni hodnotu Xy (1) ziskdme souc-
tem moznych hodnot vynasobenymi jejich pravdépodobnostmi podle fyzické miry.
Naopak kovarianéni matici dostaneme podle rizikové neutralni miry. Na obrazku
2.2 mame modfe zobrazenou mnozinu vSech moznych portfolii tvorenymi nava-
zenim aktiv PX¢, pro i=1,2,3. Rovnéz v ném mame zvyraznéné hodnoty nami
spoctenych optimalnich portfolii a jednotliva aktiva. Z grafu mizeme vidét, Ze
se nami spoctené optimalni portfolia seskupuji na horni hranici mnoziny. Tuto
horni hranici tvori portfolia, ktera maji pro jejich ocekavany vynos, nejmensi roz-
ptyl. Mnozinu vsech takovych portfolii nazyvame eficientni mnozinou.

, str.81.
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Obrazek 2.2: Mnozina moznych portfolii
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3. Maximalizace uzitku v
diskrétnich pripadech

3.1 Uzitek a uzitkova funkce

Uzitkem se v ekonomické teorii rozumi mira spokojenosti nebo blahobytu,
ktery jedinec ziskava z ekonomickych aktivit, vlastnictvi nebo spotieby zbozi.
V kontextu této prace se uzitek ¢asto pouziva k popisu blahobytu, ktery jedinec
ziskava z investic. Predpokladame-li, Ze mame N-dimenzionalni prostor investic-
nich piilezitosti X. Pro kazdé x = (z1,...,x,)T € X, pficemZ x; znac¢i mnoZstvi
investované do i-té slozky. Potom v uzitkové teorii predpokladame, zZe existuje
urcité usporadani mezi témito investi¢nimi prilezitostmi, coz znacime symbolicky
jako <. Pokud z; < y;, pak to znamena, Ze investor uptrednostnuje investici y;
pred investici x;. Pokud plati x; < y; a zaroven neplati x; ~ y;, pak fikame, Ze
investor preferuje investici y; pred investici x; a piseme x; < y;. Pokud z; < y;
a zaroven plati x; > y;, pak jsou investice x; a y; ekvivalentni a piseme z; ~ ;.
Predpokladame, ze toto usporadani splnuje nasledujici vlastnosti.

o dplnost - kazdé dvé investice jsou porovnatelné,
o reflexivitu - kazda investice je srovnatelnd sama se sebou,

o tranzitivitu - pokud z; je uprednostnovano pred y; a y; je upfednostnovano
pred z;, pak x; je upfrednostiiovano pred z;. (Dupacova a kol., 2002).

K ilustraci tohoto problému nam pomitize termin spotiebniho kose, ktery po-
pisuje kombinace riznych druhtt zbozi a sluzeb, které jednotlivec spotiebovava
nebo planuje spotirebovat. Kazdy spotiebni kos muze byt vyjadren jako vektor
(21,22, ..., T,), kde x; predstavuje mnozstvi spotiebovaného zbozi ¢i sluzby i.

Uzitkova funkce U(xq, xa, ..., x,) pritazuje kazdému spotfebnimu kosi urcitou
hodnotu, ktera vyjadiuje miru spokojenosti, které jednotlivec dosdhne pri spo-
ttebé daného mnozstvi zbozi a sluzeb.

Pro jednotlivce, ktery se snazi maximalizovat svij uzitek, je tikolem nalézt
takovy spottebni kos, ktery mu poskytne nejvyssi moznou miru spokojenosti pti
omezenych zdrojich. Omezeni mohou zahrnovat naptiklad ptijmy nebo rozpocet,
coz lze matematicky vyjadrit pomoci omezeni tvaru:

> opirx <,

=1

kde p; jsou ceny jednotlivych zbozi, z; jsou jejich mnozstvi ve spotfebnim kosi a
I je rozpocet jednotlivce.

Optimalizacni problém maximalizace uzitku se tak redukuje na hledani ta-
kové kombinace mnozstvi zbozi a sluzeb, ktera maximalizuje hodnotu uzitkové
funkce U(x1, 29, ..., 2,) za splnéni danjch omezeni. ReSenim tohoto problému je
optimalni spotfebni kos, ktery poskytuje jednotlivci nejvyssi mozny uzitek pri
danych cendch zbozi a omezenich rozpoctu. (Board}, 2009)
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Definice 10 (uzitkova funkce). Pokud existuje redlnd funkce U : X — R takovd,
Ze
U(z) > Uly) =z = y) A(U(x) = Uly) &z~ y),

nazyvame ji uzitkova funkce.

(Dupacova a kol., 2002).

3.2 Maximalizace uzitkové funkce v diskrétnim
pripadeé

Meéjme aktivum @ jako v predchozi kapitole a stejné tak pravdépodobnostni
miry P a PY. Pro maximalizaci uzitkové funkce piedpoklddéme, e méme vlastni
subjektivni ndzor na fyzickou miru PM(w) = P(w|M), w € Q. Problémem, kterym
se budeme nyni zabyvat je, jakym zptsobem bychom mohli vyuzit potencialniho
rozdilu mezi zminénymi mirami.
Uvazujme specifickou uzitkovou funkci U(x) definovanou na = > 0, ktera je ros-
touci a konkavni. Cil je najit takové portfolio @, které maximalizuje funkci

g;?g[EM U(V,(1))],

S omezenim

EY V4 (1) = V4(0),

zachovavajici martingaleovskou vlastnost a tim tedy neutralnost vici riziku miry
PY.

Véta 11. Reseni pro optimdlni viplatu problému

rvg?g[EM UV, (1)),

s omezenim

EY Vi (1) = V4(0),
je ddno

Vy(lw) =1 <1P(W|Y)> |

A P(w|M)
kde I je inverzni funkce U', I = |U'(z)|™" a X\ spliiuje

y (1 PW]Y)
1 (Scin) ~ o)

Diikaz. Méjme Lagrangeovu funkei
F(Vy(1),0) = EYU(V,(1)) = A~ (B, (1) = V3 (0)).
Nalezneme nulovy bod

OF

iy = U (W) Pe]M) = A- PLY) =0,
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¢imz dostavame V)
1 P(w|Y
Wlw) =I-———7-%].
v(lw) ()\ P(w|M)>
Hodnota A by méla byt zvolena tak, aby uspokojovala podminku
EY Vi (1) = V4 (0).
m
(Vecer, [2024))

Pozndmka. Aktivum @ poté urcuje pravdépodobnostni miru PY nebo-li stavové
ceny dané predpisem

Plofvy = 09 poy - TGFRER) b
- N = /1 PwY)) :
(o) E 1 (3 pisin)

Priklad. Na tomto prikladu ukazeme, jak by vypadalo vyse zminéné reseni apli-
kované na binomicky model. Méjme tedy dvé rozdilné pravdépodobnostni miry
na binomickém modelu dané, jak mizeme vidét v tabulce 3.1} V tomto piikladé,
predstavuje P¥ nas subjektivni nazor. Rovnéz uvazujme isoelastickou uzitkovou

Tabulka 3.1: Priklad
Stavové ceny H T
PY ¢ 1—g¢
P p 1—p

funkei tvaru U(x,vy) = %, kde v predstavuje averzi k riziku. Jak miZeme
vidét na obrazku jednd e o rostouci a konkavni funkei.

UZitek

0.5T

A

2

1.5 2 2.5
Kapital

Obrazek 3.1: Isoelasticka uzitkova funkce pro rtizné volby parametru ~.
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Nyni mazeme urcit U'(z) = 277 a tedy I(x) = 27 . Poté fesent pro optimalni
vyplatu bude

1
D i —
T W (0) Jjifw=H,

TV (0) ifw=T.

Pozndmka. Nemélo by ndm uniknout, ze U(x,y) se pro v — 1 rovna logaritmické

funkeci. -4 | -
lim U(x,v) = lim T T lim log(x)z ™
y—1 y—1 1 — y y—1

= log(x).

3.3 Kellyho kritérium

Bézné pouzivany postup pro maximalizaci zisku je takzvané Kellyho krité-
rium. Jedna se o vzorec pro optimalizaci velikosti sdzky v hazardnich hrach nebo
investicich, které se snazi maximalizovat ocekavany logaritmicky rtist portfolia.
Méjme rizikové aktivum @ generujici P* = [1,0]” a déle pravdépodobnosti ur-
¢ené tabulkou kde p € (0,1) a Ay (0) = 1.

Tabulka 3.2: Kelly
Pravdépodobnost
H P a= Ay (1,H)—Ay (0)

Ay O A 1)
~ _ Y —Aay 4,
T 1—p b= ST ()

Nasim cilem je tedy najit takové w, které bude maximalizovat:

E log(R) = plog(l + wa) + (1 — p) log(1 — wb),

OE log(R)  pa N —(1—-p)b 0
ow  1+da 1—@b
Tedy dostavame, ze optimélni @ je rovno,
p=2 1°F
b a

(Thorp), 11997) str. 7
Nyni zkusime toto kritérium pouzit na nas binomicky model. Pravdépodobnosti
jsou uréené nasfm ndzorem na vyvoj trhu, tedy stavovymi cenami P* = [p, 1 —p|.
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Ceny jsou uréené nazorem trhu, tedy stavovymi cenami PY = [¢,1 — ¢]. Averzi k
riziku bude stejné jako v minulém prikladé urcovat +. Tedy ¢im vétsi v, tim mensi
cast kapitalu jsme ochotni investovat do rizikového aktiva @ Tedy po dosazeni
téchto jiz diive definovanych skutecnosti do tabulky [3.2] dostavame tabulku [3.3]
Po dosazeni do vzorecku dostavame

Tabulka 3.3: Kelly priklad
Pravdépodobnost

H P a= 14

p_(d-pg_pr—gq
1 1—g¢q 1—¢q’

tuto hodnotu, jesté naskalujeme averzi k riziku a dostavame

Yy __ pP—q
v (0)_7(1—61)'

Hodnotu w¥ (0) dopocéteme jednoduse, jako

1—¢g)=1(p—
wY(O)zl—wA(O):( q>1—7q(p Q).

Dle definice |3| tedy podle Kellyho kritéria dostavame portfolio ve tvaru

_ 1—p)— L(p—
@[O]Z[p g ]@[0]+{( p) =2 —a)] )0

(1 —4q)] Ay(0) (1-¢q) Yy (0)

Toto portfolio generuje pravdépodobnostni miru PV danou predpisem

PV:<P<H|?>>:<1 g ) ; y)f’f-j’qg | :< g+ )
P(T|V) 0 1-¢) \—=r—= l—q—*1

—q)

To nadm na prvni pohled mnoho nefekne. Ovsem pokud si jednotlivé pravdépo-
dobnosti pravdépodobnostnich mér PV a PY vykreslime jako funkci « pro néjaké
pevné p, q zjistime, jak muzeme vidét na ze se témér nelisi. (Vecer, [2024))
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0.6

=H
=
o
o
T

Stavové ceny w

0.4

0.5

Pravdépodobnosti jako funkce -~

Isoelasticka uzitkava funkee
Kelly

0.35

Averze k riziku

Obrézek 3.2: P(H|V) a P(H|V) jako funkce ~.
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Z.aver

V této praci jsme zkoumali pohled trh a nazory na jeho budouci vyvoj z
hlediska pravdépodobnostnich mér. Ukazali jsme, ze maximélniho zisku lze do-
sahnout pouze s nazorem, ktery bude odpovidat skutecnému budouciho vyvoji.
Rovnéz jsem ale dosli k zavéru, ze ke kladnému zisku stac¢i mit lepsi nazor na
budouci vyvoj trhu nez ma trh samotny. Tedy, Ze mira urcend nasim nézorem
ma blize k mire skute¢ného budouciho vyvoje nez mira ur¢ena cenami na trhu ve
smyslu Kullback-Leiblerovi divergence.

Nasledné jsme se snazili najit optimalni portfolio vypoctem vah, které by ma-
ximalizovali zisk za predpokladu, ze zname miru skute¢ného budouciho vyvoje. U
primého vypoctu jsme zjistili, ze mtuze byt vypocetné velmi naroc¢ny i pro konecné
mnozstvi moznych jevi a aktiv. Proto jsme se snazili nalézt vhodné aproximace.
Tyto aproximace jsme nasledné ukazali na prikladech v binomidlnim a trinomi-
alnim modelu. Zjistili jsme, ze dvé aktiva nam na prostoru dvou moznych jevi
tvori uplny prostor. Tedy jsme byli schopni pomoci téchto dvou aktiv presné
replikovat fyzickou miru. Naopak v modelu dvou aktiv na tfech moznych jevech
jsme byli schopni ukézat, ze vahy urcujici optimalni portfolio, urcuji miru, ktera
ma k fyzické mire nejblize, ale nerovna se ji. I v téchto modelech jsme vyuzivali
Kullback-Leiblerovu divergenci. V zavéru druhé kapitoly jsme rovnéz predstavili
tetranomialni model, ktery uz jsme ovSem resili pouze numericky. Vystupem to-
hoto modelu je graf zobrazujici nami vypoctend optimélni portfolia na mnoziné
vsech moznych portfolii tvorenych zadanymi aktivy. Spoctend optimalni portfo-
lia se nachazeji na horni hranici této mnoziny a jistym zptisobem, tak tento graf
potvrzuje smysl a spravnost nasich vypocti.

V dalsi casti prace jsme se zamérili na maximalizaci uzitku ukazali jsme dule-
zitost podkladového aktiva pti maximalizaci uzitkové funkce. Rovnéz jsme zjistili,
ze investori s vetsi averzi k riziku budou davat mire podkladového aktiva, které
je neutralni k riziku, vétsi dtlezitost nez investori, kteri maji averzi k riziku
mensi. Na konci této kapitoly jsme na binomialnim modelu provedli vypocet ta-
kové uzitek maximalizujici funkce a ukazali blizkost tohoto vypoctu s hodnotami
ziskanymi Kellyho kritériem.
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A. Prilohy

A.1 Vaha optimalniho portfolia v trinomialnim
modelu primym vypoctem

Konkrétni analytické feseni prikladu ze zavéru druhé kapitoly primym vypo-
ctem.

wffg = ((=p2gzmi(p1 — @1) — prgzma(p2 — ¢2) — p3sgama(p1 — q1)

— p1gema(ps — q3) + 2q2q3mi(p1 — q1) — p3sqima (P2 — G2)

— paqima(ps — q3) + 2q1g3m2 (P2 — ¢2) + 2q1q2m3(P3 — q3))
+ ((p2gsmi(p1 — 1) + Prgsma(p2 — q2) + P3gama(p1 — 1)

+ P1g2i(ps — q3) — 2q2g3ma(pr — q1) + pP3quma(p2 — @2)

+ paqims(ps — gs) — 2q143ma(P2 — ¢2) — 2q1g2ms(ps — g3))’
— 4(q2qsmi(p1 — q1) + qasma(p2 — @2) + qrgams(ps — q3))

- (p2psmi(pr — qu) + P1psma(p2 — q2) + P1pams(ps — ¢3)

— p2gsmi(p1 — q1) — P1gsma(p2 — q2) — P3gami(p1 — q1)

- p1€I2m3(p3 — q3) + G2g3my (pl - Ch) p3Q1m2(p2 - CJ2)

— p2qim3(p3 — q3) + q1gzma(p2 — @) + 1 qems(ps — 613)))1/2)
- (2(papsmi(p1 — 1) + pipsma(p2 — q2) + pipams(ps — qs)
— pagzmi(p1 — q1) — p1gsma(p2 — q2) — p3gemi(p1 — q1)

— p1g2i(p3 — q3) + @zma(pr — 1) — P32 (P2 — ¢2)

— poqims(ps — 43) + q1gsma(p2 — @) + q1gems(ps — g3))) ',

za podminky

(P2—q2)(P3—q3)mi(p1—aq1)+(p1—q1) ((P3—q3)ma(b—e)+(p2—q2)ms3(ps—gq3)) # 0.
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