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prostor elementarnich jevi, stavovy prostor
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maximum mnoziny M

nezavislost

distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni A(0,1)
hustota nahodné veli¢iny X

posloupnost ndhodnych veli¢in X;

stfedni hodnota nahodné veli¢iny X

rozptyl nahodné veli¢iny X

X ma rozdéleni L

infimum mnoziny M

indikatorovéa funkce intervalu [a,b] proménné z
distribu¢ni funkce nahodné veliciny X
nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny
konvergence v distribuci

skoro jisté

konvoluce distribuc¢nich funkeci F; a Fy



Uvod

Tato bakalarskd prace v tvodu seznami c¢tenare s nahodnou prochazkou.
Pravé model ndhodné prochazky, diky své jednoduchosti a nazornosti, se ¢asto
pouziva k demonstrovani rtiznych vlastnosti ndhodnych procesii, véetné principu
reflexe, ktery je vyznamny pro analyzu symetrickych nahodnych prochazek. Tento
princip je rovnéz klicovym tématem této bakalarské prace, ktera ho vysvétluje
a vyuziva pri analyze nahodnych prochazek. Cilem bakalarské prace je také
nabidnout ¢tenartim srozumitelny ivod do této oblasti a zaroven poskytnout
podrobnéjsi informace pro pokrocilejsi studium, zejména pro studenty se znalostmi
pravdépodobnosti.

Struktura prace je rozdélena do tii kapitol. Prvni kapitola je vénovana nédhod-
nym procestim a ndhodnym prochazkam, kde jsou predstaveny zakladni definice
a teoretické zaklady téchto konceptti. Druha kapitola se zamétuje na princip reflexe
a jeho vyuziti, ktery je vysvétlovan na prikladu symetrické ndhodné prochazky,
coz umoznuje lépe pochopit jeho aplikaci a vyznam. Treti kapitola se pak vénuje
exponencialni ndhodné prochazce a jejim vlastnostem.

Prace ¢erpa z odborné literatury a védeckych clankia. Druhd kapitola vychazi
piedev$im z knih Steele [1] a Stépan [2]. Tteti kapitola nejéastsji cerpa z ¢lanku
Kumar a Maheswaran [3]. Jelikoz jsou tyto zdroje urceny spise pro zkuSenéjsi
¢tenare, prace casto doplnuje informace, které v knihach a ¢lanku chybi nebo
nejsou natolik primocaré a vysvétlené.



1 Nahodna prochazka

V celé praci uvazujeme pouze realné ndhodné veli¢iny definované na pravdé-
podobnostnim prostoru (€2, .4, P), proto budeme pouzivat pouze pojem nahodné
veli¢ina.

1.1 Nahodny proces

Nejdrive je potfeba definovat nahodny proces. Poté v dalsich ¢astech ukézeme,
ze nahodna prochézka predstavuje nahodny proces. Nasledujici definice nahodného
procesu je prevzata z |4l str. 7].

Definice 1. Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, T # () a necht pro kazdé
teTijeX;,: (QA4) — (Hy,H), kde (Hy, H;) je méfitelny prostor, ndhodna
veli¢ina. Neprazdny systém nahodnych velicin X = {X;,t € T} nazyvame ndhodnj
proces.

V nasem piipadé budeme uvazovat T = Ny = {0, 1, ...} a mluvime o ndhodném
procesu s diskrétnim casem (nebo také o casové radé). Dvojice (S,S), kde S je
mnozina hodnot ndhodnych veli¢in X; a S je o-algebra podmnozin S, se nazyva
stavovy prostor procesu {X;,t € T}. Mnozina S se nazyva mnoZina eficientnich
stavi nebo mnozina efektivnich stavi nebo mnozina stavi ndhodného procesu X.

V pripadé, kdy je mnozina eficientnich stavi ndhodného procesu nejvyse
spocetnd mnozina (spoCetna nebo koneéna mnozina, kterd nemd zadny hromadny
bod) fikame, Ze se jednd o proces s diskrétnimi stavy. Nabyvaji-li ndhodné veli¢iny
X; hodnot z néjakého intervalu, proces X nazyvame proces se spojitymi stavy.

1.2 Markovuv retézec s diskrétnim casem

1.2.1 Diskrétni mnozina stavu

V této podsekci budeme uvazovat ndhodny proces s diskrétnim c¢asem a s dis-
krétnimi stavy, ktery je definovany na pravdépodobnostnim prostoru (€2,.4, P).
Opét podle prace Lachouta a Praskové |4 str. 15] definujeme Markovuv fetézec.

Definice 2. Rekneme, ze ndhodny proces X = {X,,,n € Ny} s diskrétni nejvyse
spocetnou mnozinou stavi S je Markovuv retézec s diskrétnim casem a s diskrétni
mnozinou stavi, jestlize splnuje tzv. markovskou vlastnost:

P(Xn+1 :] | Xn == ’l',Xn,I = ’infl, ---,XO = ZO) - P(Xn+1 :j ’ Xn - Z) (11)
pro vSechna n € Ny a pro vSechna i, 7,4,_1, ...,i9 € S takova, Ze
P(Xn :’L',Xn,1 :Z'nfl, ---,XO :Zo) > 0

Markovska vlastnost nam tedy 1ika, ze pokud zname vysledek v ,pritomnosti*
(v ¢ase n) a v ,minulosti* (v ¢asech n — 1,n — 2, ...,0), pak podminénd pravdé-
podobnost vysledku v budoucnosti® (v ¢ase n + 1) je stejnd, jako kdyz zname
jen vysledek v, pritomnosti® (v ¢ase n).
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Definice 3. Rekneme, ze Markoviiv fetézec s diskrétnim casem X = {X,,,n € Ny}
s diskrétni mnozinou eficientnich stavi S je homogenni, pokud plati

P(Xm-i-m = | X, = Z) = P(Xn2+m =J | X, = Z)
pro kazdé i,5 € S, m € N, ny,ny € Ny takové, ze P (X,,, =1) >0, P (X, =) > 0.

Jinak feceno, homogenni Markoviv Tetézec s diskrétnim casem je takovy
Markovuv fetézec s diskrétnim casem, u kterého tzv. pravdépodobnosti prechodu
pij(n,n+m) = P (X, = J | X, = 1) zavisi pouze na rozdilu ¢astt m v nichz
k prechodu doslo, a nikoli na ¢asech n samotnych.

Nésledujici definice a lemma jsou ptrevzaty z knihy Lachout a Préskova [4,
str. 25].

Definice 4. Markovsky c¢as ndhodného procesu X = {X,,n € Ny} je takova
nédhodnd veli¢ina 7 : © — Ny U {oo}, pro kterou jevy [r < n| patii do o-algebry
Fn =0 (Xo, X1, ..., X,) generované ndhodnymi veli¢inami Xo, X3, ..., X,,.

Lemma 1. Pro nahodny proces X = {X,,n € No} a pro ndhodnou veli¢inou
7:Q — NoU{oo} plati, Ze T je markovsky cas nahodného procesu X pravé tehdy,
kdyz pro kazdé n € Ny je [T =n| € F,.

Diikaz. Mame-li n = 0 pak jsou podminky shodné, nebot [r = 0] = [ < 0].
Méjme nyni n > 1. Je-li 7 markovsky Cas, pak [1 =n| = [ < n]\[r <n—-1] € F,,
nebot [r <n| e F,a[r<n-—1] € F,_1 C F,.

Pokud [r = n] € F, pro kazdé n € Ny, pak 7 je markovsky ¢as, nebot

Nésledujici definice filtrace je prevzata ze skript Lachout [5, str. 1].

Definice 5. Necht ) # T C N je indexovd mnozina. Kdyz pro kazdé t € T
je F; C A o-algebra a F, C JF;, pokud s < t,s,t € T, pak fikdme, Ze systém
o-algeber F = {F;,t € F} je filtrace.

Poznamka. Filtrace je tedy rostouci rodina o-algeber {F;}icn, kde kazdd F; je
o-algebra obsahujici informace dostupné do casu t a

FicFHcC---CA
Pro markovsky cas 7 pak F, C F, kde F. je takova o-algebra, ze
F.={Fe A:Fn[r <t]le F, vVt € N}.

F. tedy obsahuje obsahuje vSechny informace dostupné do casu 7.



1.2.2 Obecna mnozina stavu

V této podsekci budeme uvazovat nahodny proces s diskrétnim c¢asem se sta-
vovym prostorem (S,8), kde S je obecnd mnozinou stavu, jenz je definovan
na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P). Nésledujici definice jsou prevzaty z [0,
str. 107, 108].

Definice 6. Rekneme, ze ndhodny proces X = {X,,,n € Ny} s obecnou mnozinou
stavit S je Markoviv retézec s diskrétnim casem a s obecnou mnoZinou stavi,
jestlize splnuje tzv. markovskou vlastnost:

P(X,i1 €Al F)=P(X,u1€A|X,), A€eS, (1.2)
kde ]:n = O'(X(),Xl, ,Xn)

Markovskou vlastnost (1.2]) 1ze pro libovolné x € R (a volbou A = (—o0, z])
také definovat jako

P(Xn_|_1§$|fn):P<Xn+1§$|Xn>

Markovska vlastnost ma analogicky vyznam jako u Markovovych fetézcii
s dikrétnim casem a s diskrétni mnozinou stavu.

Definice 7. Rekneme, 7e Markoviiv fetézec s diskétnim ¢asem X = {X,,,n € Ny}
s obecnou mnozinou stavu S je homogenni, pokud plati

P(Xn1+m c A | an - Z) - P(Xn2+m < A | Xng - l)

pro kazdé i € S,A € S,m € N,ny,ny € Ny takové, ze plati P (X,,, =i) > 0
aP(X,, =1 >0.

Taktéz i vyznam homogenity je stejny jako u Markovovych fetézct s diskrétnim
casem a s diskrétni mnozinou stavi.
Nasledujici definice silné markovské vlastnosti je prevzata z |6 str. 129].

Definice 8. Necht X = {X,,,n € Ny} je Markoviv Fetézec s obecnou mnozinou
stavil a 7 je skoro jisté konecny markovsky cas. Rikdme, zZe tento proces X ma
silnou markovskou vlastnost, pokud pro kazdé m € Ny plati

P(Xoym €A|F) =P (X meA|X,), AcS.

Tvrzeni 2 ([6, tvrzeni 9.1, str. 129]). Kazdy Markoviv retézec s diskrétnim casem
a s obecnou mnozinou stavi md silnou markovskou vlastnost.

Diikaz. Viz Bhattacharya a Waymire [6], tvrzeni 9.1, str. 129].
]

Poznamka. Predchozi tvrzeni nam tedy tika, zZe je-li indexova mnozina spo-
cetna, pak je silnd markovska vlastnost ekvivalentni se standardni markovskou
vlastnosti (|1.2]).



1.3 Nahodna prochazka

Zde definujeme ndhodnou prochazku a ukazeme nékteré priklady jejich typi.
Jednomu z téchto typt budeme poté vénovat samostatnou ¢ast, nebof hraje
zasadni roli v celé praci.

Definice 9. Necht {X,,,n € N} je posloupnost nezavislych a stejné rozdélenych
nadhodnych veli¢in. Pro n € N polozme

SO = O, Sn = ZXZ
i=1

Potom posloupnost ndhodnych veli¢in S := {S,,}°°, se nazyva ndhodnd prochdzka.

Nahodna prochézka s diskrétnimi stavy tvori nahodny proces s diskrétnim
casem a diskrétnimi stavy (|4 str. 21]).

Jelikoz X, jsou stejné rozdélené, jde i o homogenni Markoviv fetézec s dis-
krétnim casem a s diskrétni mnozinou stavi, nebot pravdépodobnosti prechodu
nezavisi na n :

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili toho, Ze {X,, }nen je posloupnost nezavislych
a stejné rozdélenych nahodnych velicin.

Tvrzeni 3. Nahodnd prochdzka s obecnou mnozinou stavi splnuje markovskou
vlastnost , a tvori tedy Markoviv retézec s diskrétnim casem a s obecnou
mnozinou stavi.

Diikaz. Méjme ndhodnou prochdzku S = {S,,,n € Ny} s obecnou mnozinou stavi.
Ukazeme, ze ndhodny proces S spliiuje markovskou vlastnost .

Bez ijmy na obecnosti méjme A = [a, b], a,b € R. Kdyby a = —o0, resp. b = oo,
pak A = (—o0,b], resp. A = [a, >0), a dikaz je analogicky.

Potom pro kazdé n € N a pro F,, = o (So, S1, ..., S,) mame

kde jsme vyuzili nezavislosti X, 41 a F, a nezavilosti X1 a S, (viz [7, véta 7.5,
str. 41]).
]

1.3.1 Jednoducha prochazka

Bud {X,,,n € N} ndhodny proces, jehoz prvky tvoii nezavislé a stejné rozdélené
nédhodné veli¢iny X,,,n € N, takové, ze pro p € (0,1), ¢ =1 —p a n € N mame

P(X,=1)=p, P(X,=-1)=gq.



Pro n € N polozme

SO = 0, Sn = ZXZ
i=1

Posloupnost ndhodnych veli¢in S := {S,}°°, se nazyva jednoduchd ndhodnd
prochdzka.

Mizeme si tento proces predstavit jako pohyb c¢astice po celoc¢iselnych bodech
na primce, ktera zacala sviij pohyb z bodu Sy = 0. Tedy mnozina eficientnich stavii
je S = Z. llustraci této situace muzeme vidét na obrazku Céstice se pohybuje
doleva s pravdépodobnosti g a doprava s pravdépodobnosti p. Zadefinovana suma
S, pak predstavuje polohu ¢astice po n krocich.

5 4 3 92 1 0 1 2 3 4 5

Obrazek 1.1 Jednoduché prochazka.

1.3.2 Symetrickd ndhodna prochazka

Nahodné prochéazka, jejiz jednotlivé kroky, tj. ndhodné veliciny X;, ¢ € N, maji
pravdépodobnostni rozdéleni symetrické kolem nuly, se nazyva symetrickd nahodna
prochdzka. To je napt. pro rovnomérné diskrétni rozdéleni na mnoziné {—1,1},
pro dvojité exponencialni rozdéleni, pro normované normalni rozdéleni apod.

Tedy v ptipadé, kdy u jednoduché ndhodné prochazky je g = p = % , mluvime
o symetrické jednoduché nahodné prochazce. Zde ndhodné veliciny X,, maji
rovnomérné rozdéleni na {—1,1}, tj. X,, ~ R{—1,1}. Tato ndhodna prochézka
tvori homogenni Markoviuv fetézec s diskrétnim casem s mnozinou eficientnich
stavii S = Z s pravdépodobnosti prechodu p; ;11 = pii—1 = %,i e Z.

Poznamka. U symetrické jednoduché ndhodné prochazky je EX; = 0 a var (X;) =
1 pro kazdé i € N, nebot EX; = EX; = 1 —1 = 0 a var(X;) = var (X)) =
1+ 1-0%=1 Potom ES, = X" EX; = 0 a var(S,) = Xr, var (X1) = n,
kde jsme vyuzili toho, ze {X;}ien je posloupnost nezéavislych a stejné rozdélenych

nahodnych veli¢in.

Zpravidla se ndhodna prochazka {5,}5°, interpretuje pomoci spojnicového
grafu, kde jednotlivé body jsou [n, S,|. Tento graf nazyvame cesta procesu. Pro né-
jaké pevné w € Q se funkce Siy = Sy(w) proménné n € Ny nazyva trajektorie
procesu S. Ptiklad takovéto reprezentace mizeme vidét na obrazku [I.2] kde osa x
predstavuje jednotlivé kroky (¢as n) a osa y polohu éastice v ¢ase n (hodnoty S,,).



Symetricka nahodna prochazka

4 2 0
| |

-6
|

Obrazek 1.2 Symetrickd ndhodna prochazka s krokem R{—1,1}.

Pozorovani. Po sudém poctu krokt n bude hodnota symetrické jednoduché
nahodné prochéazky S, také suda. Je-li n liché, pak i hodnota S, je licha.



2 Princip reflexe

V této kapitole vychdzime z knih [1, kap. 1 a sekce 5.3] a |2, kap. V].

Méjme symetrickou jednoduchou ndhodnou prochazku S, tj. nadhodnou po-
sloupnost {S,}5°, takovou, ze Sop = 0, S,, = X, X;,n € N, kde {X,}ien je
posloupnost nezavislych a stejné rozdélenych nahodnych velicin takovych, ze

P(X;=-1) :P(Xizl):;, 1€ N.

Takovato symetricka ndhodna prochazka nam poskytuje napt. model procesu
bohatstvi jednotlivce, ktery se zivi hdzenim spravedlivou minci a sdzenim na vy-
sledky. Jak uvidime, nejedna se o lukrativni zptisob vydélavani penéz. Predstavme
si, ze dany jednotlivec sazi vzdy po jedné koruné. Potom hodnota S, — Sy vyjadiuje
Cisty vydeélek ze sazeni.

Zde pro jednoduchost volime Sy = 0. Analogicky by také slo uvazovat Sy = k
pro k € N.

Poznamka. Pripomenme, ze ndhodna veli¢ina X s konec¢nou stfedni hodnotou p
ma symetrické rozdéleni kolem u, pokud plati

X —pu 4 uw—X.
V pripadé symetrické jednoduché ndhodné prochazky je EX; = 0, tedy
pro kazdé i € N plati X; = —X;.

Definice 10 (Proces reflexe). Necht S = {S,}22, je symetrickd ndhodna pro-
chazka a necht b € R{. Definujme cas proniho vstupu do hodnoty b jako

7:=inf{n e N: S, > b}.

Poté definujeme nahodnou posloupnost R := {R,}>°,, které budeme fikat proces

reflexe, predpisem
Sh, n<T,
R, = { "

ST_(Sn_ST)7 TLZT'
Poznamka. Cas 7 je markovsky ¢as, nebot
[T:n] = [SO < b,Sl < b, ...,Sn,1 < b,Sn > b] S O'(SQ,Sl, >Sn)

Navic je Cas T skoro jisté kone¢ny, coz plyne z tvrzeni v [8, tvrzeni 7.2.3, str. 563].

Protoze S,, je méritelnou funkci ndhodnych veli¢in X;,2 =1, ..., n, je S, také
nahodna veli¢ina. Analogicky 7 je ndhodnéa veli¢ina, nebot zavisi na nahodnych
velicinach {S,}>°, (viz [4, str. 27]). Hodnota S; v ¢ase 7 je proto rovnéz nahodna
veli¢ina.
Poznamka. U symetrické jednoduché ndhodné prochazky S pro b € N je

7 =inf{n € N: S, = b}.

Tedy proces reflexe pro symetrickou jednoduchou ndhodnou prochéazku je

R, — Sh, n<T,
26— S,, n>rT.
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Ukéazka definovaného procesu reflexe u symetrické jednoduché ndhodné pro-
chazky je vidét na obrdzku 2.1} MuZeme si vS§imnout, Ze trajektorii procesu R
ziskame z trajektorie procesu S zrcadlenim podle piimky b od ¢asu 7.

Proces reflexe

S.a R,

Obrazek 2.1 Proces reflexe u symetrické jednoduché ndhodné prochazky.

Poznamka. Steele [1, str. 66] ve své praci uvadi, ze vSechna kone¢nérozmeérna
sdruzend rozdéleni ndhodnych procest { R, }22, a {S,}72, jsou stejna.

Jelikoz autor pouze zminuje platnost a ¢tenari neukazuje zdivodnéni, zformu-
lujeme a dokadzeme toto tvrzeni zde.

Tvrzeni 4. Méjme symetrickou jednoduchou ndhodnou prochdzku S = {S,}22,,
proces reflere R = {R,}>2, € ZN a skoro jisté konecény cas pruniho vstupu
7 =min{n € N : S,, = b} pro néjaké b € N. Potom

(9329 £ (R,

tj. vSechna konecnéerozmérnd sdruZend rozdéleni nahodnich procesi S a R jsou
stejnd.
Diikaz. Nejdiive ukdzeme, ze —S = {—5,,}°2, je symetricka jednoducha ndhodna
prochazka. Pro posloupnost {—95,}5, mame —Sy; =0 a

i=1 i=1
Nahodné veliciny —X;,7 € N, jsou nezavislé a stejné rozdélené jako puvodni
nahodné velic¢iny X;,7 € N, nebot pro ¢« € N plati

1

P(-X;=-1)=P(X;=1)= 5 @ P(-X;=1)=P(X;=-1)==.

Tedy pro kazdé i € Nplati P (—=X; = —-1) =P (=X, =1) = % a —S je symetricka
jednoduché nahodné prochazka

11



Definujme posloupnost Y := {Y,,}>°, takovou, ze Y;, := S, — S;. Potom
pron € Ny :

n+7 T n+7
Y, = n+T_ST:ZXi_ZXi: ZXz
=1 =1 1=7+1

Jelikoz { X }ien jsou nezdvislé a stejné rozdélené ndhodné veliciny, tak i {X;}47

jsou nezavislé a stejné rozdélené nahodné veliciny. Pravdépodobnostni rozdéleni
se nijak nezménilo, proto Y bude také symetricka jednoducha ndhodna prochéazka.
Vzhledem k tomu, ze ndhodné veli¢iny { X, };cn jsou nezavislé a stejné rozdélené,
posunuti indexti o 7 neovliviuje jejich nezavilost a rozdéleni, diky silné markov-
ské vlastnosti |9, véta 1.4.2; str. 20]. Proto je symetrickd jednoduchd néhodna
prochazka Y nezavisla na 7 a na F,.

Definujme funkei 1) : ZN x Ny x ZN — ZN predpisem

fk7 k S t,
Jtg)(k) =
V(fit,9)(k) {fﬁg(k_t)’ Ly
Také definujme
F:={Sur-}0, T:=m, G :={Y,}>0,,

kde n A 7 = min{n, 7} je markovsky cas (viz [10, lemma 1.3.1, str. 245]).
Z vyse dokdzaného plyne, ze i —G := {-Y,}>2, je symetrickd jednoducha
nahodna prochazka nezavisla na 7. Potom

(F.T,G) < (F.T, - G).

A tedy
Y(F.T,G) £ ¢(F,T, - G).

Potom pro j € Ny mame:

e Jelig<T pak jAT =7 a

YT, G)(j) = Fj = Sjar = 5.

e Jellij>T pak jAT =T a

V(I T,G)j)=Fr+G({—T)=Sp+Y,_pr =Sr+5;—Sr=385j.

Tedy pro kazdé j € Ny je »(F,T,G)(j) =

S;.
Analogicky ukazeme, ze (F, T, — G)(j)

= R;. Pro j € Ny méme:
e Jelig<T,pak jAT =7 a

V(F.T, = G)(j) = Fj = Sjar = 5;.
e Jellijg>T pak jAT =T a

W(F, T, — G)(j) = Fr+ (~G)(j = T) = S¢ + Sr — S; = 257 — S,

12



Coz odpovidé definici procesu reflexe R. Celkem mame
VjeNy: S =v(FT,G)j) =¢(F. T, - G)j) = R
O

V predeslém diikazu jsme si definovali ndhodny proces Y := {Y,,}22 ; predpisem
Y, = S,..—S,. Vizualizaci tohoto procesu mizeme vidét na obrézku@ Nahodny
proces Y zacinajici v 0 predstavuje ndhodnou prochazku S od ¢asu 7 posunutou
dolii o hodnotu S; = b. U této konkrétni nahodné prochazky S, kde prvni cas
vstupu do hodnoty b je 7 =3, je Yo =0, Y] =S, — b, Yo = .55 — b, apod.

Nahodny proces Y

< —
o~ -

c

>

©

c o -

2]
N
|
Y

Obrazek 2.2 Nahodny proces Y z dukazu tvrzeni 4.

bylo pro pripad, kdy mdme symetrickou jednoduchou ndhodnou
prochazku z tvodu této kapitoly. Pojdme si nyni toto tvrzeni zobecnit a doka-
zat pro symetrickou nadhodnou prochéazku, jejiz kroky maji libovolné symetrické
pravdépodobnostni rozdéleni.

Tvrzeni 5. Necht b € R{, 7 je ¢as proniho vstupu do hodnoty b a R je proces
reflexe. Navic definujme nahodny proces S := {S,}22, takovy, Ze

Sy = 0, S, = Z&, n € N,
=1

kde {&}ien je posloupnost nezavislych a stejné rozdélenyich ndhodnich velicin
s libovolngm symetrickym rozdélenim (oznacme ho jako D), tj. & ~ D,i € N.
Potom

SLR,

Diikaz. Ukdzeme, ze —S := {—5}5°, je symetrickd ndhodnd prochézka. Pro po-
sloupnost {—95,}5°, mame —Sy =0 = 5y a



Jelikoz &;,1 € N, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, tak i nahodné veliciny —¢&;,7 € N,
jsou nezavislé. Vime, ze &;,i € N, ma symetrické rozdéleni, tj. z definice symet-
rického rozdéleni plati &; 4 —&; pro kazdé ¢ € N. Tedy pro libovolné symetrické
rozdéleni D maji ndhodné veliciny —¢; stejné rozdéleni jako ndhodné velic¢iny
& ~D,ieN.

Definujme posloupnost Y := {Y,,}>°, takovou, ze Y,, := S, 4, — S;. Potom
pron € Ny :
n+7 T n+r1
Y, = n+T_ST:Z£i_Z£i: Zgz
i=1 i=1 i=7+1

Vzhledem k tomu, Ze ndhodné veliciny {&; }ien jsou nezavislé a stejné rozdélené
a Cas prvniho vstupu 7, ktery je skoro jisté konecny, je markovsky cas, tak pomoci
[tvrzeni 2] a silné markovské vlastnosti vime, ze posunuti indext o 7 neovliviiuje
jejich nezavilost a rozdéleni. Proto nahodny proces Y bude také symetricka
nahodna prochézka a symetrickda ndhodna prochazka Y je nezavisla na 7 a na F,.
Definujme funkei 9 : RY x Ny x RY — RN piedpisem

fk7 kétv

Potom je zbytek dikazu analogicky dikazu
[l

Tvrzeni 6. Necht {S,}52, je symetrickd jednoduchd ndhodnd prochdzka a necht
b € N. Potom

P(S;>0b)=2P(S,>0b)+P(S,=0), (2.1)
kde S, := max S;.

0<i<n

Diikaz. Jestlize v ¢ase n > 7 hodnota nahodné prochazky S,, prekroci hranici b+ c,
tj. S, > b+ ¢ s.j., pro néjaké ¢ > 0, potom R, < b — ¢ s.j., nebot podle definice
procesu reflexe je R, = S; — (S, — S;),n > 7, a v case 7 je S; = b. Tedy v case
n > 7 dostavame

Ro=58, —(Sn—S,) =25, — 8, =2b—8, <2b—b—c=b—c
Podle vime, ze procesy S a R maji stejné konecnérozmérné sdruzené
o d ) .
rozdéleni, tj. (7,.5) = (7, R). Diky tomu mdme
Pn>7,S,>b+c¢c)=P(n>7,R,<b—c)=P(n>7_S5,<b—c).

Nyni k ndhodné posloupnosti {S’}2° .. Z definice S} vime, ze pro kazdé n € Ny
se jedna o maximalni hodnotu ndhodné prochéazky S,, v ¢ase od 0 do n.

Jelikoz jsme si ¢as 7 definovali jako 7 = min{n € N : S,, = b}, vime, zZe v Case
n > 7 jiz existuje néjaky cas 7 < k < n takovy, ze Sy > b s.j. Proto také plati

P(S*>b,S,>b+c)=P(S:>bS,<b—c),

coz nam tika i rovnost o par radki vyse. Ztejmé S,, > b+ c implikuje, ze S;; > b s.j.
Z toho dostavame

P(Sy>b+c)=P(S:>bS,<b—c). (2.2)
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Nyni volbou ¢ = 0 z (2.2)) ziskdme
P(S,>b)=P(S:>0b,5,<b).

Rovnéz také plati
P (S, > b) = P (S} > b,5, > b).

Sectenim téchto dvou rovnosti dostavame

P(S,>b)+P(S,>b)=P(S:>b5<b)+P(S>b8,>b)
P(S,>b)+P(S,>b)+P(S,=b)=P(S*>b,85, <bnebo S, > b)
2P (S, > b) + P (S, =b) =P (S > ),

coz jsme chtéli dokazat.
O

Poznédmka. Rovnost (2.2)) se nazyva princip reflexe pro symetrickou ndhodnou
prochazku, avsak tento nazev se casto uziva pro [tvrzeni o|

Na obrazku muzeme vidét prubéznd maxima dvou symetrickych jedno-
duchych nahodnych prochazek. Predchozi tvrzeni nam dédva moznost spocteni
pravdépodobnosti, Ze maximum nahodné prochazky prekroci ¢i dosdhne hodnoty b.

Pribézné maximum procesu

Hodnoty procesu
2

Obrazek 2.3 Pribéznd maxima symetrickych jednoduchych ndhodnych prochazek.

Pojdme se nyni podivat na vyuziti dokdazané rovnosti v konkrétnim prikladu.

Priklad (Hazenim minci k ,bohatstvi“). Mé&jme symetrickou ndhodnou pro-
chazku, ktera predstavuje proces vydélavani penéz jedince, ktery se zivi hazenim
spravedlivou minci a sdzenim na vysledky hodu. Jestlize vsadi na spravny vy-
sledek, ziska 1 K¢. V opaéném pripadé ztraci 1 Ké. Jaka je pravdépodobnost,
Ze po prvnich 8 kolech ziska alespon 3 K¢, jestlize za¢ind s 0 K¢ a mize se dostat
do zapornych hodnot (tzv. do dluhu).
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Reseni. Mame tedy symetrickou jednoduchou nahodnou prochazku S = {5,122,
a hledame pravdépodobnost P (S5 > 3). nam dava navod, jak pozadova-
nou pravdépodobnost najit, a to

Nejdiive spocteme P (S = 3).

Ptame se, s jakou pravdépodobnosti se po 8 krocich symetrickd ndhodna
prochazka dostane do hodnoty 3. Mame £ krokt, ve kterych hrac¢ zvitézi a dostane
1 K¢ a 8 — k krokti, ve kterych prohraje a ztrati 1 K¢, kde k£ < 8. Tedy ucini néjaky
pocet ,vitéznych* krokt a né&jaky pocet ,prohranych“ kroki. Cislo 8 miazeme
ziskat bud souctem dvou sudych ¢isel, nebo souc¢tem dvou lichych ¢isel. Jestlize
ucinime sudy pocet ,viteznych® kroki, a tedy i sudy pocet ,,prohranych* krok,
hodnota Sg bude vzdy sudé ¢islo, nebot po 8 krocich bude Sg = k— (8 —k) = 2k—8,
kde k znaci pocet vyhranych kol. Analogicky, uc¢inime-li lichy pocet ,vitéznych* a
lichy pocet ,prohranych® krok, bude hodnota Sy také sudé ¢islo. Z toho hned
dostavame, ze P (Ss =3) = 0.

Zbyva spocist P (Sg > 3). Nalezneme vyhovujici pocty ,vitéznych“ kroku jako

11
k:—(8—k:)>3<:>k>5:>ke{6,7,8}.

GRNYRORURONOR

Celkem dostavame

Tim méme

37 37
(Sz > 3) e 0= e = 0,280

AN
Steele v préci [, str. 67] ukazuje nasledujici vyuziti k nalezeni
asymptotického rozdéleni maxima symetrické jednoduché nahodné prochazky.

Disledek. Pro b € R plati

S S,
nll_I)ngP(\/ﬁ_b) 2nh_I)Iolop<\/ﬁ_b> 2(1—-o(b)),

kde @ znadi distribu¢ni funkei normovaného normdlniho rozdéleni A(0,1).

Diikaz. Dosadime-li do rovnosti (2.1)) za b hodnotu /n b, dostaneme

P(j%zb):2~P<j%>b)+P(j%:b). (23)

Vyuzitim centralni limitni véty (Dupac¢ a Huskova |11, Véta 4.12, str. 86]) mame

. s, - | S\

nebof normalni rozdéleni je absolutné spojité viuci Lebesgueové mire. Limitnim
prechodem pro n — oo z (2.3]) dostavame pozadovanou rovnost.

O
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3 Exponencialni ndhodna
prochazka

Nyni prejdeme od symetrické jednoduché nahodné prochazky k nahodné
prochézce s jinym pravdépodobnostnim rozdélenim, které bude taky symetrické.

Budte {X;}°; nezavislé a stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim
s hustotou vic¢i Lebesgueoveé mire

2
flx) = \é_e_‘/ﬁm, r e R.
Potom pro kazdé i € N je stfedni hodnota EX; = 0 a rozptyl je var (X;) = 1,
nebot Y
2
X, =EX, = [ o f(@)de == [ wem?klde =0

R 2 Jr

a
2
var (X;) = EX} = / 2? f(z)dr = \/_/ e V2l gy =1,

R 2 Jr

uzitim substituce t := —v/2 z a integraci per partes.

Néhodné veliciny {X;}°, maji tzv. dvojité exponencialni rozdéleni s para-
metrem /2, tj. X; Y DvExp (\/ﬁ), coz je specidlni pripad Laplaceova rozdéleni

Laplace (O,%), jehoz hustotu muzeme vidét na obrazku
Definujme ezponencidlni nahodnou prochdzku S = {S,}>°, jako

Také definujme pro realné cislo b > 0 nahodny cas zastaveni predpisem
m:=1inf{n e N: S, > b}.

V case 7, exponencialni ndhodna prochézka S nedosdhne skoro jisté presné hod-
noty b, nybrz ji s kladnou pravdépodobnosti prekro¢i (viz obrazek |3.2)). Proto
pro ndhodnou prochazku S definujme prekroceni hodnoty b jako

Wy = STb —b.

Pickroceni hodnoty b je skoro jisté kladné, nebot skoro jisté v case 7, je Sy, > b,
tedy
wp, =S5, —b>b—-0=0.
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Hustota DvExp

Hustota
0.2 0.3 04 05 06 0.7

0.0 0.1

Obrazek 3.1 Symetricka hustota rozdéleni DvExp (ﬂ)

Exponencialni nahodna prochazka

Obrazek 3.2 Nahodny cas zastaveni 7, a prekroceni hodnoty b.

Tvrzeni 7 (Kumar a Maheswaran [3, str. 34]). Pro jakékoli b > 0 bude mit
ndhodnd velicina wy, exponencidlni rozdélent s parametrem /2, tj. wy, ~ Exp (\/ﬁ),
s hustotou vuci Lebesqueoveé mire

g(z) = \/56_\/5“”11(0700)(37), r eR.
Navic ndhodnd velicina wy bude nezavisld s .

V nésledujicim diukazu vyuzivime myslenky uvedené v dikazu tvrzeni v |12,
tvrzeni 2.1, str. 508].
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Diikaz. Pro kladnou, resp. zapornou, ¢ast se dvojité exponencialni rozdéleni chova
jako exponencidlni rozdéleni, nebot pro x € R

\/5 — xr \/§ — X T
f(l’) = 76 V2iz| _ 7 (e V2 ]l[xzo] + 6\/§ ﬂ[x<0])
V2

2 € ﬂzl[xzo] + 5 € <.

Nejdiive si odvodime distribucni funkci exponencialniho rozdéleni s paramet-
rem v/2. Méjme Y ~ Exp (\/5) Pro y € R chceme nalézt

F) =P <y)= [ gwyr= [ Ve 1@ dr

Pro y <0 je zrejmé, ze F(y) = 0. Tedy pro y > 0 méme
y
F(y) = / V2e V2 dp =1— eV,
0

kde jsme vyuzili substituci ¢ := —v/2z. Celkem dostévame, ze distribu¢ni funkce
exponencialniho rozdéleni s parametrem /2 je

0, y <0,
Fly) =
) {1 — e“/éy, y > 0.

Budeme chtit ukazat, ze pro x > 0 plati
Pw,>2)=1-Plw, < z)=e V>,

nebot exponencidlni rozdéleni je absolutné spojité vuci Lebesgueové mite.
Rovnéz budeme potiebovat distribu¢ni funkci F dvojitého exponencialniho
rozdéleni s parametrem /2. Hleddme tedy

F(x):P(Xlgx):/$ f(t)dt, = eR.

—00

Proxz <0:

F(z) :/ F(t)dt = \g_/ e V2 gt = ‘é_/ V2 dt
1 V2e 1
— u — V2z
Q/wO e du 26 ,

kde jsme ve ¢tvrté rovnosti vyuzili substituci u == /2.

Proxz > 0:

F(x):/x f(t)dt:\f/_xooe_ﬁ“dt:?(/_Oooeﬁtdt—i—/()xe_ﬁtdt)

e )2 L
|

L+L (1—6’ 2”*“)) :1—;eﬂx,
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kde jsme ve ¢tvrté rovnosti vyuzili substituci u = —v/21.
Celkoveé dostavame, ze distribu¢ni funkce dvojitého exponencialniho rozdéleni
s parametrem V2 je
%eﬁx, x <0,
F(r) =

1—%6"/%, x > 0.

Potom proz >0 také P(X; > 2)=1—-P(X; <z)=1-F(x) = %6_\/%, nebot
dvojité exponenciadlni rozdéleni je absolutné spojité vici Lebesgueové mite.

Necht x > 0. Podle véty o celkové pravdépodobnosti (Dupac¢ a Huskova |11
véta 1.3, str. 11]) mame pro néjaky cas t € N

Plwy>a,m <t)= ZPS—b>$n—Tb<t an, (3.1)
n=0

kde jsme vyuzili definici prekroceni w, hodnoty b.
Nyni se pojdme podrobnéji podivat na pravdépodobnost p,. Je-lin =1, <t,
pak skoro jisté

*
n—1

‘= max S5; <Db,

<i<n-—1

jak muzeme vidét naptiklad i na obrazku [3.2] Potom

pn=P(S,—b>z,n=m<t)
:P(S:L,1<b,5n—b2x,n:n,§t)
=P (S5 <bSu>btaun=mn<t).

Nyni pomoci Billingsley 13, tvrzeni 34.4, str. 448] mame
pn=E [P (S,*l_l <b,Sp,>b+r,n=7<t|F.1,7 :nﬂ ,

kde F,,_; je o-algebra generovanid ndhodnymi velicinami X, ..., X,,_1, neboli
Fno1=0(Xq, ..., Xpn1). Vywzitim [2 véta VI.1.13, str. 335] dostaneme

Pn = E [P (Sn > b+ | Jrn—ly Ty = n) 1[5271<b,n27b§t]}
=EP(Xo>b+a—Xi—Xo— - = Xoo1 | Fuct, 7 =) Lis: | <tn=ny<r)]

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili vztahu S, = S,_1 + X,,. Potom pomoci
P(X,>2)=1 e~V2% dostaneme

L b Xt X
pn _ E |:26 \/i(b+ Xl X2 Xn—l)ﬂ[sz_1<b’n:TbSt}:|
s [ 3 X
_ VR [26 Vae-X1-Xs X"‘l)]l[s;_1<b,n=fb§“}

—~Vaz g [ (Xpn>b—-X1—Xo— =X, 1 | Faur,=n) ]l[s;;_l<b,n=nét]}

— e VER [ (Sp>0b| Fuo1, 7 =n) 1[5*71<b,n:n,§t]}
~V2rp (S 1 <b S, >bn—7'b<t)

— e V2rp P(S,—b>0,n=m<t).
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Pro z > 0 tedy mame
pn:e’ﬁzP(Sn—b>O,n:Tb§t).

Nyni vyjadienou pravdépodobnost p, dosadime nazpét do rovnice (3.1)) a ziskdme

Plwy>a,m<t)=> e V*P(S,—b>0n=mn<t)

n=0

=V S P(S, —b>0,n=m1<1)

n=0
— e VEP(S, —b> 0,7 <)
= e VEP(S, > b7 <), (3.2)
kde jsme ve tieti rovnosti vyuzili opét vétu o celkové pravdépodobnosti |11,

véta 1.3, str. 11]. JelikoZ cas 7, je skoro jisté kone¢ny, tak limitnim prechodem
pro t — oo z (3.2)) dostaneme

P(wy,>x)=e VP (S, >b).
Jak jsme si difve rozmysleli, tak S;, > b s.j. Proto
P(wy,>a)=e V¥

a nahodn4 veli¢ina w, méa exponencialni rozdéleni s parametrem /2.
Z rovnosti (3.2)) pro S;, > b s.j. také mame

Pwy>z,m <t)=e¢ VZP(n,<t)=P(w,>z)P(r, <t).

Nahodné velic¢iny wy, a 7, jsou tedy nezavislé.
]

Nyni se budeme vénovat tomu, co se stane v ¢ase 7, tj. v ¢ase, kdy nahodna
prochézka poprvé prekro¢i hodnotu b > 0. Pro né&jaké x < b a pro jev [, < N]
se podivame, co se stane s pravdépodobnosti P (Sy < z | F,,), kde F,, C F,
tj. takova o-algebra, Ze

F,={Fe A:Fn[n <t] € F, Vt € N}.

F, tedy obsahuje obsahuje vSechny informace dostupné do c¢asu 7,, véetné hod-
noty S,.

Po 7, krocich se miizeme na nahodnou prochézku podivat znovu jako na ,novou
ndhodnou prochézku, ktera predstavuje ndhodny proces {S, }n>r,. Je-li N > 7,
pak celkova hodnota Sy mize byt vyjadiena jako soucet hodnoty S;, v ndhodném
¢asu zastaveni 7, a souctu vSech néaslednych krokt od 7, +1 do N :

N N Th
IR S RIS 5T F THE IR NRP RN
=1 =1

i:Tb+1

Tedy po 7, krocich se mizeme na nahodnou prochiazku podivat jako na dva
oddélené procesy: pred casem zastaveni a po ném.
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Necht 7, = j pro néjaké 1 < 7 < N a w, = w pro néjaké w > 0. Potom
potiebujeme N — j krokti abychom se dostali z hodnoty b + w pod hodnotu .
Z toho dostavame

PSy<z|m=4S1=s1,....,51=s-1,9=b+w)=Fy_j(z — (b+w)),

(3.3)

kde F,(x) je distribuéni funkce F,(x) = P (S, < x). Vyraz na levé strané rov-
nosti (3.3)) je takova funkce proménnych j,sq, ..., s;_1,b a w, zZe skoro jisté plati

P(SN<I‘|Tb:'751:', ...,Sj_lz',Sj:')(Tb,Sl, ---»Sj—lasj)
:P<SN<JJ‘fTb).

Vzorec (3.3)) plati, nebot

P(SN<.1' ’ Tb:j,Slzsl, ...,Sj,1 :ijl,Sj :b+’LU)

N
=P Sj—i— Z Xi<£L'|Tb:j,81281, ...,Sj_1:Sj_1,Sj:b—|—w)

i=j+1

N
=P b+w—|— Z Xi<ZL‘ | Tb:j,Slel, ...,Sj_lzsj_l,Sj:b—{—w)

i=j+1

N
=P Z XZ<1’—(b+’LU) | Tb:j,Slel, ...,Sj_1:Sj_1,Sj:b+’LU)

i=j+1

N—j
=P Z <$—(b+w)|7'b:j,81:81, ...,Sj1:8j1,Sj:b+w)

i=1
= Fij (l’ — (b—i—w))
Nahodna veli¢ina Zfijﬂ X; mé stejné rozdéleni jako Sy_; = Zi]\sj X, tj. jejich
distribucni funkce jsou stejné, nebot X;, 7 € N, jsou nezavislé a stejné rozdélené

nahodné veliciny a obé rady jsou pres N — j krokii.
Diky symetrii rozdéleni plati, ze

Fy jx—(b+w))=Fy_;j(—(x—(b+w)))=Fy_;(b—r+w),
kde F/(x) =1 — F,(x) = P (S, > z). Tedy rovnost (3.3) muzeme pfepsat jako

P(Sy <z |m=45=s1,...,5%1=sj-1,5 =b+w)
=Fn_j(x— (b+w)) —F]'V_j(b—x+w).

Tim dostavame

P(SN<I‘ | Tb:j,Slzsl, ...,Sj_l:Sj_l,Sj:b—f—w):F]/ij(b—.T—f—w).
(3.4)

Zintegrujeme-li obé strany rovnosti (3.4) pres mnozinu {r, < N}, dostaneme
podle Kumar a Maheswaran [3, str. 35]

P(Sy <z,m < N) = /F]’V] 24 w)P (1 = ) fu, (W) dw. (3.5
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Jelikoz autori tento integracni prechod uvadi bez vysvétleni, ukazeme si podrobnéjsi
postup k ziskdni dané rovnosti.

Nejdiive vyraz na levé strané rovnosti (3.5). Podle véty o celkové pravdépo-
dobnosti (Dupa¢ a Huskova [11], véta 1.3, str. 11]) mame

N-1
P(SN<I,T1,<N>:ZP(SN<LL’,Tb:j). (36)
j=1

Kazdou pravdépodobnost P (Sy < x, 7, = j) mizZeme pak prepsat pomoci podmi-
néné pravdépodobnosti jako

/0 P(Sy <z |m=j,wy=w)P (1 =7) fuyn=(w) dw,
kde P (Sy <z | 7 = j,w, = w) je funkce proménnych j, wy, takova, ze
P(SN<x|Tb:',wb:~)(7'b,wb):P(SN<x|Tb,wb) S.j.

Diky nezavilosti 7, a w, dostaneme: fy,|r,—;(w) = fu, (w).
Tedy

P(Sw<am=4)= [ P(Sw <ol m=ju=w)P(n=j) fulw)de. 37)

Nyni se podivejme na P (Sy < x | 7, = j,w, = w) :

N
P(Sy<z|m=jw=w)=P[S, + Z Xi<x\n,:j,wb:w)

i:Tb+1

N
=Plw,+b+ Z Xi<a:|7'b:j,wb:w)

iZTb+1

N
=Plw+b+ Z Xi<x|7'b:j,wb:w)

i=j+1

N
=P ZXi<x—(b+w)|Tb—j,wb—w)

i=j+1

= FN_;(x —(b+w))=Fy_;(b—z+w).

Dosadime-li tento vztah do rovnosti (3.7)), ziskame

N—j
=P ZXi<x—(b+w)|Tb:j,wb:w>

P(Sy<z,m=7) = /OOO Fy b=z 4+w)P (1 = J) fu,(w) dw.

Dosazeni vyjadiené pravdépodobnosti P (Sy < z,7, = j) do rovnosti (3.6) ndm
dé pozadovanou rovnost (3.5)).

Tvrzeni 8 (Kumar a Maheswaran [3, str. 35]). Pro N > 2 a pro x < b,b > 0,
plati

P(Sy <x,m, < N)=2E[F} (u+w")] — Fy(u), (3.8)
kde w=2b—x a w* NExp(\/ﬁ).
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Nez tvrzeni dokazeme, pripomenme definici vytvorujici funkce ndhodné veliciny,
ktera bude klicova pro dikaz . Nésledujici definice je prevzata z |4}
str. 143].

Definice 11. Necht {a,} = {a,,n € N} je posloupnost redlnych ¢isel. Jestlize
mocninnd fada A(s) = >0, a,s™ konverguje pro |s| < so pro né&jaké sy > 0,
potom A(s) nazveme vytvorujici funkci posloupnosti {a,}.

Necht X je nezdporna celociselnd ndhodnd veli¢ina s rozdélenim {p,,n € N},
kde p, = P (X = n). Vytvorujici funkci posloupnosti {p,} nazyvame vytvorujici
funkei ndhodné veliciny X, zna¢ime P(s), nebo presnéji Px(s). Plati

= ipns" =E {SX} ,
n=1

pro s € R, pro které mocninna rada konverguje.
Px jednoznacné urcuje rozdéleni ndhodné veliciny X (viz |14} str. 150]).

Diikaz. Ukazeme, ze vytvorujici funkce vyrazu na pravé strané rovnosti a vy-
tvorujici funkce vyrazu na pravé strané rovnosti chapanych jako posloupnosti
v N jsou identické. Tvrzeni pak jiz bude platit diky jednoznacnosti vytvorujici
funkce.

Vytvorujici funkce vyrazu na pravé strané rovnosti (3.5)) je

anz/o%;_j(b—wwpvb:j) Fu (w) duw

oo n—1
=5 [T EL b e w)P (= ) fu (w) dw
n=1 j=1
oo n—1 o
=33 [T TISE b= w)P (= ) fu(w) dw. (39)
n=1 j=1
Polozme k := n — j, potom v rovnosti (3.9) z mnoziny indexti obou souctu

{n>1,1<j <n-—1} dostaneme mnozinu indexi {j > 1,k > 1}. Mame tak

is”P(Sn<:1:,Tb<n):isjP(Tb:j)i/oooskF,é(b—:c—i-w)fwb(w)dw
_ZS]P Tb—j/ (Zska —x+w)>fwb(w)dw
k=1

(3.10)

Chceme ukézat, ze vyraz (3.10]) se rovna vytvorujici funkei vyrazu na pravé strané

rovnosti (3.8)).

Vytvorujici funkce vyrazu na pravé strané rovnosti (3.8)) je

S8t QE[F (utw')] — Fl(w)

n=1

S (2 Flut wf >dw—F,;<u>)
2( (ZS”F’u+w)> fur (w ) ZS"F’ (3.11)

3
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Nez ukdzeme, ze vyrazy (3.10) a (3.11)), konvergujici pro |s| < 1, si jsou rovny,
budeme pottebovat:

(i) vytvorujici funkei F)(x), tj. pro x >0
> s"Fy(x),
n=1

kde F/(x) =1— F,(x) =P (S, > x);
(i) vytvorujici funkei ndhodného ¢asu zastaveni 7, tj. pro b > 0

ib‘jp(ﬂ,:j).

j=1

Ad (D)} Necht f,(x) je hustota S, pro n > 1 takové, ze

fu(z) = cZEFn(I) = C;iP (Sp < x).

Zejména pak pro S; = X; mame

filz) = ge‘ﬁ'z, v €R,

kde 8 = v/2. Nyni spo¢teme charakteristickou funkci ndhodné velidiny X, tj.

Pi(t)=E {eitxl} = / eitmée_mml dx.
R 2

Dostavame
D o ﬁ 0 it Bz < ita —Bx
Pi(t) = 5 e e’ dx + e e " dx
—00 0
Bl 1 1 B2
_ = = A2
2 6—ﬁ+6+ﬁ [2 +t2’ (3.12)

nebot [0 e dx = [0 e*PH dx a oznacime-li f1(z) = e*PHD 1, ) (2), pak
fal@) — e? BT _ oy (2) = f1(x), pro kazdé = € R.
Také plati |fl(z)| = ‘eﬁmeimﬂ(_nﬁo)(x)‘ < efra [0 efTdr < +oo, tj. €77 je
integrovatelnd majoranta. Podle Lebesgueovy véty |15, véta 8.13, str. 34] mame
0

0 ) 0 0
[ ear = [ him fl@)de = lim [ fi(@)de = lim

n—oo — 00

(@) dz

o0 00

0 . . 1
= lim 690(54'115) dr = lim : ( o e—n(ﬁ—i—lt)) _ .
n—oo J_, n—00 6 + it 5 + it

Analogicky pro f2(z) := e *+D1 () — e BT o) (@) = f*(z),
pro kazdé z € R, | f2(z)| < e, bychom ukézali, 7e

/ e B o — 1 —.
0 b —it
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Budeme chtit vyuzit vétu o inverznim vzorci (viz 7, véta 16.2, str. 93]). Nejdrive
tedy prepoklady véty. Chceme ukazat, ze

/ Pi(t)] dt < oo.
R

Pro 8 > 0 mame

L

kde jsme vyuzili substituci u := % a znamy integral [, ﬁ dx = 7. Tedy podle véty
Lachout [7, véta 16.2, str. 93] pro kazdé z € R a § > 0 plati

p _
/Rl+u2dU—B7r<oo,

e 52+t2

A ] 1 / it B
—Blz —itz p ) N
—€ - (& 1(t> dt (3 3)

Nyni nés bude zajimat vytvorujici funkce charakteristické funkce S, tj.

=Y s"E e .
3 B[]
Nejdrive charakteristicka funkce S,,:

E@ZEkwﬂ:@k“ﬂyz<WTﬂ>,neN

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili toho, ze {X,};en je posloupnost nezavislych
a stejné rozdélenych nahodnych velicin. Z toho dostavame vytvorujici funkci

oo 62 n
stzg (ﬁQ—l—tQ) .

Oznacme 7 := ,358+t27 potom
s" sy)" = , [yl <L
Z nzl 1 —sv
Upravou dostaneme
P(s;t) = o L= i S £
Bt 1— 35 P+ P0-s)+ Bl-s)+1
s3* Fl-s) s A2

(3.14)

T B(1-5) R21l—s)+ 1-—sA+2
kde A\? := 5%(1 — s).
V (3.13]) jsme si rozmysleli, Ze pro kazdé x € R a > 0 plati

B g _ L / —ite B
— = — TP (t) dt.
26 2T Re 1(>

Analogicky pro (3.14]) plati

S A 1/ Cite S
— = _— "P(s;t)dt R, A .
T 3¢ o Re (s;t)dt, VxeR, A>0
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Tudiz vytvorujici funkce hustoty .5, je

i s" fu(x) = % ;\ e~ Nel, (3.15)

n=1 - $

Nyni pro y > 0 najdeme vytvorujici funkei F} (y). Oznacme hledanou vytvorujici
funkci jako Pps. Tedy pro y > 0 hledame

Pri(s9) ZS”F’

Jelikoz F(y) =P (S, > y), pro y > 0 mame

Prsiy) = 3o [~ fula)de = | (Z swaz)) o
Y n=1
o0 A [o©
— —/\|x| dr / -z d

A 1—52 1—32 c
= 3.16
e3¢ (3.16)
kde jsme ve tfeti rovnosti vyuzili (3.15)), v paté rovnosti substituci ¢ := —Az

a\=[y1—s.

V rovnostech (3.10]), (3.11) a (3.16]) jsme vyuzili toho, ze distribu¢ni funkce
a hustota jsou nezdporné méritelné a omezené funkce, |s| < 1 a [15, véta 8.14,
str. 34] pro integrovatelnou majorantu g(w) = 1.

Ve vyrazu na pravé strané rovnosti také potrebujeme zjistit, cemu

se rovna .
/OOO <Z s*FL(b—x+ w)) fun, (W) dw

k=1

Pomoci rovnosti (3.16) a w, ~ Exp(f) dostaneme
oo [ X o0 1
/ (Z SkF,;a) — x4+ w)) fwb (w) dw = / ( s 2 6A(bx+w)) ﬁefﬁw dw
0o\ 0 \1—-s2
Ab—z) oo
/ _’\“’ﬂe_ﬁw dw

2
A(b— x)/ —w(A5) dw

—A(b—

S e

I
|
»n »

—_

e

\r—‘w\mw\ﬁ'—‘
—_
| | ®»
V)

)\—l—ﬂ

s 1
e IVIms =) (317
21—-5+y1-5+1 - (317)

kde jsme ve ¢tvrté rovnosti vyuzili substituci t := —w(A + ().

Ad K nalezeni vytvorujici funkce nahodného ¢asu zastaveni 7, musime zkoumat
chovani ndhodné prochézky do chvile, nez vstoupi do intervalu (b, + c0) pro néjaké
b > 0. K tomu muzeme vyuzit metodu z Feller [16] sekce 18.1] a dostaneme

j{:sﬂP =) —5bVT‘5(1,-\/1 —-s), b > 0. (3.18)
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Spojime-li nyni rovnice (3.17)) a (3.18]), ziskdme pravou stranu rovnice (3.10)) a také

ZS] /0 <Z sPFL( b—x+w)> fu, (W) dw

1 s 1
—Bby/1—s 1 — 1— - —BvV1—s(b—zx)
¢ (1=1 8)21—3\/1—s+1e

1 — /1 =
_ 1 S 1 1 Se_ﬁum7
21—51++1-s

(3.19)

kde v := 2b — x.

Zbyva jen ukézat, ze vyraz na pravé strané rovnosti (3.11]) je roven vyrazu

na pravé strané rovnosti ((3.19)).

Vratme se tedy k vyrazu na pravé strané rovnosti (3.11)).

2 ( [ (i SEL(ut w)) fur (w0 ) Z S (u

n=1

:2(1 5 —Buvi=s <1>> s 1 o—Buv/1=s

21—s 1++v1-—5 1—32

S e—ﬁuvl—s 2 1
1— 1+v1—s

S Buml \/1—8
1—s5 14++1—5’

kde jsme v prvni rovnosti vyuzili (3.17) a (3.16)), tj.
oo [ X 1 s 1
517 [ k! ) dw =+ =
(2 n<u+w>)fb<w> e

1
3.16) : " (u e Puvi=s
(3-16) ZS T 1-s52

1
2
1
- 3.20
; (320)

Tedy vyrazy na pravych stranach rovnosti (3.20) a (3.19)) se rovnaji. Tedy se

rovnaji i vyrazy na pravych strandch rovnosti (3.11)) a (3.10]). Diky jednoznac¢nosti
vytvorujici funkce (viz [14, str. 150]) jiz plati pozadovana rovnost ((3.8]).

]

Definujeme-li proces reflexe jako v [definici 10, muZzeme si zakreslit proces
reflexe R jako na obrazku [3.3] Zde, na rozdil od symetrické jednoduché ndhodné
prochazky z predeslé kapitoly, trajektorie procesu R nevznikne z trajektorie
procesu S zrcadlenim podle pfimky b, ale zrcadlenim podle primky S;,. To je
disledkem toho, jak jsme si zadefinovali ndhodny ¢as zastaveni 7.
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Proces reflexe

Obrazek 3.3 Proces reflexe u exponencialni ndhodné prochazky.

Pojdme se nyni podivat, jak by vypadala analogie pro exponencidlni
nahodnou prochazku.

Tvrzeni 9. Necht S = {S,}2, je exponencidlni ndhodnd prochdzka, T, je pro b > 0
ndhodny cas zastaveni a R = {R,}2, je proces reflexe takovy, Ze

R, = Sn 1[n<7—b] + (2 S‘rb - Sn) ﬂ[nZTb]-

Potom pro S, = 012%); S; plati

P(S:>0b)=2P(S,>b)=2P(S,>b).
Diikaz. Podle véty o celkové pravdépodobnosti (|11, véta 1.3, str. 11]) mame
P(S;>b)=P(S;>0b,5S,>b)+P(S;>0b,5,<b).
Je-li S,, > b, pak nutné i S > b. Potom tedy plati
P(S:r>0,5,>b)=P(S,>b).

Nastanou-li zaroven jevy [S} > b] a [S, < b], tj. jev [S}: > b > S,], pak je tento
jev shodny s jevem [R, > b] (viz obrdzek [3.4). Z toho dostdvame

P(S:r>0,5,<b)=P(R,>b) =P(S,>0),
kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili tvrzeni 5 Celkem dostavame

P(S:>b)=P(S:>b,5,>b)+P(S:>b,S, <b)
=P(S,>b)+P(S,>b)=2P(S,>b)=2P(S,>10),
kde jsme vyuzili toho, ze nahodnd veli¢ina S,, ma absolutné spojité rozdéleni vici

Lebesgueové mife. To plati, nebot ndhodné veliciny {X;}22, jsou stejné rozdélené
s absolutné spojitym rozdélenim, tedy pro kazdé ¢ € N je distribu¢ni funkce
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F; ndhodné veli¢iny X; absolutné spojita. JelikoZ jsou ndhodné velic¢iny {X;}2,
nezavislé, distribu¢ni funkce F' ndhodné veli¢iny S,, je konvoluci distribu¢nich
funkei F; (viz |10, véta 3.13, str. 55]), tj.

Fx)=(FixFyx---xF,)(x), z€R.
Poté podle |10, véta 3.14, str. 55| vime, ze distribu¢ni funkce F je absolutné

spojita.
O

Exponencialni nahodna prochazka, proces reflexe a pribézné maximum

S,a R,
1

Obrazek 3.4 Proces reflexe u exponencidlni nadhodné prochiazky a jeji prubézné
maximum se zvyraznénymi jevy [Sy > b, S, < b] a [R,, > b] (¢ernou svislou ¢arou).
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Zaver

V praci jsme zacali pripomenutim ndhodnych procesii a ndhodné prochazky,
obzvlast symetrické ndhodné prochazky, kterou jsme se zabyvali po zbytku celé
prace. V dalsi ¢asti jsme si vysvétlili princip reflexe, jenz byl demonstrovan
na jednoduché symetrické nahodné prochézce. V posledni kapitole jsme se vénovali
nahodné symetrické prochazce s krokem, ktery mél dvojité exponencidlni rozdéleni.
V druhé a treti kapitole jsme, mimo jiné, zjistili rozdéleni pribézného maxima
symetrické ndhodné prochazky s prislusnym krokem.

Princip reflexe nachazi Siroké vyuziti v praxi, naptiklad ve financich, pojis-
tovnictvi a biologii. Ve financich se pouziva pfi modelovani cen akcii a dalsich
finan¢nich nastroji, kde pomahd analyzovat rizika a pravdépodobnosti dosazeni
urcitych cenovych hladin (viz Kumar a Maheswaran [3]). V pojistovnictvi je
uziteény pri vypoctu rizik spojenych s pojistnymi udalostmi. V biologii se princip
reflexe uplatnuje pri modelovani nahodnych pohybii organismii nebo siteni nemoci.

31



Seznam pouzité literatury

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

STEELE, J. M. Stochastic Calculus and Financial Applications. New York:
Springer New York, 2001. Druhé opravené vydani. 1ISBN 0-387-95016-8.

STEPAN, J. Teorie pravdépodobnosti. Praha: Academia, Ceskoslovenské aka-
demie véd, 1987. Prvni vydani.

KUMAR, D.; MAHESWARAN, S. A reflection principle for a random walk with

implications for volatility estimation using extreme values of asset prices.
Elsevier. 2014, ro¢. 38, ¢. 1, s. 33-44.

LAacHOUT, P.; PRASKOVA, Z. Zdklady ndhodnijch procesi I. Praha: Matfy-
zPress, 2020. Druhé vydani. 1SBN 978-80-7378-428-7.

LacnHouT, P. Diskrétni martingaly [online|. Praha, 2007 [cit. 2024-07-02].
Dostupné z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~lachout/Vyuka/TEXTY/
071023-Diskretni_Martingaly.pdf.

BHATTACHARYA, R.; WAYMIRE, E. C. Stationary Processes and Discrete
Parameter Markov Processes. Cham: Springer Cham, 2022. Prvni vydéni.
ISBN 978-3-031-00943-3.

LAcHOUT, P. Teorie pravdépodobnosti. Praha: Karolinum, 2022. Tteti vydani.
ISBN 978-80-246-5430-0.

RESNICK, S. I. Adventures in Stochastic Processes. Ithaca: Birkhauser Boston,
1992. Prvni vydani. 1SBN 0-8176-3591-2.

NoRRris, J. R. Markov Chains. Cambridge: Cambridge University Press,
1997. Prvni vydani. 1SBN 0-521-48181-3.

DuPACOVA, J.: HURT, J.; STEPAN, J. Stochastic Modeling in Economics and
Finance. New York, Boston, Dordrecht, London, Moscow: Kluwer Academic

Publishers, 2003. 1SBN 1-4020-0840-6.

DUPAC, V.; HUSKOVA, M. Pravdépodobnost a matematickd statistika. Praha:
Karolinum, 2013. Druhé upravené vydani. ISBN 978-80-246-2208-8.

Kou, S.G.; WANG, H. First passage times of a jump diffusion process. Applied
Probability Trust. 2003, ro¢. 35, ¢. 2, s. 504-531.

BILLINGSLEY, P. Probability and Measure. New York: John Wiley & Sons,
Inc., 1995. Tteti vydéani. 1SBN 0-471-00710-2.

GRIMMETT, G. R.; STIRZAKER, D. R. Probability and Random Processes.
New York: Oxford University Press, 2001. Treti vydani. 1SBN 0-19-857222-0.

LUKES, J.; MALY, J. Measure and Integral. Praha: MatfyzPress, 2017. Treti
vydani. 1ISBN 978-80-7378-253-5.

FELLER, W. An Introduction to Probability Theory and Its Applications. New
York: John Wiley & Sons, Inc., 1971. Druhé vydani. 1sBN 9780471257097.

32


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~lachout/Vyuka/TEXTY/071023-Diskretni_Martingaly.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~lachout/Vyuka/TEXTY/071023-Diskretni_Martingaly.pdf

	Seznam použitých symbolů a zkratek
	Úvod
	Náhodná procházka
	Náhodný proces
	Markovův řetězec s diskrétním časem
	Diskrétní množina stavů
	Obecná množina stavů

	Náhodná procházka
	Jednoduchá procházka
	Symetrická náhodná procházka


	Princip reflexe
	Exponenciální náhodná procházka
	Závěr
	Seznam použité literatury

