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Abstrakt: Nejjednodussi a nejbéznéjsi zpusob generovani vzorkt z daného rozde-
leni je inverzni metoda. Tato metoda vsak pouziva inverzni funkci k distribuéni
funkci daného rozdéleni. Proto ji nelze pouzit v pripadech, kdy tuto inverzni funkci
nejsme schopni ziskat. V takovém pripadé lze pouzit zamitaci metodu generovani
vzorkil. Bakalarska prace se zabyva generovanim vzork ze slozitych rozdéleni po-
moci zamitaci metody. Cilem je predstavit tuto metodu a popsat jeji fungovani.
V praktické ¢asti pouzijeme tuto metodu k ziskani vzorki z rozdéleni s hustotou
danou tvarem hory Rip a pomoci testii normality se pokusime se dokézat, ze Rip
neni normalni.
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the inverse function of the distribution’s cumulative distribution function, it can-
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cases, we can use the rejection sampling method. This thesis focuses on gene-
rating samples from complex distributions using the rejection sampling method.
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Uvod

K ziskéni vzorku z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni lze pouzit vice
zpusobt. Nejjednodussi a zaroven i nejvice vyuzivany zpusob je inverzni metoda
generovani vzorkl. Tato metoda je zalozena na dosazovani do inverzni funkce
k distribu¢ni funkci cilového rozdéleni. Jsou ale ptipady, kdy mame rozdéleni
dané hustotou se slozitym predpisem, ze kterého je slozité nebo nemozné ziskat
inverzni funkci k distribu¢ni funkci tohoto rozdéleni. V takovych pripadech lze
pouzit zamitaci metodu pro generovani vzorkt z rozdéleni.

V prvni kapitole bakalarské prace si predstavime inverzni metodu generovani
vzorkl a dokazeme, ze vystupem této metody je skutecné vzorek z cilového roz-
déleni.

V dalsi kapitole se jiz zamérfime na samotnou zamitaci metodu generovani
vzorki. Uvedeme a dokazeme si zde véty, ze kterych zamitaci metoda vychézi.
Predstavime si algoritmus zamitaci metody a popiseme jeho fungovani. Pojed-
name o volbé pomocné funkce a konstanty v algoritmu zamitaci metody. Dale
v praci uvedeme variaci zamitaciho algoritmu, obédlkovou metodu (anglicky the
squeeze principle). Algoritmus zamitaci metody je demonstrovan na piikladu spo-
le¢né s ruznou volbou pomocné funkce.

Na zavér prace pouzijeme zamitaci metodu k vygenerovani vzorku z rozdé-
leni s hustotou danou obrazkem hory Rip. Na ziskané vzorky aplikujeme testy
normality a pokusime se tak dokazat, ze rozdéleni s hustotou danou tvarem hory
Rip neni normalni.

Mym pfinosem v praci je rozsiteni dikazu, ze kterych vychazi inverzni a za-
mitaci metoda. Vytvoreni ptikladu fungovani zamitaci metody a implementace
zamitaciho algoritmu v programu R. Posledni kapitola, ve které pouzivame za-
mitaci metodu pro generovani vzorki z rozdéleni s hustotou danou tvarem hory
Rip a nésledné testujeme normalitu téchto vzorki, je také mym pifnosem.



1. Inverzni metoda

Inverzni metoda je popsana v knize Devroye| (1986, str. 30) jako zptsob ge-
nerovani realizace ndhodné veli¢iny z rozdéleni s libovolnou spojitou distribuéni
funkci, a to za piredpokladu, Ze jeji inverzni funkce Fi' je explicitné zndma.

1.1 Princip inverzni metody

Véta 1. (Devroye (1986, str. 28)) Necht Fx je spojitd distribucni funkce na R
s inverzni funkci Fy' definovanou ndsledovné:

Fil(u) =inf{r: F(z) =u}, 0 <u < 1.

Pokud U je ndhodnd velicina z rovnomeérného rozdéleni na intervalu [0,1], pak
F3HU) md distribucnd funkei Fx. Navic pokud X md distribucni funkci Fx, pak
Fx(X) md rovnomérné rozdéleni na intervalu [0,1].

Diikaz. Nejdrive dokazeme prvni ¢ast tvrzeni. Chceme najit distribucéni funkei
funkce Fy', tedy chceme Y = F F;l(U)CL'). Z definice distribu¢ni funkce vime, ze

Y =P(Fy'(U) <)

pro vSechna x € R. Protoze F'x je spojita a neklesajici, lze aplikovat F'x na obé
strany nerovnosti.

P(Fy'(U) < @) = P(Fx(Fx'(U)) < F(x)) = P(U < Fx(x)) = Fx()

pro vSechna x € R. Posledni rovnost vychazi z definice distribuc¢ni funkce, ktera
rikd, ze Fx(x) = P(X < z) pro vSechna x € R. Rovnost plati, zvolime-li za z
libovolné c¢islo, tedy plati i pro Fx(z).

Pro dikaz druhé ¢asti tvrzeni chceme zjistit Fg, (u). Vychdzime opét z definice
distribu¢ni funkce, déle ze spojitosti distribu¢ni funkce a z faktu, ze 0 < u < 1:

Fryx)(u) = P(Fx(X) < u) = P(Fx'(Fx(X)) < Fx'(u)) =
= P(X < Fx'(u)) = Fx(Fx'(u)) = u

[]

Algoritmus inverzni metody pro generovani realizace ndhodné veli¢iny z roz-
déleni vychézi z vety [I} Algoritmus funguje nasledujicim zpusobem: Nejdiive vy-
generujeme realizaci ndhodné veliciny U z rovnomérného rozdéleni na intervalu
[0,1]. Poté dosadime U do Fy', tedy Y = Fy'(U), kde Y je ndhodn4 veli¢ina
z rozdéleni s distribuéni funkei F.

Inverzni metoda je presnd, pokud zndme explicitni tvar Fy'. Co kdyz ale
presny tvar této funkce nezndme? V takovém pripadé lze rovnici Fix (X) = U fesit
numericky. Nalezené reseni vsak nebude presné a vygenerovand realizace ndhodné
veli¢ina nebude mit presné pozadované rozdéleni. Pii vhodné volbé numerické
metody Teseni inverzni ilohy vsak mtizeme najit feseni s libovolnou pozadovanou
presnosti.



2. Zamitaci metoda

Jak je popsano v knize Robert a Casella (2004} str. 47) Existuje spousta slozi-
tych rozdéleni, pro které je obtizné ¢i nemozné ziskat nahodnou veli¢inu pomoci
inverzni metody. V nékterych pripadech dokonce neni mozné reprezentovat roz-
déleni v pouzitelné formé, jako je naptiklad transformaci z jiného rozdéleni nebo
smési rozdéleni. V takovych pripadech nelze simulovat ndhodny vybér primo.
Jedna z moznosti, jak v takovych pripadech postupovat je zamitaci metoda.

Zamitaci metoda vyuziva jednodussi rozdéleni k ziskani ndhodného vybéru
z cilového (slozitého) rozdéleni. Tuto metodu lze pouzit, pokud nezndme inverzni
funkci k distribu¢ni funkci cilového rozdéleni. Nevyzaduje totiz jeji podrobnou
znalost.

2.1 Potrebné vlastnosti hustoty

Nésledujici véty ukazuji vlastnosti hustoty, ze kterych vychazi zamitaci me-
toda.

Véta 2. (Devroye (1986, str. 40)) Necht X je ndhodnyj vektor s hustotou f na RY,
necht U je nahodnd velicina z rovnomeérného rozdéleni na intervalu [0,1] nezdvisld
na X. Pak (X,c Uf(X)) md rovnomérné rozdéleni na A = {(z,u) : z € R1,0 <
u < cf(x)}, kde ¢ > 0 je konstanta. Naopak kdyz (X,U) je ndhodny vektor v R+
rovnomeérné rozdéleny na A, pak X md hustotu f na RY.

Diikaz. Pro dikaz prvni ¢asti necht S C A a necht S, je fez S u z , tedy S, =
{u: (z,u) € S}. Oznacme fix.vpx)(Ty) = 9(zy) a farroox(ylz) = g(ylx).

P((X.Uf(X)) € 8) = [ Joxeoson(ea) dey) = [ g(ea) dey).

Z definice podminéné hustoty a Tonelliho véty muzeme psat:

o) dwa) = [, ([, Lsoolo) dy) Fla) do =
= [ ([, 96l2) ay) s(a) da
Vime, ze U ~ R[0,1]. Z toho plyne, ze cU f(X)|X ~ R[0,cf(X)], protoze ¢ > 0 je

konstanta a diky podminéni je f(X) také konstanta. Hustotu g(y|x) lze prepsat
jako:

1
g(ylr) = mﬂ[o,cﬂx)} (y)-

Celkem tedy mame:

P((X,cUf(X))eS)

n

[ot@w ey = [ ([, stwle) dy) fo) do =
/Rd ( /S cfl(x) Ljo.cs (e (¥) dy) fl@) de == | "dy dz.



Posledn{ rovnost vychazi z toho, ze S C A = {(z,u) : z € RL0 < u < ef ()},
kde ¢ > 0 je konstanta. S, je fez S. Indikator tak mizeme vynechat. Protoze
obsah A je ¢, dokazali jsme prvni ¢ast véty.

V druhé E4sti chceme dokézat, Ze pro vsechny borelovské mnoziny B z R¢
plati, ze

P(X € B) = /Bf(x) dz.

Ozna¢me By = {(z,u) : v € B,0 < u < ¢f(z)}. Protoze ndhodny vektor (X,U) je
rovnomeérné rozdéleny na A, tak plati:

P(X € B) = P(X,U) € B)) = /B o) d(aa) =
B 1 ! A
= /131 ]lA(x,u)W d(z,u) = /31 A d(z,u) = A

Predposledni rovnost vychézi z toho, ze By C A, 14(z,u) tedy bude 1 pro (z,u) €
By. Dale pomoci Tonelliho véty a definici By mame:

\A[:/Ald(x,y):/R/Awldydx:/Rcf(:c)dx:c/Rf(a:)dx:c
\B1|:/B/Blzldy d:z::/Bcf(a:) dz.

Diky tomu miizeme pséat:

B 1
pixen =Bl _ f/ cf (z) de :/ f@) du,
Al ¢ JB B
coz jsme chtéli dokazat.
O

Véta 3. (Devroye (1986], str. 41)) Necht X1,Xs, ... je posloupnost nezdvislych,
stejné rozdélensjch ndhodnijch vektori nabyvajicich hodnot v R?. Ddle necht
A C R? je borelovskd mnoZina takovd, Ze P(X; € A) =p > 0. Necht'Y je pruni
X, které nabyvd hodnot v A. Potom Y md rozdeéleni urcené predpisem:

P(X; € AnB)

P(Y € B) = ; :

kde B je borelovskd mnozinu R°.
Specidlne, kdyz X, je rovnomeérné rozdelend v Ag, kde Ag O A, pak Y je
rovnomerné rozdélend v A.

Diikaz. {(Y = X;),i € N} je plny systém jevii. Pro libovolnou borelovskou
mnozinu B si muzeme vsimnout, ze

P(Y € B) :iP(YeB,Y:Xi) =

i=1 =1

— iu —p)"'P(X, € ANB) = :

NE

p(Xl ¢ A,...,Xl',l ¢ A,XZ € B ﬂA) =

P(X, € ANB) =

2

=1
_ P(X, € ANB)
p )




coz jsme chtéli dokazat.
Pokud X; je rovnomérné rozdélend v Ay, pak:

1a,(x,u) |AN A
=P(X;€A :/Oidx,u =—.
p ( 1 ) A |A0| ( ) |AO|
Chceme dokazat, ze
La(z,u) BN A4

P(YEB):/de(x,u)— a

Z jiz dokazané ¢asti mame:

P(YeB)_P(X1€AﬂB)_W_|AoﬂA(‘|B|_\AmB’
- P(Xied) Loendl T AN Al 4]
0

Posledni rovnost vychazi z toho, ze Ay 2 A.

2.2 Algoritmus zamitaci metody

Méjme rozdéleni s hustotou f, ze kterého chceme vygenerovat realizaci na-
hodné veliciny. K tomu pouzijeme pomocné rozdéleni s hustotu g, ze kterého
muzeme snadno generovat realizaci nahodné veliciny. Dale budeme potiebovat
konstantu ¢ > 1 takovou, aby pro vsechna x € R platila nerovnost f(z) < cg(x).

Algoritmus zamitaci metody funguje nasledujicim zptsobem:

1. Vygenerujeme realizaci nahodné veli¢iny X z pomocného rozdéleni s husto-
tou g.

2. Vygenerujeme realizaci ndhodné veli¢iny U z rovhomérného rozdéleni na in-
tervalu [0,1].

3. Porovname Y = cUg(X) s f(X). Pokud je Y > f(X), hodnotu X zamit-
neme a vracime se k bodu 1. V opacném pripadé hodnotu prijmeme jako
vzorek z cilového rozdéleni.

Na obrézkuméme pro Yi: Y1 = clU19(X;) < f(X;). Hodnotu X pfijmeme
jako vzorek z cilového rozdéleni. Pro Y, mame: Y5 = cUsg(Xs) > f(X2). Hodnotu
X5 zamitneme.

Jako pomocnou hustotu g vétsinou volime hustotu rozdéleni, ze kterého lze
snadno generovat realizaci nahodné veli¢iny standardnimi dostupnymi metodami.
Napriklad hustotu néjakého znamého rozdéleni. Diky tomu jsme schopni snadno
vygenerovat realizaci nahodné velic¢iny. PTi volbé pomocné funkce g se také mu-
sime ujistit, ze % lze snadno spocitat.

Pokud chceme, aby byl algoritmus co nejefektivnéjsi, je tfeba konstantu c
zvolit co nejmensi. Stale vSak musi platit nerovnost f(X) < cg(X).

Formélné mizeme algoritmus zamitaci metody zapsat takto (Devroye (1986,
str. 42)):



— f(x)
cg(x)
Y — pfijmeme

e Y, —zamitneme

Obréazek 2.1: Zamitnuti a prijmuti vzorku

Algoritmus 1 Zamitaci metoda

repeat
Generuj dvé nezdvislé veli¢iny: X (s hustotou g na R%) a U (rovnomérné
rozdélend na [0,1]).

X 9(X)
anac T + CHX)
until UT <1
return X

Z vét 2 a3 vyplyva, Ze algoritmem ziskdme realizaci ndhodné veli¢iny z rozdé-
leni s hustotou f na R?. Prvni ¢ast véty [2 fik4, Ze pro X a U z algoritmu plati, Ze
(X,cUg(X)) mé pod kiivkou cg rovnomérné rozdéleni v R4, Z véty |3 vime, Ze
(X,cUg(X)) z tohoto algoritmu mé rovnomeérné rozdéleni pod kiivkou f. Z druhé
¢asti véty [2| pak méme, ze projekce (X,cUg(X)) — X do d-dimenzi ma hustotu
f.

2.3 Volba majorizujici funkce

Efektivita algoritmu zamitaci metody zavisi na volbé majorizujici funkce
cg(x). Pii spravné volbé majorizujici funkce lze efektivitu algoritmu znacné zvysit.

Obrazek ukazuje pouziti rovnomérného rozdéleni jako majorizujici hus-
totu g(z) (vynasobenou konstantou ¢). V takovém pripadé by byl algoritmus pro
nasi cilovou funkei f(x) znacné neefektivni a dochézelo by k pomérné castému
zamitani.

V nasem piipadé je tedy mnohem vhodnéjsi pozit jako g(z) hustotu normal-
nitho rozdéleni (obrézek v tomto pripadé nebude dochéazet k tak castému
zamitani a algoritmus bude efektivnéjsi.



Obrézek 2.3: Pouziti hustoty norméalniho rozdéleni v majorizujici funkci

2.4 Obalkova metoda (the squeeze principle)

V zakladnim algoritmu zamitaci metody je potfeba neustale vyhodnocovat
pomeér c%. V nékterych pripadech méa nase cilovd funkce f slozity predpis.
Abychom se tedy vyhnuli slozitému vyhodnocovani, mizeme pouzit obalkovou
metodu (the squeeze principle).

Abychom se vyhnuli vyhodnocovani funkce f(X), pouzivime v algoritmu dvé
pomocné funkce, hi(X) a ho(X). Témito funkcemi si ohrani¢ime funkei f(X).

Pokud W < hy(X), pak z pfedpokladu hy(X) < f(X) pro vSechna z vime, ze
W < f(X). Hodnotu tedy mizeme prijmout i bez vyhodnocovani f(X). Pokud
W > hy(X), pak z predpokladu he(X) > f(X) pro vSechna x vime, ze W >
porovnani W a f(X) provadime pouze v piipadé, kdy hy(X) < W < hy(X).

Funkce f(x) na obrazku ma slozity pritbéh a mohlo by byt vypocetné
narocné ji vyhodnocovat v jednotlivych bodech. Abychom nemuseli funkci f(z)
vyhodnocovat pokazdé, 1ze ji ohraniCit funkcemi hy(z) a ho(x), které vznikly
z hustot normalniho rozdéleni prendasobenim konstantou. Jejich predpis tak lze
snadno vyhodnotit.

Méjme funkce hy a hgy, které lze snadno vy¢islit a splnuji nerovnost hy(z) <
f(x) < hy(x) pro vSechna x. Formdlni zépis algoritmu je nasledujici (Devroye
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— f(x)...cilova funkce
h4(X)...dolni ohraniéeni

— h,(X)...horni ohraniceni

Obrazek 2.4: Obéalkova metoda

(1986)), str. 54):

Algoritmus 2 Obalkova metoda

repeat
Generuj realizaci ndhodné veli¢iny U z rovnomérného rozdéleni na [0,1].
Generuj realizaci nahodné veli¢iny X z rozdéleni s hustotou g.
Ozna¢ W <« Ucg(X).
if W < hy(X) then prijmi
else
if W < hy(X) then
if W < f(X) then piijmi
end if
end if
end if
until prijmi
return X

Obéalkovou metodu 1ze pouzit k urychleni vypocétu. V soucasné dobé vsak neni
problém na pocitacich provadét slozité vypocty. Ve velkém mnozstvi pripadi je
dostacujici pouzit zakladni zamitaci metodu. Obalkova metoda méla své vyuziti
spise v drivéjsich dobach, kdy pocitace nebyly tolik vykonné a bylo potieba kazdy
vypocet provadét co nejefektivnéji.

2.5 Priklad

Méjme beta rozdéleni s parametry o = 1,7 a § = 1,7, ze kterého budeme chtit
ziskat ndhodnou veli¢inu. Hustota tohoto rozdéleni bude f(z). Jako majorizujici
funkci cg(x) zvolime hustotu rovnomérného rozdéleni vynasobenou konstantou ¢
tak, aby platila nerovnost f(x) < cg(x).

Algoritmus zamitaci metody lze v programu R implementovat nasledujicim
zpusobem:

a=1.7
b=1.7



c=dbeta(.5,a,b)

u=2

t=1

while(uxt>1) { #ekvivalentni p¥ikazu DOKUD uxt<=1
x=runif (1,0,1) #realizace ndhodné veliciny X
u=runif(1,0,1) #realizace ndhodné veliciny U
t=c*(dunif (x,0,1)/dbeta(x,a,b))

}

X

1.2
1.0
0.8 f — )

06- cg(x)

04

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Obrazek 2.5: Priklad - beta rozdéleni

S nami zvolenymi parametry je hustota beta rozdéleni symetricka kolem bodu
0,5 a unimodalni (obrézek . Za konstantu c lze tedy zvolit hodnotu hustoty
v bodé 0,5.

Na obrazku muzeme vidét histogram hodnot X vygenerovanych algorit-
mem zamitaci metody po 10000 opakovani. Tvar histogramu ptiblizné odpovida
grafu hustoty f(x) naseho cilového rozdéleni.

P1i pouziti rovnomérného rozdéleni v majoritni funkci ziskame efektivitu algo-
ritmu priblizné 73%. Tedy priblizné v 27% piipadu budeme zamitat. Pro zvyseni
efektivity algoritmu bychom mohli poZit jinou funkei g(z).

Zvolime-li jako majorizujici funkci cg(z) hustotu beta rozdéleni s parametry
a =15 a = 1,3, které vyndsobime konstantou ¢, aby platila podminka f(z) <
cg(x), pak muzeme dosdhnout efektivity algoritmu ptiblizné 90%. Tedy budeme
zamitat pouze v priblizné 10% piipadd.

Nutno poznamenat, ze priklad je pouze ilustrativni. V praxi nelze predpo-
kladat, Zze pokud bychom neuméli simulovat nadhodnou veli¢inu z beta rozdéleni
s danou sadou parametri, pak nelze predpokladat, ze bychom uméli simulovat
nahodnou veli¢inu s jinou sadou parametri.
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Obrézek 2.6: histogram vygenerovanych hodnot s hustotou beta rozdéleni
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Obréazek 2.7: Hustota beta funkce v majorizujici funkci
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3. Ma Rip normalni rozdeéleni?

Tvar hustoty normalnfho rozdéleni je ¢asto pfirovnavan k tvaru Ripu. M4 vSak
Rip skuteéné normalni rozdéleni? Tuto hypotézu se mizeme pokusit ovéfit po-
moci zamitaci metody. Diky zamitaci metodé muizeme ziskat vzorky z rozdéleni
s hustotu danou tvarem Ripu a pomoci test normality otestovat nulovou hypo-
tézu, ze tvar Ripu odpovidé tvaru hustoty normélniho rozdéleni. Tento postup
ovéfeni normality Ripu neni jediny. Nemusi se ani jednat o nejvhodnéjsi postup.
Nasim cilem cilem v této kapitole je ilustrace zamitaci metody.

3.1 Testy normality

Nejdiive si definujeme nékolik testi normality, které pouzijeme k ovérovani
nulové hypotézy.

3.1.1 Shapirav-Wilkidv test

Zdroj testu:Shapiro a Wilk (1965, str. 591)
Nulova hypotéza: Nahodny vybér X;,...,X,, pochazi z norméalniho rozdéleni.
Alternativa: Nahodny vybér Xi,....X,, nepochézi z normélniho rozdéleni.
Testova statistika:

(X aiX@))?

W = ==
i1 (Xi = X)?
Kde X; je i-t4 pofadova statistika, X = 7(X1+‘7‘L'+X”), (a1,..,a,) = ngfl, C =
IV="2m|| = (mTV-V=lm)2. m = (my,...my)T je vektor stiednich hodnot po-

radové statistiky vzorku o velikosti n ze standardniho normélniho rozdéleni,
V' = (v;j) je kovarianéni matice téchto hodnot o rozmérech. Tedy necht Yj;) je i-td
poradova statistika vzorku o velikosti n z normalniho rozdéleni s nulovou stredni
hodnotou a rozptylem rovny jedné, pak m; = E(Y;), v;; = cov(Y;,Y;).
Asymptotické rozdéleni: Testova statistika W méa pomeérné slozité rozdéleni.
Kritické hodnoty byly urcéené pomoci Monte Carlo simulaci a jsou tabelovany.
Dalsi podrobnosti lze najit v knize |Shapiro a Wilk| (1965, str. 592).

V programu R pouzijeme piikaz shapiro.test.

3.1.2 Jarquetiv a Beryho test

Zdroj testu:Jarque a Bera, (1987, str. 165)
Nulova hypotéza: Nahodny vybér Xi,...,X,, pochazi z normalniho rozdéleni.
Alternativa: Nahodny vybér Xi,...,X,, nepochéazi z normalniho rozdéleni.

Testova statistika: b2 b 2
JB:n<( ) +(2_3) )

6 24
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Kde n je pocet pozorovani, b; je vybérovy koeficient sikmosti, by je vybérovy
koeficient Spicatosti, tedy:

by — fs % i1 (i — T)S
1= %3 1 n —=\2 3
g (X (s —@)%)>

by = & — % ?:1(1’1' _ T)4
6t (X (s —7)?)?

Asymptotické rozdéleni: JB ~ Y3 (testovd statistika ma asymptoticky chi
kvadrat rozdéleni o 2 stupnich volnosti)

Jarquetiv a Beryho test je zalozeny na Sikmosti a Spic¢atosti a na histogramu
Ize vidét, ze Spicatost vygenerovanych hodnot z rozdéleni danych horou Rip
bude nejspis jind nez Spi¢atost norméalniho rozdéleni. Proto by tento test mohl
fungovat dobte. Na druhou stranu, test funguje lépe s vétsim poctem dat.

V programu R pouzijeme prikaz jarque.Bery.test z balicku tseries.

3.2 Generovani vzorkia z Ripu

Obréazek 3.1: Hora Rip

Pro ziskani vzorku z rozdéleni s hustotou danou tvarem Ripu pouzijeme pro-
gram R.
Vezméme si fotku Ripu (obrazek zdroj: Turistickd mapa.cz), kterou vhod-
nym zpusobem ofizneme tak, aby na obrazku byl jenom samotny kopec (obrazek

5.9).

Obrazek 3.2: Oriznuty obrazek

Diky stromiim, které se na Ripu nachézi, nenf tvar vrchni ¢sti kopce hladky.
Samotna hora Rip, ze které chceme vygenerovat vzorek, ale hladka je. Proto pred
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pouzitim zamitaci metody tedy jesté tvar vyhladime. Stromy se nachéazi na celém
povrchu Ripu. Po vyhlazeni by mél tedy ziskany tvar odpovidat tvaru kopce,
ktery se nachazi pod nimi. Vétsinu nerovnosti mizeme zahladit tim, ze snizime
rozliseni obrazku tak, aby vét$ina nerovnosti splynula (obrézek .

Obrézek 3.3: Obrazek po snizeni rozliseni

Aby se s fotkou lépe pracovalo, pouzijeme segmentaci barev k tomu, abychom
z barevného obrazku vytvorili cernobily obrazek, na kterém je pozadi bilé a kopec
cerny. K tomu pouzijeme piikaz image convert z balicku magick. Implementace
v programu R vypada nésledovné:

library(magick)
obrazek=image_read("C:/Users/rajtm/Desktop/fip.jpg")
Eb=obrazek %>%
image_convert(colorspace = "Gray") %>%
image_threshold(type = "black", threshold
image_threshold(type = "white", threshold

n 70%" ) %>%
llsotyou)

Obrézek 3.4: Oriznuty obrazek po barevné segmentaci

Nyni mame c¢ernobily obrazek , kde bila cast je pozadi a cerna Cast je
kopec. Diky pfevedeni obrazku na cernobily se na obrazku projevilo jesté par
nerovnosti, které zustaly i po snizeni rozliseni obrazku. Tyto zbylé nerovnosti
muzeme zarovnat ruéné v programu na upravu obrazki.

Obrazek 3.5: Obrazek po ruc¢ni upraveé

Po vyhlazeni (3.5]) je obrazek jiz pfipraveny na pouziti zamitaci metody. Po-
moci prikazu image_raster z balicku magick prevedeme obrazek na dataset uda-
vajici barvu jednotlivych pixelt.



¢b=image_read("C:/Users/rajtm/Desktop/Cbb. jpg")
#nacteni upraveného obréazku
b=image_raster(&b) #vytvoreni tabulky barev kazdého pixelu

Dataset obsahuje tii sloupecky. V prvnim se nachazi poloha pixelu na ose z,
v druhém poloha pixelu na ose y a ve tretim barva tohoto pixelu. V nasem
ptipadé je to bud #ItH(bila), nebo #000000fFf (Cernd).

Nyni pouzijeme algoritmus [1} Jako pomocnou hustotu g(z) si zvolime hustotu
rovnomérného rozdéleni na intervalu od 0 do 300 (sitka obriazku) vynésobenou
prislusnou konstantou ¢ = 46 (vyska obrazku). Implementace v programu R bude
vypadat nésledovné:

barva=1

while(barva!="#000000ff"){ #opakujeme, dokud nedostaneme Cernj pixel
x=runif (1,0,300)

u=runif(1,0,1)

t=ceiling((ux*46)) #obrdazek md na vysSku 46 pixelud
xs=ceiling(x) #hodnoty zaokrouhlime na cela Cisla
barva=b [b$x==xs&b$y==t, 3] #barva pixelu na vygenerované pozici

¥

X

V algoritmu [1] jsme ovérovali kritérium U c% < 1. V nasem pripadé je funkce
f(z) tvar Ripu, pro ktery mame dany predpis obrdzkem. Pro porovnani tak mi-
zeme vyuzit toho, ze na nami upraveném obrazku je barva kopce ¢erna a barva
okoli bila. V nasem algoritmu tedy vygenerujeme realizace nezavislych nahod-
nych veli¢in X a U jako v algoritmu [1, Poté pro Ucg(X) zjistime, zda-li je barva
pixelu na daném misté bila, nebo cerna. V pripadé, Ze je cernd, vzorek ptijmeme.
V opacném pripadé vzorek zamitneme.

Na obrazku je vidét histogram hodnot ziskanych po 5000 opakovani algo-
ritmu spolecné s hustotou normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou danou vybé-
rovym prumeérem z hodnot vygenerovanych algoritmem a vybérovym rozptylem
z hodnot vygenerovanych algoritmem. Lze vidét, Ze histogram vygenerovanych
hodnot ma sice tvar podobny hustoté normalniho rozdéleni, nicméné se lisi ve $pi-
Catosti, kterd je u normalntho rozdélenf vyssi. Spicatost norméalntho rozdélent je 3,
ale vybérova spicatost vygenerovanych dat je 2,314091. Vybérova Sikmost vygene-
rovanych dat je —0,000570527, coz je blizko nulové Sikmosti normalniho rozdéleni.
Lze tedy ocekavat nizké p-hodnoty u testii normality aplikovanych na vygenero-
vana data.

3.3 Testovani normality

Na vygenerovana data pouzijeme testy normality, které jsme si definovali
na zacatku kapitoly. Konkrétné tedy zkusime pouzit Shapirtuv-Wilktv test a
Jarquetiv a Beryho test. Zvolime si hladinu vyznamnosti 0,05. Z histogramu na ob-
razku lze ocekavat zamitnuti nulové hypotézy na této hladiné vyznamnosti.
Testy provedeme pro razny pocet vzorki.
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Obréazek 3.6: Histogram vygenerovanych hodnot

Na obrazku vidime histogramy vygenerovanych hodnot pro rizny pocet
vzorkil spoleéné s hustotou normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou danou vy-
bérovym prumérem z vygenerovanych hodnot a rozptylem danym vybérovym
rozptylem z vygenerovanych hodnot.

Pocet vzorkua

Typ testu 50 100 500 1000 5000
S-W 0,6755 | 0,4762 | 0,0005308 | 1,465-107% | 22.1071'6
JaB 0,5454 | 0,4171 | 0,003942 | 3,922-107% | 22.1071'6

Tabulka 3.1: P-hodnoty testii normality

V tabulce lze vidét p-hodnoty nami zvolenych testii pfi rizném rozsahu
vzorkll. Shapiriv-Wilkiv a Jarquetiv a Beryho test zamitnou nulovou hypotézu
o tom, ze ndhodny vybér pochézi z normalniho rozdéleni na hladiné 0,05 uz pti
500 vzorcich. Pro mensi pocet vzorkt je p-hodnota vétsi. To miize byt zptisobeno
malym poctem vzorkia. Na obrazku muzeme vidét, ze pro 50 a 100 vzorku je
tvar histogramu celkem podobny hustoté norméalniho rozdéleni. U vétsiho poctu
vzorki se tvar histogramu od normalniho rozdéleni odlisuje vice.

V obou ptipadech pii dostatecném pocétu vzorkl zamitame na hladiné 0,05
nulovou hypotézu o tom, ze rozdéleni s hustotou danou tvarem Ripu je normalni.

3.4 Rozdéleni p-hodnoty

Protoze p-hodnoty v tabulce vznikly z nahodné vygenerovanych dat, jsou také
nahodné. Pokusime se nahlédnout na rozdéleni p-hodnoty u obou pouzitych test
normality, a to konkrétné pro 100 vzork.

Zamitaci metodu zopakujeme 100krat, abychom ziskali 100 vzorki. Z nich
spoc¢itame p-hodnotu obou testi. Tento proces zopakujeme 1000krat. Tim zis-
kame vzorek 1000 p-hodnot pro oba testy normality.
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Histogram 50 hodnot

Histogram 100 hodnot
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Obrazek 3.7: Histogramy 50, 100, 500, 1000 vzorku
Cela implementace v programu R bude vypadat nasledovné:
psha=c()
pjarque=c()
0=0
set.seed(127)
while (0<1000){ #1000 p-hodnot
hodnoty=c()
z=0
barva=1
while (z<100){ #ziskani 100 vzorkd
barva=1
while(barva!="#000000ff"){  #pivodni zamitaci algoritmus
x=runif (1,0,300)
u=runif(1,0,1)
t=ceiling((u*46))
xs=ceiling(x)
barva=b [b$x==xs&b$y==t, 3]
}
z=z+1
hodnoty=append (hodnoty,x)
}
psha=append (psha,shapiro.test (hodnoty)$p.value) #uloZeni p-hodnot

pjarque=append(pjarque, jarque.Bery.test (hodnoty) $p.value)

o=o+1

3
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Vybérovy priumér | Vybérovy rozptyl | V ptivodnich datech
S-W 0,2570 0,0517 0,4762
JaB 0,3236 0,0301 0,4171

Tabulka 3.2: Namérené p-hodnoty v porovnani s ptivodnimi

V tabulce[3.2] jsou vybérové priumeéry a vybérové rozptyly p-hodnot Shapirova-
Wilkova testu a Jarqueova a Beryho testu zikané opakovanim algoritmu v porov-
nani s p-hodnotami z tabulky [3.1]

Primeérna p-hodnota vzorki by u obou testi stale nezamitala nulovou hypo-
tézu na hladiné 0,05. Primérna p-hodnota u Shapirova-Wilkova testu je nizsi, jeji
rozptyl je ale o trochu vyssi. V obou ptipadech ndm z ptivodnich dat v tabulce
B.1] vysla vyssi p-hodnota, nez jakou bychom ocekavali z téchto odhadu.

Nyni se miizeme podivat na histogramy ziskanych p-hodnot. Na obrazku
3.8 vidime histogram p-hodnot Shapirova-Wilkova testu. Nejvétsi koncentrace p-
hodnot je v intervalu od 0 do 0,05, tedy v intervalu, ve kterém bychom na hladiné
0,05 zamitali nulovou hypotézu.

Na obréazku|3.9| vidime histogram p-hodnot Jarqueova a Beryho testu. Nejvétsi
koncentrace p-hodnot je v intervalu od 0,2 do 0,25, tedy v integralu, ve kterém
bychom nezamitali nulovou hypotézu.

Pro vétsi pocet vzorkti nam vysly malé p-hodnoty (tabulka, pro které jsme
nulovou hypotézu o tom, ze vzorky ziskané pomoci zamitaci metody nepochazi
z normalniho rozdéleni, zamitali na hladiné vyznamnosti 0,05. Vybérovy priamér
vygenerovanych p-hodnot je u Shapirova-Wilkova testu nizsi (tabulka . V na-
sem pripadé se tak Shapirtiv-Wilkiv test zda byt presnéjsi. K tomuto zavéru nas
také vedou histogramy p-hodnot obou testii.

Histogram p-hodnot S-W testu
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Obrazek 3.8: Histogram p-hodnot Shapirova-Wilkova testu
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Obrézek 3.9: Histogram p-hodnot Jarqueova a Beryho testu

19



Z.aver

V bakalarské praci jsme uvedli inverzni metodu generovani vzorkt z rozdeé-
leni a dokézali, Ze jejim vystupem je skutecné vzorek z pozadovaného cilového
rozdéleni. Predstavili zamitaci metodu generovani vzorka z rozdéleni, dokazali
potiebné vlastnosti hustoty, ze kterych tato zamitaci metoda vychazi a popsali
fungovani zamitaci metody. Zamysleli jsme se nad tim, jak volba pomocné funkce
a konstanty ovlivni efektivitu této metody. Podivali jsme se na variaci zamitaci
metody, obalkovou metodu.

Ve treti kapitole jsme pouzili zamitaci metodu k vygenerovani vzorku z rozdé-
leni s hustotou danou tvarem hory Rip. Na vygenerované data o riizném rozsahu
jsme aplikovali Shapirav-Wilktv a Jarquetuv a Beryho testy normality. Zjistili
jsme, Ze na hladiné vyznamnosti 0,05 ndm oba testy zamitaji nulovou hypotézu
o normalité dat pti 500 a vice vzorcich s tim, ze ¢im vice vzorki, tim mensi byla
p-hodnota obou testii.

Protoze p-hodnota vychazi z vygenerovanych dat, které jsou nahodné, pak
p-hodnota je také ndhodna. Proto jsme se na zavér podivali na to, jak vypada
rozdéleni p-hodnoty obou nasich pouzitych testii normality, a to konkrétné pro
vzorky o rozsahu 100. Spocitali jsme vybérové primeéry a vybérové rozptyly pro
p-hodnoty obou testi a podivali se na histogramy téchto p-hodnot. Zjisili jsme,
ze p-hodnoty, které jsme ziskali z ptivodnich dat, byly u obou testi vétsi, nez
jaké bychom predpovidali na zdkladé rozdéleni p-hodnot v histogramu a jejich
vybérovému prumeéru a rozptylu. Usoudili jsme, ze v nasem pripadé je Shapirtv-
Wilkiiv test normality presnéjsi nez Jarque a Beryho test normality.
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