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Uvod

V této praci se vénujeme zakonu velkych ¢isel pro celkové nezavislé ndhodné
veli¢iny a po dvou nezavislé ndhodné veli¢iny. V prvni kapitole davame ZVC do
historického kontextu a diskutujeme jeho vyznam. Zaroven zde formulujeme slaby
a silny zakon velkych ¢isel spolec¢né s pomocnymi lemmaty a vétami, které pozdéji
potiebujeme k diikkazu Etamadiho a Kolmogorovovy véty.

Ve druhé kapitole jsou pak rozebirany rozdily mezi Etemadiho a Kolmogorovo-
vou vétou a jejich dikazy. Protoze obé véty tvrdi to samé, ale jen Kolmogorovova
ma podminku na celkovou nezavislost, je cilem této kapitoly najit tu ¢ast dikazu
Kolmogorovovy véty pracujici s podminkou celkové nezavislosti, kterda by Ete-
madimu nestacila a musel ji tedy nutné obejit. Déale v této kapitole diskutujeme
nekteré zajimavé prvky Etemadiho dikazu.

Ve tfeti a posledni kapitole simulujeme ZVC pro Etemadiho posloupnost na
jednoduchém prikladu za cilem vizualni demonstrace platnosti Etemadiho véty.



1. Vyznam zakonti velkych cisel

1.1 Myslenka zakonui velkych cisel

Predstavme si experiment, kdy opakované hdzime minci. Vzhledem k tomu, Ze
se jednotlivé hody navzajem neovliviuji, 1ze vysledky hodt povazovat za nezavislé
a v tomto pripadé navic stejné rozdélené. Oznac¢me si nyni ty pripady, kdy v hodu
padne orel ¢islem 1 a 0, pokud padne panna. Intuice nam fika, ze ¢im vice hodt
provedeme, tim vice se prumér nahdzenych hodnot bude blizit 1/2. Je ale nase
intuice spravna? Presné touto myslenkou se zabyva zakon velkych ¢isel.

Timto fenoménem se poprvé zabyval italsky matematik Gerolamo Cardano
(1501-1575), ktery zpozoroval, ze se presnost pozorovani zlepsuje se vzristajicim
poc¢tem pokusti. Cardano toto pozorovani ovSem nedokazal a prvni formulace za-
konu velkych ¢isel se dikazu dockala az o vice nez 200 let pozdéji v roce 1713
svycarskym matematikem Jacobem Bernoullim (1655-1705). Bernoulli tento za-
kon formuloval a dokazoval 20 let. Zverejnéni se vsak dockal az po jeho smrti,
kdy pod nazvem , Golden Theorem* vysel v jeho knize Ars Conjectandi. V knize
je pracovano s myslenkou tahani mickt dvou rtznych barev z urny. Bernoulli zde
uvadi, ze dostateénym poctem vytazeni mickil z urny a jejich naslednym navra-
cenim zpét lze dosdhnout libovolné presného odhadu skuteé¢ného poméru mezi
jednotlivymi barvami mickt. Tato intepretace ZVC se pozdéji zacala oznaovat
jako Bernoulliova véta. Nazev Zakon velkych ¢isel poprvé pouzil matematik Si-
meon Denis Poisson v roce 1837.

1.2 Zakony velkych cisel

Ve statistice existuji dva typy zakonti velkych ¢isel a to silné a slabé. Slaby
zakon velkych ¢isel popisuje konvergenci posloupnosti pravdépodobnosti, zatimco
silny zakon velkych cisel popisuje, jak se posloupnost nahodnych veli¢in chova v
limité [Ibe (2014). Pro potieby této prace bude v budoucich kapitolidch tieba
nasledujici véta, kterou zde uvedeme i dokazeme dle vzoru [Dupac¢ a Huskova
(2013)

Definice 1. Rekneme, Ze posloupnost stejné rozdélenych nahodnych velicin (X3
s vgbérovym primérem X,, = % 1 X; a stredni hodnotou n < oo splriuje Slaby
zdakon velkych cisel, jestlize plati

lim P(|X, —n| <€) =1,Ve > 0. (1.1)
Definice 2. Rekneme, Ze posloupnost stejné rozdélenych nahodnych velicin (x|
s vgbérovym primérem X,, a stredni hodnotou n < oo spliuje Silny zdkon vel-
kych cisel, jestlize plati

P(lim [X, — ] = 0) = 1. (1.2)

Pro tuto praci bude v budoucich kapitolach nutna prace s nasledujici vétou,
kterou zde i dokdzeme po vzoru Dupac¢ a Huskova, (2013)).



Véta 1 (éebyéev). Necht {X;}_, je posloupnost nezdvislijch, stejné rozdélenyjch
ndhodnyjch velicin s konecnym rozptylem, kterd splnuje

n

o1
lim - > wvar(X;) =0

i=1
pak tato posloupnost splnuje slaby zdkon velkych cisel.

Diikaz této véty pifmo vyplyva z vlastnosti CebySevovy nerovnosti, kterd po-
jednava o tom, ze pokud je rozptyl maly, pak pravdépodobnost, Ze je pozorovani
prilis vzdéleno od stfedni hodnoty, je mala. Déle je k diikazu také potieba vlast-
nost rozptylu sumy, kterou zde, podobné jako CebySevovu nerovnost, dokazovat
nebudeme, ale kterd plyne ptimo z definice rozptylu a vlastnosti sttedni hodnoty.
Necht tedy plati

1. Cebysevova nerovnost

var(X)

P(X - EX)| > ¢) <

€

2. Rozptylova vlastnost

var()_ X;) =Y varX;,

i=1 =1

kde X; jsou nezavislé nahodné velic¢iny.

Diikaz. (Véty 1) Nyni uz jen staci pouzit CebySevovu nerovnost a vyse zminénou
vlastnost rozptylu a dostaneme

- ~ Yoy varX;
P(|X,—EX,|>¢ < e
coz jsme chtéli dokazat.
O

V dalsf ¢asti uvadime priklady posloupnosti, které, podobné jako u Cebyseva,
spliji ZVC, pouze tentokrat se jedna o silny zakon velkych &sel. Autory téchto
vét jsou matematici moderni doby Andrej N. Kolmogorov a Nasrollah Etemadi.
V dalsich kapitolach této prace se pak budeme zabyvat rozdily v dikazech, zpi-
sobenych odlisnymi predpoklady.

Véta 2 (Etemadiho). KazZdd posloupnost {X;} | redlnych, integrovatelnych,
stejne rozdelenych a po dvou nezdvislych ndhodnych velicin splnuje silny zdkon
velkych cisel.

Lze si vSimnout, Ze podminku po dvou nezavislych veli¢in Ize zesilit na cel-
kovou nezavislost posloupnosti ndhodnych veli¢in, ¢imz se zeslabuje znéni véty.
Tato véta ma podobu Kolmogorovova zakonu velkych ¢isel.

Véta 3 (Kolmogoroviv zakon velkych ¢isel). KaZdd posloupnost { X;}7, ne-
zavislych, stejne rozdélenyjch, integrovatelnych realnych nahodnijch velicin splnuje
stlny zdkon velkych cisel.



2. Srovnani Etemadiho a
Kolmogorovovy véty

V tvodu této prace jsme se zabyvali rozdilem mezi Etemadiho a Kolmogorovo-
vymi podminkami pro posloupnosti splnujici zakon silnych ¢isel. V této kapitole
se budeme zabyvat ditkazem Kolmogorovovy véty a naslednym zkoumanim roz-
dilnosti mezi timto dikazem a dikazem Etemadiho véty, kterda vyzaduje pouze
nezavislost po dvou. Predmétem této kapitoly je, kromé porovnani téchto dikaz,
zejména nalezeni té ¢asti diikazu Kolmogorovovy véty, ktera vyzaduje celkovou
nezéavislost posloupnosti {X,,}, a podminka pouhé nezavislosti po dvou by v
tomto smyslu neobstala. V obou diitkazech je velmi nezbytny Boreltiv-Cantellitiv
0-1 zakon. Tento zadkon pracuje s nezavislymi jevy a ekvivalenci. Pozdéji byl ovSsem
doplnén Erdos a Rényi (1959)), ktefi jej jako prvni zformulovali pouze s predpo-
kladem na nezavislost po dvou, hodici se pozdéji v ditkazu Etamadiho véty, ovsem
jejich zakon zarucuje pouze jednostrannou implikaci.

Lemma 4 (Boreluv-Cantelliuv 0-1 zdkon). Necht A,, € A jsou nahodné jevy,
pak plati nasledujici ekvivalence

Y P(A,) =+4c0o& P (lim sup An> =1,
n=1

n—o0

Y P(A,) < +oco& P <lim sup An> =0,
n=1

n—o0

kde .
limsup A, = ﬂ U Ap.
n—oo

n=1k>n

2.1 Dikaz Kolmogorovovy véty

Jak bylo zminéno na konci predchozi kapitoly, pti zesileni podminek na celko-
vou nezavislost posloupnosti nahodnych veli¢in { X, },, dostavame formulaci Kol-
mogorovova zakona velkych ¢isel. Ackoliv bylo znéni véty prevzato z|Bauer| (1996),
pro praci s dikazem budeme pracovat s knihou Teorie pravdépodobnosti|Lachout
(2022), ktery jej na rozdil od Bauera uvadi. Znéni z této knihy je nasledujict:

Véta 5. Pro posloupnost { X, },, nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velic¢in
je ekvivalentni

D> X

1
P (lim sup —
k=1

n—oo N

n .

<—|—oo> >0& X, €L a EZX;C 2 B(X).

Vsimnéme si ovSsem mirné rozdilnych predpokladi na posloupnost { X, },, mezi
Lachoutovou a Bauerovou formulaci. Bauer ve své monografii jiz predpoklada in-
tegrovatelnost nahodnych veli¢in { X, },,, tedy X; € L. V dikazu se tedy budeme
zabyvat tou ¢asti, kdy ovérujeme konvergenci vybérového priméru ke stredni hod-
noté. Ditkaz k této vété bude mit strukturovanou podobu za pouziti pomocnych
lemmatii.

Diikaz. (Kolmogorovova ZVC)



1. Nahodna velicina X,, je ofezdna o vysoké hodnoty, v tomto pripadé jejich
pominutim nésledujici posloupnosti:

(2.1)

v — X,, pokud |X,|<n,neN
" 0, jinak.

Touto transformaci jiz obecné ztracime stejné rozdéleni. Nahodné veli¢iny
Y,, maji ale kone¢ny rozptyl na rozdil od ptivodnich X,,, které tuto vlastnost
nemusi splnovat, jelikoz rozdéleni Y,, jest definovano funkci

r, pokud —n<z<n,neN
folz) == { (2.2)

0, jinak.

Diky tomu, ze Y,, = f,, o X,,, dostavame

B2 = E(fioX,) = [ fie) dFu(e) =
/ v? dF,(z) < nz/ dF,(r) =n® < 0. (2.3)
2. Pro budouci navraceni k ptvodni nahodné veliciné X; je treba dokazat,

ze soucet pravdépodobnosti, kdy X, # Y, konverguje, tedy ze takovych
pripadi je konecné mnoho. Musime tedy dokazat, ze fada

S P(X, £Y,) < . (2.4)

To dokazeme lehce pomoci néasledujiciho lemmatu.

Lemma 6. KazZdd redlnd ndhodna velicina X splnuje
> P(X| 2 n) < E(X]) <1+ Y P(X] > n);
n=1 n=1

coZ znamend, Ze X je integrovatelna, pravé tehdy kdyZ rada

o

Z (|IX] >n)

konverguje.

Vzhledem k tomu, ze X,, # Y, < X,, > n , pak musi platit, ze
Z P(X, #Y,) Z (X, >n)
n=1 n=1

coz nam spolu s uvedenym lemmatem @ dava,

fj P(X, >n) < E(|X)|) (2.5)



a to je dle predpokladi této véty konecné ¢islo. Dle Borellova-Cantelliho
lemmatu tudiz plati

P (lim sup X, # Yn) =0.
n—oo
To 1ika, zZe jev, ktery obsahuje vsechny w € Q pro kterd X, (w) # Y, (w)
nastava pouze pro konecné mnoho n € N, ma pravdépodobnost 1. Kdyby
tedy bylo mozné odvodit konvergenci Y,, ke konstanté n skoro jisté, lze
pak odvodit i skoro jistou konvergenci X,, k téze konstanté n. Toto jinymi
slovy tika, ze po dikazu staci dokazat silny zakon velkych ¢isel pro
posloupnost {Y,, },,, protoze plati

> (M- X)) 0.
k=1

[e.e]

S|

Tuto konvergenci ovérime pres nasledujici lemma.

Lemma 7. Necht {X,},, n € N, je posloupnost nezdvislych ndahodnych
velicin s konecnym rozptylem a existuje posloupnost b, takovd, Ze by < by <

- < by, — 400 a plati Y00, V“Z(X”) < +00, potom

1 n

. Jako prvni krok tedy ovéfme podminky predeslého lemmatu. VSimnéme
si, Zze toto lemma klade jako predpoklad konecnost rozptylu, kterym sice
puvodni ndhodna veli¢ina X; nedisponuje, ale transformovana veli¢ina Y;
jiz ano, jak jsme ukazali drive.

B V&I‘(Yn) > E(X{I |X1|>n
PRALLEIES 5

n=1 n=1

oo n 1
Z Z " B(XTLe-1<)x,|<k))
(0] o0 1

—ZZ — E(XTg1<ix,1<h))

klnk

o0 1 oo
< (Z > )E(X Lx,<1)) + Z < - $2> (XTLk—1<|x1/<k))

n=1

n?

o0

< 2B(X? Lix,<1)) +Z E(X%I(k’ 1<|X1|<h))

k—1

< Z(E(XII(\X1|§1)) + Z E<|X1|I(k—1<\X1\§k)>>

E(1X1]) < +oo. (2.6)

n—oo

Timto jsme dle lemmatu I potvrdili, Ze Fada £ 373, (Y — E(Y3)) LI
A protoze

E(Y,) = E(Xul(x,m) = E(Xilx m) =2 B(X1),

muzeme tvrdit, ze

1 n s.7.
-3V — B(Xy)
n 1 n—oo



a tim padem i

1 n S.7.
3 X =2 B(Xy)
n el n—o0
O

2.2 Nutna podminka celkové nezavislosti v Kol-
mogorovove dikazu

V této kapitole si klademe predevsim za cil identifikovat tu ¢ast dikazu Kol-
mogorovovy véty, kde se skryva takovy vypocet, ktery nutné vyzaduje celkovou
nezavislost a pouha nezavislost po dvou by nestacila. Bude potom ziejmé, kde
Etemadi musel tento vypocet obejit.

Nyni je diilezité si uvédomit, ze pro sestaveni dikazu Kolmogorovovy ZVC
jsme potfebovali 3 pomocnd tvrzeni a sice Boreluv-Cantelitv 0-1 zédkon [, lemma
6] a lemma [7] Jako prvni se zaméfme na Boreluv-Cantelitiv 0-1 zédkon, se kterym
se v dikazu pracuje a ktery vyzaduje celkovou nezavislost. Uvedeme jeho znéni
tak, jak jej uvedli Erdos a Rényi (1959), kteri nepracovali s celkovou nezavislosti,
ale pouze s nezavislosti po dvou.

Lemma 8 (Boreluv-Cantellitv 0-1 zdkon). Necht A,, € A jsou ndhodné jevy,
pak plati nasledujici implikace

Y P(A,) =+4c0=P (lim sup An> =1,
n=1

n—00

a pokud jsou ndhodné jevy A, alespon po dvou nezdvislé, tak

> P(A,) < 4c0=P <lim sup An) =0,
n=1

n—0o0

kde lim sup,,_, ., A, jako v lemma [}

S touto formulaci pozdéji totiz pracuje i Etemadi ve svém diikazu a za pred-
pokladu, ze by u Kolmogorovova ZVC staéila pouze tato implikace, bylo by jisté
mozné toto lemma pro celkové nezavislé nahodné veli¢iny nepovazovat za pre-
kézku k dokazani ZVC pro po dvou nezavislé ndhodné veli¢iny. A opravdu tomu
tak je, nebot v sekci 2. diikazu Kolmogorovova ZVC plati nasledujici implikace

ZP(Xn >n)<oo=P (limsuan =+ Yn) =0,
n=1

n—oo

ktera celkovou nezavislost ndhodnych velic¢in na zakladé lemmatu [§| nevyzaduje a
tedy nejedna se o bod, ktery by musel Etemadi v dikazu obejit.

Podobné se lze stavit k lemmatu [6] které neklade pozadavek ani na nezavislost
po dvou, je pouze nutné pracovat s realnou nahodnou veli¢inou. Jediné, co nam
zbyvé zkoumat, je tedy lemma [7]

To totiz vyzaduje celkovou nezavislost nahodnych veli¢in a konecény rozptyl.
Vsimnéme si, ze konecny rozptyl jsem zde ziskali transformaci nahodné velic¢iny
X na Y , pro kterou tento predpoklad plati. Pro ucel této prace by bylo

8



zbytecné uvadét cely ditkaz. Co ovsem dulezité je, ze trik v dikazu spociva ve
skoro jisté scitatelnosti rady

= X; — E(X;)
n=1 n

V tomto ditkazu se nevyskytuje ¢ast, kterd by nutné vyzadovala nezavislost na-
hodné veli¢iny a tedy je nutné prozkoumat podminku nezavislosti hloubéji a to
ve vétach, ze kterych séitatelnost vyse uvedené rady vychazi.

Véta 9. Pro posloupnost { X, }n, n € N nekorelovanych redlngjch ndhodnijch ve-
licin s konecnym rozptylem je ekvivalentni:

Rada ) (X, — E(X,)) je scitatelnd v Ly < Rada »_ var(X,) < +o0
n=1 n=1

Véta 10. Pro X,,, n € N nezdvislé redlné nahodné veliciny je ekvivalentni:

Rada Z X, je scitatelnd s.j. < Rada Z X, je scitatelnd v pravdépodobnosti

n=1 n=1

Spojenim téchto dvou vét totiz dostavame tvrzeni, ze za predpokladu Ze po-
sloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in { X, },, mé koneény rozptyl a navic plati,
ze Y o, var(X,) konverguje, potom i fada > 02 (X — E(X)) je sc¢itatelnd skoro
jisté a také v Ls.

Opét je tieba si povSimnout rozdilnych predpokladii vét [9a [I0] Zatimco véta
9] vyzaduje nekorelovanost realné ndhodné veli¢iny a jeji konecny rozptyl, véta
jiz. vyzaduje celkovou nezévislost. Je tedy jisté, Ze vétu [J]1ze dokazat pouze s
nekorelovanymi nahodnymi veli¢inami a celkova nezavislost jiz neni podminkou.
Na druhou stranu celkova nezavislost implikuje nekorelovanost a tedy pokud je
v diikazu néjaké z téchto vét kladena podminka nezavislosti, bez které by dikaz
neobstal, musi to byt nutné dikaz véty Budeme se tedy zabyvat, alespon
castecné, pouze touto vétou a jejim diukazem.

Zadefinujme si nejdrive soucet S,,, ktery bude potiebovat i pozdéji u ditkazu
Etemadiho véty. Souctem S,, myslime soucet

Sy = ZX (2.7)

Dikaz této véty vychazi z predpokladu, ze pokud .S, % S, potom S, ﬁ S.
Tento predpoklad plyne z Lachout| (2022)[Véta 6.7]. Dale 1ze tvrdit, ze posloup-
nost S,, je cauchyovska v pravdépodobnosti a je treba ukazat, ze je také cauchy-
ovska s.j.

Proe > 0a 0 <0 < 1 nalezneme ny € N tak, aby P(|S, — S,,| > €) < d pro



vSechna ng > n. Dostavame odhad

PIOY U (ISn—Sil > 46) < - < PCU (156 — Sl > 20)

n=1m,k>n k>no

k=ng
< limsup (50 = Sno| > ©) (2.8)
5
<
ST
(2.9)

Pozdéji v tomto dikazu je pri vhodné polozené mnoziné A dokéazano, ze pro kazdé
w € A je posloupnost S, (w) cauchyovska. To je ovsem pro tuto praci nepodstatné.
Podstatnd je ¢ast (2.8) plynouci ze Skorochodovy nerovnosti, jez tvori posledni
lemma, které v této kapitole bude treba uvést.

Lemma 11 (Skorochodova nerovnost). Necht {X,}, jsou nezdvislé redlné
ndhodné veli¢iny a Sy soucet ve smyslu (2.7)) pro vsechna k € {1,2,... n}. Pokud
proe>0a0<d <1 plati

P(|S, — Sk| >€) <6, Vke{1,2,...,n— 1},
potom
P(|Sa] > €)
1-6

Opét uvedeme pouze tu cast dikazu, kterd je z hlediska prace podstatna.
Meéjme tedy

P(max{|Sk|: k € {1,2,... n}} > 2¢) <

T min{l <k <n}:|S| > 2¢}, kdyz max{|Sk|: 1<k <n}>2e
] +oo, jinak.

potom

P(|Su| > €) = P(|Su] > &, T < +00) = Y _ P(|Su| > ¢, T = k)
k=1

\Y
]38

P(|Sk| — |Sn — Sk| > €, T =k)

e
Il
—

I
hE

P(|Sk| — € > |Sn — Sk|, T =k)

k=1

>3 P(ISy — Skl < €, T = k)
k=1

=" P(IS. — Skl < )P(T = k). (2.10)
k=1

Ze vztahu (2.10) tedy jasné vyplyva, Ze toto plati jen pro celkové nezavislé
nahodné veli¢iny, ale nezavislost po dvou nam k této rovnosti nestaci, nebot
rovnost

P(1S, = Skl < €.T = k) = P(1S, — Si| < )P(T = k)

10



nastava pouze tehdy, kdyz jsou nahodné veli¢iny T a |S,, — Sy | nezavislé. Tim jsme
se dopracovali az k té ¢asti dukazu, které nestaci nezavislost po dvou a Etemadi
se tedy touto cestou vydat nemohl.

2.3 Dtikaz Etemadiho véty

Jak jsme jiz diskutovali vyse, pokud zmirnime pozadavek z celkové nezavis-
losti posloupnosti {X,,}, v Kolmogorovové vété na pouhou nezavislost po dvou,
ziskavame tim formulaci této véty tak, jak ji uvedl v roce 1981 Nasrollah Ete-
madi. Tato véta ma ale naprosto stejny vysledek, a tedy ze i tato posloupnost
splituje ZVC. Jak jsme zjistili v minulé kapitole, Etemadi nemohl jeho tvrzeni
dokézat za pomoci lemmatu [7] které vyzaduje celkovou nezavislost. Struktura
dikazu Etemadiho véty se tedy minimalné od tohoto bodu musi nutné lisit. Na-
sim cilem v této kapitole je nejen uvést diukaz této vety, ale i diskutovat jeho
odligny princip od Kolmogorovovy véty pro dokazani ZVC pro po dvou nezavislé
nahodné veli¢iny. Pro dokazani Etemadiho véty je nejednou zapotiebi Borelltiv
Cantellitiv 0-1 zakon. Na tomto misté zdiraznéme, ze k tomuto zakonu [8| se nyni
odkazujeme tak, jak jej uvedli [Erdos a Rényi (1959)), nebot nevyzaduje v této
formulaci celkovou nezavislost.

Diikaz. (Etemadiho véty) Stejné jako v dukazu Kolmogorovovy véty se zde sna-
zime dokazat, ze

lim S =n s.J.,

n—oo n,

kde S, jest soucet jako v (2.7)) a n stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X. Vzhledem
ke stejnému rozdéleni posloupnosti ndhodnych veli¢in {X,,}, také tvrdime, ze

E(X;) = E(X1)

Transformujme nyni posloupnost ndhodnych veli¢in { X, },, v posloupnost {Y,,},
stejnou transformaci, jako jsme to udélali v ditkazu Kolmogorovovy véty (2.1)),
tedy

Yi = Xil(1x,,|<n);
¢imz opét ziskavame konecny rozptyl. Definujme si proto soucet S;L pro posloup-
nost ndhodnych veli¢in {Y,,},, nasledovné

S = > (Y; — E(Y;)), pro vSechna n € N.
i=1
Pokud by se nam tedy podarilo dokazat, ze

lim S =0 (2.11)

n—oo n,

a poté bychom dokézali efektivné prejit od {Y,}, zpét k {X,},, byl by dikaz
hotov. Nasim cilem tedy bude dokazat, ze rada

o0

Z |—S|>e e>0

11



konverguje, protoze potom jisté plati, ze

Z P( ]—S | > €, pro nekoneéné mnoho n) = 0, pro libovolné € > 0,

n=1

coz jinymi slovy znamena, ze plati .

V Kolmogorovoveé vété jsme dokazali velmi jednoduse, nebot na zakladé
lemmatu |7 I stam aby >07 % < 400. To nam zde ovSsem nepomiize, protoze
toto lemma také vyzaduje celkovou nezavislost. Proto si zde pomtizeme Ceby-
Sevovou nerovnosti , kterd neklade na nezavislost zadné pozadavky, pouze

vyzaduje kone¢ny rozptyl, coz {Y,,}, spliuje. Mé&jme tedy
1,
P (s,
n
A protoze var(Y,) = E(Y?) — E(Y;)? < E(Y;)?, dostavame
P(‘ls” > ) S e
n " T oen? !

Etemadi zde musel ptejit od posloupnosti 1, ... ,n k posloupnosti k,,, kterou defi-
nujeme pro libovolné o > 1 jako

1 1 1
> e) < —var < S ) = ——var(S Zvar
n

€2 n " en2

kde [a"] je nejvétsi prirozené ¢islo které neni vétsi nez o”. Vyznam piechodu od
n ke k, budeme vysvétlovat v nasledujicich radcich. Pro k, = [a"] tedy plati

1
7

—g,
K, ~kn

1
>e>_ 2]€2ZEY2 ), Vn e N.

n =1

Zaveérem z téchto iprav nam tedy plyne

Z ( Skn>e)_ i%kﬂw (2.12)

n=1 n=1i=1

Na pravé strané je suma pres veskeré radkové soucty nekonecéné matice, jejiz prvky
jsou nenulové a lze tedy soucet ziskat i sumou sloupci, tedy prohodit sumy, ¢imz
dostavame

e}

1. 1 &
> PS> €) < 5 Y LEY),
n j=1

kde ~ 1
tj = Z k32
n= TLJ

a n; je nejmensi piirozené cislo n, pro které k, > j. V této ¢asti se jednd o krok,
kvuli kterému jsme definovali k, := [a"]. Pokud bychom méli pouze linearné
rostouci posloupnost n — oo, nikdy bychom nemohli secist fadu

D) PENSD PESPE
i=1n=t n=1

12



Jenze diky exponencidlnimu ristu &, resp. klesani é, pak rfada konverguje.
Je to elegantni zptisob Teseni této slepé ulicky, které si ovsem bere svou dan a
pozdéji v tomto dukazu je tfeba dokazat, ze vSe plati i pro linearni posloupnost
n — o0o. Z definice k, evidentné plati, ze

ki < 0" < ki + 1 (2.13)
a tedy existuje ¢islo ¢, € (0,1) takové, ze
k, > a" —1 > c,a" pro vSechna n € N. (2.14)

Nasledujici odhad ¢; 1ze odvodit z (2.14)):

1
2 =2 —2nj o —2n;
Z Q- = Cy 1 — OZ_Q - Caa 5

n=n;

kde konstanta C,, := ¢;%(1 — a~2)~! > 0 opét z4visi jen na parametru a. Z toho
plyne vztah
tj S Caj727

protoze a" > k,; > j, coz vyplyva ze zadefinovani n;. Za pouziti této majoranty
t; a vyrazu (2.3) pro E(Y}), dostavame

> 1
P(|—S8, | > ) < e 2C, / 2(dx)
'rtz::l (‘kn onl > €) < Z k—1,k) z)

]1jk1

Opét jsou vSechny prvky nezdporné a lze tedy opét zaménit sumy, ¢cimz dostaneme

© 1 J / ) © 2 q
- x p(dr) = — / 22 p(de
;]2142::1 . pu(da) ’;(]2 ]2) o pu(dz)

< Zz/[k_m) r*u(dr), (2.15)

z ¢ehoz nerovnost je dana teleskopi¢nosti, danou takto

R

1 1 > 1 > 1 1 1 1 2
Pt S GrymEt S Goi P E RS
2 k: farard 1) k2 PR el S k2 kT k

Nase suma pravdépodobnosti je nyni majorizovana
Z Skn|>e ) < 2e72C, Z/ —xudm_
2620, Z/ u(de) = 26 2C, B(X,) < 0o (2.16)

Dokézali jsme tedy, ze rada

Z Skn| > 6)
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konverguje a tim padem i zde muzeme pouzit Borellovo Cantelliho zdkon, ze
kterého plyne

g

A tim padem

1.
e

n

1.
o e

n

> 6) <oo=P (Iimsup

n—oo

>€>:O

1 ..
lim 7Sk

n—oo k.

—0 (2.17)

n

Tento postup nam zatim zpiisobil 2 problémy, které je nutné vytesit. Za prvé,
presli jsme od ndhodné veli¢iny X k ndhodné veli¢iné Y a za druhé, pro zajisténi
konvergence sttedni hodnoty k primeéru této ndhodné veli¢iny jsme museli vyuzit
exponencialni posloupnosti k,. Rovnici Ize rozsifit na

S S R
dim Sk, = Jim o ;(Yz‘ —E(Y;) =0
Z definice ndhodné veli¢iny Y,, tim padem plati, ze se zvysujicim se n (nebo v
tomto pripadé k,) se stéle vice chova jako ndhodné veli¢ina X, a tedy v limité a
diky stejnému rozdéleni nahodné veli¢iny X jisté plati

) 1 kn
Jim - ;Yi = E(Xy).
Nyni by bylo vhodné prejit zpét k ndhodné veliciné X. Etemadi toto déla totozné
jako Kolmogorov a tedy stejné, jako jsme to délali v predeslém dikazu. Staci tedy
pouze dokazat, ze pocet pripadi, kdy X,, # Y, je pro n — oo spocitatelné mnoho
a tedy ze plati

i P(X, #Y,) < occ.

Tento vztah ale evidentné plati, viz. (2.5). A tim padem lze jisté tvrdit, Ze

1 &
Nasledujici a zavérecna cast dikazu vyzaduje praci s nezdpornymi nadhodnymi
velicinami X,,. V predpokladech Etemadiho véty nezdpornost sice neni, ale lze
ji jednoduse vyfesit. Rozdélme posloupnost {X,,}, na {X,}, kladnou a {X, },
zapornou ¢ast. X, a X, jsou také po dvou nezavislé a protoze plati X,, = X, —
X, ZVC plati pro X,, tehdy, pokud plati pro X;* a X . Tim padem mtizeme
nyn{ BUNO predpoklddat, ze X,, je nezdporna.

Diky zvolenému o > 1 je také déno k;. Pro kazdé prirozené m > k; existuje
praveé jedno n € N takové, ze plati £, < m < k, 1. Nyni diky této nerovnosti
a vysSe zminéné nezapornosti, bez které by nasledujici nerovnost nemusela platit,
lze tvrdit

Sk < S < Sk

Pokud tuto nerovnost vydélime nezapornym m a pravou a levou stranu vynaso-
bime chytrou jednickou, dostavame

Se. k. S

< x L (2.18)



Kde uprostted téchto nerovnosti je vybérovy pramér, ktery je zavisly na m, resp.
n, a ktery je z levé i z pravé strany omezen priméry s exponencialni posloupnosti
ky, resp. k,y1 a posloupnostmi %, resp. % Pokud by se nam povedlo tyto
posloupnosti omezit zdola, reps. zhora, méli bychom vyhrano. K tomu ale jiz
vsechny potfebné nastroje mame.

Z (2.13) evidentné plati, ze k, > o™ — 1 a zaroven pro m jisté plati, Ze m <
a™t1 7 éehoZ dostdvame, Ze

k, ao"—1

E an+1
a pokud navic volime dostatecné velké n, pak jisté

a™ —1 a1 k
—a?=2>qa2

Oén-l—l > an—l—l m

Tim dostévame dolni odhad

EX) _Si, b
m

n

<

E-
Podobné lze také odhadnout

k 1 an—i—l S
< T L wa = E(X) X a, pro n — oo
m am” m nt1

E(X) _ S

— < EX) X«
m
apokuda — 1, an — oo, resp. m — o0, poté jisté dolni i horni odhad konverguje

ke stfedni hodnoté E(X) a podle véty o dvou policajtech i %” konverguje ke stredni
hodnoté E(X) a tedy plati

m—oo m,

Coz je presné to, co tvrdi Etamadiho véta.
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3. Demonstrace Etemadiho véty

V této kapitole uvadime ptiklad posloupnosti stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in, které jsou po dvou nezavislé, ale nejsou celkové nezavislé. Priklad pochazi
z knihy Probability Essentials a uvedeme ho tak, jak jej uvedli Jacod a Protter
(2003)[kap. 3]. Nejdrive priklad zformulujeme, prokdzeme nezavislost po dvou a
vyvratime celkovou nezavislost. Déle si data nasimulujeme a zvizualizujeme ZVC.

3.1 Priklad

Necht Q@ = {1,2,3,4} a A = 2% Dadle necht P(i) = ;, kde ¢ € {1,2,3,4}.
Polozme A; = {1,2}, Ay = {2,3}, A3 = {3,1} ndhodné jevy a X7, X5, X3 ndhodné
veli¢iny, které jsou jednickovymi indikatory téchto jevi. Tim padem E(Xy) = 1/2.
Poté plati, ze X, X5, X3 jsou nezavislé po dvou ale nikoliv celkové nezavislé.
Nezavislost po dvou evidentné plati, nebof

1

PX;=1X,=1) = 1= PX;=1)P(Xy=1),Vjke {123} aj#k

a zaroven, protoze
PXi=1,X=1,X3=1)=0#£P(X; =1)P(Xp =1)P(X3=1) =

lze tvrdit, ze celkova nezavislost neplati.

3.2 Simulace Etemadiho véty na prikladu 3.1

Pro simulaci Etemadiho véty jsem zvolil software Microsoft Excel, ve kterém
jsem si rovnomérné ndhodné vygeneroval hodnoty {1,2,3,4} = €, pro které plati
P(i) = i, kde i € . Zavedme dale jednotkové identifikatory X, Xo, X3 jevi
Ay = {12}, Ay = {2,3}, A3 = {3,1} tak, jako jsme je definovali vyse, tedy X; =
Lia,=a,y, Vji € {1,2,3}. Pomoci softwaru spocitame priméry X, pro jednotliva
n € {1,...,50000}. Grafy nize vyobrazuji konvergenci vybérového pruméru v
zavislosti na velikosti vybéru a to pro 1 < n < 50000. Pokud Etemadiho véta
plati, pak v tomto piikladé X,, %) 1/2.
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Na grafu (3.1]) si lze vSimnou jiz velmi malych odchylek od 1/2 pocinaje n ~
50.

Hodnota prliméru v zavislosti na velikosti n
0,7
0,6

0,5

h hodnot

0,4

0,3

0,2

Umér naméfenyc

o
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Pr

0

— O & ™M N Lo N 4 1o & ™M I~
—

0 OO M i a ™ — 0
N AN AN MO O I F 00O O© © © NI~ 0

Pocet primérovanych hodnot

RIS
Obrézek 3.1: Hodnota priiméru X,, podle po¢tu primérovanych veli¢in n
Na grafu (3.2) ukazujeme hodnoty pro 48000 < n < 50000. Ackoliv se vizualné

zd4, Ze jsou hodnoty X, stiedni hodnoté 1/2 vzdalené, je nutné brit v potaz
zménénou skalu na ose y.

Hodnota priiméru v zavislosti na velikosti n
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Podet primérovanych hodnot

Obréazek 3.2: Hodnota priiméru X,, podle po¢tu primérovanych veli¢in n

7 grafi tedy jasné vyplyva, ze
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