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Uvod

Laguerrova mozaika je jednim ze zobecnéni Voroného mozaiky. Jeji vyuziti
sahd od Teseni kombinatorickych problému [1] az k modelovani mikrostruktur
materiali [2], kde se vyuziva faktu, Ze kazda nedegenerovand jednoduchd regularni
mozaika ve tfech a vice rozmérech je Laguerrova.

Diuikaz tohoto tvrzeni podal Davis 3] roku 1959 pomoci po ¢astech linedrni
konvexni funkce, k této publikaci jsme bohuzel neméli pristup. Alternativni di-
kaz podavd Aurenhammer [4] roku 1987 pomoci ortogondlniho dudlu (a ukazuje
laguerrovskost nékterych specidlnich mozaik v R?). Jeho ditkaz zobeciiuje Lau-
tensackova [2] roku 2007 i pro nekone¢né mozaiky.

Zékladem této prace je Aurenhammertv ¢lanek, ale namisto ortogonalniho
dudlu pouzivame po castech linearni konvexni funkci.



1 Zakladni definice

1.1 Mozaika

Definice 1. At C je systém podmnozin mnoZiny X . Symbolem wC budeme znacit
nejmensi systém podmnozin mnoziny X uzavreny na konecné priniky a obsahujici

C.

Definice 2. Aine N, ke N, m,me€{0,....,n} aprol € {1,...,k} je H néjaky
uzavieny poloprostor prostoru R™. Dile at dimenze priniku H = O_, H; je rovna
m. Pak rekneme, Ze H je m-mnohostén. Za zvldstni pripad n-mnohosténu budeme
povazovat i cely prostor R™
Dale at pro | € {1,...,k} je H, budto Hy, nebo hranice OH,; a dimenze priniku
= N, H; je rovna . Pak tekneme, Ze H je m-sténa mnohosténu H.

Definice pripousti i prazdné a neomezené mnohostény. Protoze v definici
mozaiky chceme pokryt R™ konec¢né mnoha mnohostény, budou neomezené mno-
hostény soucasti kazdé mozaiky. Prinik dvou mnohosténti je opét mnohostén.

Definice 3. At n € N, C je konecnd mnozina mnohosténi (libovolné dimenze)
uzavrend na pruniky a

® UpecP:Rn;

o relativni vnitrky dvou riznych mnohosténi z C se neprotinaji (pricem?z relativ-
nim vnitrkem jednobodového 0-mnohosténu rozumime tentyz 0-mnohostén).

Pak rekneme, Ze C je mozaika v R"™ a je-li P € C j-mnohostén, rekneme, Ze P je
j-sténa mozaiky C. Specidlné 0-stény budeme nazyvat vrcholy, 1-stény hrany a
n-stény bunky.

V literatufe ([5], str. 446) se obvykle mozaika definuje jako spocetnd mnozina
n-mnohostént pokryvajici cely prostor R", jejichz relativni vnittky se vzajemné
neprotinaji. Spocetnymi nekonecnymi mozaikami se v této praci zabyvat nebudeme
a je-li C konetn4 mozaika podle obvyklé definice, C = 7C je mozaika podle deﬁmce
aC={P cC| P jen-mnohostén}.

Definice 4. At n € N a C je mozaika v R". Rekneme, Ze C je:

o reguldrni (face-to-face), pokud pro dve rizné P, P' € C s neprdzdnym prini-
kem je PN P" stéenou P i P’,

e jednoduché, pokud pro m < n je kazZdd jeji m-sténa sténou prdave prave
n+ 1 —m bunék. Specidlné kazZdy jeji vrchol je vrcholem pravé n+ 1 bunék.

Na obrazku je mozaika, kterd neni ani jednoducha (kvili vrcholu A), ani
regularn{ (kvuli vrcholu B).

Lemma 1. Atn € N, C je jednoduchd regularni mozaika v R™ a m je nejnizsi cislo
takové, zZe C obsahuje alespon jednu m-sténu. Pak pro m' > m vsechny m'-stény C
tvori souvislou mnoZinu a pro m' > m, m > m’' kaZdd m-sténa obsahuje alespon
jednu m'-sténu.



Obrazek 1.1 Mozaika v R?, kterd neni reguldrni ani jednoduch.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze je-li P k-mnohostén a ma néjaké (k — 2)-stény,
jeho (k — 1)-stény tvori souvislou mnozinu. Budeme postupovat indukei podle
poctu [ poloprostorti Hy, ..., H; definujicich mnohostén P a predpokladame, ze
zadny z téchto poloprostorii neni podmnozinou jiného. Pro [ = 2 je prunik
H, N Hy neprazdnd mnozina — (k — 2)-sténa. Pro [ = 3 je hranice alespon jednoho
z poloprostorii riznobézna s hranicemi obou dalsich, tedy tento poloprostor ma
s obéma dalsimi neprazdné pruniky — (k — 2)-stény a vSechny (k — 1)-stény tvoii
souvislou mnozinu. Pro [ > 3 ma (k — 1)-sténa urcend poloprostorem (bez Gjmy na
obecnosti) H; alespon jednu (k — 2)-sténu, kterd je ¢asti néjaké dalsi (K — 1)-stény
a podle indukéniho predpokladu tvoii (k — 1) stény mnohosténu H; N...N H;_4
souvislou mnozinu, tvori ji tedy i (k — 1)-stény mnohosténu P.

Postupujeme indukei podle m/. Pro m’ = n zfejmé tvrzeni plati. Pokud tvrzeni
plati pro m’ + 1 < n, dokdzeme je i pro m’. At Si, S, jsou néjaké dvé m/-stény.
Najdeme 57, S!, takové, ze S; C S}, S, C S, a z indukéniho predpokladu existuje
posloupnost (m’+1)-stén S7,..., S, = S/ takovéd, ze proi = 1,...,k—1 je prunik
S} = 5/NS;, neprazdny (a diky jednoduchosti C m’-sténa). Protoze pro kazdou
(m + 1)-sténu S’ tvori vSechny jeji m/-stény souvislou mnozinu, muzeme pro
i=1,...,k — 2 najit posloupnost m’-stén S}, ..., Sfi = S},1. Tak v posloupnosti
S, 8M =5l s = S | maji kazdé dvé sousedn{ stény neprazdny
prunik a mnozina vsech m’-stén je tak souvisla.

Druhé ¢ést tvrzeni staci dokazat pro m = m’ + 1. ProtoZe sjednoceni vSech
(m' + 1)-stén je souvisld mnozina, najdeme (m' + 1)-stény Sp, S; takové, ze Sy
ma m/-sténu a S ne a ze Sy NSy # 0. Pak ale Sy NSy C S; je m'-sténa, coz je
spor. [



Lemma 2. At n € N, C je jednoduchd requldrni mozaika v R™ a o C R" je
(n — 1)-rovina neobsahujici Zidnou sténu mozaiky C. Pak mozaika D = oNC je
jednoduchd a requldarni.

Dukaz. Jednoduchost: At m <n—1a S’ je m-sténa mozaiky D. Najdeme sténu S
mozaiky C takovou, ze SN = S’. Sténa S je (m+ 1)-sténa: kdyby S byla m-sténa,
musela by lezet v roviné o, coz je spor s predpokladem. Kdyby méla dimenzi
vyssi, i jeji prinik s o by mél vyssi dimenzi nez m. Sténa S diky jednoduchosti
C nalezi pravé n — (m + 1) + 1 = n — m buiikdm mozaiky C, z nichz kazda
pronika rovinu o jako bunka mozaiky D obsahujici sténu S’. Sténa S’ tedy nalezi
n—m=(n—1)—m+ 1 bunkdm mozaiky D.

Regularita: At S} C S} jsou stény mozaiky D. Najdeme stény Sy, So mozaiky
C takové, ze S| = SiN o, Sy = S5 M p. Sténa S; = 51N Sy je diky regularité C
sténou stény Sy a spliuje S] = S; N . Oznacime Hy, ..., H; vhodné sefazené
poloprostory urcujici sténu Sy, najdeme [ < k takové, ze Sy = HyN...H_1 N
OH; N 0Hy a poloprostory K1 N Ky = o. Pak S, = HiyN...NH, NK; N K, a
Si=HN..NH_1NoH,N...NOH,NK;NK,, tedy 5] je sténou S5 a mozaika
D je regularni. [

1.2 Laguerrova mozaika

Definice 5. At n € N a J je konecnd neprazdnd mnoZina bodi z R™. Pro
j € J definujeme P; = {x € R* | Vj' € J: ||z — j|| < ||lx — j'||}. Rekneme, Ze
V(J) =n{P; | j € J} je Voroného mozaika generovana J, body mnoziny J
nazveme jadry mozaiky V(J).

Piiklad Voroného mozaiky v R? zobrazuje obrazek [1.2]

Proj,j € J,j# 7 je{r € R" | |lx — j|| < |lx — j'||} uzavieny poloprostor,
takZe P; je mnohostén. Pro x € R" diky konec¢nosti J existuje j € J takové, zZe
r € Pj, a tak kazda Voroného mozaika je mozaika podle definice [3}

Voroného mozaiku 1ze zobecnit nahrazenim eukleidovské vzdalenosti jinou
funkci. Jednim z takovych zobecnéni je Laguerrova mozaika.

Definice 6. Atn € N, J je konecnd neprazdnd mnozina bodi z R™ a pro j € J je
v; rediné ¢islo. Pak pro j € J definujeme P; = {z € R" |Vj' € T: |la—j|[*+v; <
|z — j'||> + v }. Rekneme, Ze L(J) = n{P; | j € J} je Laguerrova mozaika
generovand J . Body mnoziny J nazveme jadry mozaiky £(J), ¢isla v; koeficienty
prislusnych jader.

Pitklad Laguerrovy mozaiky v R? zobrazuje obrazek [1.3} Kazdé jadro je
popsano svym koeficientem, mozaika neni invariantni na zménu méritka. VSimneme
si, ze nékteré bunky neobsahuji své jadro.

Pokud ke vSem v; pfi¢teme pevné zvolené redlné ¢islo w, vyslednd Laguerrova
mozaika se nezméni. Diky konec¢nosti J muzeme zvolit w tak, aby pro vSechna
j € J bylo v; +w kladné. Potom definujeme J = {(ji, .. ., ju, /U; T w)T € R |
(j1,. .., Jn) € J}. Laguerrova mozaika £(J) je priinikem Voroného mozaiky V()
s kanonickym vnofenim R” do R™*1.

ProtoZe R" lze popsat jako prinik dvou uzavienych poloprostori v R,
prinik mnohosténu s R" je opét mnohostén a kazdd Laguerrova mozaika je
mozaika podle definice [3]



Obrazek 1.2 Voroného mozaika.

Obrazek 1.3 Laguerrova mozaika.
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2 Charakterizace Laguerrovych
mozaik

Pokusime se odpovédét, za jakych podminek muzeme najit mnozinu jader
J s koeficienty {v; | j € J} tak, ze zadand mozaika C je Laguerrova mozaika
generovana J .

Definujeme po cdastech linedrni konvexni funkci, ktera je néjakym zptisobem
ekvivalentni Laguerrové mozaice, a ukazeme, ze kazda nedegenerovana regularni
jednoduché mozaika v R", n > 3 je Laguerrova mozaika.

2.1 Po c¢astech linearni konvexni funkce

Definice 7. At n € N, C je mozaika v R a f: R® — R je funkce. Rekneme, Ze
f je po ¢astech linedrni na mozaice C, pokud pro vsechny P € C je f|p linedrni
funkce.

Priklad po castech linearni funkce na mozaice vyplnujici néjaky uzavieny
jednorozmérny interval najdeme na obrazku [2.1]

Po ¢éastech linearni (ryze) konverni funkei muzeme chépat také jako koneénou
mnozinu linedrnich funkci takovou, ze na kazdé bunce mozaiky jedna funkce shora
omezuje ostatni a na vnittku té bunky ostatni omezuje ostre.

Casto se nam povede na néjaké mozaice zkonstruovat po ¢astech linearni funkei
a budeme chtit dokazat, Ze je tato funkce konvexni. K tomu pouzijeme nasledujici
lemma.

Lemma 3. Atn € N, n > 2, C je jednoduchd requldrni mozaika v R™ am < n—2
je nejnizsi c¢islo takové, Ze C obsahuje alespon jednu m-sténu. At f je po cdstech
linedrni funkce na C a at pro néjaké dvé sousedici bunky By, B} je f konvezni na
By U Bj|. Pak uz je f konvexni na celé C.

Diikaz. Pro libovolnou bunku B oznac¢ime fp linearni funkci shodnou s f na B.
Nejprve sporem ukézeme, ze pro kazdé dvé sousedni bunky B,,, B, jest fp, > f5;
na B,. Ozna¢ime Sy = By N B, S, = B, N B/,. Podle lemmatu [1| najdeme

souvislou posloupnost (n — 1)-stén Sy, S1, ..., Sk = S, a buiky, jejichz prunikem
je Si, oznacime B; a B;. UkdZeme, Ze fp, > fp; na By a naopak. Bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, ze B} = By. Vezméme néjakou afinni bazi v, ..., v,

(n — 2)-stény Sp N S; = By N By N By a doplnme ji body v,_1, v, z (n — 1)-stén
S1, B1 N B} na afinni bazi celého prostoru R”. Pak kazdy bod x € B; mtzeme
zapsat jako vg + t1(vy — vo) + ... +tp(vy — vo) kde ty,....t, € RS a

fB.(x) =B, (v0) + t:1(fB, (v1) — fB,(v0)) +
oot to1 ([ (vn-1) = fB,(v0)) + tn (fBl (vn) = [ (0)) =
=[Bo(vo) + t1(fB,(v1) — [Be(v0)) +
oo+ a1 (fBo (Vn—1) — [ (v0)) + tn (fB/ (vn) = [, (v0)) =
> By (v0) + t1(fBy(v1) — fBy(v0)) +
oot b1 (fBo(Vn—1) — [Bo(v0)) + tn (fBo (vn) = fBo(v0)) = fBo ().
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Obrazek 2.1 Po c¢astech linedrni konvexni funkce v R.

Indukei podle posloupnosti Sy, ..., S ukdzeme, Ze fp, > fp; na B,.

Ted at B, B jsou jakékoli dvé butiky, z, # néjaké jejich body a p je piimka
spojujici z, z. Podle pfedchoziho je f|, lokdlné konvexni funkce, tedy konvexni na
celé p, fp(x) > fi(z) a f je konvexni na celé C. O

Lemma 4. Atn € N a C je mozaika v R™. Pak C je Laguerrova mozaika, prdve
kdyz existuje po cdastech linedrni konvexni funkce f na C.

Diikaz. At C je Laguerrova mozaika generovana mnozinou J s koeficienty {v; |
Jj € J }. Bod xz € R" nélezi do butiky P;, pravé kdyz pro vsechna j' € J
lz = Gl + v < o = 5l + vprs
(w,x) = 2(x.g) + (4.J) +vj < (w2) = 2(2.j") + (G".4") + vy,
2 <$,j> - <J>.7> —Yj > 2 <£L’,j/> - <jluj/> — Ujr.
Podle pozndmky za definici [ je f = max{2(z,j) — [|j||* —v; | j € T} po astech
linearni konvexni funkce na C. )

At C je mozaika a f = max{f; | i € J} po ¢dstech linedrn{ konvexnf funkce
na C pro néjakou konecnou mnozinu J a linearni funkce f;. Funkei f; lze zapsat
jako fi = 2(z,j;) + ¢; pro néjaké j; € R" a ¢; € R. Pokud by pro i, i' € J,
i # i’ platilo j; = ji, jedna z funkci f;, fi by méla nizsi hodnoty na celém R"™
nez druhd a z konstrukce f bychom ji tak mohli zanedbat. Podle vypoctu vyse
mnozina J = {j; | i € J} s koeficienty v;, = —||7:]|> — ¢; generuje Laguerrovu
mozaiku C. [

Ekvivalentni lemma je dokdzano i v [4].
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2.2 Situace v R!

Tvrzeni 5. KazZda mozaika v R je Laguerrova.

Diikaz. Kazda mozaika v R je systém uzavienych intervalid a jejich hrani¢nich
bodt. At C je néjakd mozaika v R s vrcholy py, ..., pr a bunkami Py = (—o0, p1],
P = [p1,p2],.. ., Pe—1 = [pr—1,pk), Px = [pr,00). Definujeme po ¢astech linedrni
konvexni funkci f jako

0 r e bR
f@)‘{f(piwi-(x—p» rep

To je korektni definice a podle lemmatu 4] je C Laguerrova mozaika.
Funkci f mtzeme prepsat jako

0 z € P
f(:c>={. Z. .
ir =Y m €D

a odsud miZzeme vyjadiit mnoZinu J generujici Laguerrovu mozaiku C jako J =
{7/217=0,...,k} skoeficienty vo =0av; =37 p—j*/dproj=1,.... k. O

Pri konstrukci funkce f zalezi pouze na tom, aby derivace f’ na bunce P;
byla vétsi nez na bunce P;. Po ¢astech linearnich konvexnich funkei a tedy i mnozin
jader generujicich mozaiku C je nespocetné mnoho s k 4 1 stupni volnosti.

Existuje mozaika v R, ktera neni Voroného. Staci, aby mozaika C méla alespon
5 bunék s vrcholy p1,...,ps a ps — p1,ps — p3 < (p3 — pa)/2. Protoze ve Voroného

mozaikach kazdé jadro lezi v bunce jim generované, musi pro jadra jo, ..., j4 platit
. . P3 — P2
J2 —P2=pP2— 71 < 5
. . P3 — P2
P3—J2=J3 —P3< 5

P3 — Jo2 + J2 — p2 < p3 — po,

COZ je sSpor.

Pokud mé ale mozaika v R 4 nebo méné bunék, jednd se vzdy o Voroného
mozaiku. At k£ < 3 a C je mozaika s vrcholy py,...,pr a bunkami F, ..., P, a
pokud k£ = 3, muzeme bez 1jmy na obecnosti predpokladat, ze ps — p1 < p3 — po.
Pak zvolime jadro j; libovolné v bunce Pi, jo = 2p1 — j1 & jo = 2ps — J1,
J3 = 2p3 — Jo = 2p3 — 2ps + J1, pokud existuji.

13



Py

2u

2ru+ (s +§')v

Obrazek 2.2 Jednoduchd reguldrni mozaika v R?, kterd neni Laguerrova.

2.3 Situace v R?

Existuje reguldrni jednoduchd mozaika v R?, ktera nenf Laguerrova. At {u, v}
je néjaka béze prostoru R* a r,s,s' € (—o0, — 1], =27 < £ < %,s #+ ¢, Pak
mozaika C s hranami

tu te[l,o00)

tv te[l,00)
tlru+s'v)+ru+sv te (—oo,—1]

tiru+sv)+(1—thu  t€][0,1]

tlru+sv)+(1—t)v  te]0,1]

tu+ (1 -t)v t€1[0,1]

a bunkami oznacenymi jako na obrazku neni Laguerrova.

Hleddame konvexni funkci f po ¢astech linearni na C. Takova funkce bude mit
tvar f(z) = (w;,z) +a; pro z € P, i € {1,2,3,4} a ndjaké w; € R? a; € R.
Pro body na hranach mozaiky se musi ¢astecné linedrni funkce sousednich bunék
rovnat, a tak ziskame soustavu rovnic

<W1, > +a; = <W2,V> + as
(Wa, 1) + ay = (w3, 1) + a3
(Wi, ru+ sv) + a3 = (w3, ra + sv) + ag
(Wi, v) + a1 = (Wq,V) + a4
(Wo,u) + ag = (Wy,u) + ayg
(Wi, ru+ sV) + a3 = (Wy,7u+ V) + a4
(W1,2v) + a1 = (Wg,2V) + ag
(Wa,2u) + ay = (w3, 2u) + as

(wi,2ru+ (s + §)v) + a1 = (wg, 2ru+ (s + s')v) + as,
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ktera ma teSeni pouze ve tvaru w; = Wy = W3 = Wy, a; = as = a3 = a4, kazda
funkce po ¢astech linedrni na C je linedrni na celém R? a podle lemmatu 4| C neni
Laguerrova mozaika.

I ve dvourozmérném pripadé existuje Laguerrova mozaika, ktera neni Voroného.
K jejimu nalezeni potifebujeme nasledujici tvrzeni o hledani jader Voroného mo-
zaiky:.

Véta 6. At C je requldrni jednoduchd Voroného mozaika v R? a v je néjaky jeji
vrchol. At o, B a vy jsou hly svirané hranami obsahujicimi vrchol v, P,, Ps, P,
jsou prislusné bunky a jo, jg, jy jsou jejich jadra. Pak poloprimka vj, svird s
hranou P, N Py thel 180° — 7.

Diikaz. Podle definice Voroného mozaiky plati pro kazdy bod z € P, N Ps
|z — jall = ||z — jgl|- Specidlné to plati pro body v a z¢ = argmin{||z — ju|| |
r € P, N Pg}. Pak na zdkladé shodnosti trojihelnihi j,vzg a jgvrg jsou neori-
entované thly Zxgvj, a Zzgvjs stejné. Totéz plati pro thly mezi poloptimkami
vjg, vJy a hranou Pg N Py, resp. vjq, vj, a P, N P,.

Oznacime-li € = Zj,vx0, postupnou aplikaci vyse odvozenych rovnosti dosta-
neme o = 2¢ + 7 — 3, coz upravime na 2¢ + 2y = a + 5 + v = 360°.

Nalezen{ jadra buriky, kterd ma alespori dva vrcholy, zachycuje obrazek[2.3, [

Véta je dokdzéna v [6], str. 66.

Priklad Laguerrovy mozaiky C, ktera neni Voroného, sestava z péti neomeze-
nych bunék Py, ..., P, kde Py ma spolecnou hranu s kazdou z ostatnich bunék
jako na obrazku Mozaika C ma dvé omezené hrany rtiznych délek a t¥i vrcholy
v1, Vs, v3. Uhly svirané hranami u kazdého vrcholu jsou vady 120°.

Podle véty [0] lezi jadro butiky Py na pruseciku piimek urcenych hranami
neobsazenymi v Fy. Diky volbé riznych délek omezenych hran ale tento prisecik
neexistuje a C tak neni Voroného mozaika.

Zkonstruujeme konvexni po ¢astech linedarni funkei f = max{fo,..., f1} na C.
Na bunce F, bude fy konstantné rovna 0, na ostatnich bunkach proi=1,...,4
polozime f;(z) = dist(z,h;), kde h; je primka obsahujici hranu P, N P;. To je
korektni definice, nebot pro x € P,NP;11,v = PhoNPNP;y1 a x;, x;41 pruméty bodu
x na h;, hiy1 jsou trojuhelniky vz;x a vr; 1o shodné a dist(x,h;) = dist(z,hiq).
Také konvexita funkce f je splnéna.
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Obrazek 2.3 Hledani jader Voroného mozaiky.

Obrazek 2.4 Laguerrova mozaika, kterd neni Voroného.
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2.4 Situace v R", n > 3

Regularni jednoduchou mozaiku C v R?, kterd neni Laguerrova, lze snadno
upravit na reguldrni jednoduchou mozaiku C = {P + R** | P € C}, kde R?*
je ortogonalni doplnék kanonického vnoreni R? do R™. Ani C neni Laguerrova,
protoze kazda po Céstech linedrni konvexni funkce na C je po &stech linedrni
konvexni i na C. Kromé takovychto degenerovanych pripadii je ale kazda regularni
jednoduchd mozaika v R", n > 3 Laguerrova.

Véta 7. Atn € N, n > 3 a C je requldrni jednoduchd mozaika v R™ obsahujici
alesponi jednu (n — 3)-sténu. Pak je C Laguerrova mozaika.

Diikaz provedeme konstrukei po ¢astech linearni konvexni funkce, a to postupneé
na jistych podmnozinach R", které se neshoduji se sjednocenim zadné mnoziny
bunék C. K dikazu budeme pottebovat nékolik pomocnych tvrzeni a jednu definici.

Definice 8. At n € N, C je jednoduchd requldrni mozaika v R™ a M je néjakd
mnozina bunck mozaiky C. Rekneme, Ze vrchol v mozaiky C je skoro vnitini
vzhledem k M, pokud je vrcholem prdve n bunek mnoZiny M.

Tato definice je zkratkou za vyrok, ze k M lze ptidat jednu bunku B tak, aby
vrchol v byl vnitini vzhledem ke sjednoceni vSech bunék z M a bunky B.

Miuzeme predpokladat, ze C obsahuje alespon jeden vrchol, jinak problém
vyTesime v nizsi dimenzi.

Lemma 8. At n € N, C je requldrni jednoduchd mozaika v R" a m € N je
nejmensi cislo takové, Ze C obsahuje m-stenu. Pak existuje afinni podprostor
X C R"™ dimenze n — m takovy, Ze pokud je mozaika X NC Laguerrova, pak je
Laguerrova i mozaika C. Mozaika X NC md alespon jeden vrchol.

Dikaz. At P € C je m-sténa. Podle predpokladu P nemé zadné vlastni stény,
protoze by mély dimenzi nizsi nez m. Tak mtzeme zapsat P = p+ L, kde p € R"
je bod a L C R" je linearni prostor.

At B je bunka obsahujici sténu P, takova bunka existuje diky regularité C. Pro
kazdy bod b € B plati b+ L € B. Kdyby ne, jeden z poloprostorti definujicich B
by musel mit hranici protinajici se s P a P by tak méla sténu. Podobné i vSechny
bunky dotykajici se B musi byt uzavieny na pricteni L a postupnym aplikovanim
tohoto principu je kazda bunka mozaiky C uzaviena na pricteni L.

Za X ze znéni lemmatu vezmeme ortogonalni doplnék L. Mozaika L+ NC
mé alespoii jeden vrchol, L+ N P.

At f je po &astech linedrni konvexni funkce na L+ NC a F: R — L™ je
ortogonalni projekce. Funkce f o F': R* — R je konvexni po c¢astech linearni
funkce na C. [

V dikazu nékolikrat vyuzijeme faktu, ze je-li po ¢astech linearni funkce f
definovana na néjaké mnoziné bunék B C C, B je s alespon jednim vrcholem skoro
vnitinim vzhledem k B a vsechny vrcholy bunky B skoro vnitini vzhledem k B
tvori souvisly graf, pak lze f jednoznac¢né rozsirit na B se zachovanim ¢astecné
linearity. Takové tvrzeni je jednoduchym disledkem nasledujiciho lemmatu.
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Lemma 9. At n > 3, C je jednoduchd requldrni mozaika v R™, B C C je mnozZina
jejich bunék, na nichz je definovana po cdstech linearni funkce f, B je jeji bunka a
v, w jsou vrcholy bunky B skoro vnitrni vzhledem k B a v, w sdili spolecnou hranu.
Pak lze definovat linedrni funkce g, h takové, Ze f = g, h na vsech sténdch bunky
B obsahujicich vrchol v, resp. w, a g = h.

Diikaz. Vrchol v lezi na n 4+ 1 hranach, z toho n hran je hranami bunky B.
Ozna¢me vy, ..., v, ostatni vrcholy téchto hran. Vektory v; — v, ..., v, — v tvori
bazi prostoru R”, a tak g(x) = f(v) + (f(v1) — f(v)) 21+ ...+ (f(vn) — f(v)) z,,
pro z = x1(vy —v) + ...+ x,(v, —v) je dobfe definovana linedrni funkce shodna s
f na sténach bunky B obsahujicich v. Podobné zkonstruujeme funkci h.

At w’ je néjaky vrchol bunky B sousedici s w. Ukédzeme, ze g(w') = h(w').
Najdeme 2-sténu S bunky B obsahujici vrcholy v, w, w’. Protoze vrcholy v i w
jsou skoro vnitini vzhledem k B, musi byt S sténou néjaké bunky B’ € B, B’ # B.
Navic S obsahuje i néjaky vrchol v' # w sousedici s v. Na B’ a tedy i na S jsou
f,g 1 h linedrni funkce a g = f, h = f na celé sténé S. Proto i ¢ = h na celé sténé
S, specidlné g(w’) = h(w’). Timto zptsobem ukazeme, ze g = h ve vSech bodech,
pomoci kterych jsme definovali funkci h. Z toho jiz plyne, ze g = h. ]

Obdoba tohoto lemmatu, ktera ale misto po ¢astech linedrni konvexni funkce
rozsifuje ortogonalni dudl, je dokdzéna v ¢lanku [4].

Lemma 10. At C je requldrni jednoduchd mozaika v R* a k € N je pocet bunék
mozaiky C. Pak existuje serazeni By, Bs, ..., By bunek mozaiky C takové, Ze

o bunky By, Bs, B3 sdileji jeden spolecny vrchol,

e prol > 3 mad bunka B; alespon jeden wvrchol skoro vnitrni vzhledem ke

mnoziné {B;}.Z},

o prol >3 mnoZina hran leZicich v B;NU'Z} B; je souvisld.

Diikaz. At C je jednoduché reguldrni mozaika v R? obsahujici alespoii jeden vrchol.
Za bunky B, B,, B3 zvolime bunky obsahujici néjaky zvoleny vrchol. Pro [ > 3
vybereme bunku B; néasledovné:

At S; = By N By a S, je néjaka hrana priléhajici k néjaké dosud nevybrané
bunce. Podle lemmatu [1| existuje souvisla posloupnost hran Sy,...,S, a v této
posloupnosti lze najit néjakou hranu S; takovou, ze S; N S;11 je obsazen v pravé
dvou bunkach z By, ..., B;_;. Tteti bunka obsahujici tento vrchol pak splinuje
druhy pozadavek lemmatu.

Zkonstruujeme posloupnost mnozin bunék Ky, K1, ... takto:

Koy = C\ {Bi,...,Bi—1} a mdme-li nalezenou mnozinu K;, najdeme néjakou
bunku D, ; € K; spliujici druhy pozadavek lemmatu. Pokud D, spliuje i tfeti
pozadavek, jsme hotovi, pokud ne, déli D;;; mnozinu K; na dvé komponenty
souvislosti, z nichz jedna neobsahuje bunku D;. Tuto komponentu zvolime za K;, .
Hledéni K; v néjaké mozaice zobrazuje obrézek [2.5]

Mnozina K;;; ma méné bunék nez K;, proto v néjakém konecném kroku musi
D; splnovat druhy i treti pozadavek lemmatu a zvolime ji za B;. O

Toto lemma je pouzito ve ¢lanku [4].
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Obrazek 2.5 Hledani serazeni podle lemmatu

Vétu [7| preformulujeme zptisobem, ktery umozni ditkaz indukei. Tvrzeni véty
dostaneme z nasledujici véty, pokud zvolime m = n a aplikujeme lemma[4 Tvrzeni
véty [7] pro mozaiky bez vrcholu ziskdme aplikaci lemmatu [§

Véta 11. Atn > 3,2 < m < n aC je jednoduchd requldrni mozaika v R"™ obsahujici
alespon jeden vrchol. At o je néjakd m-rovina v R"™, kterd neobsahuje Zddnou sténu
C, D = oNC je jednoduchd reqularni mozaika a D = {S € C | SN o # 0} je
mmnozina vSech stén C protinajicich se s rovinou o. Pak existuje po cdstech linedrni
konvexni funkce na D.

Diikaz. Postupujeme indukei podle m. Mozaika D je podle predpokladu jednodu-
cha regularni.

Pro m = 2 setadime bunky mozaiky D pomoci lemmatu [10] jako P,..., P a
zvolime bunky By, ..., By mozaiky D tak, aby prol =1,...,k platilo P, = B;Np,
By méla alespon jednu (n — 2)-sténu spole¢nou s néjakymi dvéma bunkami z
By, ..., B;_1 a aby (n — 1)-stény spolecné bunce B; a butikdm By, . .., B;_; tvorily
souvislou mnozinu.

Zvolime funkci f po c¢astech linearni konvexni na bunkach B;, Bs, By a induk-
tivné ji budeme rozsitovat na dalsi bunky posloupnosti.

Prol > 3 najdeme i, j <[ tak, ze h = BjNB;NB; # (). Sténa h je (n—2)-sténa a
tedy ma afinni bazi ao, . . ., a,_o. Vybereme jesté néjaké dva body ap, € B;NB;\ h,

ap; € BN B, \ h. Body ag,...,a,_2,ap,, ap; tvoif afinni bazi celého R™ a jelikoz
zname hodnoty f v téchto bodech, miizeme jednoznacné rozsirit f na B;. Protoze
ag, - - - Un—2,aB;, TESP. Ay, - . . , An_2, ap,; tvori afinni bazi stény B;N By, resp. B;N By,

je f na téchto sténach dobre definovana.
Musime ovérit, ze pro kazdé dvé ruzné volby i, 7,4, j° v predchozi konstrukei
bude rozsiteni f na B, stejné. Diky vlastnostem sefazeni stac¢i ovérit pro i = ¢'.
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Zkonstruujeme néjakou po castech linearni funkci g na bunkéach sousedicich s
B, takto: zvolime néjaky vrchol vy € B; N B; a vektor e tak, aby pro kazdé dva
vrcholy v, v’ buniky B; platilo (v,e) # (v/,e) a (vg,e) < (v,e). Oznacime o, ..., 1,
sefazené hodnoty (vg,e) pro jednotlivé vrcholy vs a pro s = 1,...,r oznacime
K;={x € 0B, | (z,e) <ts}, Ks={h,, ,Ju{SeC|Iu=1,...,s—1: h,, C S}
Funkci g budeme konstruovat po krocich, v s-tém kroku najdeme hodnoty ¢ na
KCs.

Stanovime g = f na B;. Pro kazdy vrchol v bunky B; ozna¢ime h, tu hranu
obsahujici vrchol v, kterda neni hranou bunky B;. V prvnim kroku polozime g = f
na h,, a pro kazdou dalsi sténu S € K; najdeme afinni bazi stény S N B;, ktera se
doplnénim o néjaky bod z h,, stane afinni bazi celé S a mizeme rozsirit g na S.

At s = 2,...,r. Nejdiiv stanovime hodnotu ¢ na hrané h,,. Hrana h,, je
totiz hranou néjaké stény S € Ks_1 a mizeme rozsitit g z S na h,,,. Kdyby dve
takové stény S, Sy davaly rtzna rozsireni, najdeme sténu S3 O S; U Sy takovou,
ze S3 € K;_1 a rozsitime g na h,, z S3. Rozsiteni z S, S5 se musi s rozsitenim
z S3 shodovat. Existuje pravé jedna bunka B € K, \ Ky 1, ta ma pravé jednu
hranu h,, ,, na které je znama funkce g. Tak miizeme pravé jednim zptisobem
rozsitit g na B,. Funkce g je diky lemmatu |3| konvexni.

Ukazeme, 7e f = g na {B,}._}. Butika P, mozaiky D je 2-sténa, takze miiZzeme
najit bunky P; = P;,,...,P;, = Py rtizné od P, tak, ze pros =1,...,2—1 je
prinik P N P, neprazdny. Tak existuje nejvyse jedna po ¢astech linedrni funkce
shodnéd s f na B;, B;, takZe f = g na B a lze rozsitit f na B;.

Pro m > 2 zvolime vektor e rovnobézny s o spliujici pro kazdé dva rizné
body x,2" € o (z,e) # (2',e) a (m — 1)-rovinu gy C ¢ kolmou na e takovou, ze
vsechny vrcholy mozaiky D lezi v jedné poloroviné roviny o urcené podrovinou gg.
Podle lemmatu [2| je mozaika Dy = go N D jednoduchd regularni, prinikem néjaké
hrany mozaiky D s rovinou gg je néjaky vrchol mozaiky Dy, a podle indukéniho
predpokladu existuje po ¢astech linedrni konvexni funkce f na Dy = {B € C |
By # 0}

Vhodnym zptisobem usporadame vrcholy mozaiky D jako vy, ..., v,, tak aby
proi < jat; = (v;e) bylot; <t;. Proi <r oznacime K; = {z € o | (z,e) <t;}
alsz{SED|SﬂK,7é@},lC0:DO

Funkci f hleddme po krocich, v i-tém kroku uréime jeji hodnoty na K; a K;.
Nejdriv hleddme hodnoty f na hranach mozaiky D z K;, kazda hrana h, ktera
neni jiz v K;_; obsahuje vrchol v;_; diky regularité D nélezi v;_; néjaké hrané
h;—1 C K; 1. Tak 2-sténa S mozaiky D obsahujici hrany h, h; ; méa neprazdny
dvourozmérny prunik s K; ; a lze rozsitit f z S na h. Budte h;_1, h,_; dvé hrany
obsahujici vrchol v;_; a nalezici K;_;. Ukazeme, ze rozsiteni f na h pomoci obou
téchto hran je stejné. 3-sténa S’ mozaiky D obsahujici hrany h, h;_1,h._; ma
trojrozmérny prunik s K;_ 1, a tedy z ni lze jednoznacné rozsitit f na h.

Poté najdeme hodnoty f na celém K;: na sténach majicich priunik s K;
muzeme rozsitit funkci z téchto priniki. Pokud S je sténa mozaiky D s neprazdnym
prinikem s K; a prazdnym prinikem s K;_;, ma S pravé jeden vrchol v K, totiz
v;_1 a zaroven zname hodnoty f na vSech hranach S obsahujicich vrchol v;_; —
muzeme tedy jednoznac¢né rozsirit f na S.
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Nakonec najdeme hodnoty f na K;. At B € K; \ K;_; je bunika. B ma prave
jednu (n — m)-sténu V' takovou, ze je-li S sténa bunék B, B’ a B’ € K;_1, pak
V C B’ - totiz takovou, pro kterou V N = v;_;. Existuje tak pravé jedno rozsiteni
f na B.

Takto zkonstruovana po ¢astech linearni funkce je konvexni diky konvexité f
na Dy a lemmatu [3 O
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Zaver

V préci jsme dokazali, Ze kazd4 nedegenerovand jednoduchd reguldrni mozaika
v alespon trech rozmérech je Laguerrova. Dikaz véty [11] je piivodni. Lemma
o sefazeni bundk jsme dokdzali pouze pro R2, pficemz diitkaz pro obecné R™ by
dalsi dikaz hlavni véty znacné zjednodusilo.

K dtkazu jsme pouzivali po ¢astech linearni konvexni funkci, na rozdil od or-
togonalniho dudlu (mnoziny bodu reprezentujicich jednotlivé bunky, kterd spliuje
jisté vlastnosti), ktery pouziva [4]. Dokazat ekvivalent véty [11| pro ortogondlni
dudl jsme se nepokouseli.

Lautensackové 2] podava dikaz i pro mozaiky s nekone¢né mnoha bunkami, a
to opét za pouziti obecné podoby lemmatu [10l Dikaz véty (11| nelze pfimo rozsirit
na nekonecéné mozaiky, protoze vzdalenosti jednotlivych vrcholi od zadané roviny
nemusi tvorit dobre usporadanou mnozinu.
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