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Uvod

Vyuziti komplexnich siti v modelovani realnych systémi neni zddnou novinkou
[1]. Zkoumani téchto modeli se ukazuje jako velice efektivni v odhalovani struktu-
ralnich vlastnosti redlnych systémi, které modeluji |2]. I proto se s nimi muzeme
setkat napfi¢ védnimi obory — od mediciny [3] a biologie [4] po modelovani
internetu [5]. Konkrétné se sité ve vyzkumu vyuzivaji tak, Ze se analyzuji jejich
vlastnosti, jako je tfeba klastrovaci koeficient.

Jednou ze zajimavych vlastnosti siti je symetrie. Ta se zkouma hlavné v sitich
pouzivanych ve fyzice, kde se pouziva k identifikovani neménnosti pod néjakou
transformaci [6]. Lze ji také pouzit k redukei sité a diky tomu snizeni vypocetni
narocnosti vyzkumu na ni [2]. Jako velikost automorfni grupy na grafu sité zavedl
symetrii MacArthur [7]. Ten také ukazal, Ze mnoho siti z redlného svéta néjaké
mnozstvi symetril vykazuje [7], coz bylo nésledné ovéreno i dalsimi autory [2].

Symetrie nezustala bez povSimnuti ani v ekonomii. V roce 2008 publikovali
Wang, Yan a Xiao ¢lanek, ve kterém pomoci symetrii zkoumali strukturu mezi-
narodniho trhu [§]. Predstavili zde sit obchodni bilance stati a zjistili, ze uzly
reprezentujici staty zavislé na stejném obchodnim partnerovi jsou symetrické,
pricemz symetrii ve své praci mysleli pravé vyskyt automorfismi.

Devét let predtim, v roce 1999, vydal Mantegna ¢lanek [9], ve kterém predstavil
Stock Network — sif, ve které uzly jsou firmy a vazby mezi nimi jsou ohodnoceny
korelacnim koeficientem ¢asovych fad cen jejich akcii. Ve svém textu se Mantegna
zabyval maximalni kostrou grafu reprezentujicim Stock Network a dosel k tomu, ze
vrcholy reprezentujici firmy ze stejného sektoru (zabyvajici se podobnou ¢innosti)
spolu v této kostie sousedi.

V nasi praci se zabyvame kombinaci téchto dvou konceptti — symetrii Stock
Network. Zajima nas, jak moc je Stock Network symetricka a jestli 1ze miru jeji
symetric¢nosti navazat na ekonomicky cyklus. Vime, ze akcie malého mnozstvi
velkych firem maji velky dopad na celé trhy [10]. Ptame se, jestli se tento dopad
meéni v ¢asech kolapsu trhu — zameérujeme se na svétovou financni krizi v letech
2007 a 2008, recesi zpusobenou pandemii nemoci Covid-19 v roce 2020 a ochlazeni
ekonomik po vypuknuti valky na Ukrajiné v roce 2022.

Intuice nas vede k hypotéze, ze dopad velkych firem na trh bude béhem cast
nejistoty silit, protoze se mensi firmy budou — nevédouce si rady — inspirovat
u firem velkych. To se pak odrazi na cenach akcii, jejichz vyvoj se na sebe zacne
vazat, coz se zase odrazi v siti slozené z akcii firem — vétsim vyskytem symetrii.

Mantenga ve svém clanku zkoumal maximalni kostry grafu siti. Prechod
od grafu k jeho kostre, ale — obvzlasté v pripadé Stock Network, jejiz graf je
ve vychozim stavu tplny — zptsobuje velky pokles poc¢tu hran. Ke zkoumani
symetrii se tedy nehodi. Mezi dalsi pouzivané pristupy ziskani zkoumané sité patii
mimo jiné maximalni rovinny filtrovany graf [11] a strategie vitéz bere vse [10].

Béhem nasi préace jsme sestavili Stock Network z akcii péti burzovnich indext
a to jak pomoci korela¢niho koeficientu, tak pomoci odhadu vzajemné informace.
Dale jsme navrhli 3 metody, jak z uplného grafu sité ziskat souvisly graf s hustotou
vhodnou pro zkoumani symetrii a zkusili jsme symetrii nahradit jinymi, vypocetné
méné narocnymi charakteristikami, véetné odhadu symetrie pomoci Weisfeiler-
Lehmanova testu.



Struktura nasi prace je nasledujici. V kapitole 1 zavedeme definice, které
béhem préace budeme pouzivat. V kapitole 2 zminime, pro¢ nam bézné pouzivané
metody ziskani sité nevyhovuji a navrhneme 3 jiné metody, které v nasi analyze
pouzijeme. Kromé toho zde detailné popiseme ziskani dat a postaveni sité a jejiho
grafu. V kapitole 3 predstavime a popiSeme nejlepsi vysledky. V kapitole 4 se
podivame na moznost nahrazeni symetrie vlastnostmi jiného charakteru, kon-
krétné primérnou nejkratsi cestou a klastrovacim koeficientem. Dale se podivame
na odhad symetrie pomoci Weisfeiler-Lehmanova testu.



1 Zakladni definice

1.1 Nékolik pojmu z teorie grafi

Tato podkapitola cerpa ze zakladniho kurzu diskrétni matematiky na MFF
(NDMI002) a z Matouska a Nesetfila [12]

Definice 1 (neorientovany graf). Neorientovany graf G je usporddand dvojice
G = (V,E), kde V' je mnozina vrcholi a E mnoZina hran: E C {{a,b} | a, b €V'}.

V tomto textu budeme pracovat pouze s jednoduchymi grafy bez smycek,
tj. nedovolujeme hrany {a, b}, kde a = b a mezi kazdymi 2 vrcholy a, b vyzadujeme
maximalné 1 hranu.

Definice 2 (cesta v grafu). Cesta v grafu G je posloupnost vrcholi spojenych
hranou, ve které se kazdy vrchol a kaZda hrana vyskytuje mazimdlné jednou.

Definice 3 (graf bez hrany). Necht G = (V, E) je graf a e je jeho hrana — tedy
e € E, pro prehlednost budeme psdat e € G. Necht G' je graf G bez hrany e. Piseme:

G'=G\e

Definice 4 (souvisly graf). Rekneme, Ze graf G = (V, E), je souvisly, pokud mezi
kazZdyma 2 riznymi vrcholy a,b € V' existuje néjaka cesta.

Definice 5 (komponenta souvislosti). Komponenta souvislost H grafu G je jeho
sowvisly podgraf, tj. H = (V',E'), kde V' CV, E' C ENV' a H je souvisly.

V nasi praci budeme pracovat hlavné s pojmem nejvétsi komponenta souvislosti.
To je takova komponenta souvislosti, ktera ma nejvice vrcholl ze vSsech komponent
souvislosti daného grafu. Nejvétsi komponentu souvislosti grafu G budeme znacit

Giant(G).

Definice 6 (nejkratsi cesta). Nechlu, v jsou vrcholy v souvislém grafu G. Rekneme,
ze nejkratsi cesta mezi u a v je takovd, kterda ma ze vsech cest mezi u a v nejméné
hran.

Definice 7 (sousedstvi vrcholu). Necht v je vrchol v grafu G. Jako sousedstvi
vrcholu v oznacujeme mnozinu vsech vrcholi, které jsou s v spojeny néjakou hranou.
Tuto mnozinu budeme znacit N(v).

Definice 8 (stupen vrcholu). Necht G je neorientovany graf a v je jeho vrchol.
Stupen vrcholu v je pocet hran z néj vedoucich. Znacime deg(v).

Protoze pracujeme pouze s jednoduchymi grafy — hrany vedou pouze mezi
riznymi vrcholy a mezi kazdymi 2 vrcholy existuje maximalné jedna hrana —
muzeme Tict, ze stupen vrcholu je roven velikosti jeho sousedstvi:

deg(v) = |N(v)]



1.2 Automorfismus a symetrie

Tato podkapitola ¢erpa z ¢lanku o symetriich v redlnych sitich [13].

Definice 9 (izomorfismus a automorfismus grafu). Meéjme grafy G = (V, E)
a H= (V',E"). Zobrazeni f : V.— V' oznacime jako izomorfismus, pokud je
bijektivni a zachdvovd strukturu, tedy plati: {a,b} € E <= {f(a), f(b)} € E".
Pokud navic G = H, pak rekneme, Ze f je automorfismus.

Definice 10 (automorfni grupa grafu). MnoZina vsech automorfismi grafu G
tvori jeho automorfni grupu Aut(G), tedy splnuje axiomy grupy:

1. Identita: 1 € Aut(G): identické zobrazeni je izomorfismus grafu G

2. Inverz: (Vf € Aut(@)) (Af~1 € Aut(@)) fft=f1f=1

3. Uzavrenost: (Vf,g € Aut(GQ)) fg € Aut(G)

4. Asociativita: (Vf, g,h € Aut(G)) (fg)h = f(gh)

Je-li 1 € Aut(G) jedingm prvkem automorfni grupy grafu G, pak fekneme, ze
je G asymetricky.

Definice 11 (orbita automorfni grupy). Necht Aut(G) je automorfni grupa grafu
G = (V,E) a necht a € V je vrchol G. MnoZinu vsech vrcholi, na které se a
zobrazuje néjakym automorfismem f: [a] ={ f(a) | f €Aut(G)} nazgvame orbitou
vrcholu a.

Neni tézké si uvédomit, ze rozdéleni vrcholt do orbit tvori rozklad mnoziny V.
Staci se na automorfimus divat jako na relaci. Tato relace je ve skutecnosti
ekvivalenci a orbity tvori jeji t¥idy [14].

1.3 Sité a jejich vlastnosti

Tato podkapitola Cerpa ze zakladniho kurzu o sitich na MFF (NDMI110).

Definice 12 (komplexni sit). Jako komplexni sit oznacujeme netrividlni strukturu
sestavajici z uzli a vazeb mezi nimi.

Co presné se mysli tim, ze je struktura netrivialni? V pripadé siti vétSinou
mluvime o nasledujicich vlastnostech:

e Scalefree — to znamend, ze zatimco vétsina uzld je vazbami spojena jen
s malym mnozstvi jinych, existuje nékolik uzli, které maji vazeb na jiné uzly
mnoho. Témto nékolika silné napojenym uzlim se fika huby. Hub miuze byt
napr. ucet s velkym poctem sledujicich v socialni siti, nebo hlavni nadrazi
v siti Zeleznicni. [15]

o Small world — coz lze ilustrovat tvrzenim, ze s mymi sousedy mame spole¢né
sousedy. Formélné tato vlastnost znamena, ze uzly v siti tvori klastry a mezi
dvojicemi uzli jsou malé vzdélenosti. Prikladem opét miize byt fenomén
socidlnich siti — seznam spolecnych pratel. [16]

V nasi praci reperezentujeme sit grafem, tedy mnozinu uzli reprezentuje
mnozina vrcholi a vazby jsou prevedeny na hrany. Graf trivialné zachovava
vSechny strukturalni vlastnosti sité, kterou reprezentuje, vyse i nize uvedené
vlastnosti tedy lze definovat jak pro sif, tak pro graf.



Definice 13 (hustota sit€). Méjme sit S s n uzly a m vazbami. Hustotu sité

definujeme jako:
m

P:@-

Hustota sité vlastné vyjadiuje jaké procento z maximdalniho mozného poctu
vazeb tvori skuteény pocet vazeb.

Definice 14 (priumérna nejkratsi cesta). Primeérnd nejkratsi cesta v souvislém
grafu G je prumer délek nejkratsich cest mezi vsemi dvojicemi vrcholi grafu G:

Z d(u,v)

UFAV

B 1

L n(n —1)

kde d(u,v) znaci nejkratsi cestu mezi vrcholy u, v.

Definice 15 (lokalni klastrovaci koeficient). Necht v je vrchol v grafu G. Jako lo-
kdlni klastrovaci koeficient vrcholu v znacime pomér poctu hran vedoucich mezi
jeho sousedy k poctu moznych pdri jeho sousedi:

 EE(N))
) = Geglw)deglv) — 1)

Jednim z moznych zptisobu jak klastrovaci koeficient vnimat je jako pravdépo-
dobnost, zZe jsou sousedi vrcholu v sousedy.

Definice 16 (klastrovaci koeficient). Jako klastrovaci koeficient grafu G s n vrcholy
oznacujeme prumer klastrovacich koeficientu vsech vrcholi G:

(@)=Y )

veG

1.4 Korelace a vzajemna informace

Tato podkapitola ¢erpé z kurzu Uvod do strojového udeni v Pythonu vyudova-
ném na MFF (NPFL129).

Definice 17 (stfedni hodnota). Necht X je diskréini ndhodnd wveli¢ina. Jako
stredni hodnotu x oznacime:

kde p(z) je zkratka pro P(X = x).
Definice 18 (rozptyl). Pro ndhodnou velicinu X definujeme jeji rozptyl jako:
var(X) = E((X — E(X))*)

Definice 19 (kovariance). Necht X a Y jsou ndhodné veliciny. Jako jejich kovari-
anci oznacime:

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]



Nésledujici veli¢iny jsme v nasi praci vyuzili pro ohodnoceni vazeb sité akcii
— za nahodné veli¢iny zminéné v definicich jsme dosadili ceny akcii.

Definice 20 (Pearsonuv korelacni koeficient). Necht x a y jsou ndhodné veliciny.
Jejich Pearsoniv korelacni koeficient je definovdn ndasledovné:

cov(X,Y)
\/UCLT(X) \/var(Y)

Definice 21 (vzajemnd informace). Necht X a Y jsou ndhodné veliciny. Rekneme,
ze jejich vzdjemnd informace je:

r(X,Y) =

I(X,Y)=>" Zp(x,y)logm

rzeX yeY

Méjme 2 nédhodné veliciny X a Y. Vzajemna informace I(X,Y) 1ika, ko-
lik informace tyto 2 veli¢iny sdileji, tedy kolik se dozvime o X, kdyz zndme Y a
naopak. Jsou-li X a Y nezavislé, pak se ze znalosti X nedozvime o Y nic a tedy
I(X)Y) = 0. Naopak, je-li z funkei y, dostaneme ze znalosti y plnou znalost z
atedy I(X,)Y)=1.



2 Stock network

Stock Network je tvorena na zdkladé vyvoje cen jednotlivych akcii néjakého
konkrétniho indexu v daném casovém okné [9]. Uzly jsou tituly (akcie) a vazby
vyjadiuji podobnost vyvoje jejich cen.

2.1 Data

Nejprve potiebujeme vybrat mnozinu dat, kterou budeme sledovat — v nasem
pripadé burzovni index. Vybrali jsme si indexy S&P 500, S&P 600 a RUSSELL 1000
jakozto zastupce amerického trhu — konkrétné burz New York Stock Exchange
(zkracené NYSE) a National Association of Securities Dealers Automated Quo-
tations (zkracené NASDAQ) — a indexy FTSE 100, FTSE 250 jakozto zastupce
trhu evropského — London Stock Exchange (zkrdcené LSE). Soucasti nazva
téchto indexti jsou i pocty akcii, které obsahuji. Index S&P 500 obsahuje 500
firem s nejvétsim obchodovanym objemem na americkém trhu s cennymi papiry.
RUSSELL 1000 je postaven obdobné, firem ale obsahuje 1000.

Index S&P 600 obsahuje 600 firem s obchodovanym objemem zhruba mezi 250
miliony a 2 miliardami Americkych dolart. Slovicko zhruba je v predchozi vété
pouzito, protoze neplati, Ze jakmile se obchodovany objem firmy dostane mimo
uvedené rozpéti, je firma z indexu vyrazena.

FTSE 100 obsahuje 100 firem s nejvétsim obchodovanym objemem na Lon-
dynské burze, FTSE 250 obsahuje 250 firem, které by se v pomyslém zebticku
umistily za firmami indexu FTSE 100. Oba tyto indexy — spolu s indexem RUS-
SELL 1000 — jsou spravovany spolecnosti FTSE Group. S&P 500 spravuje S&P
Dow Jones Indices, zatimco S&P 600 spravuje S&P Global Ratings. Kromé toho,
ze jde o jedny z nejpopularnéjsich indexti na svété, byly tyto indexy vybrany také
z divodu snadného ziskani informaci o jejich aktudlnim slozeni [17, (18| 19, 20, 21].

2.2 Parametry dat, jejich ziskani a zpracovani

Nyni si musime urc¢it obdobi, které budeme zkoumat. Pro nasi analyzu jsme
si vybrali obdobi od zac¢atku roku 2004 do zac¢atku roku 2024. Tedy obsahujici
jak finanéni krizi let 2007 a 2008, tak uzavreni svétové ekonomiky kvili pandemii
nemoci Covid-19 v bieznu 2020 a rok vypuknuti valky na Ukrajiné 2022. V tomto
obdobi se obchodovalo — a tedy obsahuje data z — 5033 dnii na americkém
akciovém trhu a 5051 na London Stock Exchange.

Co se tyce samotné hodnoty, kterou sledujeme, vybrali jsme tzv. upravenou
uzavienou cenu — budeme pouzivat bézné uzivanou anglickou zkratku Adj. Close.
Tato hodnota zapocitava — na rozdil od bézné uzaviené ceny, coz je cena posled-
niho obchodu provedeného pred uzavienim trhu — vse, co mize cenu ovlivnit
po uzavreni trhu. To muze byt napr. stépeni akcii, vyplaceni dividend nebo pridé-
leni vyhradnich prav. Z téchto duvodu se Adj. Close bézné pouziva pri zkoumani
historického vyvoje akcii.

Tyto data stahujeme pomoci API z Yahoo Finance [22]. Po naéteni data zkon-
trolujeme na mozné vypadky, popr. chybéjici data dopocteme linearni interpolaci.
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Na samotnou analyzu si ponechame pouze takové akcie, které jsou definované po
celou dobu ¢asového obdobi, které zkoumame. Zde ¢tenare moznda prekvapi, ze
skutecné pouzitych akcii indexu S&P 600 je méné, nez indexu S&P 500 (tedy na
pocet akcil mensiho indexu). Jednim z moznych vysvétleni je, ze zatimco S&P 600
obsahuje akcie firem s malou trzni kapitalizaci (jedna se o tzv. small cap index),
S&P 500 obsahuje akcie firem s velkou trzi kapitalizaci (je tzv. large cap) a tedy
firem, které jsou na trhu typicky déle (viz tabulka . Vsechny parametry dat
jsou shrnuty v tabulce 2.2}

Jakmile mame nactend data, kterd jsou navic zkontrolovand na vypadky,
spoc¢teme z nich logaritmus a to podle nasledujicitho vzorce:

log(r;) — log(ri41)

kde r; je cena akcie v i-ty den ¢asového obdobi.

2.3 Parametry sité a sestaveni grafu sité

Nasi sit stavime vzdy pro ¢asové okno, potiebujeme tedy urcit, jak bude ¢asové
okno dlouhé a jak moc jej budeme posouvat. Pro nasi analyzu jsme zvolili ¢asova
okna o délce 3, 6 a 12 mésicti a posouvali jsme je vzdy o 1 mésic — to znamena,
ze zacneme-li analyzu v lednu 2004, pak prvni okno délky 3 mésice obsahuje leden,
unor a brezen, druhé okno tnor, bfezen a duben, atd. Pro vSechny zkoumané
burzy kazdé okno délky 3 meésice obsahuje od 59 do 66 dnu, ze kterych mame
data. U oken délky 6 meésici toto ¢ini 121 az 132 dnti a u oken délky 12 meésicu
248 az 261 dn.

Pro kazdé ¢asové okno postavime graf sité tak, ze se podivame na podobnost
vyvoje cen vSech dvojic akcil. Pro méreni podobnosti jsme vybrali korelac¢ni
koeficient v absolutni hodnoté a spolec¢nou informaci. Kazda dvojice vrcholi —
akcil — je spojena hranou ohodnocenou podobnosti vyvoje jejich ceny v case.
Spole¢nou informaci jsme odhadovali algoritmem EQQ|23|, ktery jako argument
bere pocet binti. Do néj jsme dosazovali 4, 6 a 8 pro casova okna velikosti 3 a
6 meésici a pro velikost 12 meésici jsme dosadili 6 a 8. Vice o algoritmu EQQ
a moznych volbach parametru binti 1ze doc¢ist v ¢lanku Hartmana a Hlinky [24].
Vsechny parametry sestavovani sité a jejiho grafu jsou opét uvedeny v tabulce

Timto postupem dostaneme uplny graf, protoze podobnost vyvoje dvou akcii
nikdy neni presné nulové. Uplny graf je ale tplné automorfni — vsechny vrcholy
sousedi se vSemi a tedy by ndm meéreni symetrie nic neteklo.

Index Pocet
pouzitych akcii

S&P 500 391

S&P 600 348

RUSSELL 1000 612

FTSE 100 81

FTSE 250 134

Tabulka 2.1 Skute¢né pouzité pocty akcii.



V 1vodu jsme zminili, pro¢ pro zkoumani symetrii nedava smysl stavéni
maximalni kostry a také jsme zminili 2 dalsi pristupy.

Maximalni rovinny filtrovany graf je rovinny graf postupné skladany z hran
podle jejich vahy — to je od hran s néjvétsi vahou po ty nejmensi — s pravidlem, ze
kdyz by pridani hrany porusilo rovinnost grafu, je tato hrana zkratka preskocena
a do grafu se neprida. Hrany jsou do grafu pridavany tak dlouho, dokud neni
jejich pocet v ném maximalni mozny pro rovinny graf dané velikosti |11]. Takto
ziskany graf tedy nedodrzuje potadi hran dané jejich ohodnocenim a proto nam
nevyhovuje.

Strategie vitéz bere vSe je parametrizovana ¢islem t, a do vysledného grafu
zahrne vSechny hrany s vahou alespor t [10]. Takto ziskany graf ale mize byt —
a v nasem pripadé casto je — nesouvisly. To nam nevyhovuje, protoze budou-li se
v grafu vyskytovat izolované vrcholy, mohou se na sebe zobrazovat automorfismem
a tim vyznamné ovlivnit velikost automorfni grupy. Toto neplati jen pro izolované
vrcholy, ale také pro mensi komponenty, které se mohou vyskytovat iplné.

Ani jedna ze 3 zminénych metod k ziskani grafu sité nam tedy nevyhovuje.
Navrhli jsme proto 3 metody, které v nasledujici podkapitole postupné predstavime.

Parametr Hodnoty
Zdroj dat Yahoo Finance [22]
Casové obdobi 2004-01-01 az 2024-01-01
Burza NYSE,
NASDAQ,
LSE
Burzovni idnex S&P 500,
S&P 600,
RUSSELL 1000,
FTSE 100,
FTSE 250,
Typ hodnoty Adj. Close
Casové okno 3 mésice, 59 az 66 dnl

6 mésict, 121 az 132 dnil
12 mésict, 248 az 261 dnt
Posun casového okna 1 meésic
Vyjadreni podobnosti vyvoje ceny korelace,
vzajemna informace
Pocet binti pro vzajemnou informaci 4, 6, 8 pro ¢asova okna 3 a 6
6 a 8 pro casové okno 12
Cilovana hustota sité 0,2

Tabulka 2.2 Tabulka vsech parametru.



2.4 Ziskavani komponenty souvislosti

Ve vyzkumu se bézné pouzivaji sité s nizkou hustotou [7] [10]. Také bychom
proto chtéli sit s nizkou hustotou, zaroven ale chceme, aby byla sit souvisla
a skladala se z co nejvice uzli. Dale chceme, aby parametry grafu sité — konkrétné
hustota a velikost — byly napti¢ casovymi okny co nejpodobnéjsi. Rozhodli jsme se
proto ziskat nejvétsi komponentu souvislosti a cilit rtiznym zptisobem jeji hustotu
na hodnotu 0,2 a velikost na co nejvice podobnou velikosti celkové sité. Toho jsme
se snazili dosahnout tfemi metodami.

Jako prvni predstavime metodu 1, ve které postupné odebirdme hrany setazené
podle jejich vah a u toho se divame na nejvétsi komponentu s jeji hustotou.
Hrany odebirame tak dlouho, dokud nejvétsi komponenta nemé pozadovanou
hustotu, nebo dokud ndm nedojdou hrany (viz algoritmus [1).

Hlavni vyhodou této metody je stala hustota komponenty napri¢ ¢asovymi
okny.

Nevyhodou je, Ze ne vzdy lze postupnym odebiranim hran komponentu poza-
dované hustoty ziskat. To se pak odrazi v jeji velikosti, jelikoz na tu pri tomto
postupu viibec nehledime. V krajnich ptipadech — v nékterych casovych oknech
pro FTSE 100 (viz obrazek a FTSE 250 — skonc¢ime s komponentou ve-
likosti 1, na které pak nic nenamérime. I mimo tyto pripady je vSak pftilisSna
fluktuace velikosti komponenty nezadouci, protoze symetricnost sité se pomérné
obtizné normuje — kazdy vrchol navic totiz miize byt predmétem stavajich auto-
morfismii, mize zapric¢init automorfismy nové, nebo nemusi udélat ani jedno a
stavajici automorfni grupu tak nezmeénit vibec.

Algoritmus 1 Prvni metoda ziskdavani komponenty souvislosti. Pii odebirani hran
sledujeme nejvétsi komponentu souvislosti a zaroven s ni jeji hustotu. Hrany odebirame
tak dlouho, dokud nemdme souvisly graf s pozadovanou hustotou (s danou toleranci c),
nebo dokud nam nedojdou.

1: function FITDENSITY1(G, p, ¢)
2: E < hrany grafu G sefazené podle vahy

3: H + Giant(G)

4: pr < hustota H

5: 140

6: while i <len(F) & pg > p+cdo
7 € < E[Z]

8: G+ G\e

9: if e € H then

10: H <+ H\e

11: if H neni souvisly then
12: H + Giant(Q)

13: end if

14: pu < hustota H

15: end if

16: 141+ 1

17: end while

18: Vratime G, H, py
19: end function




Ve druhé metodé postupujeme ponékud priméji. Odebiranim hran postupné
ziskavame graf s hustotou stale blizsi té pozadované. Jakmile se dostaneme do
hodnoty pozadovana hustota + ¢, zacneme mérit velikost nejvétsi souvislé kompo-
nenty a pokrac¢ujeme v odebirani hran, dokud velikost komponenty neklesne, nebo
dokud se nedostaneme k pozadované hodnoté hustoty sité (viz algoritmus [2)).

Oproti minulému postupu uz nam nedélaji extrémni pripady takovy problém
a pro rozumné nastavené ¢ (zvolili jsme 0,05) dostavame grafy s relativné stalym
poc¢tem vrcholil i hustotou. Na druhou stranu nam stale délaji nejvétsi problém
konfigurace s indexy FTSE 100 (viz obréazek a FTSE 250, ohodnocené koralc-
nim koeficientem a s velikosti okna 3 mésice, kde se v nékterych casovych oknech
dostavame na témér polovinu vrchol.

Algoritmus 2 Druha metoda ziskdvani komponenty souvislosti. Odebiranim hran
ziskdme graf s maximalni ptijatelnou hustotou, poté sledujeme velikost nejvétsi kompo-
nenty a dalsim odebiranim hran se priblizujeme k pozadované hustoté, dokud se nam
nejvetsi komponenta nezmensi, nebo dokud se k pozadované hustoté nedostaneme.

1: function FITDENSITY2(G, p, ¢)
2: E + hrany grafu G serazené podle vahy
pc < hustota G
140
while i < len(F) & pe > p+cdo
e < Eli]
G+ G\e
pc < hustota G
1 i1+1
10: end while
11: H + Giant(G)
12: Vi < vrcholy H
13: Vi < Vi
14: while i < len(E) & pg > p & len(Vy) == len(V};) do
15: e <+ Eli]

16: G+ G\e

17: if e € H then

18: H <+ H\e

19: if H neni souvisly then

20: Vi < vrcholy Giant(G)
21: if len(Vy) == len(V};) then
22: H + Giant(G)

23: end if

24: end if

25: end if

26: pa < hustota G

27: 1+ 1+1

28: end while

29: H<+— H+e

30: pu < hustota H
31: Vratime G, H, py
32: end function
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Obrazek 2.1 Pocet vrchold nejvétsi komponenty souvislosti grafu sité FTSE 100
ohodnocené korelaci v ¢asovych oknech velikosti 3 mésice vytvorené metodou 1.
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Obrazek 2.2 Pocet vrcholi nejvétsi komponenty souvislosti grafu sité FTSE 100
ohodnocené korelaci v ¢dsovych oknech velikosti 3 mésice vytvorené metodou 2.
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Obrazek 2.3 Pocet vrcholi nejvétsi komponenty souvislosti grafu sité FTSE 100
ohodnocené korelaci v ¢asovych oknech velikosti 3 mésice vytvorené metodou 3.



Tteti metoda je vlastné zobecnénim druhé, nebudeme proto uvadét pseudokod,
ale pouze toto zobecnéni popiseme. Misto podminky len(Vy) == len(V};) na 14.
a 21. radku fekneme, Ze pocet vrcholil nejvétsi komponenty nesmi byt mensi, nez
néjaky t-nasobek poctu vrcholu celého grafu: len(Vy) >= t *n. My jsme zvolili
t = 0,84, ¢imz dostavame podle nas nejmensi dostatecné velkou komponentu.
Zaroven u této metody mizeme rozvolnit parametr ¢ — my jsme jej navysili
na 0,1 — protoze uz velikost nejvétsi komponenty neni dana prvnim vstupem
do while cyklu na faddku 14. Timto jsme velikosti nejvétsi komponenty souvislosti
u nejhorsich pifpadu zplostili (viz obrazek [2.3)).

2.5 Meérené veliCiny

Jesté nez za¢neme se samotnou analyzou, musime si urcit, co ptesné budeme
na jednotlivych sitich méfit. Symetrii, budeme mérit — tak jako MacArthur 7] —
pomoci automorfismu.

Definice 22 (velikost automorfni grupy). Jako velikost automorfni grupy grafu G
bereme pocet jejich prvki, tedy pocet automorfismi, které na grafu evistuji:

a = |Aut(G)|

Tato veli¢ina je silné ovlivnéna velikosti grafu, pracovali jsme proto jestée
s normovanym poctem orbit.

Definice 23 (normovany pocet orbit). Necht n je pocet vrcholi grafu G a O(G)
je mnoZina vsech orbit vsech automorfismi na grafu G. Pak jako r oznacime
normovany pocet orbit:

_10(@)] -1

" n—1

Tato definice je prezvata z ¢lanku Balla a Schulze [13]. Ptivodné normovany
pocet orbit zavedl MacArthur pod nazvem network redundancy [7] a to ve tvaru

0(G)[ -1

n

Ve svém c¢lanku pomoci néj vyhodnocoval zranitelnost sité vici atoktim. Prvky
v ramci jedné orbity si navzajem slouzi jako zalohy, kdyby byl jeden z nich napaden
[7]. My jsme zvolili verzi Balla a Schulze, protoze pokud je G asymetricky —
tedy jedinym prvkem Aut(G) je identita — pak vSechny orbity jsou velikosti 1,
|O(G)| = n a tedy r = 1, coz v puvodni MacArthurové verzi neplati.

Meérili jsme také nenormovany pocet orbit, a to jak vSech, tak téch netrivialnich
(tedy s vice nez jednim prvkem) a divali jsme se na distribuci velikost{ a slozeni
orbit.

2.6 Obarveni grafu podle GICS

Meéreni vyse uvedenych veli¢in jsme provadéli také na obarveném grafu. To zna-
mena, ze automorfismus na sebe miize zobrazovat vrcholy pouze stejné barvy.
Vrcholy jsme obarvili podle jejich GICS zatazeni [25].



GICS — zkratka pro Global Industry Classification Standard — rozdéluje
firmy podle jejich ptisobeni do 11 sektort. Zatimco americké indexy maji informaci
o svém GICS sektoru pirimo, evropské (FTSE 100 a FTSE 250) pouzivaji jiny
systém klasifikace — konkrétné ICB, tedy Industry Classification Benchmark,
ktery firmy rozdéluje do 11 odvétvi. Toto jsme vyresili jednoduchym prevedenim,
protoze 11 sektortt GICS zhruba odpovida 11 odvétvim ICB. Za zminku stoji, ze
omezenim na vrcholy stejné barvy vétsinou moc automorfismii neubylo. To dava
smysl. Tézarska firma se bude spis chovat jako jina tézarska firma, nez jako firma
provozujici sit restauraci. Pocty skutecné pouzitych akcii v jednotlivych sektorech
jsou uvedeny v tabulce |2.3]

2.7 Pouzity software

Na zavér této kapitoly zminme néstroje, které jsme v nasi praci pouzili. K naci-
tani dat a samotné analyze jsme pouzivali balicek, ktery vznikl v ramci roénikového
projektu [26] (s rozsitenim o metody ziskavani nejvétsi komponenty souvislosti).
Balicek vyuziva nékolik knihoven — za zminku stoji hlavné ty z prostredi sage
[27] — a umoznuje jednoduse parametrizovat jak pozadovana data, tak sit, kterou
chceme analyzovat.

Data nacitdme z Yahoo Finance [22] prostfednictvim pythonni knihovny
pandas-datareader [28]. K vypoc¢tu vzajemné informace jsme pouzili funkei mu-
tual_information z balicku pyCIliTS [23].

Index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
S&P 500 18 22 58 39 31 55 57 47 10 28 26
S&P 600 12 21 67 57 22 28 65 41 6 10 19
RUSSELL 1000 26 41 105 73 39 76 94 66 15 35 42
FTSE 100 2 4 19 19 7 3 19 2 1 4 1
FTSE 250 3 4 21 22 4 1 71 6 2 0 0

Tabulka 2.3 Pocty skutecné pouzitych akcii podle industridlnich sektori GICS.
1-Energy, 2-Materials, 3-Industrials, 4-Consumer Discretionary, 5—Consumer Staples,
6—Health Care, 7-Financials, 8-Information Technology, 9—-Communication Services,
10-Utilities, 11-Real Estate



3 Analyza siti

Nyni mame vse ptripraveno a mizeme pristoupit k samotné analyze. Celkem
jsme vyhodnotili 33 konfiguraci pro kazdy index. Konkrétné jsme vyhodnotili sité
ohodnocené korela¢nim koeficientem vytvorené vsemi 3 metodami, pro vSechny
3 velikosti ¢asového okna. Celkové tedy 9 konfiguraci s korelacnim koeficientem
pro kazdy index.

Sité ohodnocené vzajemnou informaci jsme taktéz vyhodnotili vSemi metodami.
U casovych oken velikost 3 a 6 jsme dosazovali parametr binti 3, 6 a 8, u caso-
vého okna velikosti 12 jsme dosazovali 6 a 8 bint. Celkové tedy 24 konfiguraci
s ohodnocenim sité vzajemnou informaci pro kazdy index.

Nize uvadime priklady, které vysly nejlépe — tedy hodnoty « a r nabyvaji
viditelné odlisnych hodnot v ¢asovych oknech obsahujici propady na svétovém
trhu. Konkrétné témito propady myslime svétovou financéni krizi let 2007 a 2008,
vypuknuti pandemie nemoci Covid-19 v bfeznu 2020 a prvni rok valky na Ukrajiné
2022.

Priklady budeme prochézet v poradi podle pouzitych metod (popsanych
v sekci 2.4) ziskani nejvétsi komponenty souvislosti. U kazdé metody ukazeme
alespon 1 priklad sité ohodnocené korelacnim koeficientem a alespon 1 priklad
sité ohodnocené vzajemnou informaci. Uvadéna hustota je vzdy zaokrouhlena
na tisiciny. U orbit, v nichz vSechny prvky patii do stejného sektoru GICS tento
sektor uvedeme.

3.1 Metoda 1

Metoda 1 cilila hodnotu hustoty, ktera po zaokrouhleni na tisiciny vzdy vysla
stejné — tedy cilena hustota 0,2 + tolerance ¢ = 0,05 — 0,25. U prochézenych
prikladi ji tedy neuvadime.

U siti ohodnocenych korela¢im koeficientem vysla nejlépe konfigurace s indexem
S&P 600 pii velikosti asového okna 12 mésict (viz obrézek [3.1)).

Nejvice vystupuje okno zahrnujici svétovou finanéni krizi (1. 10. 2007 az 1. 9.
2008) kde je velikost automorfni grupy rovna 864 automorfismt. Automorfismy zde
tvori 3 orbity velikosti 3: (CLB, HP, OII) — Energy, (HLX, NBR, PTEN) — Energy,
(MSEX, RDNT, SANM). Déle 2 orbity velikosti 2: (HLIT, PRG), (ATGE, STRA)
— Consumer Discretionary. Zbytek uz jsou orbity trivialni — tedy velikosti 1 —
konkrétné je jich 263. Sit tedy obsahuje 276 uzli.

Déle vystupuje okno zac¢inajici v podzimnim znovuuzavirani ekonomik kvli
pandemii nemoci Covid-19 (1. 11. 2020 az 1. 10. 2021). Automorfni grupa v ném
obsahuje 384 automorfismiui, které tvori 1 orbitu velikosti 3 (HTLD, HUBG,
MRTN) — Industrials, 7 orbit velikosti 2: (AEIS, VECO) — Information Technology,
(AVA, SJW) - Utilities, (AWR, NWN) - Utilities, (CEVA, COHU) - Information
Technology, (HVT, UPBD) — Consumer Discretionary, (MAC, SKT) — Real Estate,
(NBR, RES) — Energy a 224 orbit velikosti 1. Sit ma 241 uzlu.

V poradi dalsi vystupujici okno (1. 4. 2010 az 1. 3. 2011) s velikosti automorfni
grupy 240 jiz zajimavé vychyleni nevykazuje — nezasahuje ani do jedné z nami
sledovanych udalosti. Podivejme se proto na stejnou sif, kde automorfismy budou
respektovat obarveni podle GICS (viz obrézek [3.2).
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Obrazek 3.1 Velikost automorfni grupy « a normovany pocet orbit r nejvétsi kompo-
nenty souvislosti grafu sité S&P 600 ohodnocené korela¢nim koeficientem v ¢asovych
oknech velikosti 12 mésicu vytvorené metodou 1.

Zde nejvice vystupuje posledni zminéné okno (1. 11. 2020 az 1. 10. 2021), jehoz
vlastnosti se viibec nezménily — vsechny automorfismy zde existovaly uz v rdmci
stejnych GICS sektorti.

Dalsi vystupuje okno (1. 9. 2007 az 1. 8. 2008) s velikosti automorfni grupy 96
automorfismi. Ty v tomto okné tvori 1 orbitu velikosti 4: (CLB, DRQ, HLX, SM)
— Energy, 2 orbity velikosti 2: (HP, NBR) — Energy, (ATGE, STRA) — Consumer
Discretionary a 242 orbit velikosti 1. Sit ma 250 uzli.

Jako tteti vystupuje opét okno (1. 10. 2007 az 1. 9. 2008), tentokrat vSak
s velikosti automorfni grupy 72. Ta se tedy vyrazné zmensila, z orbit se zachovaly
2 velikosti 3: (CLB, HP, OII) — Energy, (HLX, NBR, PTEN) — Energy, 1 velikosti
2: (ATGE, STRA) — Consumer Discretionary a tim padem se zvétsil pocet orbit
velikosti 1 na 268. Na velikost sité obarveni nema vliv a tento parametr tak zistal
stejny — 276 uzla.

Se stejnou velikosti automorfni grupy se jesté objevuje okno obsahujici opét
znovuuzavieni ekonomik na podzim roku 2020 (1. 7. 2020 az 1. 6. 2021). To samé
plati pro stukturu automorfismi, které tvori 2 orbity velikosti 3: (NBR, RES,
SM) — Energy, (CVCO, MDC, MHO) — Consumer Discretionary, 1 orbitu velikosti
2: (ETD, HVT) — Consumer Discretionary a 251 orbit velikosti 1. Sit ma tedy
261 uzla.

Ze siti ohodnocenych vzajemnou informaci vysla nejlépe konfigurace s indexem
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Obrazek 3.2 Velikost automorfni grupy « a normovany pocet orbit r respektujici
obarveni podle GICS nejvétsi komponenty souvislosti grafu sité S&P 600 ohodnocené
korela¢nim koeficientem v ¢asovych oknech velikosti 12 mésicti vytvorené metodou 1.

S&P 600 pri velikosti ¢asového okna 6 mésicti a po¢tem binu 4 (viz obrazek .
V této konfiguraci nejvice vystupuje okno zahrnujici svétovou finanéni krizi (1. 3.
2008 az 1. 8. 2008) s velikosti automorfni grupy 96 automorfismu. Ty zde tvoii
1 orbitu velikosti 4: (CLB, DRQ, HLX, SM) — Energy, 2 orbity velikosti 2: (CRK,
HP) — Energy, (SNEX, TDS) a 311 orbit velikosti 1. Sit tedy obsahuje 319 uzlu.

Dalsi je ¢asové okno zahrnujici celosvétové uzavieni ekonomik kvili pandemii
nemoci Covid-19 (1. 3. 2020 az 1. 8. 2020) s velikosti automorfni grupy 48
automorfismu. Zde automorfismy tvori 1 orbitu velikosti 3: (CWT, MGEE, SJW)
— Utilities, 3 orbity velikosti 2: (AVA, AWR) — Utilities, (ETD, HVT) — Consumer
Discretionary, (HZO, NUS) a 283 orbit velikosti 1. Sit je tedy tvofena 292 uzly.

V poradi tfeti casové okno zahrnuje vypuknuti valky na Ukrajiné (1. 1. 2022
az 1. 6. 2022) s velikosti automorfni grupy 24 automorfismi, které tvori 1 orbitu
velikosti 3: (DRQ, HLX, PTEN) — Energy, 2 orbity velikosti 2: (AVA, NWN) —
Utilities, (CLB, RES) — Energy a 338 orbit velikosti 1. Sit mé 345 uzlu.

Jak u velikosti automorfni grupy, tak u normovaného poctu orbit si Ize vS§imnout,
ze v obdobi mezi svétovou financ¢ni krizi a pandemii nemoci Covid-19 panuje
az na par drobnych vyjimek klid.
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zacatek ¢asového okna

Obrazek 3.3 Velikost automorfni grupy « a normovany pocet orbit r nejvétsi kompo-
nenty souvislosti grafu sité S&P 600 ohodnocené vzajemnou informaci s po¢tem bint 4
v ¢asovych oknech velikosti 6 mésici vytvorené metodou 1.

3.2 Metoda 2

U druhé metody vysel ze siti ohodnocenych korelacnim koeficientem nejlépe
index RUSSELL 1000 pti velikosti okna 12 mésicu (viz obrazek . Zde nejvice
vystupuje okno obsahujici valku na Ukrajiné (1. 2. 2022 az 1. 1. 2023), kde je
velikost automofrni grupy 1728 automorfismi. Ty zde tvori 1 orbitu velikosti 4:
(CPB, CAG, GIS, K) — Consumer Staples, 2 orbity velikosti 3: (CNC, HUM, MOH)
— Health Care, (LHX, LMT, NOC) — Industrials, 1 orbitu velikosti 2: (CVX, COP)
— Energy a 569 orbit velikosti 1. Sit méa velikost 581 uzli a hustotu 0,274.

Déle vystupuje okno tésné po svétové financni krizi (1. 1. 2009 az 1. 12. 2009),
které ma velikost automorfni grupy 1152. Automorfismy zde tvori 2 orbity ve-
likosti 3: (BMY, MRK, PFE) — Health Care, (GIS, HRL, MKC) — Consumer
Staples, 5 orbit velikosti 2: (AAP, AZO) — Consumer Discretionary, (CAH, MCK)
— Health Care, (CRL, RMD) — Health Care, (CHE, WTRG), (IAC, MTCH) —
Communication Services a 532 orbit velikosti 1. Sit je tvorena 548 uzly a ma
hustotu 0,318.

V poradi podle velikosti automofrni grupy je dalsi okno, které zadny ze sle-
dovanych selhdni trhu neobsahuje (1. 6. 2013 az 1. 5. 2014). Podivame-li se
na automofrni grupu respektujici obarveni podle GICS (viz obrézek , ma
toto okno automofrni grupu mnohem mensi. Z velikosti 192 se stala 48. Zaroven
se pri respektovani obarveni zmensila i automorfni grupa okna tésné po svétové
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Obrazek 3.4 Velikost automorfni grupy « a normovany pocet orbit » komponenty
souvislosti grafu sité RUSSELL 1000 ohodnocené korelacnim koeficientem v ¢asovych
oknech velikosti 12 mésicu vytvorené metodou 2.

finanénf krizi zminéného vyse (1. 1. 2009 az 1. 12. 2009). Konkrétné z 1152 na 576.

Ze siti ohodnocenych vzdjemnou informaci vysel nejlépe index FTSE 100
pri velikosti okna 3 mésice a respektujici obarveni podle GICS (viz obrazek .
Odhadu vzajemné informace byl dan argument 6 binii.

Zde jednoznacné vystupuji 3 ¢asova okna, kazdé z nich strefuje presné udalosti,
které chceme. Okno s velikosti automorfni grupy 4 je tésné po vypuknuti valky
na ukrajiné (1. 3 2022 az 1. 5. 2022) a automorfismy tvoii 2 orbity velikosti 2:
(AAL.L, RIO.L) — Materials, (SVT.L, UU.L) — Utilities a 76 orbit velikosti 1. Sit
ma velikost 80 uzli a hustotu 0,251.

Dalsi okna (1. 6. 2008 az 1. 8 2008) a (1. 2. 2020 az 1. 4. 2020) obsahuji
svétovou finanéni krizi a vypuknuti pandemie nemoci Covid-19. Obé maji velikost
automorfni grupy 2 a obé jsou tim padem tvoreny 1 orbitou velikosti 2: (AAL.L,
ANTO.L) — Materials, resp. (SVT.L, UU.L) — Utilities a 77, resp. 78 orbitami
velikosti 1. Uzl maji sité 79, resp. 80 a jejich hustota je 0,244, resp. 0,277.

Jedinou nevyhodou tohoto prikladu je, ze automorfni grupy jsou dost malé
a tedy nelze vyloucit moznost nahodné symetrie. Na druhou stranu by se nadhodna
symetrie méla nahodné i objevovat a zde mame symetrie presné ve 3 mistech,
kterd pozorujeme. Také se vsechny 4 orbity skladaji z firem ze stejnych sektori,
coz jde proti moznosti ndhodné symetrie.
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Obrazek 3.5 Velikost automorfni grupy « a normovany pocet orbit r respektujici
obarveni nejvétsi komponenty souvislosti grafu sité RUSSELL 1000 ohodnocené korelac-
nim koeficientem v ¢asovych oknech velikosti 12 mésicti vytvorené metodou 2.

3.3 Metoda 3

U posledni metody vysel ze siti ohodnocenych korela¢nim koeficientem nejlépe
index S&P 600 a to pri velikosti okna 12 mésici (viz obrézek [3.7).

Pri tomto nastaveni viditelné vystupuje okno obsahujici svétovou finanéni krizi
(1. 10. 2007 az 1. 9. 2008). Velikost automofrni grupy je zde 96. Automorfismy
v ném tvori 1 orbitu velikosti 3: (HLX, HP, NBR) — Energy, 4 orbity velikosti 2:
(ACLS, NTCT) — Information Technology, (AORT, DDD), (CLB, CRK) — Energy,
(CRVL, LGND) — Health Care a 283 orbit velikosti 1. Sit obsahuje 294 uzlu a jeji
hustota je 0,297.

Déle vystupuje okno obsahujici valku na Ukrajiné (1. 10. 2021 az 1. 9. 2022).
Zde je velikost automofrni grupy rovna 48 a automorfismy tvoii 1 orbitu velikosti 3:
(AVA, CPK, MGEE) — Utilities, 3 orbity velikosti 2: (AWR, CWT) — Utilities,
(DRQ, WKC) — Energy, (OIl, RES) — Energy a 308 orbit velikosti 1. Sit je velika
317 uzll a jeji hustota je 0,242.

Co se siti ohodnocenych vzajemnou informaci tyce, uvadime opét konfiguraci
s indexem S&P 600, tentokrat pri velikosti okna 6 mésicu (viz obrazek .
Odhadu vzajemné informace byl dan argument 4 biny.

Viditelné vystupuje okno obsahujici valku na Ukrajiné (1. 1. 2022 az 1. 6. 2022),
velikost automofrni grupy je zde 72 automorfismii, které tvoti 2 orbity velikosti 3:
(AWR, CWT, SJW) — Utilities, (CLB, OII, RES) — Energy, 1 orbitu velikosti 2:
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Obrazek 3.6 Velikost automorfni grupy « a normovany pocet orbit r respektujici
obarveni nejvétsi komponenty souvislosti grafu sité FTSE 100 ohodnocené vzajemnou
informaci s poCtem binu 6 v ¢adsovych oknech velikosti 3 mésice vytvorené metodou 2.

(AVA, NWN) — Utilities a 330 orbit velikosti 1. Sit mé 338 vrcholu a jeji hustota
je 0,212.

Déle vystupuje okno obsahujici svétovou finanéni krizi (1. 3. 2008 az 1. 8. 2008),
kde je velikost automofrni grupy 48 a automorfismy tvori 1 orbitu velikosti 4:
(CLB, DRQ, HLX, SM) — Energy, 1 orbitu velikosti 2: (SNEX, TDS) a 312 orbit
velikosti 1. Velikost sité je 318 uzla a jeji hustota je 0,24.

Co vystup této konfigurace kazi je dalsi okno majici velikost automofrni grupy
48 (1. 5. 2019 az 1. 10. 2019). Rozdil je ve struktufe automorfismu, ty zde tvori
1 orbitu velikosti 3: (AWR, CWT, NWN) — Utilities, 3 orbity velikosti 2: (CBRL,
OMI), (CPK, MSEX) — Utilites, (MGEE, SJW) — Utilities a 323 orbit velikosti 1.
Sit obsahuje 332 uzlt a hustotu ma 0,22.

3.4 Shrnuti

Vyse uvedené priklady ukazuji, ze vyskyt symetrii ve Stock Network ziejmé
neni zcela nahodny. Nize uvadime par pozorovani o vyskytu konkrétnich orbit.
Z celkem 58 prozkoumanych orbit z nejlepsich prikladu (orbity, které se objevily v
obarveném i neobarveném grafu poc¢itame jen jednou) patiilo 26 do svétové financ¢ni
krize, 16 do pandemie nemoci Covid-19 a 16 do prvniho roku valky na Ukrajiné.
Z téchto 58 orbit obsahovalo pouze 7 firmy z rtiznych odvétvi a z téchto 7 jich
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Obrazek 3.7 Velikost automorfni grupy « a normovany pocet orbit r nejvétsi kompo-
nenty souvislosti grafu sité S&P 600 ohodnocené korela¢nim koeficientem v ¢asovych
oknech velikosti 12 mésicu vytvorené metodou 3.

6 spadalo do svétové financ¢ni krize a 1 do pandemie nemoci Covid-19. Zajimavé
je, ze zatimco v krizich 2020 a 2022 se ¢asto objevovaly orbity tvorené firmami
ze sektoru Utilities, v krizi 2008 takova orbita nebyla ani jedna. Na druhou stranu
v krizich 2008 a 2022 se ¢asto objevovaly orbity tvorené firmami ze sektoru Energy,
které se v krizi 2020 objevily pouze 2.

Jedind orbita, kterd se objevila tiikrat, byla (CLB, DRQ, HLX, SM) — Energy
a to vzdy v ¢asovém okné souvisejicim se svétovou finanéni krizi 2008. Konkrétné
to bylo v obou piikladech metody 1: (1. 9. 2007 az 1. 8. 2008) v siti ohodnocené
korela¢nim koeficientem a (1. 3. 2008 az 1. 8. 2008) v siti ohodnocené vzajemnou
informaci. Déle se objevila v tomtéz okné v siti vytvorené metodou 3 a ohodnocené
vzajemnou informaci.

Orbity, které se objevily dvakrat, byly 4. Jednalo se o (ETD, HVT) — Consumer
Discretionary, kteréd se pokazdé objevila v krizi 2020 a pokazdé v sitich vytvorenych
metodou 1. Konkrétné (1. 7. 2020 az 1. 6. 2021) v siti ohodnocené korela¢nim
koeficientem a (1. 3. 2020 az 1. 8. 2020) v siti ohodnocené vzajemnou informaci.

DAlsi orbitou, kterd se objevila dvakrat byla (SVT.L, UU.L) — Utilities a to
v oknech (1. 2. 2020 az 1. 4. 2020) a (1. 3. 2022 az 1. 5. 2022) v siti vytvorené
metodou 2 a ohodnocené vzajemnou informaci.

Tteti orbitou se dvéma vyskyty byla (ATGE, STRA) — Consumer Discretionary.
Ta se objevila pouze v sitich vytvorenych metodou 1 a ohodnocenych korelacnim
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Obrazek 3.8 Velikost automorfni grupy « a normovany pocet orbit r nejvétsi kompo-
nenty souvislosti grafu sité S&P 600 ohodnocené odhadem vzajemné informace s poctem
binti 4 v ¢asovych oknech velikosti 6 mésict vytvorené metodou 3.

koeficientem. Konkrétné v oknech (1. 9. 2007 az 1. 8. 2008) a (1. 10. 2007 az 1. 9.
2008).

Posledni takovou orbitou byla (SNEX, TDS), kter4 je tvofena firmami z riznych
sektorti — Financials a Communication Services. Tato orbita se vyskytovala vzdy
v oknech spojenych se svétovou finanéni krizi 2007 a 2008 a to v okné (1. 3. 2008 az
1. 8. 2008) v siti vytvorené metodou 1 ohodnocené vzajemnou informaci a v tom
samém okné v siti vytvorené metodou 3 opét ohodnocené vzajemnou informaci.

Ddle si lze vSimnout, ze nékteré akcie maji tendenci tvorit symetrie ¢astéji
nez jiné. Nejvice se ve sledovanych orbitach objevuje akcie se znackou CLB
a to celkem v 7 — pétkrat v oknech tykajicich se svétové financni krize 2007 a 2008:
trikrat (CLB, DRQ, HLX, SM) — Energy, (CLB, HP, OII) — Energy, (CLB, CRK)
— Energy a dvakrat v oknech tykajicich se prvniho roku vélky na Ukrajiné: (CLB,
RES) — Energy, (CLB, OII, RES) — Energy. Ackoli se ve sledované mnoziné
navyskytuje orbita (CLB, OII) — Energy, dvojice firem CLB a OII se spolu
vyskytuje ve dvou. To samé plati pro dvojici CLB a RES.

HLX se objevuje obdobné, ale v 6 orbitach — objevuje se pouze v jednom
ze zkoumanych oken tykajich se valky na Ukrajiné. Béhem financ¢ni krize 2007 a
2008 je to opét ttikrat orbita (CLB, DRQ, HLX, SM) — Energy, dale (HLX, NBR,
PTEN) — Energy a (HLX, HP, NBR) — Energy. V obdobi prvniho roku valky
na Ukrajiné je to (DRQ, HLX, PTEN) — Energy. Mtzeme si vSimnout podobného



jevu, jako u prvku CLB, tedy ze ackoli nékteré dvojice netvori vlastni orbitu,
vyskytuji se spolu v orbitach s dalsim prvkem. Jedné se o dvojice HLX a NBR a
HLX a PTEN.

Dalsi prvky uz se vyskytuji v 5 a méné orbitach, nebudeme je uvadét. Lze si ale
vSimnout, Ze symetrie, orbity jimi tvorené a prvky v nich se nevyskytuji nahodné,
a ze zirejmé opravdu reflektuji udalosti realného svéta.



4 MozZnosti nahrazeni symetrie

V této kapitole projdeme nékteré moznosti nahrazeni symetrie jinou vlastnosti
sité.

4.1 Vlastnosti nesouvisejici se symetrii

Ctenaf by mohl namitnout, pro¢ zkoumame pravé symetrie, které jsou —
v porovnani s mnoha jinymi vlastnostmi siti — pomérné vypocetné naroc¢né.
V této sekci ukazeme, Ze symetrie nelze nahradit tradi¢nimi charakteristikami
komplexnich siti, jako primérnou nejkratsi cestou a klastrovacim koeficientem.
Dalsi na seznamu by mohl byt primérny stupen, ten je ale prilis zavisly na hustoté
(a naopak) a tedy jej neuvadime. Pro nase nejlepsi priklady ukazeme pravé tyto
veli¢iny, a to v pripadé klastrovaciho koeficientu i na siti celé (na druhém grafu,
ktery metody 1-3 vraci).

Na nésledujicich strankéch si mizeme vsSimnout, ze ani u jednoho z nasich nej-
lepsich prikladl nelze symetrii vyménit za néktery z uvedenych ukazatel. Déle si
lze vsimnout podobnosti mezi klastrovacim koeficientem nejvétsich komponent
souvislosti a celych grafi. Vétsi odchylky jsou v ¢asovych oknech, kdy existovala
nezanedbatelna ¢ast grafu, kterd byla mimo nejvétsi komponentu souvislosti —
jinymi slovy nejvétsi komponenta souvislosti byla relativné mala.

Zavérem této podkapitoly muzeme tict, ze se nam symetrii prumérnou délkou
nejkratsi cesty ani klastrovacim koeficientem nahradit nepodafrilo.

30
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zacatek ¢asového okna

Obrazek 4.1 Vyvoj prumérné délky nejkratsi cesty L, klastrovaciho koeficientu C'
a klastrovaciho koeficientu C' na celé siti v porovnani s velikosti automorfni grupy
«a a normovanym poctem orbit r na siti tvorené nad indexem S&P 600 ohodnocené
korela¢nim koeficientem a vytvorené metodou 1. Délka c¢asového okna je 12 meésicu.
Pro detailnéjsi pohled na veli¢iny symetrie viz obrazek Pro porovnani se symetrii
respektujici obarveni podle GICS viz obrézek
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Obrazek 4.2 Vyvoj prumérné délky nejkratsi cesty L, klastrovaciho koeficientu C'
a klastrovaciho koeficientu C' na celé siti v porovnani s velikosti automorfni grupy
«a a normovanym poctem orbit r na siti tvorené nad indexem S&P 600 ohodnocené
vzajemnou informaci a vytvorené metodou 1. Délka casového okna je 6 meésict a
algoritmus pro odhad vzajemné informace je nastaven na pocet bint 4. Pro detailnéjsi
pohled na veli¢iny symetrie viz obrazek



L C C celé sité o r

2
1.5
>
1
DD DD NDNDNDNDENEENDENDENDDNDNDNDNDNDNDNDDND
SO OODODOODOODDDOOD DD DO OO DD DODOODOODODOODOOOOO0O oo
S OSSOSO D= mm s = s s s e —m = R0
PR 0000 oo =W R RGO 0000 o=
— O LN = O WU m—= O W —=O WU —=O WU~ O WU~ OWLh —O WU — O WU — O
1
1500
0.995
1000
3 —
0.99
500
Jj 0.985
0 A M
ST ST S v T SO T ST (S T S T ST O SO T v T S T SO T (O T S N T (O T (ST 5 N S T NS T SO 5 N S T (O T (S I 3 I\ ]
O OO OO OD OO0 OO OO0 O OO OOOOOOOO OO OO
O OO O OO OO O = om e e e e e e e e e e = = = N DN DD DN
FEEGSSIRNDOOOO—~NNDWARLAINI0POSS =N
— O LN = O WU~ OWL— O —= O WU~ O WU~ O WL — O WU —= O WU — O

zacatek ¢asového okna

Obrazek 4.3 Vyvoj prumérné délky nejkratsi cesty L, klastrovaciho koeficientu C' a
klastrovaciho koeficientu C' na celé siti v porovnani s velikosti automorfni grupy a a
normovanym poctem orbit r na siti tvofené nad indexem RUSSELL 1000 ohodnocené
korela¢nim koeficientem a vytvorené metodou 2. Délka c¢asového okna je 12 meésicu.
Pro detailnéjsi pohled na veli¢iny symetrie viz obrazek Pro porovnani se symetrii
respektujici obarveni podle GICS viz obrézek
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zacatek ¢asového okna

Obrazek 4.4 Vyvoj prumérné délky nejkratsi cesty L, klastrovaciho koeficientu C a
klastrovaciho koeficientu C' na celé siti v porovnani s velikosti automorfni grupy « a nor-
movanym poc¢tem orbit 7 na siti tvorené nad indexem FTSE 100 ohodnocené vzajemnou
informaci a vytvorené metodou 2. Délka ¢asového okna jsou 3 mésice, automorfismy
respektuji obarveni podle GICS a algoritmus pro odhad vzajemné informace je nastaven
na pocet binli 6. Pro detailnéjsi pohled na veli¢iny symetrie viz obrazek



L C C celé sité a r
2
1.5
>
1
NSNS TS T (S T ST SO T O T NS TS T S T S T SO T SO TN S T S T SO T SO SO T SO T S T S B S T SO I (S I NS I NS T (S I (S T 5
DD D DD DD DO OO OO OO0 OO0 OO OOOO0 0o oo
P R T T T s T o T O o s Qs GGG oG (oG GG o s S N T N6 T NG T NS T N
FEGISIIXRDOO~NDWARELARNI%000DD =D
— O L —m O WL = O WU —= O WU — O W~ O WU ~=LO WU~ O Wun —= O wun—\O
100
1
80
0.995
60
3 099
40
0.985
20
0.98
0
[ NSRS TS T S SO T ST N T N TS T S S T SO T O T N T T S N SO T SO T SO T S T S B NS I SO SO S I NS T \S I SS I 5
DS ODODD DD OO OO OO OO OO OO OOOOO OO o oo
OO OO OO OO O == m e e = === = NN N NN
FERASISIXRDOO~NDLARELNARNT%00DD =D
— O L —m O W = O W~ \OWnr~OWn—~ O W~ O W —~ O WU — O WU — O

zacatek ¢asového okna

Obrazek 4.5 Vyvoj primérné délky nejkratsi cesty L, klastrovaciho koeficientu C'
a klastrovaciho koeficientu C' na celé siti v porovnani s velikosti automorfni grupy
« a normovanym poctem orbit r na siti tvorené nad indexem S&P 600 ohodnocené
korela¢nim koeficientem a vytvorené metodou 3. Délka casového okna je 12 mésicii. Pro
detailnéjsi pohled na veliciny symetrie viz obrazek
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Obrazek 4.6 Vyvoj prumérné délky nejkratsi cesty L, klastrovaciho koeficientu C
a klastrovaciho koeficientu C' na celé siti v porovnani s velikosti automorfni grupy
«a a normovanym poctem orbit r na siti tvorené nad indexem S&P 600 ohodnocené
vzajemnou informaci a vytvorené metodou 3. Délka casového okna je 6 meésict a
algoritmus pro odhad vzajemné informace je nastaven na pocet bint 4. Pro detailnéjsi
pohled na veli¢iny symetrie viz obrazek



4.2 Weisfeiler-Lehmanuv test

Weisfeiler-Lehmantiv test je iteracni algoritmus, ktery dava jednosmérnou
odpoved na otazku, zda jsou 2 grafy izomorfni. Pokud da negativni odpovéd, pak
grafy urcité izomorfni nejsou. Pokud da odpovéd pozitivni, existuje dost velka
sance, ze grafy izomorfni jsou [29]. Lze jej tedy pouzit k odhadu symetri¢nosti
grafu.

Algoritmus udrzuje kazdému vrcholu hash, ten je urcen podle sousediu daného
vrcholu. Kazda iterace znamend zohlednéni dalsi vrstvy sousedi vrcholu (tedy
v prvni iteraci budou mit stejny hash vrcholy s pravé stejnym poctem sousedii
kazdého stupné) a aktualizuje se v ni hash vSech vrcholi.

K provedeni WF-testu jsme pouzili funkci weisfeiler_lehman_subgraph_hashes
z knihovny NetwrokX [30]. Ta pfitadi kazdému z vrcholi hash a vrati slovnik,
kde klice jsou vrcholy a hodnoty jsou pole s hasham v kazdé iteraci. Vrcholy se
stejnym hashem ve stejné iteraci pak pritadime do stejné orbity. Takto ziskame
mnozinu vsech aproximaci orbit O a z poctu jejich prvki uz pak primo dostaneme
normovany pocet orbit. Zaroven se znalosti mnoziny O muzeme odhadnout velikost
automorfni grupy a to pomoci nasledujiciho vzorce:

a=> ol

0e0

Kde |o| oznacuje pocet vrcholui v aproximaci orbity o.

V této sekci pustime WF-test na nasich nejlepsich prikladech z kapitoly 3
a uvedeme vysledky po jedné a dvou iteracich. Celkové jsme WF-test spoustéli
na 7 iteraci, viditelné rozdily se ale objevily pouze mezi prvni a druhou. Lze si
vsimnout, ze WF-test opravdu — oproti standardni symetrii — v nékterych
pripadech automorfismy pridava, tedy co se tyce prvni iterace. V druhé iteraci jiz
vyvoj velikosti automorfni grupy podle WF-testu témér vzdy odpovida standardni
symetrii. Jediné rozdily se objevily u 2 nasich nejlepsich prikladi a to konkrétné
u sité ohodnocené korela¢nim koeficientem s nejvétsi komponentou ziskanou
metodou 3:

e 1.4.2014 az 1. 3. 2014, velikost standardné ziskané automorfni grupy byla 1
a u grupy ziskané WF-testem byla velikost 2. Standardné ziskané orbity jsou
pouze trividlni — tedy velikosti 1 — zatimco WF-test nasel jednu orbitu
velikosti 2.

e 1.9.2021 az 1. 8. 2022, velikost standardné ziskané automorfni grupy byla
12 a u grupy ziskané WF-testem byla velikost 24. U obou zpiisobti dostavame
2 orbity velikosti 2 a 1 orbitu velikosti 3.

A u sité ohodnocené koreal¢nim koeficietem a nejvétsi komponentou ziskanou
metodou 1:

e 1.6.2020 az 1. 5. 2021, velikost standardné ziskané automorfni grupy byla
32 a u grupy ziskané WF-testem byla velikost 64. U obou zptisobii dostavame
5 orbit velikosti 2.

e 1.8.2020 az 1. 7. 2021, velikost standardné ziskané automorfni grupy byla
4 a u grupy ziskané WF-testem byla velikost 8. U obou zptisobii dostavame
3 orbity velikosti 2.



e 1. 11. 2020 az 1. 10. 2021, velikost standardné ziskané automorfni grupy
byla 384 a u grupy ziskané WF-testem byla velikost 768. U obou zpiisobi
dostavame 7 orbit velikosti 2 a 1 orbitu velikosti 3.

e 1.12.2020 az 1. 11. 2021, velikost standardné ziskané automorfni grupy byla
2 a u grupy ziskané WF-testem byla velikost 8. U obou zptsobti dostavame
3 orbity velikosti 2.

Vsimnéme si, ze az na jeden pripad — okno zacinajici 1. 12. 2020 je velikost
automorfni grupy zjisténa WF-testem dvojndsobna oproti velikosti automorfni
grupy ziskané standardnim zpiisobem.

Az na jeden pripad — okno zacinajici 1. 4. 2014 — nebylo Spatné vyhodnoceni
velikosti automorfni grupy zptsobeno nalezenim falesné orbity.

Zavérem této podkapitoly tedy miizeme tict, Ze symetrie na Stock Network lze
odhadovat WF-testem po druhé iteraci. Ackoli se WF-test od vysledkl standardni

NV/ve

ve smyslu ze by méné odpovidal udélostem realného svéta.
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WF-testu po prvni a druhé iteraci u ptikladu sité ohodnocené korelacnim koeficientem
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Obrazek 4.7 Odhad velikosti automorfn
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Zaver

Predmétem této prace bylo zkoumani symetrii na Stock Network a jejich napo-
jeni na jevy realného svéta — svétovou financni krizi let 2007 a 2008, vypuknuti
pandemie nemoci Covid-19 a nasledné uzavieni celosvétové ekonomiky a prvni
rok valky na Ukrajiné. Stock Network jsme stavéli nad 5 burzovnimi idnexy,
z nichz 3 jsou definovany na americkém a 2 na evropském trhu. Stock Network
jsme ohodnotili jak korelacnim koeficientem, tak vzajemnou informaci, kterou
jsme odhadovali algoritmem EQQ, ktery jsme spoustéli s riznymi hodnotami
parametru poc¢tu bind.

Predstavili jsme 3 metody pro ziskani grafu sité k analyze symetrie, které
na rozdil od bézné pouzivanych metod — maximélni kostry grafu, maximalniho
rovinného filtrovaného grafu a strategie vitéz bere vse — nesnizuji drasticky pocet
hran, zachovavaji poradi hran podle jejich ohodnoceni a vraceji souvisly graf, resp.
graf s rozumné velkou nejvétsi komponentou.

Na grafech takto ziskanych siti — celkové 165 — jsme spustili analyzu symetrie
to jak bez, tak s ohledem na obarveni podle industrialnich sektori GICS. Symetrii
jsme mérili velikosti automorfni grupy a normovanym poctem orbit. Prezentovali
jsme 6 nejlepsich vysledki, u kerych jsme popsali velikost automorfni grupy
a distribuci poc¢tu orbit v ¢asovych oknech odpovidajicich sledovanym udalostem
redlného svéta.

Také jsme se podivali na slozeni téchto orbit a zjistili jsme, Ze nejcastéji
v nich figuruji firmy pusobici v sektoru Energy, Utilites a Consumer Discretionary.
V oknech nalezicich k finanéni krizi 2007 a 2008 se symetrii nejéastéji ucastnily
firmy se znackami CLB a HLX (obé ptisobici v sektoru Energy). V oknech tykajicich
se pandemie nemoci Covid-19 se v orbitach nejc¢astéji objevovala firma se znackou
HVT pusobici v sektoru Consumer Discretionary. V oknech tykajicich se prvniho
roku valky na Ukrajiné v orbitdch nejcastéji byly firmy se znackami AVA a RES.
Prvni plisobi v sektoru Utilities, druhd v sektoru Energy.

U nejlepsich prikladi jsme dale vyzkousSeli symetrii nahradit primérnou nej-
kratsi cestou a klastrovacim koeficientem a ukézali jsme, Ze takto symetrii nahradit
nelze.

Také jsme symetrii vyzkouseli nahradit Weisfeiler-Lehmanovym testem, ktery
jsme spustili na 7 iteraci a zjistili jsme, ze v nasim zpiisobem ziskanych sitich jsou
rozdily pouze mezi iteraci prvni a druhou. Pomoci WF-testu jsme odhadli velikost
automorfni grupy. Vysledky druhé iterace odhadly velikost automorfni grupy
na témeér vsech nasich nejlepsich prikladech spravné. Jediné rozdily se objevily u sité
vytvorené metodou 1 a ohodnocené korelaénim koeficientem a u sité vytvorené
metodou 3, taktéz ohodnocené korelacnim koeficientem. Obé tyto sité mély velikost
Casového okna nastavenu na 12 mésici a obé jsou tvoreny nad idnexem S&P 600.
Rozdily jsme detailné popsali v podkapitole 4.2. U vétsiny se nejednalo o nalezeni
falesné orbity.

4.3 Prostor pro dalsi praci

V préci jsme na nékolika prikladech ukazali, ze se udalosti realného svéta
propisuji na symetrii vhodné postavené Stock Network. Dalsim krokem by mohlo
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byt blizsi specifikovani jak spravné Stock Network postavit, aby udalosti redlného
sveta relfektovala co nejlépe. Ukazali jsme, Ze symetrie nelze nahradit primérnou
nejkratsi cestou a klastrovacim koeficientem, dalsim krokem by mohlo byt pro-
zkoumani dalsich charakteristik. Symetrii jsme zkouseli odhadnout WF-testem,
jehoz vysledky na 2 z 8 nejlepsich priklad obsahovaly nepresnosti. Dalsim krokem
by mohlo byt nalezeni priciny téchto nepresnosti.
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