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Uvod

Ukazovanie kauzalnych vztahov je dolezité v mnohych oblastiach, predovsetkym
vo vedeckom vyskume a zdravotnictve. Existuje viacej modernych matematic-
kych metdd, ktoré skimaju kauzality. Medzi najzndmejsie patria pristupy, ktoré
vypracovali Donald Rubin, Judea Pearl, a Guido Imbens.

Donald Rubin je znamy najma vdaka vyvoju Rubinovho kauzalneho mo-
delu a modelu potencidlnych vysledkov (potential outcomes framework). Rubinov
kauzalny model riesi problém zastieracich premennych (confounding variables)
a vyberového vychylenia v observac¢nych studiach, v ktorych dochadza k odhadu
stredného tuc¢inku osetrenia, prostrednictvom porovnania vysledkov v oSetrenych
a neosetrenych skupinach. Model potencidlnych vysledkov poskytuje formalny ra-
mec na definovanie kauzalneho efektu a jeho odhadovanie pomocou pozorovanych
udajov.

Judea Pearl je priekopnikom v oblasti kauzalneho usudzovania. V roku 2011
ziskal Turingovu cenu za zasadny prinos k umelej inteligencii prostrednictvom
vyvoja kalkulu pre pravdepodobnostné a kauzalne usudzovanie. Vyvinul rdmec
strukturalneho kauzélneho modelu (structural causal model, SCM). Rémec SCM
umoznuje reprezentovat kauzalne vztahy medzi premennymi pomocou orientova-
nych acyklickych grafov (directed acyclic graph, DAG). Tento rdmec umoznuje
vyhodnocovat tc¢inok intervencii na vysledok a identifikovat kauzalne vztahy medzi
premennymi v komplexnom kauzalnom systéme.

Guido Imbens je poprednym odbornikom v oblasti kauzalneho usudzovania.
V roku 2021 bol jednym z nositelov Nobelovej ceny za prinos k analyze kauzalnych
vztahov v ekonometrii. Vyznamne prispel k rozvoju metéd porovnavania (mat-
ching methods) a insStrumentalnych premennych (instrumental variables). Metody
porovnavania sa zameriavaji na znizenie vychylenia v kauzalnom usudzovani
porovnavanim osetrenych a kontrolnych jednotlivcov na zaklade ich pozorovanych
charakteristik, zatial ¢o instrumentalne premenné sa pouzivaju na odhad kauzal-
neho efektu v pripade nepozorovaného zastierania (unmeasured confounding).

Je vSeobecne zname, ze prostriedkom pre ziskanie kauzalnych zaverov su ran-
domizované kontrolované experimenty. Niektori Statistici |1] neuznavaji kauzalne
zavery ziskané za inych okolnosti. V praxi vSak nie je vzdy mozné realizovat
randomizovany kontrolovany experiment: napriklad v niektorych zdravotnickych
studidch (fajcenie) alebo v ekonometrii. Modernd metodoldgia kauzalneho usu-
dzovania sa zaobera prave takymito situaciami; randomizovanych experimenty
v tomto kontexte predstavujua "zlaty standard”.

Prvym cielom tejto diplomovej prace je zoznamif citatela s pojmovym apa-
ratom modernych teorii kauzalneho usudzovania. St nimi model potencidlnych
vysledkov a DAGov. Prva kapitola sa zaobera modelom potencidlnych vysledkov.
Prezentovany je zakladny ramec tohto modelu, st pren uvedené rozne priklady
a vety, ktoré je mozné pouzit pri odhadovani kauzalneho efektu pomocou pozoro-
vanych udajov. Doraz je tiez kladeny na splnenie predpokladov tychto viet. Model
potencidlnych vysledkov poskytuje formélny ramec na definovanie kauzalneho
efektu a pracuje s potencidlnymi vysledkami (counterfactuals, potential outcomes).



Druhd kapitola sa venujeme orientovanych acyklickym grafom (directed acyclic
graph, DAG), ktoré st vizudlnym nastrojov pre znézornenie kauzalnych vztahov.
DAGy poméhaju identifikovat premenné, ktoré sposobuju zastieranie a ulahcuju
stanovenie suvislosti medzi premennymi aj v zlozitejsich situaciach. St prezento-
vané rozne zakladné vlastnosti DAGov a ilustrované na konkrétnych prikladoch.
Na zaver kapitoly je diskutované mozné spojenie modelu potencialnych vysledkov

a DAGov.

Druhym cielom tejto diplomovej prace je studium vztahu medzi kauzalnym
usudzovanim a klasickou ekonometriou. Z tohto dévodu sa v tretej kapitole ve-
nujeme instrumentalnym premennym, ktoré zohravaju v ekonometrii klucova
ulohu, pretoze umoznuju riesit problémy v situaciach, kedy dochadza k zastie-
raniu. To je ¢astym problémom pri kauzalnom usudzovani a vacsina tradi¢nych
metdd kvoli nemu zlyhava. Preto st metody zalozené na instrumentalnych premen-
nych délezitym matematickym konceptom, ktory mézeme pouzit pri kauzalnom
usudzovani. Zjednodusenie si mézeme inStrumentalne predstavit tak, ze suvisia
s osetrenim, ale nie s odozvou, ktoru skimame. Vdaka tomu st uzito¢né na
identifikaciu kauzalnych tc¢inkov v pritomnosti zastieracich premennych. My sa
zamierame predovsetkym na metédu dvojstupnového odhadu pomocou najmen-
sich stvorcov. Popiseme konkrétne situacie, kedy mozeme pouzit inStrumentélne
premenné a uvedieme predpoklady, na zaklade ktorych moézeme robit kauzalne
zavery. Nakoniec je uvedena simulacna studia pre vybrané situdcie.



1 Model potencialnych vysledkov

V tejto kapitole predstavime jeden z modernych pristupov pouzivanych pri
kauzalnom usudzovani. Je nim model kauzalneho usudzovania zalozeny na po-
tencidlnych vysledkoch (counterfactual model). Tento model prvykrat navrhol
Neyman [2] a neskor sa mu venoval az Rubin [3]. Pri popisovani tohto modelu
sa budeme oprierat predovsetkym o znalosti z knihy Wassermana [4] a knihy
Herndna a Robinsa [5]. Bolo pridanych niekolko vlastnych prikladov a dékazov
niektorych viet. Dalej boli oproti [4] doplnené niektoré vztahy, ktoré prispievaji
k celkovému pochopeniu modelu potencialnych vysledkov. Podkapitola tykajica
sa Simpsonovho paradoxu naviac obsahuje detailne rozobrané niektoré z moznych
situdcii pri praci s tromi premennymi. Je poskytnuty pohlad na tieto situacie
pomocou modelu potencidlnych vysledkov. Oporou pri ukazovani vztahov bola
predovsetkym |[5].

1.1 Binarne oSetrenie

Predstavme si, ze pracujeme s dvomi ndhodnymi veli¢cina X a Y. Pri skiimani
kauzalnych vztahov medzi nimi je ddlezité rozlisit pripad, kedy X je pricinou Y,
od pripadu, kedy X a Y st asociované (associated). Vieme, ze ak X je pric¢inou Y,
tak nutne X a Y st asociované (X a Y nie si nezavislé). Opacnd implikdcia vSak
nemusi platit. Pre skiimanie kauzalnych stvislosti v tejto kapitole predstavime
model potencidlnych vysledkov (counterfactual model). Tento model prvykrat
navrhol [2] a neskor sa mu venoval az [3].

Pre jednoduchost zo zaciatku uvazujme X ako bindrnu premenni, ktora
napriklad reprezentuje osetrenie. X ma hodnotu 1, ak dochédza k osetreniu a X
ma hodnotu 0, ak k oSetreniu nedochadza. Pod oSetrenim si mozeme predstavit
podavanie lieCiva, vakciny alebo napriklad fajcenie. Ak nedochadza k oSetreniu
znamena to, ze napriklad bolo podané placebo alebo ze skimany subjekt nefajci.

Po podani osetrenia néas viac¢sinou zaujima, ¢i malo nejaky vplyv na zdravie
pacienta. Premenni, ktord v sebe obsahuje vysledok/odozvu experimentu budeme
oznacovat Y. Pre rozliSenie situacie, kedy X je pric¢inou Y a situacie, kedy X a Y
su asociované, budeme pracovat s potencidlnymi vysledkami (Cy, C).Vysledok
pre situaciu, kedy nedochddza k osetreniu subjektu, s ktorym pracujeme (X = 0),
oznacime C; (napr. zdravotny stav, ak pacient dostal placebo). Vysledok pre
situdciu, kedy dochddza k oSetreniu subjektu, s ktorym pracujeme (X = 1),
ozna¢ime C] (napr. zdravotny stav, ak pacient dostal oSetrenie). Teda

v _ Cy, ak pacient nedostal osetrenie (X = 0),
| C1, ak pacient dostal oSetrenie (X = 1).

To moézeme vyjadrif aj vztahom
Y = Cy.

Tento vztah nazyvame tiez vztah konzistencie. Inymi slovami kazdy pacient ma
dva potencidlne vysledky Cy a Cj. To plati za predpokladu SUTVA (Stable



Unit Treatment Value Assumption, [6]). Ten hovori, Ze potencidlny vysledok
pre pacienta v studii nie je ovplyvneny priradenim oSetrenia inym pacientom
v studii a ze sa uvazuje len jedna verzia osetrenia.

Inymi slovami, SUTVA vyzaduje, aby medzi pacientami nedochadzalo k vza-
jomnému ovplyvnovaniu a aby neexistovali Ziadne rozdiely v oSetreni. Tento
predpoklad je rozhodujuci pre spravne vyhodnotenie kauzalnych zaverov a bu-
deme v celom texte predpokladat, ze je tento predpoklad splneny.

Priklad 1.1. Pre ujasnenie uvazujme nasledujicu populaciu:

XY Cy ¢y
0 1 1 *
0 1 1 *
1 0 * 0
1 1 * 1

Potencidlne vysledky, ktoré nepozorujeme oznacujeme znakom *. Ak je pre kon-
krétny subjekt hodnota X = 0, tak pozorujeme Cj, avSak nepozorujeme C', ktoré
predstavuje potencidlny vysledok, ktory by sme pozorovali, ak by sme sa rozhodli
subjekt osetrit (X = 1). Tiez hovorime, ze C; je kontrafaktudl (contrafactual
outcome). Potencidlne vysledky (Cp,C1) mdézeme vnimat ako premenné, ktoré
v sebe uchovajui vSetku relevantni informaciu o danom subjekte.

Podla toho, aké st hodnoty potiencalnych vysledkov rozlisSujeme styri typy
subjektov:

Typ Co O
PreZivajici 1 1
Respondenti 0 0
Anti-Respondenti 1 0
Zomierajuci 0 0

Vidime, ze pre prezivajucich (survivors) a zomierajucich (doomed), hodnota
odozvy nezavisi na tom, ¢i im bolo podané oSetrenie alebo nie. V tejto skupine
teda je kauzéalny efekt osetrenia nulovy, pretoze C; — Cy = 0. Naopak v skupine
respondentom (responders) a anti-respondentov (anti-responders) je nenulovy
kauzalny efekt medzi oSetrenim a odozvou, pretoze C; — Cy # 0. Je vsak dobré
si uvedomit, ze v praxi nevieme tieto skupiny rozlisit. Ak sa pozrieme na populaciu
v Priklade [1.1} tak nevieme ¢i je prvy subjekt prezivajuici alebo anti-respondent.
Podobne nevieme, ¢i je druhy subjekt zomierajici alebo respondent.

Definicia 1. Stredny kauzdlny efekt osetrenia (X) na odozvu (Y') definujeme
rozdielom

0 = E[C1] — E[Col.

Su aj iné sposoby, ako merat kauzalny efekt. Napriklad pre Cy,C; binarne,
definujeme kauzalny pomer Sanci ako

P(Cy=1)  P(Cy=1)

P(C,=0) " P(C, =




a kauzalne relativne riziko ako

Pre jednoduchost budeme pracovat len s strednym kauzalnym efektom 6.
Definicia 2. Asocidciu osetrenia X s odozvou Y definujeme rozdielom
a=FEY|X=1-E[Y|X =0].

Vseobecne neplati rovnost o = 6. Ak by populacia, na ktorej skiimame
odozvu Y na osetrenie X obsahovala len subjekty, ktoré prezivaju alebo zomieraju,
tak by stredny kauzélny efekt X na Y bol nulovy (6 = 0). AvSak asociacia «
nemusi byt nulova. Mézeme to vidiet na nasledujicom priklade.

Priklad 1.2. Uvazujme populaciu:

XY C ¢
o 0 o0 0
o o0 o0 o0
o o0 o0 o0
o 0 o0 0
11 1 1
11 17 1
11 1 1
11 1 1

Vidime, ze Cy = C; pre vSetky subjekty, takze oSetrenie nema ziadny efekt
na odozvu.

13 13
8 = E[Cy]— E[Cy) = gZCM - gZCOi
i=1 i=1

0+0+0+0+14+414141 0+0+04+04+1414+1+1
8 8

= 0.

Stredny kauzalny efekt je nulovy (6 = 0). Pre hodnotu asocidcie av medzi oSetrenim
X a odvozovou Y, dostavame

a = E[Y|X=1]-E[Y|X = 0]

1+1414+1 0+0+04+0
4 4 -

1.

Hodnota asociacie « sa nerovna hodnote stredného kauzalneho efektu 6. Tiez
vidime, Ze 0 nezavisi na tom, ako zvolime hodnoty osetrenia pre jednotlivé subjekty,
avsak « na tom zévisi.

Ak oznac¢ime § = C — Cj, potom mdzeme stredny kauzalny efekt X na YV
rozpisat ako

0 = E[C)] - E[Co] = E[C, — Cy] = E|d).
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Ak podmienime priradenim subjektu do skupiny, ktora je osetrena (X = 1) alebo
priradenim do kontrolnej skupiny (X = 0), dostdvame

EIX =1] = E[Ci|X = 1] - B[Gy|X = 1],
E[|X =0] = E[Cy|X = 0] — E[Cy|X = 0].

Ak dalej ozna¢ime m = P(X = 1), mdzeme E|[] rozpisat z vety o uplnej pravde-
podobnosti ako

E[5) = mE[6|X =1]+ (1 - m)E[5]X = 0]
= E[§|X =1 (1-mE[§|X = 1]+ (1 — 7)E[5|X = 0]
= B§X =1] - (1 - n)(E[]X = 1] — E[6|X = 0)]
= E[C)|X =1] - E[Cy|X =1] — (1 — 7)(E[§|X = 1] — E[§|X = 0]).

Nasledne pre « s vyuzitim vztahu Y = C'x dostavame
a=E[C|X =1] - E[Cy|X =0 =E]Y|X =1] - E[Y|X =0].
Ak teda pokrac¢ujeme v rozpise E[0] dostavame
a=FE[0|+E[Co|X =1]-E[Co| X =0]+(1—7)(E[§| X =1]-E[0| X =0]). (1.1)

Pripomenme, ze F[d] = 0 oznacuje stredny kauzalny efekt X na Y. Ak by sme teda
namiesto 6 pracovali s «, vidime dva mozné zdroje vychylenia. Prvym zdrojom
je zékladné vychylenie (baseline bias), ktoré ma tvar E[Cy|X = 1] — E[Cy| X = 0].
Druhym zdrojom je vychylenie dané rozdielnym efektom oSetrenia (differential
treatment effect bias). M4 tvar

(1 - 7)(E[S|X = 1] — E[§|X = 0]).

Tieto zdroje vychylenia st viac diskutované v [7]. Ich vyznam si priblizime v na-
sledujicom priklade.

Priklad 1.3. Uvazujme populdciu z Prikladu [1.2}

XY C ¢
o 0 o0 0
o o0 o0 o0
o 0 o0 o0
o 0 o0 0
11 1 1
11 17 1
11 17 1
11 1 1

Potom z Prikladu vieme, ze # = 0 a = 1. Zékladné vychylenie v tomto
pripade bude

1+1+141 0+040+0
4 4 N

E[Co|lX = 1] — E[Cy|X =0] = 1.

11



Vychylenie dané rozdielnym efektom oSetrenia v tomto pripade bude nulové
(populdciu tvoria len subjekty, ktoré zomieraju alebo prezivaji, d = 0 pre kazdy
subjekt). Dostavame

(1—7T)(E[5|X=1]—E[5|X:0]):(1_;)(O+OZO+O_O+OZO+0

)=0.

V tomto priklade mozeme pod osetrenim rozumief napriklad podanie lieciva
a vysledok by mohol oznacovat zlepSenie zdravotného stavu pacienta (Y = 1).
Potom by sa nam zdalo, ze dochadza k pozitivhemu uc¢inku lieciva, aj ked by
stredny kauzalny efekt bol nulovy.

Ak by sme sa rozhodli zvysif pocet osetrenych pacientov, situacia by vyzerala
nasledovne:

XY C ¢
0o 0 o0 o
o 0 o0 o
1 0 0 0
1 0 0 0
11 1 1
11 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
V tomto pripade by sa hodnota a = % — g = % znizila z 1 na %. Kauzalny

efekt by bol rovnaky, ale experimentator, ktory nerozlisuje asociaciou a kauzalitou,
by mohol ostat zméteny.

Priklad 1.4. Uvedieme este jeden priklad. Ak by nasa populacia mala tvar

XY C ¢4
o 1 1 1
o 1 1 1
1 1 0 1
1 1 0 1

Asociacia medzi X a Y by bola a = %—% =0, aj ked 0§ = %—%z %
Ak by sme sa teda v tomto pripade riadili iba na zaklade asociacie «, chybne
by sme mohli urobif zaver, ze kauzalny efekt je nulovy. Zakladné vychylenie

by v tomto pripade bude

040 1+1

BGIX =1] - BIGyX =0] = —=——1

—1.

Vychylenie dané rozdielnym efektom osetrenia v tomto pripade bude

(1= m)(BIIX = 1] = BISIX = 0)) = (1 - J)(at 220y = 2.

12



Ak by sme s nenulovou pravdepodobnostou (P(X =0) >0a P(X =1) > 0)
kazdému subjektu priradili oSetrenie ndhodne, osetrenie X je nezavislé s (Cy,Ch)
a teda plati

E[Ci|X =1] = E[C1|X =0].
V tom pripade by hodnota zédkladného vychylenia bola nulova
E[Cy|X =1] - E[Co|lX =0] = 0.

Hodnota vychylenia sposobeného rozdielnym efektom osetrenia by bola tiez nulova,
pretoze

(1—7)(E[|X =1] — E[§|X = 0]) =
(1 — 1) (E[C1]X = 1] — E[C|X = 1] — E[C1]X = 0] + E[Co|X = 0]) = 0.

Z formuly (1.1)) teda dostavame oo = E[d] = 6. Tento vysledok zhrnieme v nasle-
dujtcej vete.

Veta 1. Ak kazZdému subjektu s nenulovou pravdepodobnostou (P(X = 0) > 0
a P(X =1) > 0) priradime osetrenie ndhodne, potom je stredny kauzdlny efekt
rovny asociacii, o = 6.

Dokaz. Kedze predpokladame, zZe osetrenie je priradené nahodne, X je nezavislé

s (Cp,C1). Teda dostavame

E[ColX =1] = E[Co|X =0],
E[C)|X =1] = E[Ci|X =0].

Vieme, ze pre stredny kauzalny efekt plati

0 = E[Ci] - E[Cy)

= FE[C1|X1] — E[Cy| Xo] pretoze X je nezavislé s (Cy,C)
= E[Y|Xi] — E]Y|X,] pretoze Y = Cy
= a. [

Z Vety (1| teda dostavame, zZe ak je splneny jej predpoklad, kazdy konzistentny
odhad « je konzistentnym odhadom 6.

V pripade, Ze oSetrenie nie je priradené ndhodne (predpoklad Vety (1| je poru-
Seny), mdzeme pre stredny kauzalny efekt najst dolni a hornt hranicu. Jej tvar
dostavame po rozpise stredného kauzalneho efektu s pouzitim vety o tuplnej
pravdepodobnosti

0. = E[C] - E[C)
= 7E[CYX =1]+(1 — 7)E[C1| X =0] —7E[Cy| X =1]— (1—7) E[Co| X =0).

Vieme, ze hodnoty m, E[C,|X = 1] a E[Cy|X = 0] vieme konzistentne odhadnit.
Hodnoty E[C1]|X = 0] a E[Cy|X = 1] sa pohybujui v intervale [0,1]. Dolna hranica
preto bude mat tvar

TE[CYX =1] — 7 — (1 — 7)E[Co|X = 0.
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Horna hranica bude mat tvar
TE[C|X =1+ (1 —m) — (1 —m)E[Cy|X =0].
Sirka hranice bude
7E[C1| X =1]+(1—7)—(1—7)E[Co| X =0]— (7 E[C1|X =1] —7— (1—7) E[Cy| X =0]) =1.

V situdciach, ked mame k dispozicii dodato¢né informécie o subjektoch, moze byt
uzitoéné skumat kauzalny efekt pre konkrétnu skupinu subjektov.

Definicia 3. Pre regresor Z definujeme podmieneny kauzalny efekt ako
0, = E[C1|Z =z - FE[Cy|Z = z].
Definicia 4. Pre regresor Z definujeme podmienent asocidciu ako
a, = EYIX=17Z=z-FE[Y|X=07=z.
Priklad 1.5. Ak by nasa populacia mala tvar

Z XY Cy O
0o 0o 1 1 17

o 1 1 0 1
01 0 0 0
01 0 0 0
10 0 0 o
10 0 0 o0
11 1 1 1
11 0 1 0

hodnoty podmieneného kauzalneho efektu by boli

2 1 1
by = FE|Ci|Z=0]—-FE|Cy|lZ=0]=-—-=-
o = ElGIZ=0-BlG|Zz=01=2 -1 =1
6, = BlC\|Z=1]-E[Co|Z=1=1_2="1
1 = 114 = o4 =1=3-7=-7
Hodnoty podmienenej asociacie by boli
1 2
a = BYIX=1Z=0-E[Y|X=0Z=0=-1=—,
1 0 1
ap = E[Y|X:1,Z=1]—E[Y|X:O,Z:1]:5—525,

Vidime teda, ze 6y > 0, ale ay < 0 a podobne 0y, < 0, ale oy > 0. Pri odha-
dovani kauzalneho efektu pomocou asociacie teda musime byt opatrni, pretoze
ich znamienka sa mozu lisif.

Nech sme v situacii randomizovaného experimentu, v ktorom X je podmienene
nezavislé s (Cp,C}) pri danom Z = z pre vSetky z. Pre podmieneny kauzalny efekt
0,=FEY|X =1,7Z=z]—-FE[Y|X =0,Z = z| potom plati.

0, = FE[C1|Z =z]|— E[Cy|Z = 7]

= E[C1]X1,Z = z] — E[Cy| Xo,Z = 7]

= EY|X1,Z =z — E]Y|Xo,Z = 2| pretoze Y = Cx  (1.2)
0, = a,.

Teda podmieneny kauzalny efekt je rovny podmienenej asociacii.
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1.2 Mnohopocetné osetrenie

Pripad dichotémie pri osetreni mozeme zovseobecnit. Uvazujme teraz X € X.
Moézeme si predstavit, Ze oSetrenie bude predstavovat skiimanie véicsieho poctu
lie¢iv (X € N) alebo podévanie ur¢itého objemu lie¢iva (X € R). Namiesto kon-
trafaktudlov Cy a Cy, budeme pracovat funkciou kontrafaktualov C(x), kde C(z)
predstavuje vysledok subjektu, ktory dostal davku lie¢iva o objeme x. Pre pozoro-
vani odozvu teda plati vztah konzistencie

Y = C(X).

Namiesto stredného kauzalneho efektu 6, budeme pracovat s kauzalnou regres-
nou funkciou

Uvedomme si, ze pokial je hodnota #(z) konstantnd, kauzalny efekt je nulovy.
Ako analdgiu k asociacii o moézeme zaviest regresnt funkciu asociacie

r(z) = E[Y|X = z].

Opét mozeme konstatovat, ze ak je r(x) konstantnd, je asocidcia medzi X a Y
nulova.

Veta 2. Nech je osetrenie X ndhodne priradené nahodne. Potom 0(x) = r(z)
pre vsetky x € X.

Dokaz. Kedze predpokladame, ze osetrenie je priradené nahodne, X je nezavislé
s C(z) pre vsetky z € X. Teda dostavame

6(r) = FE[C(x)] = FE[C(x)|X = 1] pretoze X je nezavislé s C'(x)
= E[Y|X =z pretoze Y = Cy
= r(x). O

Priklad 1.6. Uvazujme populaciu na obr. Hodnoty potencialnych vysledkov
st konstantné pre vsetky x. Kauzédlna regresna funkcia bude maft tvar
01(1/’) + Cg(l’) + Cg(x) + 04(17)

0(z) = E[C(z)] = v .

Ak teda pre dany subjekt zmenime mnozstvo podavaného lieciva, vysledok sa ne-
zmeni. AvSak funkcia regresnej asocidcie r(x) = E[Y|X = z| , vytvorend z pozoro-
vanych hodnét Yy = C(X,), Yo = C(Xa), Vs = C(X3), Ya = C(Xy), nie je kon-

stantna. Vidime, ze hodnoty funkcie asociacie a kauzality sa mozu vyrazne lisit.

Priklad 1.7. Dalsiu zaujimav1 situéciu vidime na obr Uvazujeme, Ze pre oSet-
renie plati X € R. Potencidlne vysledky C;(x) su rasttuce. Teda aj kauzalna
regresnd funkcia 6(z) bude rastica. AvSak regresna funkcia asocidcie r(x) =
E[Y|X = z] bude klesajica. Vidime teda, ze ak hodnoty oSetrenia nie si prira-
dené ndhodne, trendy kauzalnej regresnej funkcie a regresnej funkcie asociacie
mozu byt opacné.
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< C4(x) <Yy e
o™ C3(X) ™ Y2 .
6(x)
[QVE Cz(X) [QVIE U Y3
- 1(x)
~ 1 Ci(x) ~ « Yy
© 4[ T T T T T © 4[ T T T T T
o 1 2 3 4 5 0o 1 2 3 4 5
X X
Obr. 1.1 VIavo: Potencidlne vysledky. Vpravo: Pozorované vysledky.

Zobrazeny je tvar regresnej funkcie kauzality a regresnej funkcie asocidcie pre mnohopo-
Cetné oSetrenie pre Priklad Vidime, Ze sa mozu ich hodnoty vyrazne lisit.

<-4 Y, <
™ A Ci(x) ™
N A / N A
. v -
o A o A
0 1 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X
Obr. 1.2 Vlavo: Potencidlne vysledky. Vpravo: Pozorované vysledky.

Zobrazeny je tvar regresnej funkcie kauzality a regresnej funkcie asociacie pre mnohopo-
Cetné oSetrenie pre Priklad Vidime, ze sa mozu ich hodnoty vyrazne lisit.

1.3 Observac¢né studie a zastrenie

Studia, v ktorej nie st hodnoty oSetrenia priradené ndhodne sa nazjva obser-
vacna Studia. V tychto studiach vela krat nie je mozné subjektu priradit hodnotu
oSetrenia. Predstavme si, ze by sme napriklad chceli skiimat vplyv fajéenia na roz-
voj rakoviny pluc (viz. napr. [8]). Ak by sme chceli urobif randomizovanu studiu,
o kazdom subjekte by sme museli ndhodne rozhodnit, ¢i bude fajcit alebo nie a ski-
mat vplyv fajéenia po dlhsi ¢asovy tsek (typicky niekolko rokov). To je v praxi
takmer nedosiahnutelné, preto si vyberame subjekty podla toho, ¢i fajcia alebo
nie. Vtedy uz ale potencidlny vysledok nemusi byt nezavisly na hodnote oset-
renia. Avsak predpokladajme, ze by sme vedeli ndjst podskupiny, v ktorych by
X a {C(x),z € X} boli nezavislé. Napriklad by sme mohli najst Tudi, ktory
st v rovnakom veku, maju rovnaké pohlavie a socidlne zazemie. V ramci tejto
podskupiny by ndm mohlo pripadat rozumné predpokladat, Ze je vyber osetrenia
(X) ndhodny. Premenné, ktoré urcuju tito podskupiny budeme nazyvat zastieracie
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(confounding) premenné (oznacime ich U). Potom mozeme situaciu vyjadrit ako

{C(z),z € X} je podmienene nezavislé s X pri danom U. (1.4)

Inymi slovami v ramci skupiny U, volba oSetrenia (X) nezavisi na potencidlnom
vysledku. Ak pozorujeme U a plati, hovorime, zZe nie je ziadne dalSie nepo-
zorované zastieranie. Tento predpoklad sa tiez nazyva predpoklad nezastierania
(unconfoundness assumation, ignorability, |9]).

Veta 3. Predpokladajme, Ze plati a nech U pochddza z rozdelenia s distri-
bucnou funkciou Fy vzhladom k Lebesgueovej miere. Potom

o(z) = /E[Y|X = 2,U = u]dFy(u). (1.5)
Dékaz. Pre kauzélnu regresnt funkeiu plati
o(z) = EIC()] = [ BIC(@)U = udFy(u)
- /E[C’(m)|X = 2,U = u]dFy (u)
— /E[Y|X = 2,U = u]dFy (u)
- / (1) dFy ().

Prvia rovnost dostavame z vety o tuplnej pravdepodobnosti. Kedze predpokladame,
ze oetrenie je v ramci skupiny Z priradené ndhodne, {C(z),z € X'} je podmiene
nezavislé s X pri danom U. Z toho dostdvame druht rovnost. Tretiu rovnost
dostavame, pretoze Y = CY. O

Z Vety 3| teda dostéavame, ze ak 7(z,z) je konzistentny odhad regresnej funkcie
r(z,z) = E[Y|X = 2,U = u], potom konzistentny odhad 6(z) je
)= 3P
x)=—Y 7(z,U;).
"=
Teda, ak r(x,u) = By + Si1x + Pou je linedrna, potom konzistentny odhad 6(x)
dostavame ako

o~

0(z) = Bo + Bz + BaU,,

kde U,, = % Y Z;a (30,51,32) su konzistentné odhady (fy,51,52)-

Porozpisanir(z) = E[Y|X = x| = [ E]Y|X = 2,U = u|dFy|x(u|zr) ju méZeme
porovnat s . Rozdiel je v tom, ze v r(z) pracujeme s podmienenou distribuénou
funkciou Fy x.

Postup, pri ktorom pocitame upraveny efekt oSetrenia pre dané skupiny
mozeme nazvat korekciou na zastieranie. Premenné, ktoré spdsobuju zastiera-
nie identifikujeme pomocou vedeckych poznatkov a konzultaciou s odbornikmi
z oblasti, ktort skimame. Aj po korekcii na premenné, o ktorych si myslime,
ze sposobuju zmétok si nemdzeme byt isty, Ze sme na nejaké premenné nezabudli.
Taktiez mozu nastat situacie, kedy premenné, ktoré prispievaju k zmatku nie sme
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schopny zmeraf. Preto by sme mali k observa¢nym studiam pristupovat opatrne.
Vysledky z observacnych studii sa stavaju doveryhodnymi, ak dostavame podobné
vysledky z viacerych studii, kazda zo studii kontroluje pravdepodobné zastieracie
faktory a existuje doveryhodné vedecké vysvetlenie pre existenciu kauzalneho
vztahu. Dobrym nastrojom ako si uvedomit, ktoré premenné mame kontrolovat
je vytvaranie DAGov (directed acyclic graphs, orientované acyklické grafy). Avsak
aj pri nich si nie vzdy moézeme byt isty ich spravnostou. DAGy budeme viac
rozoberat v dalsej kapitole.

Nez prejdeme k dalsej casti uvedieme zaujimavy postreh z ¢lanku [10], v ktorom
sa pozerame v modeli potencialnych vysledkov na problém kauzalneho usudzovania
ako na problém chybajicich pozorovani. Mozeme potom urobit paralelu medzi

e Uplne randomizovanymi kontrolovanymi experimentmi a tplne nahodne
chybajicimi pozorovaniami (MCAR, missing completely at random)

o observa¢nymi studiami, kde nie je ziadne nepozorované zmétenie a nahodne
chybajicimi pozorovaniami (MAR, missing at random)

e observacnymi studiami, kde je nejaké nepozorované zmétenie a pozorova-
niami chybajicimi nie ndhodne (MNAR, missing not at random).

1.4 Simpsonov paradox

Model s potencidlnymi vysledkami je uzitocny néstroj pre vysvetlenie Simpso-
novho paradoxu, pri ktorom dochadza k zdanlivému rozporu medzi podmienenymi
a marginalnymi pravdepodobnostami. Tento paradox prvykrat v ¢lanku popisal
[11], avSak uz predtym podobny efekt spomenul [12] a [13]. V tejto podkapitole
tiez detailne rozoberieme niektoré z moznych situdcii pri praci s tromi premennymi,
pri ktorych moze k Sipmsonovmu paradoxu dochadzat. Bude poskytnuty pohlad
na tieto situacie pomocou modelu potencialnych vysledkov. Oporou pri ukazovani
vztahov bola predovsetkym [5].

Nech X,Y,Z st dichotomické (bindrne) premenné pozorované v populédcii 100
subjektov. Pocty subjektov pre jednotlivé podskupiny nasej populacie budu

(Y =1]Y=0]Y=1]Y=0

4 16 3 12
24 28

X
X

1
0

6 7
Z=1 Z =0

Ak sa pozrieme na podskupiny pre X a Y, dostdvame

Y=1Y=0

1 7 28 35
=0 13 52 65
20 80 100
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Ak spocitame marginalny pomer Sanci toho, ze Y = 1, ked porovnavame
pripade s oSetrenim (X = 1) s pripadom bez osetrenia (X = 0) dostavame
PY=1X=1) PY=1X=0) 7 13

PY =0[X=1) " PY=0[X=0) _ 28 52

Avsak, ak spocitame pomer Sanci podmienene pre skupinu Z dostavame

PY=1X=12Z=1) PY=1X=02Z=1) 4 .6 1
PY=0X=12Z=1) PY=0X=02=1) 16 24 4
PY=1X=12=0)  PY=1X=0Z=0) 3 7 1
PY=0X=12Z=0)) P =0[X=0,2Z=0)) 12 728 4

Mohli by sme si preto mysliet, ze osetrenie X nema efekt na odozvu Y, pretoze
pomer Sanci pre X a Y je 1. Avsak, ked podmienime hodnotou Z = 0,1, pomer
sanci pre X a Y je i, teda by sa nam zdalo, zZe v ramci skupiny oSetrenie X
znizuje hodnotu odozvy Y.

Ak sa na problém pozrieme v rec¢i potencialnych vysledkov uvidime, ze k
rozporu v skutoc¢nosti nedochadza. Ak budeme predpokladat, Ze oSetrenie X
znizuje hodnotu odozvy Y malo by platit

P(C,=1Z=2) < P(Cy=1|Z = 2),
pre vietky z. Dalej plati
P(Ci=1) = Y P(Ci=1|Z=2)P(Z =2)
< ijp(co =1|Z =2)P(Z = z)
= ];(CO =1).

Dostavame, ze P(Cy; = 1) < P(Cy = 1), teda oSetrenie margindlne neznizuje
hodnotu odozvy.

Dolezité je si uvedomit, aka je struktira medzi premennymi X,Y,Z. Pre urcenie
jej tvaru nam vsak samotné pozorovania nestacia. Zalezi na tom, aky majua
jednotlivé premenné vyznam a konzultovat ich vzajomné prepojenia s odbornikmi
v danej oblasti.

Jednym z moznych scendrov je, ze premennd Z spdsobuje zastieranie (con-
founding). Situdciu moézeme znazornit pomocou orientovaného acyklikého grafu
(DAG), ktory vidime na obr. [1.3] Bodkovanou ¢iarou zndzorfiujeme, ktoré kau-
zalne prepojenie nas zaujima. V nasom pripade chceme vyhodnotit, ¢i oSetrenie
X ma kauzalny vplyv na Y. Ak by sme sa v tejto situdcii obmedzili na skiimanie
marginalneho kauzalneho efektu, dostali by sme, Ze nie je kauzdlny vztah medzi
X a Y. To by vsak nebol spravny postup. Kedze dochadza k zastieraniu, musime
vyhodnocovat kauzdlny efekt pre jednotlivé skupiny Z (podmienene na Z = z).
Tym kontrolujeme vplyv premennej Z.

Priklad 1.8. Tiez mozeme uviest konkrétny priklad. Predstavme si, ze by sme
skimali vplyv zltej farby nechtov (X) na rozvoj rakovinu plic (V). V tomto

19



Obr. 1.3 DAG v ktorom dochadza k zastieraniu (confounding), medzi osetrenim X
a odozvou Y, spésobenému premennou Z.

pripade by sa ndm po skiimani populdcie marginalne mohlo zdaf, ze zlté nechty
sposobuju rakovinu plic. To samozrejme nie je pravda. Vieme, ze fajcenie cigariet
(Z) zrejme sposobuje zltnutie nechtov a taktiez rakovinu plac. Fajcenie cigariet
(Z) je teda spolo¢nou pric¢inou pre X a Y. Ak budeme skimat kauzalny efekt
podmienene v skupine fajciarov a nefajc¢iarov, kauzalny efekt X na Y sa vytrati.
Ak si teda nie sme vedomi toho, ze dochadza k zastieraniu a pri nasich subjektoch
nepozorujeme informaciu o tom, ¢i fajcia alebo nie, dopistame sa chyby a chybne
by sme mohli vyhodnotit, Ze zlté nechty sposobuju rakovinu plic.

Ak sa na situdciu pozrieme pomocou modelu potencialnych vysledkov, chceme
vyhodnotif kauzalny efekt X na Y. To mdézeme urobif pomocou stredného kauzal-
neho efektu, ktory ma tvar

0 = E[C1] — E[Col.

Na jeho vypocet potrebujeme hodnoty potencialnych vysledkov. K dispozicii vsak
mame len hodnoty pre vypocet asociacie

a=E[Y|X =1] - E[Y]X =0].

Ak by platilo, ze hodnoty (Cy,C1) st nezavislé s hodnotami osetrenia X, tak by sme
mohli pouzit Vetu|l|a namiesto # by sme mohli pracovat s a. V tejto situdcii vsak
nie sme, pretoze hodnoty X aj Y st zdvislé na Z (viz. obr. . Teda hodnoty X
nie su priradené nahodne. Pripomenme tiez, ze Y = C'x, teda potencialne vysledky
su zavislé na Z. Teda vseobecne neplati rovnost # = «. Ak vSak podmienime
hodnotou Z = z, veli¢ina Z prestane byt ndhodna a dostaneme sa do situacie
na obr. Teda hodnota oSetrenia X bude podmienene nezédvisld na ostatnym
veli¢inach, pri danom Z = z. Potom z dostavame, ze 0, = a,. Teda ak pra-
cujeme marginalne, asociacia nemusi odpovedat strednému kauzalnemu efektu.
Avsak ked pracujeme s podmienene pre Z = z, asocidcia odpoveda strednému
kauzalnemu efektu.

Dalsia mo7n4 situdcia je zndzornena na obr. V tomto pripade docha-
dza k mediacii (mediation) kauzalneho efektu X na Y, pomocou premennej Z.
Ak by sme teda skimali len kauzalny efekt X na Y podmienene na Z, dostali
by sme hodnotu kauzalneho efektu, ktory nie je sprostredkovany cez Z. Ten mdze
byt zanedbatelny. Nas ale zaujima celkovy kauzalny efekt X na Y, preto spravny
pristup je skiimat marginalny kauzalny efekt X na Y.

Priklad 1.9. Ak by sme napriklad u fajé¢iarov skimali vplyv odvykania od fajc¢enia
(hodnota X by bola priradend ndhodne (P(X = 0), P(X =1) > 0), X =0,
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Obr. 1.4 DAG v ktorom dochddza ku kontrole zastierania, medzi oSetrenim X a odoz-
vou Y, sposobenému premennou Z, podmienenim hodnotou Z = z.

ak jednotlivec prestal fajcit, X = 1, ak jednotlivec pokracoval faj¢it a uvazujeme,
ze vsetci jednotlivei dodrzali nariadenie o fajéeni) na riziko infarktu myokardu
po jednom roku (Y). Medidtorom by bola napriklad znizend hodnota hypertenzie
(Z). Zaujimalo by nés, ¢i je znizené riziko infarktu myokardu sposobené efektom
odvykania na hypertenziu.

Celkovy stredny kauzalny efekt X na Y mozeme pomocou potencidlnych
vysledkov prepisat ako

0 = E[C] — E[Cy] = E[Cy 1] — E[Co.p]
= E[Cl,Zl] — E[Cl,ZO] + E[CLZO] — E[CO’ZO]

kde Z* pre dany subjekt predstavuje potencialnu hodnotu Z, ak by hodnota
oSetrenia bola z (X = x, v nasom pripade z € {0,1}). Cy z= potom predstavuje
potencialnu hodnotu vysledky Y, ak by hodnota osetrenia X bola k a potencialna
hodnota Z by bola Z*. Potom definujeme priamy kauzalny efekt X na Y, ktory
nie je sprostredkovany cez Z, ako

E[Clyzo] - E[C[Lzo] .

Ide teda o stredny kauzalny efekt X na Y, ak by pre kazdého jednotlivca bola
hodnota Z nastavend na hodnotu, ktord by nastala, ak by sa X = 0, teda
ak by sa Z nastavilo na hodnotu Z,—y (¢o mo6ze byt 1 pre niektorych jednotlivcov
a 0 pre ostatnych).

V nasom priklade by teda priamy kauzdlny efekt odvykania od fajcenia (X)
bola hodnota, ktort dostaneme ak by sme mohli kazdej osobe priradit hodnotu
hypertenzie Z (1 alebo 0), ktort by mala, keby prestala fajc¢it (X = 0). Tato hod-
nota hypertenzie Z je znama pre osoby, ktoré skutocne prestali fajc¢it, ale zostava
neznama pre osoby, ktoré nadalej fajcili. Preto vidime, Ze E[Cp—1 ze—0] a teda
aj priamy kauzalny efekt, je veli¢ina z dvoch svetov. Dovodom je, ze zahina
kontrafaktualny vysledok indexovany dvoma hodnotami osetrenia, z =1 a x =0,
ktoré nemozu nastat stucasne pre toho istého jednotlivea v tom istom svete.

Nepriamy kauzalny efekt X na Y definujeme ako
E[Cl,Zl] - E[CLzo].
Vidime, ze aj nepriamy kauzalny efekt obsahuje veli¢inu E[C,_; z==o], ktora

je indexovana obomi hodnotami osetrenia. Vidime teda, ze celkovy kauzalny efekt
vieme rozlozit ako stucet priameho a nepriameho kauzalneho efektu.
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Ak skiimame celkovy (marginilny) kauzalny efekt X na Y, tak mozeme
pouzit Vetu [1, pretoze hodnoty X si priradené ndhodne a predpokladdme,
ze PIX =0),P(X=1)>0.

Hodnotu E[C,_; z=-0] m6zeme z vety o tplnej pravdepodobnosti rozpisat ako
E[Cyey gomo) = Y E[Cype .| 2770 = 2]P(2770 = 2)
= Y E[Cy1,]P(Z"=" = 2)
= Y ElCom:|X =1,Z =2|P(Z2"" = 2)
= Y E[Coo:]|X =1,Z =2]P(Z2"=" = 2| X = 0)

= Y E[Y|X =1,Z =2P(Z = 2|X = 0).

Kde sme v druhej rovnosti pouzili, ze Cp—;, L Z*=%. V tretej rovnosti sme vy-
wzili, ze Chpey . L {X,Z} a Z% L X. Pri poslednej rovnosti pouzivame vztahy
konzistencie Y = Cx 7 a Z* = Z. Tento rozpis je pomerne technicky rozpis
a spaja v sebe model potencialnych vysledkov a DAGy. Pre hlbsie nahliadnutie
mozu slazit napriklad [5].

Podobne pre E[C,_¢ z==0] a E[Cy_y z==1] dostdvame
E[Coozr0] = S E[Y|X =02 =2P(Z = 2|X =0),

E[Comr o] = S E[Y|X =1,Z = 2P(Z = 2|X =1].

Ak by nas teda zaujimal podmieneny kauzalny efekt X na Y pri danom Z = z,
vypocitame ho suc¢tom podmieneného nepriameho a priameho kauzalneho efektu.
Nepriamy kauzalny efekt bude nulovy

E[Cx=1,Z9“=1|Z = Z] — E[szl’zm=O‘Z = Z]
—EY|X=1Z=z2-EY|X=17Z=2=0.

Tento zaver je intuitivne z obr. a obr. zrejmy. Pri podmieneni hodnotou
Z = z sa prerusi kauzalna previazanost medzi X,7Z a medzi Z,Y. Ak je naviac
priamy kauzalny efekt X na Y nulovy, je podmieneny efekt X na Y pri danom
Z = z tiez nulovy (viz. obr. . Ak je vSak priamy kauzalny efekt X na Y
nenulovy (viz. obr. , pri podmieneni hodnotou Z = z dostavame

E[szl,Zz:°|Z = Z] - E[Cz:O,Zzzo|Z = Z]
—EY|X=1Z=2-E[Y|X =0,Z=2]=0..

Preto, ak chceme vypocitat celkovy kauzalny efekt X na Y, spravny pristup je ski-
mat margindlny kauzalny efekt X na Y. Vypocet podmieneného kauzalne efektu
moze byt uzitoény, ak nas zaujima priamy kauzalny efekt X na Y. Kombinaciou
tychto pristupov mozeme skimat nepriamy kauzalny efekt X na Y. Pri skiimani
priameho a nepriameho kauzalneho efektu vsak nemusi byf struktira podobna
obr[1.5] Niektoré zlozitejsie situdcie st rozobrané napriklad v [14] a [5].
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Obr. 1.5 VIavo: Mediicia efektu X na Y prostrednictvom Z. Naviac je nenulovy
priamy efekt X na Y. Vpravo: Medidcia bez priameho efektu X na Y.

Obr. 1.6 Mediicia efektu X na Y prostrednictvom Z, bez priameho efektu X na Y,
pricom dochadza k podmieneniu hodnotou Z = z.

Moze tiez nastat situacia, kedy X a Y su spolo¢nou pricinou pre Z. Tuto
situdciu vidime na obr.[1.7} Vtedy hovorfme, ze dochddza ku kolizif a Z predstavuje
kolidujticu premennt (collider). Podmieneny kauzalny efekt X na Y by v tomto
pripade daval nespravny vysledok, ze existuje kauzalny vztah medzi X a Y,
aj ked by v skutocnosti ziaden vztah neexistoval. Spravne by sme v tejto situdcii
mali pouzif marginalny kauzalny efekt X na Y.

Priklad 1.10. Prikladom situdcie z obr[1.7] by mohlo byt skimanie vztahov medzi
genetickym faktorom (X)), znecistenim ovzdusia (Y) a rakovinou (7). Znecistené
ovzdusie aj genetické faktory zrejme si pri¢inou rakoviny. Sticasne sa nezda byt
rozumné predpokladat kauzélny vztah medzi genetickymi faktormi a znecistenym
ovzdusim. Avsak, ak by sme podmienene skiimali populdciu Tudi, ktori maja
rakovinu, mohli by sme pozorovat inverzny vztah medzi genetickymi faktormi
a znecistenym ovzdusim. Ak totiz skimane subjekt, ktory mé rakovinu a nezil
v znecistenom ovzdusi, pravdepodobnou pric¢inou rakoviny by mohli byt genetické
faktory. Chybne by sa nam teda mohlo zdaf, Ze existuje kauzalny efekt medzi
genetickymi faktormi a znecistenim zivotného prostredia. Vychylenie kauzalne
efektu, ktoré nastava v situacii kedy podmienime spoloénym efektom nazyvame
vyberovym vychylenim (selection bias).

Obr. 1.7 Kolizia X a Y v premennej Z.
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Obr. 1.8 Kolizia X a Y v premennej Z, pri ktorej podmienujeme hodnotou Z = z.

Ak sa na situdciu pozrieme pomocou modelu s potencidlnymi vysledkami,
mozeme pre vypocet margindlneho kauzalneho efektu X na Y pouzit Vetu
pretoze hodnota X je nezavisla na ostatnych veli¢inach (P(X = 0), P(X =1) > 0).
Dostavame teda, ze # = « a teda marginalny kauzalny efekt odpoveda strednému
kauzdlnemu efektu X na Y. V nasej situdcii (viz. obr. by teda kauzalny efekt
X na Y bol nulovy. Ak by sme podmienili hodnotu Z = z, podmieneny kauzélny
efekt X na Y by v niektorej podskupine z mohol byt nenulovy, aj ked X a Y
nie su kauzalne previazané. Pripomenme, ze pre 6 plati

6 = E[C,—Col=S E[C)—Co|Z=2=30.

Ak by sme napriklad uvazovali populaciu

Z XY Cy, O
0o 0 0 0 0

0o 0 1 1 0
11 0 0F
11 1 0 1

Stredny kauzélny efektu X na Y je pre tito populdciu nulovy (0 = 1 — 1 = 0),
avsak hodnota podmieneného kauzalneho efektu X na Y je nenulova.

1
80 — E[Cl—CO|Z:0]:—§,

1
b = BICi—ColZz=1]= 3.

Vidime teda, Ze nie nutne plati rovnost 6 = 6.. Pre vyhodnotenie stredného
kauzalneho efektu X na Y teda pouzijeme marginalny kauzalny efekt X na Y.

Obr. 1.9 Priklad DAGu pre randomizovana studiu.

Priklad struktiry pre randomizovanu stidiu mozeme vidiet na obr. Vidime,
ze hodnota oSetrenia X je nezavisla s ostatnymi veli¢cinami. Pre odhad stredného
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kauzalneho efektu X na Y teda mozeme pouzit Vetu[l] (P(X = 0), P(X =1) > 0).
Velicina Z, ktorda ma kauzalny vplyv na vysledok Y nemusi byt pozorovana, pretoze
je nezavisla s X. Oproti tomu priklad struktiry pre observacni studiu predstavuje
obr.[1.3] V tomto pripade je pre spravne vyhodnotenie kauzalne efektu X na Y
nutné pozorovat velicinu Z.

Vo vseobecnosti mozu mat kauzalne diagramy rozmanita Struktaru. Viac
sa im budeme venovat v dalsej kapitole. Z uvedenych situacii na obr. az obr.
vSak vidime, Ze analyza kauzalnych vztahov sa moze v konkrétnej situacii
vyrazne odlisovat.
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2 Orientované acyklické grafy

V tejto kapitole zavedieme orientované acyklické grafy (directed acyclic graphs,
DAGS) a uvedieme niektoré ich zédkladné vlastnosti. DAGy st oproti modelu
s potencidlnymi vysledkami dalsim nastrojom pouzivanym pri kauzalnom usudzo-
vani. Pri ich popise budeme opat vychadzat predovsetkym z knihy Wassermana
[4] a knihy Herndna a Robinsa [5]. Prinosom autora je podrobnejsie rozpisanie
niektorych situacii a pridanie vlastnych prikladov, avsak snazime sa zavedenie
novych pojmov, preto sa budeme drzat [4]. V podkapitole vychyjlenie meranim
st uvedené DAGy, ktoré vychadzaju z [5]. Na zaver kapitoly uvddzame mozné rozsi-
renie DAGov a modelu potencidlnych vysledkov, ktorym st SWIGy (Single- World
Intervention Graphs, SWIGSs, viz. [15]).

2.1 Uvod

V minulej kapitole sme videli priklady orientovanych grafov (viz. obr -
obr. Tie st suborom uzlov so Sipkami medzi niektorymi uzlami. Predstavuju
tak intuitivny sposob ako skimaf kauzalne vztahy. Z matematického pohladu po-
mocou DAGov reprezentujeme vztahy nezavislosti medzi skiimanymi premennymi.
Neskor uvidime, ze tato reprezentacia nemusi byt jednoznacna. Moze sa teda stat,
ze rozne DAGy prezentuju tie isté vztahy nezavislosti.

Pripomenme definiciu nezavislosti a podmienenej nezavislosti.

Definicia 5. UvaZujme dve ndhodne veliciny X a'Y definované na (Q,A,P).
Predpokladajme, Ze X, resp. Y pochddza z rozdelenia s distribucnou funkciou Fx (x),
resp. Fy(x). Nahodné veliciny X a'Y st nezdvislé prave vtedy ked, pre zdruZeni
distribucni funkciu ndhodnej veliciny (X,Y') plati

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) pre vsetky ,y.

Fkvivalentne, ak existuji prislusné hustoty fx(x) a fy(y) a ezistuje prislusnd
zdruZend hustota fxy(z,y) (vzhladom k Lebesqueovej miere),

fxy(y) = fx(@)fy(y) pre vietky z,y.
Budeme pouzivat znacenie X 1Y .

Definicia 6. Uvazujme ndhodne veliciny X, Y a Z definované na (Q,A,P).
Predpokladajme, Ze X, resp. Y podmienené pri danom Z, pochddza z rozdelenia
s distribucnou funkciou Fx z(x|z), resp. Fy|z(y|z). Ndhodné veliciny X a Y
st podmienene nezavislé pri danom Z prdave vtedy ked, pre podmienent zdruZeni
distribucni funkciu ndhodnej veliciny (X,Y) pri danom Z, plati

Fxyiz(2yl2) = Fx|z(x]2) Fyz(y|z) pre vsetky x,y a z.

Ekvivalentne, ak existuji prislusné podmienené hustoty fxz(x|z) a fyiz(y|2)
a existuje prislusnd podmienend zdruZend hustota fxy|z(xy|z) pri danom Z
(vzhladom k Lebesgueovej miere)

Ixyiz(xy|2) = fx)z(x]|2) fyiz(y|2) pre vsetky x,y a z.
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Z definicie podmienenej hustoty, pre spojiti ndhodnu veli¢inu, dostavame

Ixyiz(rylz) = fxyyz(@|y,2) fri1z(y|z) pre vietky z,y a 2.

Po dosadeni do fx y|z(z,y|2) teda m6zeme podmienent nezavislost ekvivalentne
definovat pomocou vztahu

fxv,z(z]y,2) = [x)z(x|z) pre vietky z,y a 2.
Budeme pouzivat znacenie X LY | Z.

Veta 4. Pre podmienent nezdvislost platia implikdcie

XLlY|Z = YLX|Z
XLY|ZaU=h(X) = ULY|Z
XLY|ZaU=h(X) = XL1Y|(UZ)

XLY | ZaXAIW|(Y.2) = XLWY)|Z
XLY|ZaX1Z = XL1(V.2).

Dékaz. Budeme uvazovat spojité rozdelenia. Ak plati, ze X 1L Y | Z, z definicie
podmienenej nezavislosti dostavame

fX,Y|Z(x7y|Z> = fX|Z<x|Z)fY|Z(y’Z)
= fY\Z(y‘Z)fX\Z(x‘Z) = fY,X\Z(y>$‘Z)> pre vSetky z,y a z.

TedaY 1L X | Z.

Pre X L Y | Z aU = h(x), z definicie podmienenej nezavislosti dostavame

Ixyiz(w,ylz) = fx1z(z|2) friz(y]2)
= gnx)z(h(x)]2) fy|2(y]2), kde g(h(z)) = f(z), pre vSetky =
= gul=(ul2) fy12(yl2) = fuy|z(u,y|2), pre vietky z,uy a 2.

TedaU LY | Z.

Chceme ukézat, ze X LY | (U,Z). Z definicie podmienenej hustoty pre spojiti
nahodnu velicinu mame

fX,Y|U,Z(Q7>y|U,Z) = fX|Y,U7Z(J7|y>UaZ>fY|U,Z(y|uaz)

= fxw.z(@|u,2) fywz(y|u,z), pretoze X LY | Z, pre vietky z,u,y a z.

Teda X LY | (U,2).

Chceme ukazat, ze X 1L (W)Y) | Z. Z definicie podmienenej hustoty pre spojiti
nahodnu veli¢inu mame

Ixwyiz(@yw|z) = fxiwy,z(@lw,y,2) fwyz(w,y|2)
= fX|Y,Z<x|yaz)fW,Y|Z(way|Z)7 pretoze X L W | (Y,2)

= fx1z(x]2) fwy|z(w,y|z), pretoze X L W | (Y,Z), pre vSetky z,w,y a 2.

Teda X L (W)Y) | Z.
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Chceme ukézat, ze X 1L (Y,Z). Z definicie podmienenej hustoty pre spojitt
nahodnu veli¢inu mame

fX,Y,Z(xayvz) = fX|Y,Z(:B|yaZ)fY7Z(y7Z)
= fx|z(x|2) fv,z(y,2), pretoze X LY | Z

= fx(z)fyv.z(y.z), pretoze X 1 Z pre vsetky =,y a z.

Teda X L (Y.Z).

2.2 DAGs

Najskor zavedieme zakladné znacenie pre pracu s grafmi a postupne sa do-
staneme az k definicii DAGu. Orientovany graf sa sklada z mnoziny vrcholov V
a mnoziny hran F, ktord tvoria usporiadané dvojice vrcholov. V nasom pripade
budt vrcholy zodpovedat nahodnym veli¢cinam a orientované hrany budu zodpo-
vedat kauzdlnym vztahom medzi ndhodnymi veli¢ina. Ak napriklad (X,Y) € E,
znamend to, ze existuje Sipka z X do Y. Ak existuje Sipka, ktord spija X a Y
v lubovolnom smere, nazveme X a Y susednymi. Ak existuje sipka z X do Y
hovorime, ze X je rodicom Y a Y je dietatom X. Mnozinu vSetkych rodicov X
ozna¢ime 7(X) (pripadne 7y ). Orientovana spojnica medzi dvomi premennymi
je subor rovnako orientovanych sipok, ktord spajaji jednu a druhd premenni (viz.

obr2.1),

Obr. 2.1 Orientovana spojnica medzi X a Y.

Postupnost susednych vrcholov, ktoré zac¢inaji v X a koncia v Y (bez ohladu
na orientdciu) nazyvame neorientovanou spojnicou. Postupnost {X,Y,Z} na obr.
tvoria neorientovani spojnicu. X je predkom Y, ak existuje orientovana
spojnica medzi X a Y. Strukttru, pri ktorej Y je predkom X aj predkom Z (viz.
obr. nazveme kolizorom v Y na spojnici {X,Y,Z}. Ak je Struktira odlisna
(viz. obr. , nazveme ju nekolizorom v Y na spojnici {XY,Z}. Vlastnost
kolizie zalez{ na spojnici. Ak budeme uvazovat Struktiru na obr. 2.4 dostdvame
kolizor v Y na spojnici {X,Y,Z}, avsak nekolizor v Y na spojnici {X,Y,W}.
Ak premenné, ktoré smeruji do kolizoru nie st susediace, hovorime, ze kolizor
je netieneny (unshielded). Orientovand spojnica, ktord zac¢ina kon¢i v rovnakej
premennej sa nazyva cyklus. Orientovany graf nazveme acyklicky, ak neobsahuje
ziadny cyklus. Orientovany acyklicky graf budeme nazyvat DAG.

O——2)

Obr. 2.2 Kolizor vY.
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O— )

Obr. 2.3 Nekolizor v Y.
Obr. 2.4 Kolizor v Y na spojnici {X,Y,Z}.

2.3 Pravdepodobnost a DAGy

Nech G je DAG s vrcholmi V = (X7, X5, ..., X}).

Definicia 7. Nech P je pravdepodobnostné rozdelenie pre V s hustotou f. Hovo-
rime, Ze P je Markovské ku G, alebo G reprezentuje P, ak

k

f) =11 f(ailm),

i=1
kde m; si rodicia X;. MnoZinu rozdeleni reprezentovanych G oznacime M(G).

Priklad 2.1. Vyznam definicie mozeme ilustrovat na DAGu na obr. 2.4, Ak by na-
priklad X,Y,Z a W predstavovali geneticky faktor, rakovinu plic, znecistenie
ovzdusia a smrf, pre hustotu pravdepodobnosti by platilo

f(v) = f(geneticky faktor, rakovina plic, znecistenie ovzdusia, smrt)
= f(geneticky faktor) - f(znecistenie ovzdusia)
- f(rakovina plic | geneticky faktor, znecistenie ovzdusia)

-f(smrt | rakovina plic)
Veta 5. Rozdelenie P € M(G) prave vtedy ked, plati Markovskd podmienka
Wiw | mw pre vsetky W,

kde W oznacuje vsetky ostatné veliciny, okrem rodicov a potomkov. Pripomenme,
zZe my oznacuje mnozinu vsetkych rodicov W.

Markovska podmienka teda zhruba hovori, Ze kazda premenna W je nezavisla
na minulosti, pri danych rodic¢och.

Priklad 2.2. Napriklad pre struktiru na obr. 2.4, Markovskd podmienka implikuje
vztahy nezavislosti

XLZaWL{X2Z}|Y.
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Priklad 2.3. Uvazujme Struktiru na obr. 2.6l Markovska podmienka implikuje
vztahy nezavislosti

Uy L{X.Y,Y* Uy}, X* L{Y,Y" U} {Ux, X}, Y L {Ux,X* Uy} X,
X L {Ux, Uy}, Y* L{XX*UxY{Uy,Y} a Uy L {Ux,X* XY}

Pri préci s kolizormi a potomkami kolizorov moézeme pouzivat d-separacné (di-
rected separation) pravidla. Ak budeme uvazovat Struktiru na obr. a na obr.
platia pravidla d-separacie.

1. Ak Y nie je kolizor, potom X a Z st d-prepojené, ale si d-separovana
pri danom Y = y.

2. Ak Y je kolizor na spojnici {X,Y,Z}, potom X a Z st d-separované, avsak
st d-prepojené pri danom Y = y.

3. Ak podmienime potomkom kolizoru, méa to rovnaky ucinok, ako keby
sme podmienili kolizorom. Teda na obr. su X a Z su d-separované,
ale su d-prepojené pri danom W = w.

Formélne mdzeme d-separaciu a d-prepojenie definovat nasledovne.

Definicia 8. Nech X a'Y su rozne a nech W je mnozina vrcholov, ktord neobsahuje
X alebo Y. Potom X a'Y su d-separované vzhladom na W, ak neexistuje Ziadna
neorientovand spojnica U medzi X a'Y takd, Ze

1. kazdy kolizor na U md potomka vo W,
2. Ziadny iny vrchol na U nie je vo W.

Ak A, B a W st réozne mnoZiny vrcholov a A a B nie su prdzdne, potom A
a B su d-separované vzhladom na W, ak pre kazdé X € AaY € B, X a Y
st d-separované vzhladom na W. MnoZiny vrcholov, ktoré nie si d-separované,
st d-prepojené.

Priklad 2.4. Ak budeme uvazovat situdciu na obr.[2.6] z pravidiel d-separacie
dostaneme

1. Ux a Uy su d-separované,
2. Ux a Uy st d-prepojené, pri danom {X*Y*},
3. Ux a Uy st d-separované, pri danom {X*Y* X}

Veta 6. Nech P je reprezentované DAGom G. Nech A,B a C' siu oddelené mnoZiny
vrcholov tohto G. Potom A 1L B | C prave vtedy ked, A a B si d-separované, pri
danom C'.

Priklad 2.5. S d-separaciou a d-prepojenim sme uz intuitivne pracovali v minulej
kapitole, ked sme skimali situdciu na obr.[1.7] V priklade, ktory sme k tomuto
obrdzku uvazovali by pre nds Veta [6] znamenala, ze ak genetické faktory X
a znecistenie ovzdusia Y su d-separovand, teda X 1L Y. Ak vsak, ked podmienime
rakovinou plic 7, si X a Y d-prepojené a pri danom Z = z, uz teda nemusia byt
nezavislé. K podobnému zaveru sme dospeli aj v minulej kapitole.
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Aj pre grafy, ktoré sa zdaju byt rozdielne moéze platit, ze implikuju rovnaké
vztahy nezavislosti.

Definicia 9. Nech G je DAG a Z(G) nech si vsetky vztahy nezavislosti implikované
G. Dva DAGy Gy a Gy st Markovsky ekvivalentné, ak Z(G1) = Z(Gs).

Pre DAG G, ozna¢ime kostrou (G) neorientovany graf, ktory dostaneme,
ak v grafe G nahradime vsetky sipky neorientovanymi hranami. Pripomenme, Ze
ak premenné, ktoré smeruju do kolizoru nie st susediace, hovorime, zZe kolizor je
netieneny (unshielded). Potom ndm nasledujica veta ddva néstroj na skiimanie
ekvivalencie DAGov.

Veta 7. Dva DAGy Gi a Gy s Markovsky ekvivalentné prdave vtedy ked,
1. kostra(G,) = kostra(Gs),
2. G1 a Gy maju rovnaké netienené kolizory.

Priklad 2.6. Ak sa pozrieme na DAGy na obr. vidime, ze maju rovnaké
kostry. Okrem DAGu vpravo dole, ostatné DAGy nemaju kolizor. Z Vety |7|st teda
tieto tri DAGy Markovsky ekvivalentné.

O——@ O——2
>0 O—0—>

Obr. 2.5 DAG vpravo dole ma kolizor Y na spojnici {X,Y,Z}. Ostatné tri DAGy
nemaju kolizor.

2.4 Vychylenie meranim

Struktira na obr. sa pouziva na vyjadrenie chyby merania (X* — X # 0,
Y* =Y #0). V tomto pripade st veli¢iny, ktoré kauzélne ovplyviuji pozorované
veli¢iny (X*,Y*) vzdjomne nezavislé (Ux 1L Uy ). Bodkovanou ¢iarou vyjadrujeme
kauzalny efekt, ktory v skutoénosti mézeme skimat (X* na Y*), aj ked by sme
chceli skimat kauzalny efekt X na Y. Tieto kauzalne efekty sa vsak mozu lisit.
Ak k tomu dochadza hovorime, ze dochadza k vychyleniu meranim.

Priklad 2.7. Mo6zeme si predstavit situaciu, kedy chceme skiimat efekt aspirinu
(X) na zapal pecene (V). K dispozicii by sme ale mali iidaje o uzivani aspirinu
a o zapalovych hodnotéch pedene z databazy (X*Y*). Pri vypliiani viak mohlo
déjst k chybam pri vkladani udajov. Veli¢iny, ktoré kauzalne ovplyviiuju chybovost
pre X,Y oznacime Ux,Uy. Predpokladdame , Ze iidaje boli vkladané roznymi fudmi,
v roznych ¢asoch, preto su Uy a Uy nezavislé.
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Ak budeme chcief vyjadrit situdciu pomocou modelu s potencidlnymi vysled-
kami a opéat sa obmedzime na pracu s binarnymi premennymi X a Y, dostavame

0 = E[C)] — E[Cy] = E[Y|X = 1] — E[Y|X = 0] = a.

Plati totiz, ze oSetrenie X je nezavislé na ostatnych velicindch a teda mézeme
pouzit Vetu (1| (P(X = 0),P(X = 1) > 0). Sme vSak v situdcii, kedy mame
k dispozicii len X* a Y*.

0 = E[C)] — B[Cy] # E[Y*|X* = 1] — E[Y*|X* = 0].

Teda vo vSeobecnosti nemdzeme bez dalsich predpokladov skimaf kauzalny efekt
X na Y, ak mame k dispozicii len hodnoty X* a Y*.

Na obr. a mozeme vidiet dva pripady situdcii, ktoré mozu nastat,
ak dochadza k nepresnému meraniu velicin X a Y. Podobne moze tiez dochadzat
k nepresnému meraniu hodnét kolizorov, méatucich veli¢in ¢i mediatorov. Tiez je
mozné zostavit struktiry DAGov, ktoré uvazuju meranie veli¢in v case. Analyza
takychto DAGov je vSak nad ramec tejto diplomovej prace. Viac o tychto témach
mozeme najst napriklad v [5].

Obr. 2.6 Chyba pri merani X a Y. Faktory Ux a Uy st nezavislé.

Obr. 2.7 Chyba pri merani X a Y. Faktory Ux a Uy st zavislé.
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2.5 DAGy a SWIGy

V minulych podkapitolach sme videli, ze DAGy poskytuju relativne jednoduchy
sposob, ako reprezentovat kauzalne vztahy medzi skimanymi velicinami. AvSak
tato reprezentacia mam svoje nedostatky. Napriklad nevieme vyjadrif velkost
kauzalneho efektu X na Y. V DAGoch tiez zobrazujeme ndhodné veli¢iny, nie kon-
trafaktudly. Podrobnejsie niektoré dalsie iskalia DAGov rozoberd napriklad [16].
Spdsobov ako zovseobecnit DAGy bolo navrhnutych niekolko viz. napriklad pristup
struktury dvojciat (twin network, [17]) alebo kontrafaktudlne grafy (contrafactual
graphs, [18]). Nie vSetky tieto rozsirenia vSak spliuju pozadované teoretické vlast-
nosti. Ako vhodné spojenie DAGov a modelu potencidlnych vysledkov sa ukazujt
byt SWIGy (Single-World Intervention Graphs, SWIGs, viz. [15]), pretoze v nich
funguje vela dolezitych teoretickych vysledky odvodenych pre DAGy a model
potencidlnych vysledkov (napriklad Markovské vlastnosti a rozsirena g-formula
zavedend v [19]). Vrcholy vo SWIGoch budi odpovedat kontrafaktualom. Inymi
slovami budeme méct v diagramoch pracovat s potencidlnymi vysledkami (Cy,C1).
S nie¢im podobnym sme sa uz stretli napr. pri analyze medidtora na obr. [1.5]
V tomto pripade sme pracovali s DAGom a danu situdciu sme sa tiez snazili
priblizif pomocou préace s potencialnymi vysledkami.

Pre jednoduchost skimajme kauzalny efekt osetrenia X na vysledok Y, pricom
uvazujeme X a Y nadobudaju hodnoty {0,1}. DAG pre tato situdciu vidime
na obr. Pri vytvarani SWIGu dochadza ku rozdelovaniu vrcholov. Namiesto
prace s ndhodnymi veli¢inami teda pracujeme s kontrafaktudlmi (viz. obr. .
Situdciu mozeme tiez vyjadrit pomocou obr. 2.10

O—

Obr. 2.8 DAG G pre skiimanie kauzalneho efektu X na Y.

Obr. 2.9 SWIGy G(,—g) a G(z—1) pre skimanie kauzalneho efektu X na Y. Horny
SWIG vyjadruje svet, v ktorom vsetky subjekty nedostali oSetrenie a dolny SWIG
vyjadruje svet, v ktorom vsetky subjekty dostali oSetrenie.

X|z——Y"

Obr. 2.10 SWIG G, pre sktimanie kauzdlneho efektu X na Y.

Analyza vlastnosti SWIGov a ich dokladnejsSie skiimanie je vSak nad ramec
tejto diplomovej prace a uvadzame ich preto, ze poskytuju rozsirenie DAGov
a modelu potencialnych vysledkov. Viac o tejto téme mozeme najst v [15].
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3 Metdéda instrumentalnych
premennych

Cielom tejto kapitoly je poskytnit nahlad na to, ako mozu byt metédy pouzi-
vané v klasickej ekonometrii pouzité pre kauzalne usudzovanie. Budeme sa zaoberat
predovsetkym instrumentdlnymi premennymi (instrumental variables, 1V'), ktoré
si beznou stucastou ekonometrickych modelov. Ukazeme, ze odhad pomocou meto-
dy najmensich stvorcov (ordinary least squares) vo vSeobecnosti nie je nestranny
ani konzistentny. Zameriame na dvojstupnovy odhad metédou najmensich stvorcov
(two-stage least squares, 2SLS), ktord pouziva instrumentélne premenné. Budeme
sa pri tom oprierat hlavne o Ciprovu knihu [20] a Ciprove skripta [21]. Uvedieme
predpoklady, pri ktorych mozeme metédu 2SLS pouzif na kauzalne usudzovanie.
Budeme pritom vychadzat z knihy Herndna a Robinsa [5] a z ¢ldnku [22]. Prino-
som autora je predovsetkym simulacnd studia uvedena na konci tejto kapitoly,
v ktorej st analyzované vybrané situacie, pre ktoré moézeme pouzif instrumentalne
premenné.

3.1 Uvod a motivacia

V klasickej linedrnej regresii pracujeme so situaciou kedy méame n nezavislych
képif ndhodnych vektorov (Y;, X1)T,i =1,...,n. Kazdé X; m4 p < n komponentov
X; = (Xi,....Xjp). Pre odozvu Y a maticu regresorov X zavadzame znacenie

Y X{
Y, XT

Dalej predpokladame, 7ze P(rank(X) = p) = 1.
Nezavislé (Y;,X;) spliuju linedrny regresny model, ak odozvu Y; vieme zapisat
v tvare

K:X?/BO_’_gia

kde Bo = (Bo1,---,B0p)" je vektor neznamych regresnych koeficientov a e1,...6,
st nezavislé ndhodné veli¢iny také, ze Fle;| X;] = 0 a var[e;] = o

Z predpokladu E[¢;|X;] = 0 dostdvame, ze F[g;X;] = 0. Teda ¢; a X;
s nekorelované. Tento predpoklad zarucuje konzistenciu a nestrannost klasického
odhadu pomocou metédy najmensich stvorcov (ordinary least squares, OLS odhad).

Ten ma tvar
Bors = (XTX)" X"y

Ak by tento predpoklad nebol splneny, teda E[e; X;] # 0, dostavame po dosadeni
za'Y

N 1. -1 1
Bovs = (X7 X7 (%o + &) = o + (£ - XiXT ) 23 X
=1

i=1
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Vo vseobecnosti F [BO 1s| # Bo a teda odhad nie je nestranny. Vo vSeobecnosti
neplati ani konzistencia odhadu. Situdciu moézeme ilustrovat na nasledujicom
priklade.

Priklad 3.1. Uvazujme model regresnej priamky prechadzajicej pociatkom
yi = Bxi + &, 1 ~ iid(0,q), €; ~ iid(0,6%), prei=1,..n,

kde znacenim 7id(u,0?) rozumieme nezavislé a rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny
so strednou hodnotou p a rozptylom o?. Prirodzene uvaZujeme ¢ > 0 a 02 > 0.
Nech E[x;g;] = v # 0 a 7 je koneéna. Potom zo slabého zékona velkych ¢isel

-1

R 12 1.

BOLSZB‘i‘(ZOCiIiT) *Zmiéiiﬁ—i—z, pre n — 0o,
ni4 n q

i=1
teda klasicky OLS odhad nie je konzistentny.

Predpoklad nekorelovanosti ¢; a X; ¢asto nebyva splneny v modeloch s chy-
bami merania (measurement error models), kde tieto chyby byvaji korelované
s rezidudlnou zlozkou. Predpoklad je tiez poruseny vo viacurovinovych modeloch,
kde pre odhadovani rovnicu existuje ind rovnica vysvetlujica urcity regresor
pomocou vysvetlujicej premennej odhadovanej rovnice. Porusenie tiez nastava
pri dynamickych modeloch s korelovanymi zlozkami, kde sa na pozicie regresorov
mozu dostat oneskorené hodnoty vysvetlujicej premennej. Nas bude zaujimat
predovsetkym situdcia, kedy dochadza k poruseniu kvoli nepozorovaniu dolezitej
zastieracej premennej (viz. obr. [3.1)).

3.2 Odhady zaloZené na instrumentalnych pre-
mennych

Metédda instrumentélnych premennych (IV metdda) sa pouziva pre ziskanie
konzistentnych odhadov parametrov v situaciach, kedy je poruseny predpoklad
nekorelovanosti ¢; a X;. Nas bude zaujimat predovsetkym situacia, kedy je do-
lezita zastieracia premennd nepozorovana. Aby sme mohli tito metédu pouzit,
musime mat k dispozicii okrem pozorovanych hodnot vysvetlovanej premennej
y; a vysvetlujucich premennych x; tiez pozorované hodnoty instrumentalnych
premennych z;, pricom kazda ma p < n komponentov z;, ...,2;, (tieto hodnoty
usporiadame do matice Z, ktorda ma n riadkov a p stipcov). Na inStrumentalne
premenné kladieme nasledujice poziadavky

1 n
=3 Zey 50, pre n — oo, (3.1)
ni3

1 n

— Z zZ; X} i Yzx, pre n — 0o, (3.2)

n;3

kde ¥ x je reguldrna matica. Volne mézeme tieto predpoklady formulovat tak,
ze instrumentalne premenné maju byt nekorelované s nahodnymi zlozkami a vy-
znamné korelované s pévodnymi vysvetlujicimi premennymi.
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Priklad 3.2. Pre jednoduchost uvazujme situaciu, kedy mame k dispozicii n ne-
zavislych, rovnako rozdelenych dvojic (V;,X;), kde

)/;l = Bl + 62Xz + &4, 1= 17“'”7
kde Ele;] = 0. Ak cov(Xj,e;) = 0, potom

cov(X,,Y;) = [ovar(X;)+0,
cov(X;,Y;)
b = var(X;)
ElY;] = B+ BE[Xi] + e,
B = EY]—BE[X].

Konzistentny OLS odhad teda dostavame ako

1 _
P X =T - T)
N ni=
52,0LS = 1 — )
(X —X)?
nzzl
BLOLS =Y BY

Ak cov(Xj,e;) # 0, potom

cov(X;,Y;) = favar(X;) + cov(X;.ei),

pricom cov(X;,e;) nevieme odhadntt z pozorovani. Ak budeme predpokladat,
ze mame k dispozicii instrumentalnu premenni Z; pre ktoru plati

cov(Z;iei) = 0,

COV(ZZ',XZ'> 7é 0.

Potom dostavame

cov(Z:,Y;) = [acov(Z;, X;) + 0,
5, = cov(Z;,Y:)
2 COV(ZZ',XZ') ’

Potom pre nezavislé a rovnako rozdelené (Y;,X;,7;), dostavame zo zakona velkych
¢isel konzistentny odhad

1
R n
52,1\/ - 1
n

kde Z = % * 1 Z;. Rovnaky odhad dostavame, ak budeme postupovat v dvoch
krokoch. Velmi volne povedané budeme v prvom kroku robit OLS regresiu X; ~ Z;
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a dostaneme predikovane hodnoty X;. V druhom kroku budeme robit OLS regresiu
Y; ~ X;. Ak postup rozpiSeme tak pre prvy krok dostavame

X M+ Y2 Zi + ui, Elug) =0,
Xi = Ji+1Z,
X = Yi + Nz,
X-X = VA2(Z¢—Z)7
1 n
T
Yo = 1 :
P

Pre druhy krok dostavame

1/2' = 61 +62X' +817

—ZX ) -Y)
b = = :

Sk -3

=1

~

Dostavame teda, ze Bg = 327 1v- Dvojstupnovy odhad, ktory sme pouzili sa tiez
spoliecha na existenciu inStrumentalnych premennych. Tomuto odhadu sa tiez
hovor{ dvojstupnovy odhad metédou najmensich Stvorcov (two stage least squares,
2SLS odhad). Viac ho budeme diskutovat v dalsej podkapitole.

V Priklade sme pre jednoduchu situéciu ilustrovali, ze pri poruseni predpo-
kladu nekorelovanosti X; a ¢; je klasicky OLS odhad nekonzistentny. Ukazali sme,
ze je mozné pouzit IV odhad, ktory pre tuto jednoduchu situaciu odpoveda 2SLS
odhadu.

Odhadom parametrov B¢ metédou instrumentalnych premennych rozumieme
odhad

B[V = (ZTX)_IZTY~

Veta 8. Odhad f3 v metodou instrumentdlnych premennych je konzistentnich
odhadom parametru By.

Dokaz. Postupnymi tipravami dostavame

Bry = (Z™X)7'Z7(XBo +€) = Bo + (ZTX) ' ZTe

n

-1 n
= Po+ <1ZZiX,-T> lzzﬂi,
ni3 ni

37



takze z predpokladov [3.1] a[3.2] plati
Bry & Bo+ 3550 = Bo, pre n — oo.
]

Dalej je mozné za velmi vieobecnych predpokladov dokazat, ze Syy je konzis-
tentnym odhadom asymptotickej rozptylovej matice odhadu 3y

Sry = sh (Z"X) 2P 7 (XT7) 7,
kde s%,, je konzistentny odhad rezidudlnej zlozky o>

» (Y =XBp)T(Y — XBpy)

STy = :
v n—p

Vsimnime si, ze odhad 3;,, m6zeme pouzit asymptociky, avsak vo vseobecnosti
nie je nestrannym odhadhom A

E[f] = E(Z"X) 2" (XBo + €)] = Bo + E[(Z"X) ' Z"¢].

Pri praktickom pouziti je vyhodou metoédy inStrumentalnych premennych,
ze nemusime pozorovaft vsetky dolezité zastieracie premenné. Na druhej strane
problematicky moéze byt vyber instrumentalnych premennych splinujicich pred-
poklady a 3.2l Ak je zavislost medzi inStrumentdlnymi a vysvetlujicimi
premennymi mald (ako je tomu pri volbe instrumentalnych premennych rovnych
1, absolutny ¢len), ziskame sice konzistentné, ale mélo eficientné odhady s velkymi
rozptylmi. Aj pri vysokej zavislosti medzi inStrumentalnymi a vysvetlujicimi
premennymi moze nastat problém, ak nebude splneny predpoklad (ako je tomu
pri extrémnom pripade, kedy X = Z), dostaneme odhady s malymi rozptylmi,
ktoré st nekonzistentné. V praxi je narocné overit, ¢i je zvolena instrumentélna
premennd naoza]j dostatoc¢ne nekorelovana s ndhodnou zlozkou modelu.

3.3 Dvojstupnovy odhad metédou najmensich
stvorcov

Dvojstupnovy odhad metédou najmensich stvorcov bol navrhnuty tak, aby
zostal konzistentny pri poruseni predpokladu nekorelovanosti X; a ¢;. K jeho
konstrukcii vSak potrebujeme instrumentalne premenné. Pracujeme v situécii,
kedy mame n nezavislych kopif ndhodného vektorku (y;, XI',ZI)T i = 1,..n.
Kazdé X; md p < n komponentov X; = (Xji,...,.X;,)" a kazdé Z; mé ¢ < n
komponentov Z; = (Zy,...,Zi,)T . Dalej pouzivame znacenie

(7 b€ z{
Yn Xg: ZT

n

Nasim cielom bude odhadnuf hodnotu neznameho koeficientov B, ak pre Y; plati
yi = X! B +ei,
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kde B = (f31,...,8,)" je vektor nezndmych koeficientov a e1,...€, st nezavislé né-
hodné veli¢iny také, ze var(e;] = 0. Tiez predpokladdme, ze Ele;X;] # 0. Nech
dalej platia predpoklady [3.1] a q > p. Posledna podmienka sa nazyva rozme-
rova podmienka identifikdcie (moze byt tiez nahradend hodnostnou podmienkou
identifikdcie). Ak chceme zarucif existenciu rozptylovej matice 2SLS odhadu
aj v pripade malého poc¢tu pozorovani, kedy nemozeme pouzivat asymptotické
vysledky, malo by dokonca platit ¢ > p + 2. InStrumentalne premenné hladdme
aj medzi regresormi X;. Ak plati, ze F[X;;&;] = 0, zaradime tento j — ¢ regresor k
Z;. Specialne medzi instrumentalne premenné zaradujeme vzdy absoltitny ¢len.
Niekedy k regresorom pridavame rovnice, ktoré ich vysvetluju, to vsak spadd pod
sustavy simultannych rovnic.

Budeme predpokladat, e P(rank(Z = q)) = 1 a P(rank(Z*X = p)) = 1.
Konstrukcia 2SLS odhadu sa vykonéva v dvoch stupnoch. V prvom stupni ziskame
vypocitané OLS odhady pomocou linearnej regresie povodnych vysvetlujicich
premennych X na inStrumentalnej premennej 7

X = 7(z"72)"' 727X,
V druhom stupni sa finalny odhad 32 s1.g Vypocita tym sposobom, zZe sa pre povodny

model nahradia vysvetlujice premenné X vypocitanymi hodnotami X a opat
sa skonstruuje OLS odhad.

Basis = X(X' X)X Y = (XTZ(2'2) ' 2"X) X Z(2"2) " 7" y.

Ak je pocet premennych Z a pocet premennych X rovnaky (p = ¢) dostédvame
z BQSLS jeho redukovani podobu A3 v

Basps = (Z"X) (X" UZ L)) X UL L) 2y = (Z7X) 2y = By,

pricom z Vety vieme, ze odhad BIV je konzistentny. Pre ¢ > p je odhad BZSLS
tiez konzisteny (viz. [21]). Odhad asymptotickej rozptylovej matice dostdvame ako

Sosrs = S551.( X Z(Z7 7)1 77 X) 7, (3.3)
kde s2g; ¢ je odhad reziduélnej zlozky o>
2 _ (y - XB2SLS>T(y - XBQSLS)
Sosps = .

n—p
V praxi sa tiez ¢asto pouziva Hausmanov test sSpecifikacie modelu, ktory
testuje, ¢i je naozaj nutné pouzivat instrumentalne premenné (alternativna hypo-
téza H1) vodéi klasickému OLS postupu (nulova hypotéza odpoveda predpokladu
Ele; X;] = 0) viz. [20].
Nakoniec podkapitoly uvedieme niekolko jednoduchych prikladov, na ktorych
ilustrujeme pouzitie 625 s & ukdzZeme, ze pouzitie klasického BO g hie je vhodné.

Prezentované priklady budu odpovedat situdciam na obr. obr. [3.2/a obr.
Priklad 3.3. Uvazujme situdciu zodpovedajtcu obr. 3.1} Nech pre jednoduchost
plati, ze

Y, = X6+ Uy + &4, ;i ~ 1id(0,1),

U; ~ 1id(0,1), Z; ~iid(0,1),

Xi|(U;,Uz;) ~ Alt(m;),

kde m; = f(U;,Z;), prei=1,..,n
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Obr. 3.1 Typicky priklad situécie, kedy Z je instrumentalnou premennou. Vplyv X
na Y je zastreny premennou U.

Hodnoty zastieracej premennej U; nie st pozorované a (3,7 si nezname nenu-
lové parametre. Nech X = (X1,..,X,)T, Z = (Zy,...,Z,)", Y = (Y,..., V)T

a nech tvar funkcie f je napriklad f(U;,Z;) = m Dalej predpokladame,
7e platia vztahy Ly XU, B0 £ 0, Lyr o x2 D20, Lyr Xe Do,

% 1 Zi(Uy + &) 2o0a % VAP ¢ il Yzx # 0, pre n — oo. Cast tychto
predpokladov je ilustracnych pre ukdzanie nekonzistencie OLS odhadu. Dalsia

¢ast prirodzene vyplyva zo situdcie na obr. 3.1} Pre klasicky OLS odhad plati
. 1
Bors = (XTX)'XTY =8+ (n ZX,?) nZXZ Uy + &),
i=1
. 0
Bors — 5_’_’75’ pre n — o0.

Vidime, ze 6 # 0, teda BOLS nie je konzistentny prlrodzene predpokladame,
ze v # 0). Pre pouzitie ,32 srs St splnené podmienky |3. n a pocet vysvetlujicich
premennych je rovny poc¢tu instrumentalnych premennych. Teda s vyzitym tychto
predpokladov dostavame

n

N X B 1& 1
Bosts = B =(Z"X)'2Y =+ (n > ZiXi> " Z Zi(Usy + &),
i=1

Basrs — B+ =B, pre n — oo.

ZZX

Odhad B,g; ¢ je teda konzistentny.

Priklad 3.4. Uvazujme situdciu zodpovedajticu obr. Oproti neprechadzaji-
cemu pripadu pozorujeme ndhradny instrument Z (surrogate instrument). Nech

X

Obr. 3.2 Situdcia, pre ktort nie je kauzalny instrument Uz porovany. Namiesto toho
pozorujeme ndhradny instrument Z.
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pre jednoduchost plati, ze

Y. = X,8+ Uy + e, € ~1id(0,1),

Us ~ iid(0,1), Uy ~ iid(0,1),

Zi|Uzi ~ 1id(Ugz;, 1), X;|(U;,Uzi) ~ Alt(m;),
kde m; = f(U;,Uz), prei=1,...,n

Hodnoty zastieracich premennych U;, Uz; nie st pozorované a (3,7 sil nezname nenu-
lové parametre. Budeme pouzivat znacenie X = (X, ..., X)), Z = (Zy, ..., Z,)7,
Y = (Y1, ...,Y,)T a nech tvar funckie f je napriklad f(U;,Uz;) = Trep(CU—Us)"
Nech dalej plati, 7e 137 X;U; B30 #0, Lyn x2 B0, Ly Xe, Do,

TlL 2 Zi(Uiy + ) 20a %Z?zl 1.6 it Yzx # 0, pre n — oo. Potom pre kla-
sicky OLS odhad podobne ako v Priklade [3.3] plati

N 1

bous = 0V =0+ (23 x0) LS v
i=1

A 0

BoLs — 5—1—7;, pre n — 0o.

Opat vidime, ze 6 # 0, teda BO s hie je konzistentny prlrodzene predpokladame,
ze v # 0). Pre pouzitie 52 sr.g SU splnené podmlenky To c¢iastocne vidime z
Dagu na obr[3.2] Vidime, Ze nie je Ziadna zastieracia premennd, ktord pdsobi medzi
Z a 'Y, naviac nie je ziaden priamy kauzdlny vzfah medzi Z a Y. Preto predpo-
kladdme, ze £+ Y0 | Z;(Uy + €;) 250, pre n — oo (predpoklad . Tiez vidime,
ze na X a Z posobi rovnaka nepozorovand zastieracia premennda Uz. To je dovod,
pre ktory je prirodzené predpokladat, ze % tZiX, LYy # 0, pre n — o0
(predpoklad . S vyzitym tychto predpokladov podobne ako v Priklade

dostavame

-1

A A _ 1 n 1 n

62SLS - 51\/ = (ZTX) 7Y = B+ (n Z ZiXi) E Z Zi(Uﬂ + 61‘),
i=1 i=1

. P 0
Bosis & B+ — =B, pren— oo
zZX

Odhad B,g; ¢ je teda konzistentny.

Uvedieme este jeden priklad, v ktorom opat mdézeme pouzit inStrumentalne
premenné.

Priklad 3.5. Uvazujme situaciu zodpovedajici obr. Opét pozorujeme nah-
radny instrument Z. Ten vsak mozeme vhodne pouzit, len ak do 2SLS odhadi
podmienime hodnotou S = s. Nech pre jednoduchost plati, ze

Y = X8+ Uiy + &4, &; ~ 1id(0,1),

U; ~iid(0,1), Uz~ iid(0,1),

Zi ~ iid(0,1), S;|(UpUzi) ~ iid(Uy; + Zi,1),
Xi|(UnUy) ~ Alt (),

kde m; = f(U;,Uz), prei=1,...n
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Hodnoty zastieracich premennych U;, Uz; nie st pozorované a 3,y si nezname
nenulové parametre. Oproti prechadzajicim pripadom vsak pozorujeme premennt
S, ktora posobi ako kolizor medzi premennymi Uy a Z. Nech X = (X1, ..., X,,)7T,
7= (Zy,...72,)", Y = (Y1, ..., Y,)T anech tvar funkcie f je napriklad f(U;,Uz;) =

o . /v n P n P
m Nech dalej plati, ze = >0 X;U; — 0 #0, 23 X? = n #0,

% X L 0, pre n — o0o. Potom podobne ako v Prikladoch a plati,
ze klasicky OLS odhad nie je konzistentny. Pre 2SLS odhad budeme postupovat
podobne ako v prechadzajicom priklade, avsak podmienime hodnotou S = s.
Nasu populaciu teda rozdelime do skupin podla premennej S. Pod oznacenim
Y2, X7, Z7,U7 e budeme rozumiet hodnoty danych veli¢in, ak S = s. Nech dalej
v zhode s obr. 3.3 plati LS, Z8(Usy +5) D 0a Ly, Z:X5 B Nype # 0,
pre n — oo. Pre 2SLS odhad v prvom stupni ziskame vypocitané OLS odhady
pomocou linearnej regresie poévodnych vysvetlujucich premennych X na instru-
mentalne premenné 7, pricom pracujeme len s vybranou populaciou v ktorej

S =s.
X =Z(2"7)"'77X.

V druhom stupni sa findlny odhad B2 s1.g Vypocita tym sposobom, zZe sa pre povodny
model nahradia vysvetlujice premenné X vypocitanymi hodnotami X a opat
sa skonstruuje OLS odhad (vo vybranej populacii pre ktori S = s). Po tuprave
dostavame

p — 1 S vS s s s
,32SLS = ﬁlv:(ZTX) 1ZY:5+ (nZZiXi> EZZZ'(U@"Y—’_@)‘
i=1 i=1

. ) . - . P
Pretoze pracujeme vo vybranej populacii pre ktora S = s, % riZ%l = 0

P .
a =3 Z5X; = Yyxs #0, pre n — co. Dostévame teda

A P
Bosrs — B+

= [, pre n — oo.
Yizx

Vsimnime si, ze zasadny vplyv toho, Zze pracujeme vo vybranej populacii v ktorej
S = s je predovsetkym na predpoklad %ZZZI Z7 X7 i Yizxs # 0, pre n — oo.
Predpoklad % S, Z2(Uby+e3) L 0, pre n — oo, by mal platit v celej populacii.

Uvedené odhady asymptotickych rozptylovych matic pre ,@25 s & B v sa spolie-
haju na predpoklad homoskedasticity. Ak je tento predpoklad poruseny, je mozné
ich nahradif zovseobecnenymi odhadmi metdédou najmensich Stvorcov s vyuzitim
inStrumentalnych premennych (generalized least squares instrumental variable
estimators, viz. [23]). Je dobré si uvedomit, Ze metéda 2SLS funguje len v pripade,
ze su vztah medzi odozvou a regresormi linearne. Ak su tieto vztahy nelinearne
je vhodné pouzit iné metédy (napriklad 2SRI viz.[24] a [25]).

3.4 Metdédy instrumentialnych premennych pre
kauzalne usudzovanie

Metody, ktoré pouzivaji instrumentalne premenné sa pouzivaju aj pri skimani
kauzdlnych vztahov. Ich vyhodou je, ze ak mame k dispozicii inStrumentélne pre-
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X

Obr. 3.3 Situacia, pre ktord je ndhradny inStrumentalna premennd Z asociovana s X
vo vybranej populacii, v ktorej S = s.

menné, moézeme skimat kauzalne vztahy aj pre pripad nepozorovaného zastierania.
Pri ich analyze budeme vychadzat predovsetkym z [5] a [22].

Situaciu na obr. si mozeme predstavit tak, ze v randomizovanom experi-
mente je Z zndhodneny indikator pre priradenie oSetrenia (1 : d4no, 0 : nie), X
je indikdtor dodrzania oSetrenia pacientom. Y je odozva a U st vSetky (niektoré
nenamerané) faktory, ktoré ovplyvnuji aj odozvu aj dodrzanie osetrenia pacientom.
Ak by sme chceli konzistentne odhadnut stredny kauzéalny efekt A na Y, museli
by sme vicsine metdd pouzivanych pre odhadnutie kauzalneho efektu (inverzné
vazenie pravdepodobnosti, Standardizécia, g-odhad, stratifikicia alebo parovanie)
pozorovat vsetky faktory U a spravne ich zahrniat do pouzitych modelov. Inak
by nase odhady kauzalneho efektu mohli byt vychylené.

Pre pouzitie IV metéd na kauzéalne usudzovanie musi byt splnenych niekolko
predpokladov:

Al : SUTVA. Tento predpoklad hovori, Zze osetrenie ovplyvnuje len jednotlivca,
ktory osetrenie dostal, a Ze neexistuju rozne verzie oSetrenia, ktoré by mali
odlisné tucinky.

A2 : Z a X nie su nezavislé.
A3 : Z neovplyviiuje Y inak ako svojim vplyvom na X.
A4 : Z a 'Y nemaju spolo¢né pric¢inu.

Predpoklad A1l sme diskutovali uz v prvej kapitole. V klasickej statistike ho mo-
zeme pripodobnit k predpokladu nezavislosti. Naviac vyzadujeme, aby existovala
len jedna verzia oSetrenia. Ak napriklad dochadza k vzajomnému ovplyvnova-
niu medzi jednotlivcami v experimente (t. j. oSetrenie, ktoré jednotlivec dostal,
ovplyviuje vysledky inych jednotlivcov), tak by bol tejto predpoklad poruseny. My
vsak v celej praci predpokladdme, Ze je tento predpoklad splneny. Predpoklad A2
je podobny predpokladu a hovori, Ze je nenulova asociacia medzi Z a X. Tento
predpoklad je v randomizovanych experimentoch prirodzeny, pretoze ocakavame,
ze priradenie oSetrenia bude mat vplyv nato, ¢i pacient oSetrenie skutoc¢ne prijme.
Tomuto predpokladu tiez hovorime podmienka relevantnosti (relevance condition).
Predpokladu A3 sa hovori obmedzenie vylicenia (ezclusion restriction) a zna-
mena, ze nie je ziadny priamy vplyv Z na Y. Pomocou potencidlnych vysledkov
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ho mozeme tiez vyjadrit tak, ze Y " = Y;"" = Y pre vSetky z a i. Ak budeme
uvazovat randomizovant studiu, ktord je dvojito zaslepend (double-blind, ani pa-
cient ani doktor nevedia, ¢i dostavaji resp. podavaju oSetrenie alebo placebo),
tak by tento predpoklad mal byt z dizajnu experimentu splneny. Predpoklad A4
mozeme vyjadrit vo forme margindlnej zamenitelnosti (marginal exchangeability),
ktora znamena, ze Y% a Z su nezavislé, pre vsetky x a z. Mozeme to chépat tak,
ze medzi Y a Z nie je ziadna premennad, ktory by sposobovala zastieranie.

Situacia na obr. zobrazuje inStrument Z, ktory ma priamy vplyv na oset-
renie X. V tejto situdcii ho tiez nazyvame kauzalnym instrumentom (causal
instrument). V tejto situdcii je predpoklad A2 splneny, pretoze Z ma kauzalny
vplyv na X. Predpoklad A3 je tiez splneny, pretoze Z nema ziaden priamy kau-
zalny vplyv (okrem vplyvu na X). Naviac neexistuje premenna premennd, ktora
by podsobila medzi Z a Y, teda je splneny tiez predpoklad A4. Niekedy vsak
kauzalny instrument Uy nie je pozorovany, preto pouzivame nahradny instrument
Z (surrogate instrument, situdcia na obr. . Ten splnuje predpoklad A2, pretoze
medzi Z a X posobi Uy ako zastieracia premenna. Predpoklad A3 je trivialne
splneny, pretoze Z nema ziaden kauzalny vplyv a predpoklad A4 je modifikovany
do podoby, ze Z a Y nemaju spolo¢nt pric¢inu, az na Uz. Na obr. je zobrazena
situacia nevsedného ndhradného instrumentu. Asocidcia medzi Z a X vznika
podmienenim hodnotou spolo¢ného dosledku Z a nepozorovaného U,. Tymto
spolo¢nym dosledkom je S. Vo vybranej populacii, ktori dostaneme podmienenim
S = s si teda Z a X asociované. Je tiez splneny predpoklad A2. Rovnako vidime,
ze nie je ziadny priamy kauzalny vzfah medzi Z a Y, teda je splneny tiez predpo-
klad A3. Predpoklad A4 je upraveny podobne ako pre situdcia na obr. ZayYy
nemaju spoloéni pri¢inu, az na Uy (pracujeme vo vybranej populdcii, kedy S = s).
Vsimnime si vSak, ze predpoklady A3 a A4 st v praxi neoveritelné. Ak sa napriklad
nachiddzame v situacii na obr. tak ak by sme napriklad chceli overif podmienku
A3 tym, ze podmienime hodnotou X = x, tak by osetrenie X posobilo ako kolizor
medzi Z a U a kedze U méa kauzalny vplyv na Y mohli by sme podmienene
pozorovat vplyv Z na Y, aj ked by v skutoc¢nosti ziaden nebol. Podmienku A4
nemdbzeme overit, pretoze si nikdy nemozeme byt isty, ¢i nedochédza ku zastieraniu
(okrem pripadu, kedy vhodne pouzivame randomizaciu).

Pripomenme, ze Z a X st binarne. Potom moézeme stredny kauzalny efekt
E[Y®=! — Y*=% prepisat do tvaru

ElY|Z =1] - E]Y|Z =1]
EX|Z=1]-E[X|Z =0]

Tento tvar tiez odpoveda klasickému Waldovmu odhadu pre binarny instrument
([26]). Okrem predpokladov A1-A4 vSak musi byt splneny dalsi dodatocny pred-
poklad. Ten méa rézne podoby. Situacia vysvetlime na nasledujucom priklade.

Uvazujme saturovany, aditivny model strednej hodnoty pre binarne osetrenie X
a bindrny inStrument Z, pri¢om uvaZujeme situdciu na obr. a

ElY™ = Y*|X = 1,7] = i + H1 .
PretoZe plati, 7e Y = XY*=1 4 (1 — X)Y*=C, tak model moZeme prepisat do tvaru
ElY —Y*=X Z] = X(By + f1Z). Parameter 3y zodpoveds strednému kau-
zalnemu efektu medzi osetrenymi so Z = 0. Stcéet parametrov [y + 1 mo-

zeme interpretovat ako kauzdlny efekt medzi oSetrenymi so Z = 1. Parame-
ter 1 teda zodpoveda rozdielu v strednom kauzalnom efekte medzi oSetrenymi
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pri zmene Z = 1 na Z = 0. Ak je Z inStrument, tak z podmienky A3 méme,
ze E[Y*=°|Z = 1] = E[Y*=°|Z = 0] a z tvaru modelu dostavame, Ze

ElY = X(Bo+ p12)|Z = 1] = E[Y — X(Bo)|Z = 0].
Ak budeme predpokladat, ze 5, = 0, tak plati, ze

_ElY|Z=1]-E[Y|Z=1]
 EX|Z=1-E[X|Z=0]

Bo

Dévod preco volime hodnotu 57 = 0 je, Ze mame rovnicu s dvoma neznamymi
(6o a 1) a tato rovnica vycerpava obmedzenia na rozdelenie dat vyplyvajice
z inStrumentalnych podmienok. Potrebovali sme dalSie obmedzenie, ktoré je vSak
neoveritelné. Dostavame, ze

Bo=E[Y™ —Y*|X =17 = 2] = B[y — Y*=|X =1].

Parameter 3, teda odpoveda kauzalnemu efektu v skupine osetrenych pre ITubovolnu
hodnotu Z = z (za predpokladu, ze 8; = 0). Ak chceme ukazat, ze parameter (3,
odpovedd kauzdlnemu efektu v celej populécii (E[Y*=! —Y*=0]) a teda odpovedd
klasickému Waldovmu odhadu (resp. IV odhadu) musime pridat dalsi (neoveritelny)
predpoklad, ze efekt oSetrenia je rovnaky v skupine osetrenych aj neosetrenych
(teda, ze parameter pre Z je tiez nulovy pre model v ktorom A = 0).

Vidime teda, ze okrem predpokladov Al-A4 potrebujeme dodatocény pred-
pokladu, aby sme dokazali najst odhad pre stredny kauzalny efekt. Uvazujme
teraz, ze tento predpoklad ma podobu vseobecnej podmienky homogenity (general
homogeneity condition). T4 ma tvar

Ab = cov(e(U),t(U)) = 0.

Kde e(U) = E[Y*™=! —Y*=U] a t(U) = E[X|Z = 1,U] — E[X|Z = 0,U].
Podmienku si mézeme predstavit tak, ze zmena tucinku osetrenia X na vysledok
Y prostrednictvom U je nekorelovand so zmenou asociacie Z — X pomocou U
na aditivnej urovni. VSimnime si, Ze podmienka je splnend, ak je aspon jeden
z vyrazov e(U) a f(U) konstantny. Ak by sme chceli za platnosti predpokladov
Al — A5 pre situdciu na obr. ukdzat, Ze

o1 _yeeo)  EWIZ=1] - BY|Z =1
E[y®=!' -y ]—E[X|Z:1]_E[X\Z=0]’

postupovali by sme nasledovne. Vieme, ze E[e(U)] = E[Y*=! —Y*=0] a E[t(U)] =
E[X|Z =1] — E[X|Z = 0], pretoze U a Z st nezavislé. Potom z podmienky A5
dostavame, ze

cov(e(U)HU) = Ble(U)H(U)] — Ble(@)ERU)] =0,
Ele(UIH(U)] = Ele(U)E[HD)],
Ble(U)H(U)] -

E[X|Z =1] - E[X|Z = 0]

Ostéva ukazat, ze Ele(U)t(U)] = E[Y|Z = 1] — E[Y|Z = 1]. Vieme, ze Y =
XY™ 4 (1 - X)Y*=0 = X(Y*=! — Y*=0) 4 Y*=0 4 7e X = P(X = 1). Tiez
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vieme, ze pre situaciu na obr. plati, ze Y* a (X,Z) st podmienene nezavislé
pri danom U. Potom mézeme E[Y'|Z] rozpisat ako

EYIZ] =% S EY|X =2,2U = uP(X = 2|Z,U = u)P(U = u|Z)
u z={0,1}

=Y AEY"™ =Y =u]P(X = 1|ZU = u) + EY*™°|U = u]} P(U = u).

Teda pre EY|Z = 1] — E[Y|Z = 0] dostédvame
E{E[Y™" —Y*U|H{P(X =1|Z = LU = u) — P(X = 1|Z = 0,U = u)}].

Takze plati, ze E]Y|Z = 1] — E[Y|Z = 0] = E[e(U)t(U)], ako sme chceli ukazat.

Alternativne mozeme podmienku A5 formulovat inym spésobom. Tejto pod-
mienke sa hovori monoténnost a oznac¢ime ju Abb. M4 tvar X*=! > X*=0 pre viet-
kych pacientov. Kontrafaktudlna premennd X*=! oznacuje ¢ by bol pacient
oSetreny, ak by mu bolo priradené oSetrenie (analogicky X*=°). Pacientov po-
tom mozeme rozdelit do Styroch skupin. Pre vzdy primajtcich (always-takers)
plati, Ze X*=! = 1 a X*=0 = 1. Pre vZdy neprijimajucich (never-takers) plati,
ze X*=! = 0 a X*=° = (. Pre spolupracujicich (compliers, cooperative) plati,
ze X*=1 =1 a X*=° = 0 a pre kontraspolupracujicich (defiers, contrarians)
plati, Ze X*=! =0 a X*=Y = 1. Pre podskupiny, v ktorych sa subjekty spravaji
ako spolupracujuci, vSsak prakticky nevieme indenfikovat, ¢i sa jedna o skutocne
spolupracujucich, alebo st to vzdy prijimajici, resp. vzdy neprijimajici (ak sub-
jektu priradime, aby bol oSetreny a on osetrenie prijme, nevieme, ¢i je vzdy
prijimajici alebo spolupracujuci). Ak v studii nie st kontraspolupracujice sub-
jekty, plati alternativna podmienka monoténnosti A5b. Ak podmienku homogenity
A5 nahradime podmienkou monoténnosti A5b, IV odhad uz nebude identifikovat
stredny kauzalny efekt osetrenia na odozvu v celej populacii, ale len s populacii
spolupracujucich subjektov, teda

By ™! — Y=Y x*=!' = 1,X=" = ).

Uvazujme pre Z, X jednoduchu dichotémiu, situaciu na obr. (teda Z je kau-
zalny inStrument a st splnené predpoklady A1 — A4). Dalej predpokladajme, 7e Z
bolo efektivne ndhodne pridelené (to implikuje, ze Z a {Y** X*: z = 0,1;a = 0,1}
su nezavislé). Potom bude naznak dékazu vyzerat takto. Stredny efekt zameru
oSetrenia (intention-to-treat ) mdzeme rozpisat ako

E[Y,zzl _ Yz:O] — E[Y,zzl Yzzole:l — 1,XZZO — ”P(Xzzl — 17XZ:0 — 1)
+ B YO XF = 0, X770 = 0]P(X*T = 0,X°7° = 0)
+ By -y X = X0 = 0] P(XFT = 1,X70 = 0)
+ BT -y XT = 0,X70 = 1] P(XFT = 0,X770 = 1),

V skupine vzdy prijimajicich a vzdy neprijimajicich budu stredné hodnoty nulové,
pretoze Z a X su nezavislé a z predpokladu A3, Z nema priamy vplyv na Y.
Ak budeme dalej predpokladaf, ze v skupine nemame kontraspolupracujtcich,
dostavame

BEly*' -y = B! - y*=|X*! = 1 X0 = 0|P(X* = 1,X*" = 0).
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V skupine spolupracujicich vsak plati, ze X = Z, teda
E[yzzl . Yz:0|Xz:1 _ ].,XZZO _ 0] — E[yle . Yac:0|Xz:1 — 17Xz:0 — 0]
Teda pre efekt osetrenia v skupine spolupracujucich plati

E[yzzl _ Yz:O]

E Yx:l o Yx:O Xz:l -1 XZ:O =0 — .
[ | ’ ] P(Xz:l - 17XZZO — O)

Pretoze sme predpokladali, ze Z bolo pridelené ndhodne dostavame, ze cita-
tel mézeme upravit do tvaru E[Y*! — Y*=] = E[Y|Z = 1] — E[Y|Z = 0].
Pretoze predpokladame, ze uvazujeme experiment, ktory neobsahuje skupinu
kontraspolupracujtcich, tak pre pravdepodobnost, ze bude subjekt v skupine vzdy
spolupracujicich plati P(X*=% = 1) = P(X = 1|Z = 0) a pre pravdepodobnost,
ze bude subjekt v skupine vzdy nespolupracujicich plati P(X*=! = 0) = P(X =
0Z =1) =1—- P(X = 1|Z = 1). Potom pravdepodobnost, ze bude subjekt
v skupine spolupracujucich dostavame ako

PX*'=1X""=0) = 1-(P(X=1/Z=0)+P(X =1/Z=0))

= 1-(P(X=1|Z=0)+1-P(X =1|Z=1))
= P(X=1Z=1)-P(X =1|Z=0).

Spolu dostavame

E[Y|Z=1] - E[Y|Z = (]

E Yale . Yz:O Xzzl -1 XzzO =0 ]
[ | J ] P(X=1|Z=1)—-P(X=1|Z=0)

Avsak vidime, Ze sme museli predpokladat, Ze instrument Z je priradeny nahodne.
Teda v observac¢nych stiudiach moze byt velmi narocné najst instrumenty, ktoré
tito podmienku budd spliiat.

Vidime, ze pre ziskania kauzalnych zaverov potrebujeme mnozstvo predpokla-
dov, ktoré v mnohych pripadoch nemozeme overit. Najdetailnejsie sme skiamali
situdciu, ktord sa tykala obr[3.1l Pre situdcie na a[3.3|sme diskutovali pred-
poklady potrebné na kauzalne usudzovanie, no konkrétne dokazy, by sa pri tieto
situacie lisili. Je tiez treba dodat, Ze sme sa obmedzili na situaciu jednoduche;j
dichotémie a pre mnohopocetné osetrenie je potrebné nase predpoklady upravit.
Viac o predpokladoch pre vseobecnejsie pripady moézeme néjst napriklad v [27].
Preto aj ked pristup pomocou instrumentalnych premennych ponika moznost
skimanie kauzalnych efektu aj v pripade, kedy dochadza k zastieraniu, je potrebné
si byt vedomi uvedenych predpokladov.

3.5 Simulac¢na studia

V tejto podkapitole bude urobend simulacnd studia pre situdcie na obr[3.1] obr.
a obr.[3.3] Vyhodou pri simulécif je, ze pozndme skutoéni hodnotu kauzélneho
efektu, ktory chceme skumat. Tiez predpokladame, Ze st splnené predpoklady

Al — A5, ktoré pre kauzalne usudzovanie potrebujeme. Opodstatnenost tychto
predpokladov sme diskutovali v minulej podkapitole.

47



3.5.1 Kauzalny instrument

V Priklade sme pre konkrétnu volbu parametrov ukazali konzistenciu 2SLS
odhadu pre situaciu na obr. Z predchadzajucej podkapitoly vieme, ze pre tuto
situdciu su tiez splnené predpoklady, ktoré potrebujeme pre kauzalne usudzovanie.
Teraz pre tuto situaciu vygenerujeme sibor pozorovani a urobime simula¢ni
analyzu. Nasim cielom bude skiimat, ¢i pomocou 2SLS metédy vieme konzistentne
odhadnuf hodnotu stredného kauzalneho efektu X na Y. Pre rozne hodnoty poctu
pozorovani n budeme generovat ¢ = 1,....n nezavislych hodnot kauzalnej instru-
mentalnej premennej Z; z alternativneho rozdelenia s pravdepodobnostou tspechu

Y = % a nepozorovanej zastieracej U; z normovaného normélneho rozdelenia.
Osetrenie X; bude generované z alternativneho rozdelenia s pravdepodobnostou
1

T

Odozva Y; bude generovana z normalneho rozdelenia s rozptylom 1 a so strednou
hodnotou p;, kde

pi = o+ X6 + Upy.

Tato situacia moze odpovedat randomizovanému experimentu s jednou hodnotou
oSetrenia, kde Z; je indikator, ¢i bude pacientovi priradené osetrenie, X; oznacuje,
¢i bol pacient skutoc¢ne osetreny, U; predstavuje hodnotu nepozorovanej zastierace;j
premennej a Y; hodnotu odozvy. Volme hodnoty koeficientov (a,53,7) = (—2,3,1).
Bude nas zaujimat predovsetkym hodnota parametru [, ktory v tomto pripade
odpoveda kauzalnemu efektu X na Y. Po vygenerovani dat odhadneme hodnotu
$ pomocou OLS odhadu (regresiou Y na X). Hodnoty 2SLS odhadu dostavame
v prvom stupni vypocitanim OLS odhadov X pomocou linedrnej regresie X na
Z. V druhom stupni vypocitame findlnu hodnotu 2SLS odhadu parametru
pomocou linedrnej regresie Y na odhadnuté hodnoty X. Hodnoty priemernej sme-
rodajnej odchylky dostavame spriemerovanim odhadov vypocitanych na zaklade
3.3 Empirické hodnoty smerodajnej odchylky predstavuji smerodajni odchylky
ziskani z 1000 vypocitanych odhadov (pocet simula¢nych opakovani je 1000).
Vysledky simulac¢nej $tidie vidime v tab. [3.1l Podla ofakdvani mozeme konsta-
tovat, ze klasicky OLS odhad sa nezdéa byt konzistentnym odhadom skiimaného
parametru = 0.5. Tiez vidime, ze priemerné aj empirické hodnoty smerodajne;j
odchylky sa prilis nelisia. Hodnoty smerodajnej odchylky pre OLS odhad st mensie
nez hodnoty smerodajnej odchylky pre 2SLS odhad. Hodnoty odhadov pre 2SLS
odhad sa zdaju byt konzistentné.

Vidime teda, ze ak platia vztahy znazornené na DAGu, ktory je reprezentovany
na obr. a je splneny predpoklad A5, tak sa zd4, ze pomocou 2SLS metody
vieme konzistentne odhadntut hodnotu kauzalneho efektu X na Y. V praxi si vsak
takmer nikdy nemoze byt isty, ze DAG s ktorym pracujeme je skutocne spravny.
Ak budeme alternativne predpokladat, Ze je splneny predpoklad A5b, 8 identifikuje
stredny kauzalny efekt X na Y v populécii spolupracujicich.

3.5.2 Nahradny insStrument

Pre obr. [3.2|budeme postupovat podobne ako v Priklade[3.4, kde sme teoreticky
ukazali konzistenciu odhadu pomocou 2SLS metédy a vychylenie klasického OLS
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Pocet Priemer Empirickda Priemerna | Priemer Empirickda Priemerna
pozorovani BOLS SDOLS SDOLS B2SLS SDzsLs SDzsLs
1000 1.30 0.09 0.09 0.51 0.46 0.46
5000 1.30 0.04 0.04 0.48 0.21 0.20
10000 1.30 0.03 0.03 0.50 0.14 0.14
100000 1.30 0.01 0.01 0.50 0.05 0.05

Tabulka 3.1 Vysledky simula¢nej analyzy pre kauzalny instrument. Skuto¢na hodnota
odhadovaného parametru g = 0.5. Pre kazdy pocet pozorovani, je pocet simula¢nych
opakovani 1000. Uvedené su priemerné hodnoty odhadov, empirické hodnoty smerodajnej
odchylky, ktort dostaneme jej vypoctom z odhadov a priemerné hodnoty smerodajnej
odchylky odhadov, ktoré sme dostali jej priemerovanim vzdy z 1000 simula¢nych opako-
vani. Je uvedené porovnanie odhadov klasického OLS a odhadov pomocou metody 2SLS.
Podla oc¢akavani vidime, ze klasicky OLS je nekonzistentny pri odhadovani parametru 5.
Odhad pomocou metdédy 2SLS sa zd4 byt blizky skuto¢nej hodnote parametru 8. Vidime
tiez, ze hodnoty smerodajnej odchylky si pre metody 2SLS ovela vicsie a je potrebny
velky pocet pozorovani, aby zacali byt zmysluplné (vidime napriklad, ze 1000 pozorovani
rozhodne nestaci). Toto je dobré brat do uvahy pri pouzivani metédy 2SLS. Vidime tiez,
ze empirické a priemerné SD a velmi neliSia.

odhadu. V predchadzajtcej kapitole sme tiez pre tuto situacie diskutovali opod-
statnenost predpokladov, ktoré potrebujeme pre kauzalne usudzovanie. Teraz pre
tito situaciu vygenerujeme stubor pozorovani a urobime simula¢ni analyzu. Nasim
cielom bude skiimaf, ¢i pomocou 2SLS metddy vieme konzistentne odhadntt hod-
notu stredného kauzalneho efektu X na Y. Pre skiimanie naSich zaverov, budeme
pre rozne honoty poc¢tu pozorovani n generovat ¢ = 1,...,n nezavislych hodnot
nahradnej instrumentéalnej premennej Z; z alternativneho rozdelenia s pravdepo-
dobnostou tspechu ¢ = m, nepozorovanej premennej Uyz; z normovaného
norméalneho rozdelenia a nepozorovanej zastieracej U; z normovaného normal-
neho rozdelenia. Osetrenie X; bude generované z alternativneho rozdelenia s
pravdepodobnostou

1
T ltexp(-Ui— Z)

T

Odozva Y; bude generovana z normalneho rozdelenia s rozptylom 1 a so strednou
hodnotou p;, kde

pi =a+ X;6+ Uy

Tato situacia sa od predchadzajicej 1isi, pretoze nepozorujeme priamy kauzélny
instrument, ale ndhradny, ktory je hodnotou osetrenia asociovany vdaka premennej
Uy, ktora posobi ako zastieracia premenné. Podobne ako v predchadzajicej situacii
volme hodnoty koeficientov («,3,7) = (—2,%,1). Bude opét nas zaujimat hodnota
parametru 3, ktory v tomto pripade odpoveda vplyvu X na Y. Po vygenerovani
dét odhadneme hodnotu § pomocou OLS odhadu (regresiou Y na X). Hodnoty
2SLS odhadu dostavame v prvom stupni vypocitanim OLS odhadov X pomocou
linearnej regresie X na Z. V druhom stupni vypocitame findlnu hodnotu 2SLS
odhadu parametru g pomocou linearnej regresie Y na odhadnuté hodnoty X.
Vysledky simulacnej stidie vidime v tab. [3.2] Hodnoty priemernej a empirickej
smerodajnej odchylky dostavame podobne ako v predchadzajicom pripade kauzal-

neho instrumentu. Pocet simulac¢nych opakovani bol opat 1000. Opéat konstatujeme,
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ze klasicky OLS odhad sa nezda byt konzistentnym odhadom parametru 5 = 0.5.
Oproti tomu 2SLS odhad sa zd4 byt konzistentny. Pri porovnani [3.1] a[3.2] vidime,
ze rychlost konvergencie oboch odhadov sa vyrazne nelisi (hodnoty smerodajnych
odchylok sa zdaju byt podobné).

Pocet Priemer Empirickd Priemerna | Priemer Empirickda Priemerna
pozorovani | fog SDows SDoLs Dosns SDss1s SDss1s
1000 0.24 0.09 0.09 0.51 0.43 0.41
5000 0.24 0.04 0.04 0.51 0.13 0.13
10000 0.24 0.03 0.03 0.49 0.09 0.09
100000 0.24 0.01 0.01 0.50 0.03 0.03

Tabulka 3.2 Vysledky simula¢nej analyzy pre ndhradny instrument. Skuto¢na hodnota
odhadovaného parametru 8 = 0.5. Pre kazdy pocet pozorovani, je pocet simula¢nych
opakovani 1000. Uvedené st priemerné hodnoty odhadov, empirické hodnoty smerodajnej
odchylky a priemerné hodnoty smerodajnej odchylky. Hodnoty empirickej smerodaj-
nej odchylky dostavame vypoc¢tom smerodajnej odchylky z prislusnych 1000 odhadov
(uvazujeme 1000 simula¢nych opakovani). Priemerné hodnoty smerodajnej odchylky
dostavame spriemerovanim 1000 hodnoét smerodajnej odchylky prislusnych odhadov.
Je uvedené porovnanie odhadov klasického OLS a odhadov pomocou metédy 2SLS.
Podla oc¢akavani vidime, ze klasicky OLS je nekonzistentny pri odhadovani parametru .
Odhad pomocou metoédy 2SLS sa zda byt blizky skuto¢nej hodnote parametru 5. Vidime
tiez, ze hodnoty smerodajnej odchylky st pre metdédy 2SLS ovela vécsie a je potrebny
velky pocet pozorovani, aby zacali byt zmysluplné (vidime napriklad, ze 5000 pozoro-
vani nestaci). Toto je dobré brat do tvahy pri pouzivani metédy 2SLS. Vidime tiez,
ze empirické a priemerné SD a velmi nelisia. Oproti situdcii v tab. st smerodajné
odchylky porovnatelné.

Dostavame teda, ze ak platia vztahy znazornené v DAGu na obr. a je
splneny predpoklad A5, tak sa zd4, ze pomocou 2SLS metédy vieme konzistentne
odhadnuf hodnotu kauzalneho efektu X na Y. Ak vSak chceme tento postuput
pouzit v praktickej situacii musime byt opatrny, pretoze malokedy si mozeme byt
isty, ze DAG s ktorym pracujeme je skutocne spravny. Moze dojst k napriklad
v poruseniu predpokladov A2, A3. Tie st neoveritelné, takze porusenie nezaz-
namename. Tiez vidime, ze pre pripad kedy uvazujeme nahradny inStrument
namiesto kauzalneho inStrumentu, doslo k miernej zmene uvazovanych predpo-
kladov, ale prakticky postup pri odhadovani kauzalneho efektu pomocou 2SLS
metody sa nezmenil.

3.5.3 Nahradny instrument vo vybranej populacii

Na obr. vidime pripad neobvyklého ndhradného inStrumentu Z, ktory
je s premennou X asociovany len ak podmienime hodnotou S = s. Situaciu
si mézeme predstavit tak, ze Z mdzeme pouzit ako instrument, len ak skimame
vybranu populaciu v ktorej S = s. V Priklade sme teoreticky ukéazali konzis-
tenciu odhadu pomocou 2SLS metédy a nekonzistenciu klasického OLS odhadu.
V predchadzajucej kapitole sme tiez pre tuto situaciu diskutovali predpoklady
potrebné pre kauzalne usudzovanie. Teraz pre tito situaciu vygenerujeme stubor
pozorovani a urobime simula¢nt analyzu. Nasim cielom bude skiimat, ¢i pomocou
2SLS metédy vieme konzistentne odhadnif hodnotu stredného kauzalneho efektu
X na Y. Pre rozne hodnoty poc¢tu pozorovani n budeme generovat ¢ = 1,....n
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nezavislych hodnét nahradnej instrumentalnej premennej Z; z alternativneho
rozdelenia s pravdepodobnostou tspechu ¢ = %, nepozorovanej premennej Ugy;
z normovaného normalneho rozdelenia, pozorovanej premennej S z alternativneho
rozdelenia s pravdepodobnostou tispechu n = m a nepozorovanej za-
stieracej U; z normovaného normélneho rozdelenia. Osetrenie X; bude generované

z alternativneho rozdelenia s pravdepodobnostou

1
T 1texp(-Ui— Z)

Uy

Odozva Y; bude generovana z norméalneho rozdelenia s rozpltylom 1 a so strednou
hodnotou p;, kde

pi =+ X+ Upy.

V tomto pripade budeme postupovat mierne odlisSne od prechadzajicej situécie,
pretoze vysledky budeme vyhodnocovat podmienene na S = s. Volme hodnoty
koeficientov («,8,y) = (—2,%,1).Bude nas zaujimat predovsSetkym hodnota pa-
rametru 3. S je bindrna, preto budeme mat dva 2SLS odhady parametru f.
Ocakavame, ze OLS odhad bude nekonzistentny vo vybranej populacii pre volbu
S = s aj v celej populacii. 2SLS odhad by mal byt v celej populécii nekonzistentny,
avsak ak podmienime hodnotou S = s, mali by sme dostat konzistentny odhad.
Odhady vo vybranej populaci, kedy S = s dostavame analogicky ako v precha-
dzajicej situdcii. Vysledky simulacnej Studie v celej populdcii vidime v tab. [3.3]
Vysledky vo vybranej populécii pre hodnotu S = 0,1 vidime v 3.4 OLS odhady
vo vybranej populécii sa ukazali byt nekonzistnené (neuvadzame ich). Hodnoty
priemernej a empirickej smerodajnej odchylky dostdavame podobne ako v predcha-
dzajucom pripade nahradného instrumentu. Pocet simula¢nych opakovani bol opét
1000. Na zakladne vysledkov konstatujeme, ze klasicky OLS odhad sa nezda byt
konzistentnym odhadom parametru g = 0.5. 2SLS odhad sa zda byt v celej popu-
lacii tiez nekonzistentny, avsak vo vybranej populacii pre ktora S = s sa zda byt
konzistentny. Pri porovnani vysledkov s[3.1]a[3.2 vidime, Ze rychlost konvergencie
oboch odhadov sa zda byt v tomto pripade pomalsia (hodnoty smerodajnych
odchylok sa pre kauzalny instrument zdaju byt pre rovnaky pocet pozorovani
vyrazne mensie).

Opéf sa zda, ze pre situaciu na obr. mozeme pouzit metédu 2SLS na odhad-
nutie kauzalneho efektu X na Y. Na druhej stane podobne ako v predchadzajicich
dvoch prikladov musime konstatovat, ze v praktickej situacii su predpoklady A2,
A3 neovertielné. Oproti predchadzajicemu pripadu vyhodnocujeme kauzalny efekt
vo vybranej populacii (S = s), pretoze v celej populdcii nemoézeme pouzit Z
ako instrumentélnu premenni (nie je splneny predpoklad A2). Preto sa prakticky
postup vyhodnocovania pomocou 2SLS odhadu oproti prechddzajicej situacii
mierne lisi.

3.5.4 Zhodnotenie simulacnej studie

V simulac¢nej casti sme skumali tri rézne situdcie, pri ktorych je mozné pouzit
pristup pomocou metody instrumentalnych premennych pre kauzalny usudzovanie.
Pre kauzalny, ndhradny a podmienene nahradny instrument sme pouzili metédu
2SLS, pre odhad kauzalneho efektu X na Y. Zvoleny pocet simulac¢nych opakovani
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Pocet Priemer Empirickda Priemerna | Priemer Empirickda Priemerna
pozorovani BOLS SDOLS SDOLS B2SLS SDzsLs SDzsLs
1000 1.25 0.09 0.09 1.36 136.15 6.97
10000 1.24 0.03 0.03 1.15 100.35 6.15
100000 1.24 0.01 0.01 1.35 114.82 6.81
500000 1.24 0.00 0.00 1.36 49.00 5.89
1000000 1.24 0.00 0.00 1.25 166.34 6.13

Tabulka 3.3 Vysledky simula¢nej analyzy pre podmieneny ndhradny instrument
v celej populécii (nepodmienujeme hodnotou S = s). Skutoénd hodnota odhadovaného
parametru 8 = 0.5. Pre kazdy pocet pozorovani, je pocet simula¢nych opakovani 1000.
Uvedené su priemerné hodnoty odhadov, empirické hodnoty smerodajnej odchylky,
ktorti dostaneme vypoc¢tom smerodajnej odchylky z odhadov a priemerné hodnoty
smerodajnej odchylky odhadov, ktoré sme dostali spriemerovanim hodnét smerodajnych
odchylok odhadov. Je uvedené porovnanie klasickych OLS odhadov a odhadov pomocou
metédy 2SLS. Podla ocakavani vidime, ze klasicky OLS je nekonzistentny pri odhadovani
parametru 8. Odhad pomocou metdédy 2SLS je v celej populécii taktiez nekonzistentny.
Empirickd SD je pre 2SLS vyrazne odlisnd od priemernej SD. Len z toho by sme mohli
usudzovat, ze 2SLS odhad sa nezda byt v poriadku.

pre vSetky situdcie je 1000. Bol voleny tiez mensi pocet simula¢nych opakovani
(100), pricom vysledky sa prilis nelisili. 2SLS odhad sa zda byt vo vSetkych troch
pripadoch konzistentny. Oproti tomu klasicky OLS odhad sa ukazuje byt nekon-
zistentny pre odhad parametru 5. To je dané porusenim jedného zo zakladnych
predpokladov klasického linedrneho modelu (porusenie nekorelovanosti ndhodného
¢lenu a vysvetlujicich premennych). Prikladom takéhoto poruSenie je situicia,
kedy medzi odozvou a vysvetlujicimi premennych existuje premennd, ktora sposo-
buje zastieranie. Tato situacia nastava vo vsSetkych skimanych pripadoch. Vidime,
ze pocet pozorovani potrebny na dosiahnutie konzistencie 2SLS odhadu sa napriec¢
prezentovanymi situdciami vyrazne lisi. Pre 2SLS odhad vyuzivajici podmienene
nahradny instrument je aj pre pocet pozorovani 1000000 stale relativne velky
odhad smerodajnej odchylky odhadu. To moéze byt problémom zvlast v praktic-
kych aplikaciach. Tiez moze byt problém, ze v praxi vela krat nemame moznost
overit, Ci situacia, ktori skimame zodpoveda nami navrhnutému DAGu. Lahko
sa teda mozeme ocitnut v situdcii, kedy su predpoklady, ktoré vyzadujeme (zvI&st
pre skiimanie kauzdlnych vztahov) porusené a nemame moznost to zistit. Preto
by sme mali byt pri vyhodnocovani opatrny. Moznym navrhom ako sa vyhnit
nespravnym zaverom je uvazovat viacero modelov a skimat ako sa vysledky lisia
naprie¢ tymito modelmi. Zlozitejsie struktiry DAGov a ich skimanie pomocou
met6dy vyuzivajicich instrumentélne premenné mozeme najst napriklad v [28].
Pristup pomocou metédy 2SLS tiez spolahlivo funguje len ak je vztah medzi
odozvou a vysvetlujicimi premennymi linedrny. Pre zlozitejsie situacie je preto
vhodnejsie pouzif iné metody.
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Pocet Priemer EmpirickA Priemerna | Priemer EmpirickA Priemerna
pozorovani | Bygrgs-0  SDasisis=0  SDastsis—0 | Sasigs=1 SDastsis=1  SDasisjs=1
1000 0.85 313.06 3.43 0.91 61.59 3.37
10000 0.51 1.17 0.97 0.49 2.44 0.93
100000 0.50 0.30 0.30 0.49 0.29 0.29
500000 0.50 0.14 0.13 0.50 0.13 0.13
1000000 0.50 0.10 0.10 0.49 0.09 0.09

Tabulka 3.4 Vysledky simula¢nej analyzy pre podmieneny nahradny inStrument
v oboch vybranych populdcidch (podmienujeme hodnotou S = 0,1). Skuto¢nd hodnota
odhadovaného parametru 8 = 0.5. Pre kazdy pocet pozorovani, je pocet simula¢nych
opakovani 1000. Uvedené sa priemerné hodnoty odhadov, empirické hodnoty smerodajnej
odchylky, ktort dostaneme vypoctom smerodajnej odchylky z odhadov a priemerné
hodnoty smerodajnej odchylky odhadov, ktoré sme dostali spriemerovanim hodnét
smerodajnych odchylok odhadov. Je uvedené porovnanie odhadov pomocou metdédy
2SLS pre situacie kedy s = 0 a s = 1. Odhad pomocou metédy 2SLS sa zda byt
blizky skuto¢nej hodnote parametru 3, avSak az pre velmi velky pocet pozorovani
(pri porovnani s tab. a tab. . Vidime tiez, ze hodnoty smerodajnej odchylky
su pre metody 2SLS ovela vicsie a je potrebny velky pocet pozorovani, aby zacali byt
zmysluplné (vidime napriklad, ze aj pre 1000000 pozorovani st hodnoty smerodajnej
odchylky stéle relativne velké). Toto je dobré brat do uvahy pri pouzivani met6édy 2SLS,
zvlast pre podmieneny ndhradny instrument. Vidime tiez, ze empirické a priemerné
SD a st pre maly pocet pozorovani (1000) vyrazne odlisné. Avsak s rastiicim poc¢tom
pozorovani sa od seba takmer nelisia.
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Zaver

Na zaver mozeme konstatovat, ze metody kauzalneho usudzovania uvedené
v tejto praci, vratane modelu potencidlnych vysledkov, DAGov a instrumentalnych
premennych, zohravaju kltc¢ovu tlohu pri pochopeni kauzalnych vztahov v réznych
oblastiach, ako je vedecky vyskum a zdravotnictvo. Hoci tieto metédy posky-
tujui cenné nastroje na odhadovanie kauzalnych efektov, je dolezité si uvedomit
obmedzenia a vyzvy s nimi spojené.

V prvej kapitole sme ukazali, Zze model potencidlnych vysledkov poniika for-
malny rdmec na definovanie kauzalneho efektu a jeho odhadovanie s vyuzitim
udajov z pozorovani, ale opiera sa o predpoklady, ktoré mézu byt v praxi neoveri-
telné. Podobne sme v druhej kapitole predstavili DAGy, ktoré poskytuji vizudlne
znazornenie kauzalnych vztahov, ¢o pomaha pri identifikacii zastieracich premen-
nych, avsak nemozu preukéazat kauzalitu. Praxi len mélokedy mozeme mat istotu,
Ze su pouzivané DAGy spravne. V tretej kapitole sme sa venovali vztahu klasicke;j
ekonometrie a kauzality. Stustredili sme sa na inStrumentalne premenné, ktoré
mozu byt uzitocné pri rieseni zastierania a odhadovani kauzalneho efektu. Ich
pouzitie si vSak vyzaduje starostlivé zvazenie ich predpokladov. Tie su vSak opét
v mnohych pripadoch neoveritelné. Na zaver kapitoly bola urobena simulacna
studia pre vybrané pripady DAGov, v ktorych je mozné pouzit pristup pomocou
inStrumentalnych premennych. Vyhodou simulacnej studie je, ze pozname sku-
toéni hodnotu kauzalneho efektu. Ukazali sme, ze ak je 2SLS metéda vhodne
pouzitd, dokazeme pomocou nej uspesne odhadovat hodnotu kauzalneho efektu.
Oproti tomu v uvedenych situacidch klasicky OLS odhad zlyhava.

V celej tejto praci sme zdoraznovali dolezitost kritického hodnotenia predpo-
kladov a pouzivania vhodnych statistickych metdéd pri odhadovani kauzalneho
efektu. Idealna situacia nastava, ak kauzdlne vzfahy skimame pre pripad ran-
domizovaného experimentu, pretoze oSetrenie je priradené nahodne. V. mnohych
pripadoch vsak realizacia randomizovaného experimentu nie je realistickd. V tychto
pripadoch je treba byt pri skimani kauzalnych vztahov obzvlast opatrny, pretoze
pozadované predpoklady pre jeho odhadnutie st ¢asto neoveritelné. Je potom
otazne, aku vahu prikladat zaverom o kauzalite, pri tomto type studii. Je zrejmé,
ze odhadovanie kauzalnych vzfahov je zlozita a narocna tloha. V tejto praci bola
prezentovana len mala cast metod, ktoré sa pre skiimanie kauzalnych vztahov

pouzivaju. Viac o tejto problematike mézeme najst napriklad v knihe Hernana
a Robinsa [5].
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