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Abstrakt

Nézev prace: Tecna a polara kuzelosecky
Autor: Michal Kupec
Katedra: Katedra didaktiky matematiky
Vedouci bakalarské prace: Mgr. Zdenék Halas, DiS., Ph.D.

Abstrakt: V ceskych stredoskolskych ucebnicich je téma tecen kuzeloseéek pojimano ruzné. Nékde
jsou uvedeny rovnice prakticky bez jakéhokoli odvozeni, jinde jsou odvozeni sice uvedena, ale lisi se pro
kazdou kuzelosecku. Tvar rovnic nicméné vypovida o existenci jednotného principu jejich popisu, a tato
prace si klade za cil jej prozkoumat.

Pokud do rovnice teény kuZelosecky dosadime misto bodu kuzelosecky bod libovolny (i takovy, ktery
na ni nelez{), ziskdme rovnici polary. Podivame se, co k tomuto tématu uvadéji ceské ucebnice, a porov-
name jejich pristup.

Tato préace je urc¢ena predevsim pro ucitele stfednich skol a mé jim slouzit jako privodce problemati-
kou teCen a polar. Obsahuje jak odvozeni pomoci vysokoskolské matematiky, tak odvozeni prizptsobend
vyuce matematiky na stfednich skolach.

Klicova slova: kuzelosecky, homogenni soutadnice, te¢na, polara, asymptota



Abstract

Title: Tangent to a conic and polar line to a point with respect to a conic

Author: Michal Kupec

Department: Department of Mathematics Education

Supervisor: Mgr. Zdenék Halas, DiS., Ph.D., Department of Mathematics Education

Abstract: In Czech high school level textbooks, the topic of tangents of conic sections is tackled in
different manners. In some of the textbooks, the equations are stated with barely any derivations, in
others, the derivations are mentioned, but they are different for each conic section. However, the form
of the equations implies the existence of an unified principle to describe them, and this work aims to
inspect it.

If we plug any point in the equation of the tangent (even such a point that doesn’t lie on the conic),
we get the equation of a polar line. We will inspect how this topic is covered in Czech textbooks and we
will compare their approach.

This work is mainly intended for high school teachers and it is supposed to serve them as a guide to
the topic of tangents and polar lines. It includes derivations using university-level mathematics, as well
as derivations adapted to the education of mathematics at high schools.

Keywords: conics, homogeneous coordinates, tangent, polar line, asymptote
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Kuzelosecky na strednich skolach

S problematikou kuzelosecek se zak setkdva uz od samotnych pocatki svého studia. Jiz na prvnim stupni
zakladni skoly se setkdva s pojmem bodu a s pojmem primky, rovnobezek a riuznobézZek. Tyto pojmy
jsou zakladni stavebni pilite jakéhokoli dalsiho studia geometrie, a také jsou to ¢tyri specidlni piripady
kuzelosecek — jednd se o tzv. singularni kuzelosecky. Dale se student setkava s pojmem kruzZnice — toto
je také kuzelosecka, kuzelosecka regularni.

Zsk se s dalsimi kuzeloseckami setkd predevsim ve fyzice — dozvi se, ze dle Keplerova zakona planety
obihaji kolem Slunce po drahach ve tvaru elips, v jejichz spoleéném ohnisku je Slunce, ze trajektorii vrhu
vodorovného je ¢ast paraboly nebo také, ze grafem zavislosti drahy pohybu rovnomérné zrychleného na
Case je ¢ast paraboly. V matematice se s kuzeloseckami setkd pti zkoumani linearni lomené funkce, dozvi
se, ze grafem takové funkce je hyperbola. Nicméné se toho jinak o kuzeloseckach prilis nedozvi, protoze se
na velké ¢asti stiednich skol v CR kuzelosecky v hodindch matematiky vitbec neprobiraji. O kuzeloseckach
se tak dozvidaji predevsim studenti gymnézii (nachdzi se v RVP pro gymnézia — viz [RVP], str. 25),
jakozto i studenti mnohych technicky zamérenych strednich skol, bud stejné jako studenti gymnazii v
hodinédch analytické geometrie, nebo dokonce mnohem dfive, béhem hodin deskriptivni geometrie (viz
napt. SVP technického lycea v Praze — [TLP], str. 75).

Ackoli se v [RVP] te€ny kuZeloseCek explicitné nenachdzeji, jsou soucdsti iloh na analytické vySet-
fovani vzajemné polohy primky a kruznice. Mohou byt probirany vicero zptsoby — bud lze ucivo tecen
kuZelosedek pojmout jako manipulovani se vzorci a rovnicemi a prakticky nic neodvozovat (tento p¥istup
je vyuzit napf. v ucebnici [DID]), nebo lze tyto rovnice odvozovat pomoci nékterych vlastnosti tecen.
Napiiklad v uéebnici [PRO] je uvedeno odvozeni pro t¥i druhy kuZzelosedek — pro kruznici, elipsu a pa-
rabolu. Tato odvozeni vzdy vyuzivaji rtiznych vlastnosti danych kuzelosecek, nicméné podobnost rovnic
teCen nas mize snadno vést k domnénce, ze tyto rovnice maji vSechny stejny ptivod, ze vSechny vychazeji
ze stejného, jednotného principu. Tento princip si mimo jiné klade za cil predstavit tato prace.

Pokud do rovnice te¢ny dosadime misto bodu kuzelosecky bod libovolnyEl7 ziskdme rovnici primky,
ktera se nazyva polara. S touto pfimkou se zaci na gymnaziich uz tak casto nesetkdvaji — jednd se spise
o doplitkové ucivo. Tomu odpovidd minimdlni pokryti latky v uc¢ebnicich [DID] a [PRO], ale také absence
tohoto pojmu v Prehledu stfedoskolské matematiky od nakladatelstvi Prometheus [PSM], kde je shrnuto
vsechno dulezité ucivo, které se na Ceskych strednich skolach vyucuje.

Tato prace si tedy také klade za cil predstavit ¢tenafi naméty tykajici se problematiky polar pro
zarazeni do hodin matematiky. Pfidame také nékolik zajimavosti, které mohou byt zajimavym dopln-
kem pro vyuku matematiky na stfedni skole. Nejprve ovSem pojdme zjistit, jaké zdzemi ndm poskytuji
stfedoskolské ucebnice.

1.2 Tecny a polary ve stredoskolskych ucebnicich

V této praci se zaméiime predevsim na analytické pojeti problematiky tecen a polar. A protoze nas
zajem je z velké ¢asti didakticky, zamérme nejprve svou pozornost na nékteré bézné pouzivané ucebnice

INevyjimame zde ani body kuzelosecky — poldrou bodu vzhledem ke kuzeloseéce pak bude samotna teéna vedend timto
bodem.



na stfednich skolach, abychom zjistili, jaké naméty uciteli poskytuji pro vyuku tecen a polar. Uvedeme,
jakym zpusobem latku prezentuji jednotlivé ucebnice, a jejich pristupy porovname.

Podivame se nyni na dvé bézné pouzivané ucebnice a porovname jejich pristup. Pouze dvé uc¢ebnice
vybirame jednak v ramci strucnosti, ale také kvuli tomu, Zze nam budou stacit pro porovnani dvou
naprosto odliSnych pristupt k latce. Jednd se o ucebnici [DID] z fady od nakladatelstvi Didaktis a od
nakladatelstvi Prometheus [PRO]. Jak se tyto p¥istupy odlisuji, bude uvedeno v nésledujicich bodech:

e V ucebnici [DID] jsou samotné rovnice tecen kuzelosedek vyrazné odliSené od zbytku textu. Uéeb-
nice [PRO] rovnici teény napt. kruznice graficky neodlisuje od zbytku textu.

o Ucebnice [PRO] klade zna¢ny diraz na odvozeni rovnic te¢en kuzelosecek, tyto rovnice jsou takika
vzdy disledkem raznych vlastnosti jednotlivych kuzelosecek:

1) rovnice teény kruznice je odvozena z kolmosti teény na polomér kruznice;
2) rovnice te¢ny elipsy vychdzi z hledani piimky, kterd ma s elipsou spole¢ny pravé jeden bod;

3) odvozeni rovnice teény paraboly vyuzivd toho, Ze vzdélenost kazdého bodu paraboly od oh-
niska je stejna jako jeho vzdalenost od ridici primky.

Vyjimku tvori rovnice tecny hyperboly, kde je rovnice jednoduse uvedena a je odkdzano na to, ze
by odvozeni bylo podobné jako u odvozeni rovnice teény elipsy. Ucebnice [DID] obsahuje pouze
bod 1) vySe, zbytek neni uveden. Tento bod je uveden v sekci Zamyslete se!l, ¢imz je naznaéeno, ze
autori ucebnice povazuji toto odvozeni za nadstavbové ucivo.

o V ucebnici [PRO] je poldra zminéna v rdmci jedné stranky, kde je diskutovano, co se stane, pokud
dosadime do rovnice te¢ny kruznice vnéjsi bod misto bodu samotné kruznice. V pripadé ucebnice
[DID] je polara pro kruznici zminéna opét v sekci Zamyslete se! spoleéné s piikladem, ktery ukazuje
vyuziti vlastnosti polary k nalezeni rovnic tecen.

Shrneme-li tedy vyse uvedené body, je v uvedenych ucebnicich polara diskutovana jen mélo, a rovnice
teCny je v [DID] odvozena pouze pro kruznici a v [PRO] jsou teény odvozeny piili§ odlisngmi zpusoby.
V nésledujicich kapitolach bude ¢tenafi predstaven zpusob, jak k této problematice pristoupit jednotné.

1.3 Stredoskolska definice tecny kuzelosecky

Nejprve je ale treba si ujasnit, co budeme vlastné rozumét pojmem kuzelosecka a pojmem tecna
kuzelosecky. Co se tyce kuzelosecek, zavedeme rovnou imluvu, kterd vyloud¢i z naseho studia vsechny
singularni kuzelosecky (body, pfimky a dvojice piimek) nebot jejich zkouméani je véci analytické geometrie
linearnich utvaru. Neni tedy tfeba je zde diskutovat. Také vyloucime vSechny kuzelosecky imaginarni
(napf. imaginarni kuzelosecku x? + y? = —1), nebot se jedna o uéivo obsaZené az ve specializovanych
predmétech na vysokych skolach.

Umluva 1. Neni-li teceno jinak, pojmem kuZelosecka budeme v celém tomto textu rozumét pouze
redlnou reguldrni kuZelosecku, tj. redlnou kruznici, elipsu, parabolu nebo hyperbolu.

Pokud jde o definici tecny kuzelosecky, v uéebnici [PRO] je pouzivdna tato definice: E|

Definice 1. Necht k je kuZelosecka. Potom jeji teénou budeme rozumeét takovou primku t, kterd spliuje
ndsledujici podminky:

1. Primka t mad s kuZeloseckou k spolecny prdve jeden bod.
1I. Pokud je k hyperbola, pak t neni rovnobéznd s Zddnou z jejich asymptot.

III. Pokud je k parabola, pak t neni rovnobéznd s jeji osou.

Proc¢ je v této definici nutné explicitné uvést body II. a II1.? Z pohledu na obrazky 1 a 2 nize bude
odpoveéd na tyto otazky ziejma.

Na obrazku 1 je zakreslena hyperbola h spolecné s asymptotami aq,as. Primka p rovnobéznd s
asymptotou a; protind hyperbolu v jediném bodé. Je evidentni, ze se nejedna o teénu — primka p se
hyperboly v bodé P ,nedotyka“, ale protina ji.

2Nikde nenf piesné takto uvedena, nicméné je vidy uvedena pro kazdou z kuzeloseéek zvIast.



Obr. 1: Hyperbola h : 22 — 4y? = 1 a jeji asymptoty. Pifmka p rovnob&znd s asymptotou a; protina
hyperbolu h v pravé jednom bodé — v bodé P. Je evidentni, Ze se nejedné o jeji tecnu.

Na obrazku 2 je zakreslena parabola p a jeji osa o. Pfimka s rovnobézna s osou o ma s parabolou
spole¢ny jediny bod, presto je opét zfejmé, ze tato primka je se¢nou hyperboly h.

Obr. 2: Parabola p: ax = 4(y — %)2 a jeji osa 0. Pfimka s rovnobéznd s o protind parabolu p v prave
jednom bodé. Stejné jako v pripadé hyperboly je zfejmé, Ze se o tecnu paraboly nejedna.

Body II. a III. definici 1 nicméné pridavaji na slozitosti. Budeme je tedy chtit odstranit a definici
teény sjednotit.



Kapitola 2

Homogenni souradnice

V naésledujicich kapitolach budeme pro ulehéeni prace a pro lepsi porozuméni problematice pouzivat
nékteré prvky vysokoskolské matematiky, zejména pojmy z linedrn{ algebry (matice, vektorové prostory,
baze, apod.)lﬂ Neocekavame, ze tyto pojmy budou zndmé zakim na stfedni skole. Pouzijeme je predevsim
proto, abychom postupovali efektivnéji, a potom kli¢ové poznatky prevedeme do podoby, kterd bude
pristupna i zaktim na strednich skolach.

V této a nasledujici kapitole navic budeme zavadét pojmy, které nebudou pro samotny vyklad na
stredni Skole potfebné, nicméné jsou dilezité pro hlubsi pochopeni problematiky. Neocekavame tedy,
Ze budou pfedmétem vykladu na stfedni skole, proto zde transformace pro stfedni skolu (s vyjimkou
nevlastniho bodu) provadét nebudeme.

2.1 Nevlastni bod roviny

Jiz na stfedni skole se miizeme setkat s komentari, ze dvé rovnobézky se protinaji ,,v nekonecnu“. Co to
vsak presné znamena? Nejprve se zamysleme nad tim, pro¢ vlastné budeme tento prusecik ,,v nekonec¢nu*
potrebovat. V piredchozi kapitole jsme usoudili, ze vyjimky v definici teény jsou pro nas neziadouci a ze
bychom je chtéli odstranit. Hodilo by se nam tedy, kdyby se napf. primky rovnobézné s asymptotou
hyperboly protinaly v jednom bodé. Pokud by navic tento bod lezel na dané hyperbole, vyjimka je
vyrazena — piimky rovnobézné s asymptotou hyperboly by tuto hyperbolu protinaly ve dvou bodech.
Zajistime tedy, aby kazda dvojice primek v roviné, které nejsou totozné, méla spolecny pravé jeden
bod. S prusecikem riuznobéznych primek se setkdvidme uz od zikladni skoly, ten tedy neni problém.
Potize budou se zavedenim pruseciku rovnobéznych piimek. Jelikoz jejich spoleény bod v Es neexistuje,
budeme ho muset definovat pomoci nééeho jiného, co maji dané rovnobézky spole¢né — je to jejich smér.
Intuitivné definici sméru chapeme, nicméné nize pﬁpomeﬁmeﬂ definici sméru a smérového vektoru:

Definice 2. Af Xy € Ey, @ € R2 — (0;0)T a necht p je primka parametricky vyjddrend rovnici X =
Xo+t-4,t € R. Smérem primky p budeme rozumét vektorovy prostor s bdzi {d} a budeme ho znacit
Sz. Smérovgm vektorem primky p pak budeme rozumét jakgkoli nenulovy prvek sméru této primky.

Jednoduse fec¢eno, smérovym vektorem primky p muze byt nejen vektor @, ale i kterykoli jeho nenulovy
k-nésobek. Se smérovymi vektory se setkdvame uz na stfedni skole pii popisu piimky parametrickymi
rovnicemi. Uz zde se 7Zaci uci, ze je-li smérovym vektorem dané primky vektor u, je jim také jakykoli
vektor ve tvaru k - u, kde k # 0. Smérem pak je mnozina vsech takovych vektort, k niz pridame jesté
nulovy vektor, tedy mnozina {ki, k € R}.

Na obrazku 3 nize jsou dvé rovnobézky p a ¢q. Piimka p ma smérovy vektor ﬁ = 4, primka ¢ ma
smérovy vektor C'D = . Je vidét, ze ackoli oba vektory u, ¥ maji riznou velikost, smér, ktery urcuji, je
stejny.

I Tyto pojmy jsou zavedeny napi. v knize [BEC].
2 Tato definice je upravena pro naSe potfeby — v ramci sniZeni naro¢nosti textu se snazime vyhnout pojmtm z afinni
geometrie, pokud to bude mozné. Presnéjsi definice je uvedena napt. v [SEK].
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Obr. 3: Rovnobézné primky p, q a jejich smérové vektory u, v.

Pro kazdou takovou dvojici rovnobézek pak pomoci jejich sméru muzeme definovat jejich prisecik
jako dfive zminény nevlastni bod. Inspirujeme se definici v [CAS].

Definice 3. Mejme eukleidovskou rovinu Eo. Pro kazdé dve ruzné rovnobézky v s se smérem Sz budeme
jejich prisecikem rozumeét jejich smér Sg. Tento prisecik nazveme nevlastnim bodem ve smeéru Sz a
budeme ho znacit Bz. MnozZinu vSech nevlastnich bodu budeme znacit By, .

Nyni budeme definovat tzv. projektivni rozsiteni eukleidovské roviny jako sjednoceni E; a B . Inspi-
rujeme se opét definici v [CAS].
Definice 4. Uvazujme eukleidovskou rovinu Eo a atl je Bo, mnoZina vsech nevlastnich bodu této roviny.

vy

Projektivnim rozsirenim eukleidovské roviny budeme rozumét mnoZinu Ef = Eo UB.

Nevlastni bod jako prusecik rovnobézek lze jednoduse pribliZit i na stfedni Skole. Neni pritom tfeba
se opirat o tak slozité definice, vystacime si s intuitivni predstavou, co to smeér je.

2.2 Zavedeni homogennich souradnic

Nyni budeme chtit analyticky popsat vsechny body E3. Nabizi se samoziejmeé klasickd kartézska soustava
soufadnic, ale narazime zde na zasadni potize, které vznikaji kvili zavedeni nevlastnich bodi:

e Nevlastni body jsou urCeny smérem, zatimco vlastni body jsou urceny souradnicemi. Jinymi
slovy, nevlastni body jsou popsany vektorovym podprostorem, zatimco vlastni body jsou popsany
usporadanymi dvojicemi realnych ¢isel.

e Pokud bychom zavedli souradnice nevlastniho bodu podobné jako souradnice vlastniho bodu, jak
symbolicky rozli$ime mezi bodem se soufadnicemi [2; 3] a nevlastnim bodem ve sméru, ktery obsa-
huje vektor (2;3)?

Je tedy potieba, aby vlastni i nevlastni body byly vyjadreny stejnorodym zpusobem. Protoze uz
tusime, ze nebude mozné vyjadrit nevlastni bod pomoci kartézskych souradnic, co kdybychom se pokusili
vyjadrit vlastni body pomoci sméru?

Nevlastni body budou stéle zavedeny pomoci smérti, v nichz se nachézi. Jakykoli smér nicméné
pokryje nekoneéné mnoho bodi v Eﬂ pro vyjadreni bodi Ey pomoci sméra budeme muset tedy tuto
zékladni rovinu E, opustit. Tuto rovinu dale budeme znacit xy — pro nas to bude rovina popsané rovnici
z=0.

Nyni vyjadiime pomoci smérti i body vlastnﬁ Méjme bod X € Ey a ozna¢me O pocatek soustavy
souradnic. Budeme chtit vyjadrit tento bod pomoci néjakého sméru. Toto vyjadfeni musi byt jedno-
znaén a zadroven jej nemuzeme vyjadrit pomoci zddného ze sméru v zékladni roviné. Pfejdeme tedy do

3 Pokryje vSechny body piimky prochdzejici poc¢atkem.
4 Podobné jsou homogenni soutadnice zavedeny napi. v [RIC].
5 Chceme, aby kazdému bodu vzdy odpovidal pravé jeden smér a kazdému sméru odpovidal pravé jeden bod.



prostoru a bod X promitneme rovnobézné s osou z do néjaké roviny p, kterd je rovnobézné s rovinou zy a
zaroven pro ni plati p # zy. Pro jednoduchost budeme uvazovat, Ze rovina p je popsana rovnicﬂo cz=1.
Projekci bodu X ve sméru osy z ozna¢me X'. PHimku OX’ ozna¢me q. Smérovy vektor primky ¢ je jisté
vektor OX' = i, ale také kterykoli jeho k-ndsobek. MnozZina vSech smérovych vektori této piimky ¢ je
pak smér Sz. Situace je zndzornéna na obr. 4 nize.

Obr. 4: K zavedeni homogennich souradnic vlastniho bodu.

Kazdé pfimka prochazejici pocatkem (resp. jeji smér) tedy bude jednoznaéné popisovat jisty bod v
roviné. Pfimky rovnobézné s rovinou p budou popisovat nevlastni body, pfimky s ni riznobézné popisi
body vlastni. S touto predstavou muzeme formulovat definici:

Definice 5. At O,X € E}, bud p rovina popsand rovnici p : z = 1. Symbolem H(X) budeme znadit
zobrazent, pro které plati:

o Pokud X € Ey, pak H(X) = SO—X;, kde X' je kolmy primét bodu X do roviny p,
o Pokud X € By, pak H(X) =S+, kde S— je smér bodu X.

Homogennimi souradnicemi bodu X pak budeme rozumét kterykoli nenulovy prvek vektorového
prostoru H(X) (vzhledem k roviné p).

Definici bychom mohli samoziejmé sjednotit zavedenim projektivniho rozsiteni eukleidovského pro-
storu, ovsem to neni potifeba. Nyni si ovSsem uvédomme, jaké jsou homogenni souradnice vlastniho a
nevlastniho bodu:

o Nevlastni bod ve sméru Sz, kde ¥ = (v1,v2), miZeme popsat pomoci jakéhokoli nenulového k-
nasobku vektoru (vy;vg;0).

o Vlastni bod X = [#1;x2] miZeme popsat pomoci nenulového k-ndsobku vektoru (z1;x2;1). Jed-
nicka na z-ové souradnici plyne pfimo z volby roviny p — proto volime rovinu p praveé takt

Pokud tedy homogenni soufadnice néjakého vlastniho bodu X budou (z,v, 2z), jak najdeme bod X
v puvodni roviné E,? Protoze treti souradnice zédkladniho tvaru homogennich soutradnic je vzdy 1, staci

6 Mizeme uvazovat promitani i do jiné roviny ve tvaru p’ : z = zg, 20 # 0 ale uvazovanim pravé této roviny predejdeme
technickym komplikacim — viz poznamka pod carou na dalsi strance.

7 Kdybychom volili priméty do roviny p’ : z = z0;20 # 0, pak by se na z-ové soutadnici ocitlo zg, vlastni bod
X = [z1;22] bychom tedy popsali pomoci vektoru (x1;z2;20) a jakéhokoli jeho k-ndsobku. zo = 1 tedy volime pfedevs§im
kvili jednoduchosti zapisu, jakakoli jina volba by nadm zbyteéné komplikovala dalsi vypoéty. Ctendf sdm si mize vyzkouset,
jak by bylo v takovém pripadé neprijemné prevadét homogenni soufadnice bodu na jeho souradnice kartézské.



vydélit kazdou ze soufadnic bodu soutradnici z (za pfedpokladu z # 0). Ziskdme tak soufadnice bodu
X =[2;4)

J eézté ilvedeme posledni pozndmku: médme-li mit jiny bod B, jehoz homogenni soutadnice jsou (kxo, kyo, 1), k #
0, jeho kartézské soufadnice jsou X = [kxo; kyo]. Jak by se ovSem tyto souradnice chovaly, kdyby se k bli-
7ilo nekoneénu? Vydélime-li kazdou ze soufadnic k, ziskdme vektor (zo, yo, %) Paklize provedeme limitni
proces k — 0o, ziskdme vektor (zo,yo,0). Tak ndm vznika nevlastni bod.

Dalsi zavedeni homogennich soufadnic je uvedeno v [HAL], kde je ovSem zavedeni homogennich
souradnic motivovano primo rovnici kuzelosecky.

Po zavedeni homogennich souradnic se uz mizeme vratit zpét ke kuzeloseckdm a k jejich rovnicim.



Kapitola 3

Rovnice kuzelosecky

3.1 Rovnice realné kuzelosecky

Nez prejdeme k diskuzi o rovnicich tecen a polar, pojdme si nejdfive ujasnit, jak pfesné mizeme obecnou
kuzelosecku v roviné popsat rovnici. Jiz na stfedni skole se sezndmime s rovnici elipsy

(z ;27”)2 + (y ;2”)2

:1’

rovnici paraboly
(y—n)>=2p(e —m),  popf.  (¢—m)>=2p(y —n),

a rovnici hyperboly

2 2
T—m (y—n .
( ) ) — 12 ) =1, popr.
7 téchto rovnic se muze zdat, ze libovolnou kuzelosecku jde popsat rovnici

k: a11x2 + a22y2 + 2a13% + 2a93y + azs = 0.

Nicméné tomu tak neni. VysSe uvedené rovnice popisuji pouze kuzelosecky, jejichz osy jsou rovnobézné
se souradnicovymi osami. Naptiklad hyperbolu h : y = %7 kterou zname z uciva o linedrnich lomenych

funkcich, takto popsat nelze. Zminénou rovnici ovsem lze prepsat ve tvaru

h:xzy=1.
Stéle se nicméné jedna o hyperbolu. Pokud bychom ji otocili kolem pocatku soustavy o orientovany thel
2
a = —45° (viz. obr. 5 niZe), ziskdme hyperbolu s rovnici A’ : 12—2 — % = 1. Diikaz tohoto tvrzeni plyne z

transformace rovnic kuzelose¢ek pii zméné soustavy soufadnic, viz napt. [HAL[Y

1 Konkrétné z rotace systému soufadnic o thel «, kterd je popsana rovnicemi ' = x cosa —ysina; ¢y = ysina+x cos a.



-2

== Q=T ’

. C o A T
Obr. 5: Hyperbola h : zy = 1 a hyperbola ' : & — & = 1.

Je tedy jasné, ze chceme-li uvazovat i kuzelosecky s osami, které nejsou rovnobézné se souradnico-
kuzelosecky v rovinéﬂ

které splnuji podminku:

vymi osami, musime do rovnice pridat i smiSeny c¢len. Tuto rovnici potom budeme povazovat za rovnici
Definice 6. (Rowvnice kuzelosecky) KuZeloseckou budeme rozumét mnozinu viech bodi X = [z;y] v roviné,

‘ a112® + 2a122Y + ag2y® + 2a137 + 2a23y + azz = 0, ‘

1)
kde a;; € R proi,j € {1,2,3};i < j a alespori jeden z téchto koeficienti nend roven nule
Klasifikaci kuzeloseéek pak lze najit napt. v [JAN].

3.2 DMaticové vyjadreni rovnice kuzelosecky

V predchozi kapitole jsme definovali pomoci rovnice (1) definovali kuzelosecku. Tato rovnice je nicméné
pomérné nepiehlednd — vyraz na levé strané se skldada z kvadratickych, linedrnich i absolutnich clent.
Chtéli bychom tento vyraz sjednotit.

Kdybychom upustili od linearnich ¢lenti v nasi rovnici kuzelosecky, méli bychom rovnici

a11m2 + 2a120y + a22y2 =0.

Na levé strané této rovnice se nachazi kvadraticks formaEl, kterou lze prepsat maticovou rovnici

air a2 €

T =0

() 6)

Nebylo by mozné podobny postup aplikovat na celou rovnici kuzelosecky? Chtéli bychom, aby cely
vyraz na levé strané byl kvadratickou formu. Toto mizeme udélat pomérné jednoduse — vhodnym zpt-

sobem do rovnice pripiSeme jednicky. K linedrnim ¢lentim na levé strané pridame z, k absolutnimu ¢lenu
piiddme 22, pticemz pokladdme z = 1. Rovnici (1) tedy piepiSeme pomoci rovnice

k: a11z2 + 2a19xy + a22y2 + 2a13x2 + 2a03yz + azzz® = 0.

nicméné jednalo o reguldrni kuzelose¢ku — viz klasifikace v [JAN].

2 Zde uvazujeme i singuldrni kuZelosecky véetné prézdné mnoziny, nicméné tyto kuzelosecky musi byt redlné. Jako
piiklad uvedme kuzelosedku z2 4+ y2 4+ 1 = 0, kterd v E2? vyjadiuje prazdnou mnozinu. V komplexnim rozsfieni E? by se

3 Vlastnosti kvadratickych forem jsou diskutovany napt. v knize [BEC].
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Na levé strané se nachéazi kvadratickd forma, a tak tuto rovnici miZeme prepsat pomoci rovnice

ailp a2 ais x
k;:(:r Y z) ai2 Q22 a3 y| =0. (2)
a13 ag23 G33 z

3x3 matice v této rovnici se nazyva matice kuzelosecky k.
Budeme-li chtit se vratit zpét k rovnici (1), poloZzime z = 1, a tedy rovnice (2) pfepiSeme pomoci
rovnice

a1l a2 ais z
k: (.T Yy 1) 12 Q22 a23 y =0.
aiz a3 ass 1

Obé strany této rovnice mizeme vynasobit c2, kde ¢ # 0, a ziskdme tak rovnici

ai1  aiz2 a13 cx
k:(csc cy c) aiz G2  ao3 cy | =0.
a13 G23 @33 c

V rovnici vyse ndsobime matici kuZelosecky z obou stran vektorem (cx; cy; ¢) (aZ na transpozici). Jaky
je vyznam tohoto vektoru? To uz vime z kapitoly o homogennich soutfadnicich, jedna se o homogenni
soutadnice bodu X = [z;y]. Ziskali jsme tedy geometricky vyznam pFidani t¥et{ soutradnice — zpuisobi, ze
se v rovnici misto kartézskych souradnic budou nachéazet souradnice homogennﬁ Libovolnou kuzelosec¢ku
k 1ze tedy elegantné popsat jako mnozinu vsech bodu X, které splnuji maticovou rovnici

X'KX=0,] (3

kde X jsou homogenni souradnice bodu X a K je matice kuzelosecky. Pro jednoduchost zapisu budeme
déale misto X psat X, bude vzdy jasné, zZe se jednd o homogenni souradnice.

4V homogennich soufadnicich budeme moci pohodlné vyjadiovat i nevlastni body kuzelosecky, coz nAm umozni odvodit
postup pro ziskani rovnic asymptot hyperboly — viz kapitola 4.6
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Kapitola 4

Tecna kuzelosecky

Nebude-li feceno jinak, budeme v néasledujicich kapitolach pracovat v E3.

4.1 Odstranéni vyjimek

Drive nez pristoupime k odvozeni rovnice tecny, uvedme na dvou prikladech, jak se nam povedlo zave-
denim homogennich soutadnic zbavit vyjimek II. a III. v definici 1.
Méjme napiiklad hyperbolu s rovnici h : 22 — y? — 1 = 0. Matice této hyperboly je

1 0 0
H=10 -1 0
0o 0 -1

Do rovnice kuzelosecky (3) dosadime nyni soufadnice nevlastniho bodu ve sméru (1; 1), tj. ve sméru jedné
z asymptot. Jednoduchym vypoctem ovérime, ze

1 0 0) /1
(1 1.0|0 -1 0 1] =0,
0 0 -1/ \0

tedy nevlastni bod ve sméru (1; 1), tj. prusecik vSech pfimek rovnobéznych s asymptotou y = x, je bodem
hyperboly h. To znamen4, Ze kazda pifmka rovnobé&znd s touto asymptotou (kromé asymptoty samotné)
mé s hyperbolou h spoleéné pravé dva body. Asymptota y = x mé s hyperbolou h spoleény pravé jeden
bod, budeme tedy fikat, Ze asymptota y = x je te¢nou hyperboly h v nevlastnim bodé ve sméru (1,1).
Obdobné lze postupovat pro parabolu: matice paraboly p : 22 = 2fy, f € R — {0}, je zfejmé

1 0 0
p=|0o 0 -—f
0 —f 0

Jednoduchym vypocétem opét ovérime, ze pro nevlastni bod ve sméru (0, 1) plati

1 0 0 0
0 1010 0 —f]f1]=0
0 —f O 0
Obdobné jako v predchozim prikladé jsme ovérili, ze prusecik piimek rovnobéznych s osou paraboly
x = 0 je bodem paraboly p. V projektivnim rozsiteni eukleidovské roviny Ej5 mé tedy kazda piimka
rovnobéznd s osou paraboly p s parabolou samotnou spole¢né dva body, zatimco v bézné eukleidovské
roviné ma spoleény pouze jeden.
V projektivnim rozsiteni eukleidovské roviny tedy neexistuji zadné ,vyjimky“ a body II. a III. v
definici 1 mizeme odstranit. Soucasné s tim mizeme i jednoduse zformulovat definici asymptoty — z
pohledu projektivni geometrie se jedna pouze o te¢nu v nevlastnim bodéﬂ

Definice 7. Necht je v E% ddna kuZelosecka k a primka t. Rekneme, Ze primka t je tecnou kuZelosecky
k, pokud primka t md s kuZeloseckou k spolecny prdve jeden bod T. Pokud je navic bod T mnevlastni,
rikdme, Ze primka t je asymptotou kuzelosecky k.

1 Vysta¢ime si s asymptotami hyperboly, nicméné existuje i asymptota paraboly — je to tzv. nevlastni pfimka, piimka,
na niz lezi viechny nevlastni body E3. BliZe k této problematice napi. viz [CHO].
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4.2 Vypocet bez pouziti matic

V této kapitole na konkrétnim piikladu struéné naznacime, jak Ize najit rovnice tecen a asymptot kuzelo-
secek. Pro nalezeni rovnice te¢ny bodem kuzelosecky a rovnic asymptot hyperboly pouzijeme diferencidlni
pocet. Nésledné pouzijeme postup, ktery bude vyuzivat definice 1 a bude fungovat pro jakykoli bod v
Es, tfebaze na kuzelosecce nelezi. Tento postup nebude vyuzivat metod diferencidlniho poctu, nicméné

Vv

Uloha 1. Bud ddna hyperbola rovnici h : 222 — y? = 1. Najdéte:
a) rovnici teény jejim bodem T = [1;1],
b) rouvnice jejich asymptot,
¢) rovnice tecen prochdzejici vnéjsim bodem X = [%;0].

Ulohu a) budeme fesit pomoc{ derivace. ,Horni“ ¢dst obou vétvi hyperboly muZeme popsat pomoci

funkce

fy= \/m
Jelikoz bod T neni vrcholem hyperbolyﬂ existuje v tomto bodé vlastni derivace f’(1). Rovnici jakékoli
primky p, kterd neni rovnobézna s osou y, lze vyjadrit pomoci rovnice

p:y=kx+1I; k,leR.
Protoze bod T musi byt bodem této primky, musi platit, ze
1l=k+1L

Odectenim obou rovnic ziskdme rovnici teény

t:y—1=kx—k
7 matematické analyzyﬂ vime, jaky je vyznam parametru k: jedna se o derivaci funkce f v bodé dotyku.

V libovolném bodé z je tato derivace rovna

2x

T =ge—

9

z ¢ehoz jednoduse urcime, ze f'(1) = 2. Rovnice teény t tedy je:
t:2z—y—1=0.
Ulohu b) vyfesime pomoci limit. V okoli +o00 lze hyperbolu v ,horni“ éést opét popsat pomoci funkce

f iy =+v22?—1. Asympota se smérnici je v [RMO] definovana jako piimka ve tvaru A(z) = ax + b,
ktera spliuje

lim(f(2) ~ A(z) = 0,
coz je v souladu s nasi pfedstavou tecny v nevlastnim bodé. Nyni odvodime vyznam konstant a,b — pro
tyto konstanty tedy musi platit:

lim (f(z) —ax —b)=0. (%)

rz—+oo

Protoze b je konstanta, mtzeme ji prevést na druhou stranu:

b= lim (f(xz)— ax).

rz—+oo

Najdeme-li hodnotu konstanty a, hodnotu konstanty b mame tedy urcenou. Nyni tedy pristoupime k
uréeni konstantu a. V limité v rovnosti (x) vytkneme x:

lim x(f(“””)_a_b):o.

x T

2 Rovnice hyperboly je ve stfedovém tvaru, z néhoz plyne, Ze oba vrcholy lezi na ose .

3Najdeme napft. ve skriptech [RMO] nebo kterékoli uéebnici matematické analyzy. Zde je dokonce teéna definovana
pomoci derivace.

4 Bude nam stagit ,horni“ ¢ast — asymptoty pro ,,dolni“ &ist budou s témito asymptotami splyvat.
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Protoze ovSem lim,_, 1., x = t00, musi platit limm_&oo(@ —a-— g) = 0, jinak rovnost vyse nemuze
byt splnén Protoze lim,_, 4o % =0, dostavame lim,_, 4o % —a =0, tj.
T
a= lim M

r—+oo

Drikaz, ze tyto koeficienty skuteéné spliuji podminky kladené na asymptotu, 1ze nalézt napt. v [RMO].
Pokud do téchto vzorcii dosadime nasi funkci f(x) a odpovidajici limity vypocteme, zjistime, Ze a = +£+/2
a b =0, tj. Ze rovnice asymptot jsou a; 2 : y = +v/2x.

Ulohu c¢) nebudeme Fesit pomoci derivaci, nebot bod X nelezi na hyperbole. Misto toho budeme
uvazovat piimku se smérnici, kterd prochazi bodem X = [;0]. Ta ma rovnici ve tvaru y = k(z — 1), kde
ke ]Rﬁ Hledame tedy takova k, pro kterd ma soustava

202 —y? =1

(-3

pravé jedno reseni. Metodou dosazovaci ziskame rovnici

2
(2 — kHa? + K%z — %—1:0 (%%)

Kdyz je koeficient kvadratického ¢lenu roven nule, tedy pro k = ++/2, ma tato soustava pravé jedno Fesent.
Toto jsou nicméné smérnice asymptot (viz dloha 2 vyse), a tedy vysledné primky by byly rovnobézné s
asymptotami. Podle definice 1 z podkapitoly 1.3 ovsem takové primky tec¢nami nejsou.

Kvadraticka rovnice vySe mé dale pravé jedno reseni, pokud jeji diskriminant je roven nule, tedy
pokud plati

D=k'+ (kK +4)(2-k*) =0

neboli pokud plati
—2k* +8 =0,

z ¢ehoz plyne, Ze kvadratickd rovnice (%) ma pravé jedno feseni, pokud k = +2. Tyto hodnoty jsou
skutecné smérnicemi tecen, a tedy rovnice obou tecen z bodu X na kuzelosecku k jsou

1
t1723y:|:2(.’£2>.

Shrime nase postupy: v prvnich dvou prikladech jsme pouzili nastroje diferencialniho poc¢tu, abychom
vypocet provedli. Tyto vypocty jsou pomérné jednoduché, nicméné ne vzdy budou zaci s diferencidlnim
poctem seznameni.

Postup u tretiho prikladu je neelegantni a zdlouhavy. Jednak jsme byli na zacatku nuceni ignorovat
pfimku x = %, ale z tohoto postupu jsme také ziskali primky, které nebyly tecnami, museli jsme je tedy
vyloucit. Tento vypocet navic neni jednoduchy — fesime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, z nichz
jedna je kvadratickd a druhd je linearni, ale obsahuje parametr. Z toho nasledné plyne postup hrubou
silou, ktery je zdlouhavy a jesté k tomu velice nadchylny na chyby z nepozornosti.

Z toho plyne otazka: Neslo by priklady vyse Tesit bez pouziti diferencialniho poc¢tu a bez slozitych vy-
poc¢tia? Ukazuje se, ze Slo. Nicméné pro rozmysleni korektnosti tohoto postupu musime trochu nahlédnout
do pokrocilejsi matematiky.

4.3 Odvozeni rovnice tecny

Inspirujme se nyn{ vypoctem v piikladu c¢) v pfedchozi kapitole a odvodme pomoci matic rovnici teény
obecné kuzelosecky k s matici K.

5 Limita na levé strané by potom byla z véty o aritmetice limit nevlastni, takze by nemohla byt rovna nule.
6 Jakoukoli ptimku prochazejici bodem X (kromé piimky = = %) muiizeme takto zapsat — ovéfime jednoduse dosazenim.
Piimku z = % pro tento priklad nemusime uvazovat, tecnou evidentné neni — hyperbolu viibec neprotina
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Vsechny body takové kuZelosedky spliiuji rovnici X7 KX = 0. Ozna¢me bod dotyku Xy, kazdou
primku prochazejici takovym bodem lze parametricky vyjadrit rovnici X = Xy + tu,t € Rﬂ kde 4 je
smeérovy vektor takové primky.

Vyjdeme z definice 7, kde definujeme tecnu jako primku, kterd ma s kuzeloseckou k spole¢ny pravé
jeden bod. Spoleéné body najdeme fesenim soustavy rovnic XTKX = 0 a X = X + til a protoZe
zjistujeme, kdy mé kuzelosecka a primka praveé jeden spole¢ny bod, hleddme, pro jakd k € R mé rovnice

(Xo + ta) 'K (Xo +t@)) =0
pravé jedno reseni. Roznasobenim zavorek ziskame rovnici
XK Xo +ti" KXo +tXI Kii + 4" Kii = 0.

Bod X, je bodem kuZelosecky k, tedy X K X, = 0. Déle, nebot matice K je symetrickd, plati 47 K X, =
XT K. Vyuzitim téchto poznatki se ndm rovnice vyse zjednodusf na tvar:

2 XTI Kii + t*a" K = 0,

neboli také jinak
t(2X] Kii + ti' Ki) = 0.

Tato rovnice je kvadraticka bez absolutniho ¢lenu, tedy ma pravé jedno reseni pravé tehdy, kdyz bud
t = 0, nebo koeficient linearniho ¢lenu je nulovy, ¢ili kdyz

XJKi=0.

Vratime-li se k obecné vyjadrené rovnici primky prochézejici bodem Xy, ze které jsme vychazeli, tj. k
rovnici X = X + tif a vynasobime-li jeji obé strany zleva matici X K, ziskdme rovnost:

XFKX = XFKXy +tX{ Ki.

Jelikoz Xg € k, platf XT K Xy = 0 a také z odvozen{ vyse vime, ze X! K = 0. Pokud toto dosadime do
rovnice vyse, ziskdvame konecné rovnici tec¢ny, ktera je:

XI'KX =0. (T1)

Tato rovnice skutecné charakterizuje tecnu kuzelosecky — pro libovolnou regularni kuzelosecku k je
kazd4 pifmka s rovnici XI' KX = 0 te¢nou kuzelosetky k a kazd4 teéna kuzelosecky k mé rovnici ve
tvaru XEKX = 0.

Po vynéasobeni matic ziskdme pro obecnou kuzelosecku k a bod X € k rovnici

‘ a112To + a122Yo + a12T0Y + A22YoY + a13T0 + A23Yo + a13T + a3y +aszz =0. (T2) ‘

4.4 Odvozeni rovnice teény pro SS

Transformaci odvozeni z predchozi kapitoly pro stfedni skoly ukazeme naptiklad pro parabolu ve tvaru
22 = 2py, kde p € R—{0}. Pouzijeme odvozeni pomoci toho, Ze te¢na ma s kuzeloseckou pravé jeden spo-
le¢ny bod. Teénu t Ize parametricky popsat pomoci rovnic (@ = (ug,us) € R? jsou soutadnice smérového
vektoru teény)

r=xz0+t-u1 AN y=yo+t-uy; teR.

Dosazenim x,y z parametrického vyjadreni piimky do rovnice paraboly ziskdme rovnici
(w0 + tu1)® = 2p(yo + tuz),
kterou za pouziti toho, Ze bod X je bodem paraboly (tj. 2 = 2pyo), upravime na tvar

t(2xour — 2ugp + tu?) = 0.

7 Pracujeme s homogennimi soufadnicemi, takze bod X € Ez mé4 soufadnice ve tvaru X = (cz,cy, ¢), kde ¢ € R — {0},
resp. (cz, cy,0), paklize je nevlastni. Vektor @ potom md souradnice ve tvaru (kui, kuz,0),k € R. Tento tvar plyne z toho,
ze = B — A, kde A, B jsou dva body.
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Chceme, aby méla parabola s pfimkou pravé jeden spoleény bod, tedy chceme, aby tato rovnice méla
pravé jedno reseni. Rovnice je kvadratickd bez linearniho ¢lenu, mé tedy pravé jedno reseni pravé tehdy,
kdyz plati bud ¢t = (ﬂ nebo kdyz koeficient 2xgu; — 2usp linedrniho ¢lenu je nulovy, tj. kdyz

Touy — ugp = 0.

Tuto podminku nyni vyuzijeme. Vratime-li se k piivodni parametrizaci tecny, mizeme vynasobit prvni
rovnici g a druhou rovnici —p. Ziskdme tak soustavu rovnic

xxozxg—kt-xoul AN —yp=—yop—t-usp; teR
Rovnice seCteme a ziskame tak rovnici
wxo — yp = x5 — yop + t(xous — uzp).
Vyuzitim podminek xou; — uap = 0 a 22 = 2pyo ziskdme po tpravich rovnici
TTo = pY + PYo,

coz je rovnice hledané tecny. Podobny pristup mizeme aplikovat pro jakoukoli kuzelosecku, princip bude
stale stejny. Pokud bychom zménili soufadnice vrcholu (pro elipsu a hyperbolu soufadnice stfedu) na
bod V' = [m;n]; rovnice paraboly se zméni na

(z —m)® =2p(y —n)

a rovnice teény v bodé Ty = [20; yo] se pak zméni na

[ (z = m)(@o —m) = ply — ) + p(yo — n). |

Dokazat by to nebylo slozité, nebot se jedna o obycejné posunuti pocatku souradnic do bodu V.

4.5 Vypocet tecny odhadem

V této kapitole uvedeme jesté jeden zpuisob, jak mizZeme na rovnici teé¢ny prijit. Tento zpisob lze predvést
primo zaktm na stiedni kole a je uveden napf. v [HAL]H pro elipsu. My ho zde aplikujeme na hyperbolu.

Meéjme danu hyperbolu h rovnici h : i—i — %—j = 1. Jelikoz rovnice této kuzelosecky obsahuje kvadratické
Cleny a rovnice jakékoli tecny vedené jejim bodem Ty = [x0,yo] obsahuje pouze Cleny linedrni, mizeme
uhadnout, Ze rovnice tecny bude:

. XTo  YYo

Jisté tato rovnice splnuje zakladni pozadavek na rovnici teény — totiz, Ze souradnice bodu Ty ji
vyhovuji, tj. bod Ty na ni lezi. Nyni dokazeme pozadavek na to, ze pfimka s touto rovnici ,tecny“ mé s
kuzeloseckou spolecny pravé jeden bod. Ukadzeme to sporem.

Pro spor tedy predpoklddejme, Ze existuje jesté dalsi bod Ty = [x1,y1], ktery je prusedikem pi{mky
t, a hyperboly h. V takovém pripadé musi byt splnéna trojice podminek:

I. Ty € h,
II. Ty € h,
III. T € to.
Vyjadreno rovnicemi, musi tedy platit, ze:

2 2
L 75 -% =1

a2 b2 )
2 2
T A
L4 -4% =1,

8 Tento parametr odpovidé pifmce rovnobézné s osou, takze ho vylouéime.
9 Je zde uveden i obecnéjsi zptisob pomoci matic, ktery zde uvddét nebudeme.
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I, 2021 _ voyn — q,

Odecétenim rovnice III. od rovnice I. a odec¢tenim rovnice II. od rovnice III. ziskdme soustavu rovnic

1—III.: JJO(JJ((IJ;JA) _ yo(ygz—yl) -0

LI Zu@oze) _ nlozu) — g

To ovsem znamenad, ze body Ty a T} lezi na primce

z(xo — 1)  y(¥o —v1)

a? b2 =0
Ovsem také lezi na pfimce t:
fo - TTo  YYo -1
v T Tk

Nyni musime jesté ukazat, ze tyto primky jsou rizné. Sectenim jejich rovnic ziskame rovnici

ey
a? b2 ’

coz je opét rovnice primky. Tato pfimka je totozna s primkou ¢-, paklize Ty = T;. V tomto ptipadé do-

chazime ke sporu, protoze jsme predpokladali, ze body Ty a Ty jsou rizné. V opa¢ném piipadé dochdzime

ke sporu, protoze dva ruzné body nemohou lezet na dvou ruznych prfimkéach. Tim je dukaz hotov.
Protoze se nachazime v Eo, méli bychom jesté dokéazat, Ze rovnice teCny t7 neni rovnobézna s zddnou

z asymptot. To by bylo mozné dokézat jednoduse — v nasledujicich dvou kapitoldch nalezneme rovnice

asymptot, a tim ukdzeme, Ze normalové vektory asymptot jsou (:I:é; %), coz jsou vektory rtizné od

normélového vektoru ny = (25; 54%) pravé nalezené tecny hyperboly v bodé Ty = [xo, yo).

4.6 Asymptoty hyperboly

Nyni pristoupime ke studiu asymptot hyperboly; mizeme samoziejmé pouzit vySe uvedeny piistup z
matematické analyzy pomoci limit, ale mtizeme také vyuzit pristup pomoci nevlastnitho bodu. Nejprve
ovSem uvedme motivacni ivahy k zavedeni asymptoty hyperboly., co to asymptota je. Tuto motivaci lze
jednoduse ukédzat zakum na stiedni skole.

Na obrazku 6 je zakreslena hyperbola h se stiedem S. Je zde také zakreslena primka a;, kterd
stredem S prochazi. Volime body 713,75 a T3, jimiz vedeme tecny hyperboly h. Vidime, ze ¢im ,dale“
se na hyperbole h bod dotyku nachazi, tim vice se blizi ptimce a;. Kdyby se bod dotyku T nachézel ,v
nekonecnu*, tecna by splynula s piimkou a;. Tuto pfimku nazyvame asymptotou hyperboly h.

Obr. 6: K zavedeni asymptoty.
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7 naseho pohledu se jedna o tec¢nu v nevlastnim bodé hyperboly h, ktery se nachazi ve sméru smeé-
rového vektoru primky a;. Souradnice nevlastniho bodu nezname, ale umime je jednoduse dopocitat.
At H je tedy matice hyperboly h a hleddme tedy jeji nevlastni bod Th, = (z0,%0,0)T. Nésledné
budeme hledat asymptotu hyperboly — te¢nu hyperboly prochézejici timto nevlastnim bodem. Protoze
T € h, musi spliovat rovnici
TTHT, =0,

po vynasobeni matic ziskdme pri pouziti bézného znaceni prvka matice kuzelosecky:
42 =0
aj1x” + a2y + a2y~ =

7 této rovnice spocitame nevlastni bodyIE kuzelosecky a dosadime je do rovnice tecny T1, kterou jsme
odvodili v kapitole 4.3. Ziskdme tedy rovnici asymptoty

TLHX =0.

4.7 Odvozeni rovnice asymptoty pro SS

Odvozeni rovnice asymptoty lze jednoduse predvést studenttim na SS bez pouziti matic. Budeme se
inspirovat uéebnici [PRO], problematiku nicméné pojmeme hloubéji. Nejprve budeme diskutovat dalsi
geometricky vyznam asymptoty vhodny i pro SS. Tento vyznam je znizornén na obrazku 7, kde je
zakreslena hyperbola h se stfedem O a jeji asymptoty ai, as. Budeme-li volit libovolny bod V' v Sedé
oblasti, vznikla primka OV bude vnéjsi primkou hyperboly h — nebude mit s hyperbolou h zadny spolecny
bod. Pokud ovsem budeme volit libovolny bod v bilé oblasti, tfeba bod S, vznikla pfimka OS bude
hyperbolu h protinat ve dvou ruznych bodech.

Obr. 7: Geometricky vyznam asymptoty.

Asymptoty jsou potom ,hrani¢ni piimky“, které déli celou rovinu na ,bilou® a ,Sedou* ¢ast. Tyto
ptimky nemaji v Eq s hyperbolou h zadny spoleény bod™}
Uvazujme nyni hyperbolu h, kteréd je zaddna rovnici

1'2 y2

a2
Odvodime nyni rovnice jejich asymptot. Stied O hyperboly h je zfejmé pocatek soustavy, jakakoli pifimka
ﬁ kterd bodem O prochdzi, ma rovnici ve tvaru p: y = kx,k € R (PO).

=1

10Reseni dané rovnice je nekoneéné mnoho, nicméné se vzdy jedna o pouhé k-nisobky smérovych vektort dvou asymptot
— takze se jedné o tentyz smér, lze tedy uvazovat, ze feseni jsou pouze dvé — dva sméry asymptot.

ny E% ovsem ano — je to nevlastni bod hyperboly.

12 Kromé soufadnicové osy y. Tu ale neni tfeba uvazovat, je ziejmé, ze asymptotou neni.
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Konstantu &, kterd odpovidda smérnici asymptot, najdeme jednoduse — hleddme vlastné pruseciky
primky p a hyperboly h. Dosadime tedy y z rovnice piimky p do rovnice asymptoty a ziskame tak
rovnici:

cx? (kx)?
" a2 b2

Vyjadiime z-ovou souradnici pruseciku v zavislosti na k:

=1.

2 1
T = e
a2b?

pricemz jisté plati a # 0 a b # 0, protoze se jednd o délky poloos hyperboly h.

Hleddme, pro jaké k € R dochédzi k prechodu z ,Sedé“ oblasti, kde piimka ve tvaru (PO) m4 s
hyperbolou h spoleéné dva body, do ,bilé“ oblasti, kde pfimka ve tvaru (PO) nemd s hyperbolou h
spole¢ny zadny bod. K tomu dochazi, kdyz vyraz na pravé strané nemd smysl, a smysl tento vyraz
nedava pro k = :I:%.

Dosazenim k do rovnice ptimky p ziskdme rovnice obou asymptot
arp:y==L-x.
a

Budeme-li uvazovat obecné st¥ed hyperboly obecné v bodé S = [m;n], rovnice asymptot budoﬂ

—n=+—(x—m).
y—n a(x m)

S timto vysledkem se sezndmime i v ucebnici [PRO].

4.8 'Vnéjsi a vnitrni body kuzelosecky

V nésledujici kapitole budeme studovat polary kuzelosecky. K nasim vypocttim se ndm bude hodit zavést
pojmy vnitfniho bodu a vnéjsiho bodu kuzelosecky. Podivejme se na obrazek nize.

Obr. 8: K definici vnéjsich a vnitfnich bodi.

Intuitivné je zcela jasné, ze bod I na obrazku vyse je vnitinim bodem kuzelosecky e a bod O je vnéjsim
bodem kuzelosecky. Jenze jak je mozné je rozlisit? Jednak je samoziejmé mozné je popsat pomoci urcitych
nerovuic (coz se vyskytuje tfeba i v ucebnici [DID], ale my budeme potiebovat jinou vlastnost, kterou lze
popsat ¢isté planimetricky, bez pouziti jakychkoli rovnic. A tato vlastnost bude souviset pravé s teCnami.

13 Rovnice opét vzniknou posunutim soufadnicového systému.
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Z bodu T kuzelosecky e lze k této kuzelosecce vést pravé jednu teénu, teénu ty. Kolik tecen je mozné
vést z bodu I, onoho vnitiniho bodu kuzelosecky? Neni mozné vést zadnou takovou tecnu, to vidime
i na obrazku. At zvolime bod I jakkoli, dokud bude ,uvniti“ elipsy, nebude mozné z néj vést zadnou
tecnu — kazda primka vedena timto bodem ma s kuzeloseckou e pravé dva spolecné bodyﬂ Pokud se
bodu O tyce, lze z néj vést pravé dvé tecny na kuzelosecku k. Jak bychom ovSem mohli vyvodit, ze vice
jich byt nemuze? Libovolnou kuzelosecku lze popsat jistou kvadratickou rovnici, libovolnou primku lze
popsat rovnici linearni. Nas problém bychom fesili jako soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, jedna
by byla kvadratickd a druh& linedrni s parametrem. Diskutovali bychom, pro jaké hodnoty parametru
by soustava mohla mit vice nez dvé feseni. Takové bychom (aZ na specidlni piipady, které jsme vyloudili
hned pfi definici teny) nikdy nenasli. Jedna se o pomérné nezajimavy algebraicky vypocet, a proto jeho
detaily vynechame.

14 Tuto argumentaci lze v pofddku vést pro elipsu, pro hyperbolu a parabolu musime dat pozor na ,vyjimky* v definici
1. Abychom se témto ,vyjimkam* vyhli, volime jako kritérium pocet tecen, které lze z daného bodu na danou kuzelosecku
vést.
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Kapitola 5

Polara

V nasledujicich dvou kapitolach uvedeme dvé motivacéni tlohy pro zavedeni polary. V dalsich dvou jeji
vlastnosti dokazeme a v poslednich dvou uvedeme nékolik zajimavosti, které jsou s polarou spjaty.

5.1 Tecny kruznice vnéjsim bodem

Co se stane, kdyz dosadime do rovnice teény kuzelosecky (T2) misto soufadnic bodu kuZzelosecky sou-
radnice néjakého obecného bodu P? Zkusime to na konkrétnim, jednoduchém prikladeé.
Uvazujme kruznici k : 22 + 3?2 = R? a vnéjsi bod P = [z0;0], kde zg > R. Dosadime-li bod P do
rovnice a ziskdme primku
p:zor — R =0,
R2

jinak zapsano p : z = = Jednoduchym vypoctem zjistime, ze pruseciky této primky s kruznici k jsou

body Th 2 = [g‘z;iR\/l - (f;)Z] Co jsou body Ti,T5? Zkusime dosadit ur¢ité hodnoty a obréazek
sestrojit. Polozme tieba R = 3 a g = 9 — vypocet bude diky tomu pomérné jednoduchy. Nase piimka
bude mit pro tento pfipad rovnici p : x = 1, body 71,7 maji v takovém pripadé soufadnice 172 =
[1;42+/2]. Zkusime tuto situaci sestrojit v GeoGebie a nasledné zkusime spojit body Ty, Ts pifmkou.
Uvidime, co ndm vyjde.

S

|
V|
v
wqg*U
Iy
AR
’ Y

to —’,,~”"”—

Obr. 9: Kruznice k, piimka p a piimky 71 P a T» P. Zd4 se, ze ptimky T1 P a T5 P jsou teCnami
kruznice k.
7 obrazku vyse se zda, ze primky T1 P a T5 P jsou teénami kruznice k. Tuto nasi hypotézu musime bud
dokazat, nebo vyvratit. Prvni zminéné nyni udélame.
Pokud je nase hypotéza spravnd, musi byt body Ti, T body dotyku tecen z bodu P na kruz-
nici k. Spravnost nasi hypotézy muizeme jednoduse ovérit: tecny na kruznici jsou vzdy kolmé na je-
jich polomér, tj. ndm staci ovéfit, ze vektory OT; a T1P jsou na sebe kolmé (analogicky pro bod
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T5). To ovérime jednoduse: spoditdme skaldrni soucin téchto vektort a pokud bude nulovy méme vy-

hrano — skalarni souc¢in kolmych vektort je nulovy. Snadno zjistime, ze OT; = (I;’;; Ry/1— (§)2> a

PT; = (R2XX2 s Ry 1 — ()R()Z) Spocitdme skaldrni soucin téchto vektort:

. . R*-X? R? R\*\ R* _, _, R

Nase hypotéza pro kruznici tedy byla ovéfena. Primku 7775 nazveme polarou bodu P vzhledem ke
kruznici k. Bod P nazveme pélem.

5.2 Ohnisko a ridici primka paraboly

Uvazujme nyni parabolu ve tvaru k : 22 = 2fy, kde f € R. Co se stane, pokud do rovnice teény paraboly
dosadime soufadnice ohniska, tedy soufadnice bodu F = [0; f]? Dosazenim bodu F' do rovnice tecny
t:xxo = f(y+yo) takové paraboly dostaneme pifmku s rovnici p : —f2 — fy = 0. Jelikoz f # 0 (ohnisko
neni totozné s vrcholem paraboly), mizeme parametrem f vydélit a ziskdme rovnici

pry=—f

Tuto ptimku zndme uz ze stfedni skoly — jednd se o Fidici piimku paraboly. Ovsem jaky je jeji vyznam?
Najdéme nyni ,polaru® libovolného bodu X € p vzhledem k parabole k. Jsou-li souradnice takového
bodu X = [Xp; — f], dosazenim do rovnice teény ziskdme pi{mku

paXo=fly—f)

Zjevné F € p', situace je zndzornéna na obrazku niZe.

-5

/

p

Obr. 10: Parabola k a ridici pfimka p. Polara p’ protind parabolu k skutecné v bodech dotyku tecen
t1,ta. Opét, zda se, ze primky X737 a XT5 jsou tecnami paraboly k.

Nyni mame hypotézu: polara vnitiniho bodu P vzhledem ke kuzelosecce k je mnozina vSech bodu X,
pro néz plati, ze polara bodu X vzhledem ke kuzelosecce k prochézi bodem P. Toto dokdzeme v jedné
z nésledujicich kapitol.
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5.3 Polara vnéjsiho bodu

V kapitole 5.1 jsme odvodili, co bude rovnice X7 K X, = 0 vyjadfovat, kdyZ uvazovans kuzelosecka bude
kruznice a bod X bude vnéjsi. Byla to primka, kterou jsme nazvali polarou a bod, ze kterého jsme
tecny vedli, jsme nazvali polem. Dokdazali jsme, ze tecny vedené z tohoto pélu na danou kruznici se
dotykaji této kruznice v bodech, které jsou priseciky polary a kruznice. Ocekavame, ze toto bude platit
pro libovolnou kuzelosecku k. A v této kapitole to dokazeme.

Nejdiive ovSem uvedme definici polary, se kterou budeme pracovat:

Definice 8. Bud ddna kuzZelosecka k € Eo s matici K a méjme ddn bod P, ktery nazvéme pdlem. Pak

primku, kterd je popsand rovnici
XTKP =0,

nazveme poldrou polu P vzhledem ke kuZelosecce k.

Nyni tedy méjme kuzelosecku k s matici K a bod P, ktery je vnéjsim bodem kuzelosecky k. Vedme
nyni bodem P te¢nu d;. Ozna¢ime D; bod dotyku. Rovnice teény musi byt d : X7 KD; = 0. Oviem
P € dy, a tak musi zaroven platit PTKD; = 0. Obdobné bychom postupovali i pro druhou teénu ds z
bodu P na kuzelosecku k. Je jasné, kam timto mifime — ze symetri¢nosti matice kuzelosecky pak plyne,
Ze na polaie p : PT KX = 0 musi lezet oba body dotyku tecen z pélu P na kuzelosecku k.

\,
L
.
o
A
i
AN
AN
AN

Obr. 11: K odvozeni polary vnéjsiho bodu.

Toto neni tézké predvést studenttim na st¥ednich skoldch: kruznici & méme popsanou rovnici 22 +y? =
Misto bodu kuzelosecky dosadime néjaky vnéjsi bod X; = [x1;y;]. Tedy nase poldra bude mit rovnici p :
zx1+yy1 = 1. Pokud bod X3 je bodem te¢ny prochézejici bodem X, musi platit rovnice z1z9+y190 = 1.
Pak uz jisté ale musi bod Xq lezet na ,polare“ bodu 77 vzhledem ke kuzelosecce k — z platnosti této
rovnice okamzité plyne X, € p. Ze symetrie problému bude pfimka p muset prochézet i bodem dotyku
druhé tecny z bodu X; na kruznici k.

Analogicky postup bude fungovat pro jakoukoli kuzelosecku. Toto je tedy klicova vlastnost polary
vnéjsitho bodu vzhledem ke kuzeloseéce — prochézi obéma body dotyku tecen ze zminéného vnéjsiho
bodu. Jesté doddme, Ze v knize [PRO] je poldra definovand préavé pomoci jeji rovnice, nikoli pomoci
jejl vlastnosti, kterou jsme pravé odvodili. Polaru lze totiz zavést i pro vnitini bod kuzelosecky, ale jeji
vyznam je zde jiny. To ovSem uvedeme v dalsi kapitole.

5.4 Polara vnitrniho bodu kuzelosecky

U prikladu o parabole a Fidici prfimce v kapitole 5.2 jsme formulovali hypotézu, jaky je vyznam polary
vnitfniho bodu. Nejprve ji zopakujeme, a potom ji dokdzeme.
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Véta 1. At k je kuzelosecka a U je jeji vnitini bod. Ddle volme libovolny bod Ty na kuZelosecce k a
oznacme To dalsi prisecik primky ThU a kuzelosecky k. Nyni vedme tecny tq, ta na kuzelosecku k body Ty
a Ty. Oznacme X prisecik tecen t1, to. MnoZinou vSech takto zkonstruovatelngch bodi X (prislusicich
bodu U ) je poldra bodu U vzhledem ke kuZelosecce k, tj. primka

UTKX =0,

kde K je matice kuzelosecky kE|

tQ\\

Obr. 12: K vété vyse. Chceme dokazat, ze mnozina vSech bodi X popsanych ve vété 1 je primka p.
Diikaz. Méjme tedy kuzelosecku k, jejichz matice je

ailp a2 ais
K= a2 a2 a3
a13 ag23 G33

Volme vnitini bod U = (u1,us,1)T. Vektor T} — U ozna¢me A = (A, 22,0), je tedy Ty = U + A\
Druhy prisecik bude tim pddem muset mit tvar 7o = U + kA, kde k #2 0 a k # 1 (pro k = 0 by to

byl bod U, pro k = 1 by to byl bod T» — tyto moZnosti vylou¢ime.) Rovnice te¢en body 77 a T» musi
splnovat rovnice:

apl a2 a3 €
(ul + A1 uz+ A 1) aiz G2 Q93 y| =0
a1z a3 azz) \1

ailp a2 ais z
(ur + kA ug+kAy 1) a1z ag a | |y] =0
a13 a3 ass 1

Druhou rovnici vydélime —k a néaslednym se¢tenim obou rovnic se zbavime pomocného vektoru A a
ziskame

ailp a2 ais z
(w(1—4) w(l—%) 1—%)|a2 ax as||y|=0
a13 a3 433 1

Vydélime 1 — 4 (miZeme, k # 0 a k # 1) a mame rovnici

UTKX =0

To je nami hledana rovnice polary. Mdme dokazano. O

LV celé vété predpoklddame, ze zminéné body a teény existuji.
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Transformace do stfedoskolské matematiky neni nijak slozitd, v podstaté jenom bez pouziti matic
zopakujeme vysSe uvedeny dikaz pro libovolnou regularni kuzelosecku, ukazeme si to na prikladé hyper-
boly ve tvaru h : 2% — y? = ¢2, ¢ € R — {0}. Pro pfehlednost provedeme pouze ditkaz pro tuto hyperbolu,
pro jakoukoli jinou kuzelosecku by se dtkaz provedl analogicky.

Obdobné jako u dikazu vyse, dan bud vnitini bod kuzelosecky U = [u1,us], timto bodem vedme
sefnu hyperboly h. Seéna hyperbolu h protne v bodech T}, Ts se soutadnicemi 77 = [ug + A1, ug + A2] a
Ty = [u1 + kA1, ue + ko], kde k, A1, A2 € R. Dosadime-li tyto body do rovnice teény pro hyperbolu h,
ziskame soustavu rovnic

z(ug + A1) —y(ug + Xo) = ¢2,

z(uy + kM) — y(ug + EXg) = .

Budeme chtit popsat body na hledané pfimce nezéavisle na voleném vektoru A = (A1; A2). Téchto ¢lent
rovnic se tedy budeme chtit zbavit. Po roznasobeni zévorek a vydéleni druhé rovnice —Af] ziskdme sou-
stavu
zuy + TN — Yyuz — Yo = 2,
2

1 1 1
Tl — xA1 + Ty + Yyl = -2

Sectenim téchto rovnic ziskdme rovnici

1 1
(1- E)xul -(1- %)?JW =(1-7)
Vydélenim 1 — %ﬂ ziskdme rovnici
Tuy — yus = 2,

coZ je rovnice polary.

5.5 Dodatky k polare

Nize uvedeme nékolik zajimavosti. Nékterych si uz ¢tenar mohl vSimnout, pfesto je stoji za to explicitné
uvést. Jednou je, co je polarou bodu kuzelosecky vzhledem k této kuzelosecce. Vysledek nas neptekvapi:

Poznamka 1. Je zrejmé, zZe dosadime-li do rovnice poldry bod kuZelosecky k, dostaneme rovnici jeji
tecny. Poldrou bodu Xo € k vzhledem ke kuZelosecce k je tedy tecna kuZelosecky, kterd prochdzi bodem
XO;

Co je déle poldrou stfedu hyperboly (popt. kruznice)? Tefny ze stfedu se hyperboly dotykaji v
nevlastnich bodech, jaka je tedy primka, kterd obéma témito body prochazi? Je to primka, které rikame
nevlastni pﬁmkaﬂ

Poznamka 2. Poldrou stredu libovolné stredové kuZelosecky vzhledem k této kuZelosecce je primka, na
niz lezi vsechny nevlastni body. Této primce rikdme nevlastni primka.

Dalsi je tato zajimava vlastnost, kterd plyne primo z rovnic kuzelosecek a je prekvapivé jednoduché
ji dokazat.

Véta 2. Al k je kuzZelosecka, X1 Xo jsou dva libovolné body v roviné. Poldra bodu X1 vzhledem ke k
prochdzi bodem Xo praveé tehdy, kdyz poldra bodu Xs vzhledem ke k prochdzi bodem X .

Diikaz. Dokazeme pouze jednu implikaci, druhd se dokaze analogicky. Necht X; je tedy bod, polara
p1 tohoto bodu vzhledem ke kuZeloseéce & ma rovnici p1 : XTKX; = 0. Polara p; dle pfedpokladu
prochazi bodem X, tedy zjevné plati X7 K X; = 0. Poldra bodu X, vzhledem k bodu X, mé rovnici
p2 1 XTK X, = 0, kterd je ekvivalentni s rovnici py : X3 KX = 0. Je nyni ziejmé, Ze bod X musf lezet
na polate ps, jinak by rovnice vysSe nebyla naplnéna. Mame dokazano. O

2 Nemusime uvazovat k = 0, pokud by totiz k = 0, bylo by T» = U. To z predpokladu, ze bod U je vnitini, oviem neni
mozné.

3 Tento vyraz nemize byt roven nule, jinak by bylo k = 1 a tim paddem by byly body T} a T» totozné.

4 BliZe k problematice nevlastnich elementt napt. v [HAV] a [CAS].

25



5.6 Dvojpomér a polara

Nakonec uvedeme jednu zajimavou vlastnost a jeden jeji piimy dusledek, kterd by ¢tenafe mohla inspi-
rovat k dalsimu studiu projektivni geometrie. Nejprve budeme muset ale zavést definici dvojpoméru. Pro
nés bude stacit definice dvojpoméru étyr ruznych bodu inspirovand definici v [HAV]:

Definice 9. (Dvojpomér.) Necht A, B,C, D jsou ¢tyri kolinedrni body. Pak jejich dvojpomérem A (zna-
¢ime (ABCD) = A) budeme rozumét pomeér délicich poméri \c = (ABC) a A\p = (ABD), tj. A =

2o = ggggg. Pripomindme, %e délici pomér Ao bodi A, B vzhledem k bodu C' je ¢islo Ao € R takové,

které splruje @ =Ae- B?

V knize [HAV] je pak uvedena zajimavd véta, ze které vyvodime dusledek, ktery lze prezentovat i na
stfednich skoléch:

Véta 3. Al k je kuZelosecka, s je jeji secna, at T,U jsou pruseciky secny s a kuZelosecky k, at P je
bod a p je poldra bodu P wvzhledem ke kuzelosecce k. Oznacme O prisecik poldry p a secny s. Pak body
T,U, P,O tvori tzv. harmonickou ¢tverici, tj. plati (TUPO) = —1.

p

dg /,f"/

Pias

Obr. 13: Kuzelosecka a harmonicka ¢tverice boda T, U, P, O. Te¢ny di, ds vedené z bodu se

kuzelosecky k dotykaji v bodech D; a Ds; témito body prochéazi polara p.

Situace je znazornénd na obrazku vyse. Dikaz uvddét nebudeme, je nad ramec této prace. Nicméné
z této véty dokdzeme odvodit zajimavy vysledek, ktery je mozné prezentovat i studenttim na stfednich
skolach.

Ozna¢me (TUP) = Ap a (TUO) = A\o. Z definice dvojpoméru a véty vyse piimo plyne, Ze musi platit
Ap = —Ao. Vynasobime-li obé strany vektorem %, dostaneme rovnici

Ap-UO = -TO,

kde pravé strana rovnice vySe plyne z definice délictho poméru (TUO). Skaldrné vyndsobime obé strany
rovnice vektorem ﬁ a z definice délictho poméru (TU P) ndm vyplyne rovnice:

TP-UO = -TO-UP

, z ¢ehoz okamzité vyplyne (protoZe vSechny vektory ve vyse uvedené rovnici jsou rovnobézné):

TP| - [U0| = [TO|-|UP),

|TP| |TO|

|UP] O]
nebo-li také: pomér vzdalenosti bodu P od bodt T a U je stejny jako pomér vzdalenosti bodu O od téch
samych bodf’]

5 Vidime zde vlastné dvojpomér vyjadieny pomoci vzdalenosti bodii, nicméné jsme ztratili informaci o orientaci jednot-

nebo také
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livych vektort.
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Kapitola 6
Zaveér

V prvni kapitole jsme diskutovali pokryti latky o kuzeloseckach na Ceskych strednich skolach, zejména
jsme se zajimali o pokryti problematiky tecen a poldr v uéebnicich [PRO] a [DID]. Také jsme diskutovali
problémy u stfedoskolské definice tecny kuzelosecky souvisejici s potfebou vyloucit primky rovnobézné
s asymptotami hyperboly a s osou paraboly — definice potom pusobila nejednotné.

V druhé kapitole jsme pro tcely jednodussi definice tecny zavedli nevlastni body. Ve treti kapitole
jsme poté definovali homogenni souradnice, které ndm umoznily prifadit souradnice i nevlastnim bodim
a umoznily jednodussi zapis dalsich vypocti.

Ve ctvrté kapitole jsme diskutovali teény kuzelosecek. Tuto problematiku jsme pojali nékolika riznymi
zpusoby. Nejprve jsme diskutovali pouziti ideové jednoduchého, vypocetné ovsem naro¢ného postupu.
Také jsme diskutovali pouziti metod matematické analyzy pro nalezeni rovnice teény kuzelosecky. Vyuzili
jsme definice te¢ny k odvozeni jeji rovnice. Ukdazali jsme také, jak je mozné rovnice tecen kuzeloseCek
odhadnout a nasledné jsme dokazali, Ze takové rovnice splnuji podminky kladené na tecnu kuzelosecky.

Dale jsme vyuzili homogennich souradnic nevlastniho bodu pro jednoduché a elegantni odvozeni
postupu pro vypocet asymptot hyperboly a nésledné jsme provedli pomérné jednoduché stiedoskolské
odvozeni, které vychéazi z toho, ze asymptoty jsou hranicemi dvou oblasti spliiujicich podminky uvedené
v této podkapitole. Nakonec jsme pro potreby dalsi kapitoly zavedli vnéjsi a vnitini body kuzelosecky,
kde jsme jako kritérium pouzili pocet tecen, které lze vést z vnéjsiho, resp. vnitiniho bodu.

V paté kapitole jsme diskutovali, co se stane, pokud do rovnice te¢ny dosadime libovolny bod, ne
nutné pouze bod kuzelosecky. Zjistili jsme, ze se jednd o primku, kterou jsme nazvali poldarou, a kterd
ma pékné vlastnosti, pomoci kterych se daji opét hledat rovnice te¢ny. Zminili jsme vlastnosti polary
spojené s dvojpomérem.

Odvozeni ve ¢tvrté a paté kapitole jsme transformovali na uroven stiedoskolské matematiky. Netvr-
dime, Ze by tato odvozeni méla byt nutné na stiednich skolach provadéna, nicméné soudime, ze v pripadé
dostatku casu by mohlo jit o zajimavé dopliky k bézné probirané stredoskolské latce, které by vedly k
hlub$imu porozumnéni matematice ze strany zaka.
primo pouzitelné na stredni Skole, zejména jednotné odvozeni jeji rovnice, a také jsme prozkoumali
zékladni vlastnosti polar. Vzdy jsme se snazili postupovat tak, aby se nezdalo, Ze pojmy a rovnice
"padaji z nebe".
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