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Abstrakt: V této zavérecné préaci se vénujeme ruznym paradoxtm v celé jejich
rozmanitosti. Na tvod ¢tenare seznamime s paradoxy tykajicimi se nekonecna
a jeho zakladni aritmetiky. Poté predstavime nékolik geometrickych a algebraic-
kych paradoxti, které vychazeji ze zdanlivé rozporuplnych rozklad. Prace hojné
vyuziva pojem ekvirozlozitelnosti a detailné zkoumd jeji vlastnosti. V zavéru ji
porovnavame s nizkovou kongruenci a objasniujeme rozdily mezi nimi. Ctenaf
se dale dozvi potfebné zakladni informace z teorie miry a algebry, coz jsou kli-
cové oblasti pro nalezeni podgrupy generujici paradoxni dekompozice. Zavéreéna
cast je vénovana hlavnimu tématu prace, Banachovu-Tarskému paradoxu, kde je
dokazano nékolik tvrzeni a strucné prozkoumano fungovani tohoto paradoxu v
ruznych dimenzich.
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Abstract: In this thesis, we examine the various paradoxes in all their diversity.
We begin by introducing the reader to paradoxes concerning infinity and its basic
arithmetic. We then introduce several geometric and algebraic paradoxes that
arise from seemingly contradictory decompositions. The paper makes extensive
use of the notion of equidecomposability and examines its properties in detail. We
conclude by comparing it with scissor congruence and clarifying the differences
between them. The reader will also learn the necessary background information
from measure theory and algebra, which are key areas for finding the subgroup
generating paradoxical decompositions. The final section is devoted to the main
topic of the paper, the Banach-Tarski paradox, where several propositions are
proved and the operation of this paradox in various dimensions is briefly exami-
ned.
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Uvod

Co je to paradox a jak se stane, Ze néco za paradox oznacime? Na pocatku je
vzdy pojem, ktery nebyl ditkladné anebo spravné formulovan. Vétsinou se jedna o
nekorektni definici, neplatny argument nebo lidové pouzivani terminu. Krasnym
prikladem mtze byt takzvany Paradox hromady, ktery hojné vyuzivaji autofi
kuchatek se svymi Spetkami, Spickami noze a sadlky mouky.

,Rekneme, Ze jedno zrnko soli nent spetka, pak tedy ani dvé zrnka nejsou $petka.
Podobné pokud 2 zrnka nejsou Spetka, potom ani 3 zrnka nejsou Spetka . . .
Jestlize 999 999 zrnek neni Spetka, potom ani 10° (1 milion) zrnek preci nemiiZe
byt spetka anebo ano?*

Paradox z Teckého slova , Paradozos® je tvrzeni, které dochazi k seberozpo-
ruplnym zavérim. Jde proti nasemu prirozenému chapani a intuici. Napriklad
predklada prvky, které se vzajemné vylucuji, a tudiz spolu nemohou koexistovat.
Nicméné v daném paradoxu spolu klidné jdou bok po boku na prochéazku.

Cilem této prace je zaujmout Sirsi odbornou verejnost, nau¢né popularizovat
nékteré vybrané paradoxy a doplnit hutnou teorii o nazorné priklady tak, aby
je ¢tenati mohli vyuzit ve svych hodinach nebo prednaskach. Jednotlivé kapitoly
se snazi posouvat hranice bourani nasi intuice. V prvnich kapitolach se budeme
vénovat nékterym leh¢im paradoxnim problémum a pozdéji se propracujeme az k
paradoxnim dekompozicim. V tplném zavéru se podivame na zub slavnému ma-
tematickému problému. Banachtv-Tarského paradox byl poprvé publikovan az v
roce 1924 (Banach a Tarski, [1924)). Jedna se tedy o pomérné nedavno zkonstru-
ovanou tezi, kterd se i v dnesni dobé rozviji.

A o ¢em tedy jiz vyse zminény paradox je? Ke konkrétni a presné formulaci se
dostaneme pozdéji, ale nyni si povime povést ze zivota matematiki, ktery dobte
ilustruje celou situaci.

»Matematik ma v kapse tabulku cokolddy. JelikoZ chce cokolddy dvé, pro sebe a
svého kamardda, tabulku vhodné rozdéli na konecny pocet casti, které
preusposkladd a nasledné slepi. Viysledkem jsou cokolady dve o stejné chuti,
barvé a objemu.“

V tuto chvili uz neni pochyb o tom, ze ndm nezbyva nic jiného nez se podivat
poradné na matematickou myslenku za tim vsim. Nebot kazdy matematik je
zvédavy, a zvlast prekvapivym vécem neveéri.






1. Prace s nekonecny

Ackoliv se uz od dob Archiméda ze Syrakus a Eukleida vi, ze kolem pojmu
nekonecno ¢iha spoustu nesrovnalosti, poradné se na to v dnesni vyuce hledi az
na vysokych skolach. Nejprve si musime Tict, ze nekonecno neni ¢islo, ale jakési
mnozstvi, které lze mérit a porovnavat. Vezméme mnozinu prirozenych cisel N a
srovnejme ji s mnozinou celyjch cisel Z. Na prvni pohled by se mohlo zdét, ze tyto
dvé mnoziny ¢isel jsou riizné velké a sice, ze mnozina Z obsahuje vice prvki nez
mnozina N. OvSem z matematického hlediska maji tyto dvé nekonecna stejnou
mohutnost.

Definice 1 (Relace mohutnosti, Kardinalita). Mohutnosti konecné mnoziny bu-
deme rozumét pocet jejich prvki a mohutnosti mnoziny prirozenych cisel N rozu-
mime card(N) = N,.

Rekneme, Ze mnoZiny A, B maji stejnou mohutnost, piseme A = B, pokud
existuje bijektivni zobrazeni f : A — B. Rekneme, %e A md stejnou nebo mensi
mohutnost nez B, piSeme A < B, pokud existuje injektivni zobrazeni f : A — B.
Rekneme, Ze A md mensi mohutnost neZ B, piseme A < B, pokud neplati A = B
a zdroven existuje injektivni zobrazeni f : A — B.

Déle se nam bude hodit k dikazu véty |[O mohutnostech ¢iselnych oborul

Cantorova-Bernsteinova véta, kterou uvedeme bez ditkazu. Jeji znéni s dikazem
1ze nélezt zde (Fuchs, 1999, str. 75-76).

Véta 1 (Cantorova-Bernsteinova véta). Necht A, B jsou libovolné mnoziny spl-
nujici A=< B a B=<A, pak A= B.

Na nasledujicich strankach se podivame, jaké vztahy a jaké mohutnosti maji

vvvvvv

Véta 2 (O mohutnostech ¢iselnych obort).

(a) Mohutnost mnoziny vsech prirozenych cisel N je N,.

(b) Mohutnost mnoZiny vsech celjch cisel Z je Ny.

(¢c) Mohutnost mnoZiny vsech racionanich cisel Q je V.

(d) Mohutnost mnoZiny vsech konecnijch posloupnosti prirozengch cisel je Ng.
(e) Mohutnost mnoZiny vsech redlnijch cisel R je vétsi nez Ny.

(f) Mnozina vsech komplexnich cisel C mad stejnou mohutnost jako R.

Diikaz. Dtkaz si rozlozime na jednotlivé c¢asti, které budeme dokazovat samo-
statneé.

(a) Plyne z definice relace mohutnosti.

(b) Staci najit bijekei f mezi Z a N. Zvolme f tak, aby

2241, proz >0,
—2z, pro z < 0.

VzGZ:f(z):{



3 — 7
2 — 5
1 — 3
0 — 1
-1 — 2
-2 — 4
-3 — 6

Tabulka 1.1: Zobrazeni f mezi Z a N.

7 tabulky lze nahlédnout, ze takto definované f zobrazi nezaporna cela
¢isla na kladna licha ¢isla a zaporna cela ¢isla na kladna suda cisla.

Nejprve si dokazeme, ze f je surjektivni zobrazeni. Necht p € N je libovolny
prvek.

o Jestlize p je liché, pak existuje n € NU{0} : 2n+1 = p, coz lze ekvivalentné
zapsat jako f(n) = 2n + 1 = p nebo,

« pokud p je sudé, pak opét existuje n € NU {0} : —2n = p, a tedy muzeme
napsat f(n) = —2n = p.

Z toho specialné dostavame, ze pro kazdé prirozeni cislo n existuje celé cislo
p tak, ze f(n) =p.

Nyni nam zbyva ukézat, ze f je injektivni zobrazeni. Diikaz provedeme spo-
rem. Mé&jme navzajem riznd a,b € Z : f(a) = f(b), pokud je

« a nezaporné a b kladné (nebo naopak), pak f(a) musi byt sudé a f(b) liché.
Cimz dostavdme spor s piedpokladem, 7ze f(a) = f(b), nebo jsou

e a,b nezaporna, z ¢ehoz plynou rovnosti f(a) = f(b), 2a +1 = 2b+ 1 a
nakonec a = b, kde dochazime opét ke sporu, nebo jsou

e a,bzépornd, tedy plati f(a) = f(b) neboli —2a = —2b a a = b.

Dokézali jsme, Ze existuje bijekce f mezi Z a N. Z ¢ehoz plyne, z2e N = Z a
card (Z) = Ry.

(c) Ztejmé Vn € N:n € Q neboli N C Q. Miazeme tedy vzit identitu coby
prosté zobrazeni z N do Q, z ¢ehoz plyne N < Q. Déle vime, ze Vg € Q da € Z
dJbeN:qg=1.

Nyni najdeme vhodnou bijekci f : N x N — Q a dokadzeme, Ze mnozina
N x N = N. Z toho uz bude platit N = Q.

Jedna z moznosti jak najit bijekci g : NxN — N je, ze si prvky N x N sefadime
do seznamu za sebe. Kazdé dvojici ¢isel pak mtizeme priradit jeji index, coz bude
nase zobrazeni g.

Setazeni provedeme néasledovné Nx N = [(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3),(2, 2),...]
neboli si prvky postupné piiddvame po diagondlach podle obrazku [I.1]

Ted si sestavme tabulku N x N, jejiz bunky budou dvojice ¢isel (a,b) repre-
zentujici raciondlni ¢islo zapsané ve formé zlomku 3.

6



NxN=N 1 2 3 4

1 (1, 1) (1,2) (1,3) (1,4)
s ey ) @
3 (3, 1)/(5’», 2) (3,3) (3,4)
4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4)

Obrézek 1.1: Diagonalni sefazeni prvki N x N.

Q=NxN|1 2 3 4
P
\ T

R
+ T
R
S

Tabulka 1.2: Jedna z moznosti jak seradit prvky Q.

Jak lze nahlédnout, opét si prvky muzeme sefadit do seznamu, oznacme A,
podle tabulky [I.2] ktery si ¢islujeme.

Vsimnéme si, ze nékteré prvky maji stejnou hodnotu napf. %
do seznamu pridame pouze ty prvky, jejichz hodnota zatim nebyla d
priddna. Takto jsme dokazali sefadit a ocislovat prvky QV.

Podobnou tabulku a sefazeni mtuzeme udélat i pro Q~, kde misto N x N bude
tabulka (—N) x N. Pfislusny seznam si oznac¢ime jako B.

Nyni si vytvoiime findlni seznam[1.3] kam na prvni pozici vlozime 0 a nésledné
yslévame® dohromady ocislované seznamy A a B. To znamena, ze vezmeme prvni
prvek seznamu A a vlozime ho na druhou pozici, potom vezmeme prvni prvek
seznamu B a vlozime ho na treti pozici. Timto zpusobem muzeme ocislovat celou
mnozinu Q.

a proto

2
4>
O seznamu

NJ1[{2]3 |45 |6] 7 /[8|9 10
Qlo|1|-1]3]|-

3
2| —2|3|-3]| 3

N | =

Tabulka 1.3: Usporadany seznam hodnot mezi N a Q.

Tim jsme dokézali najit hledanou bijekci f, a tedy plati nasledujici Q =
N x N & N. Z toho plyne, ze card (Q) = card (N) = X,.

7



(d) Necht A je mnozina vsech koneénych posloupnosti prirozenych ¢isel, pak
plati nasledujici N < A, protoze pro kazdé prirozené ¢islo n jsme schopni najit
vice rtznych konecnych posloupnosti zac¢inajicich timto prvkem, a tedy existuje
injektivni zobrazeni z N do A.

Nyni si dokdzeme opacnou nerovnost, tedy chceme A < N. Vezméme si libo-
volnou posloupnost s ¢leny a,, € A,n € N. Kazdou takovou posloupnost dokazeme
zobrazit na ¢slo ¢ = 0,a1as . . . ay_1a,. Cislo ¢ je timto uréeno jednoznaéné, pro-
toze ruzné posloupnosti a,, urcuji rtuzna c¢isla ¢g. Vime, ze a, je vzdy konecna, a
proto ma g vzdy konecny desetinny rozvoj. OvSem to znamena, ze ¢ je racionalni,
a tedy A < Q = N. Z tranzitivity relace < ziskame A < N.

Dohromady jsme dokazali, ze plati N < A a zaroven A < N. Nyni zbyva apli-
kovat [Cantorovu-Bernsteinovu vétul a dostavame, ze A = N. Snadnym disledkem
je, ze kardinalita A je Ng neboli card (A) = Ry.

(e) Ukazeme, ze mohutnost N je mensi nez mohutnost R, kde card (N) = X,.
Musime najit injektivni zobrazeni z N do R, coz je jednoduché. Jelikoz N C R,
staci si vzit identitu jako injektivni zobrazeni z N do R. Déle potfebujeme dokéazat,
ze neplati N = R neboli staci dokézat neexistenci bijekce mezi témito mnozinami.

Definujme mnozinu

M = {z € (0,1) | x maji v nekonecném dekadickém rozvoji pouze ¢isla 1,2, 3} .

Nyni staci dokazat, ze mnozina N ma mensi mohutnost nez takto definovanéa
mnozina M, nebot M C R, a tedy staci trivialné vzit identické zobrazeni z M do
R jako injektivni zobrazeni, a tim dokazat M =< R. Zbytek plyne z tranzitivity
relace <.

Pro spor predpokladejme, ze M = N, pak vsechna ¢isla z M lze seradit do
posloupnosti 7,,.

r1 =0, ciicieci3c1y - -
ro = 0, Ca1C22C23C24 . . .
T T3 =0,C31C32033C34 . . .

Ty =0, C41C42C43Cu4 . . .

Ovsem v dalsim kroku najdeme ¢islo a € M, které nelze najit v posloupnosti
T, ¢Cimz dostaneme spor s predpokladem. Necht ¢ € N, pak oznacme

2, proc; =1,
a; = 37 pro ¢;; = 27
1, pro c; = 3.
Je ziejmé, Ze a = ajasas... neni v posloupnosti r,, jelikoz se od kazdého

¢isla v ni lisi alespon o jednu cifru, ale nélezi M. Ovsem tim jsme dostali spor
s predpokladem, nebof posloupnost r,, méla obsahovat vSechny prvky M. Timto
jsme ukéazali, Ze nelze najit bijekci mezi M a N, a tedy mnozina prirozenych ¢isel
ma mensi mohutnost nez mnozina M neboli N < M. Dohromady jsme dokazali, ze
N < M < R. Z tranztivity obou relaci plyne N < R neboli mohutnost prirozenych
¢isel Ny je mensi néz mohutnost redlnych ¢isel. Ekvivalentné feceno mohutnost
realnych cisel je vétsi nez Ny.



(f) Nalezneme vhodnou bijekei f: R — C, a tim dokézeme, ze R = C. Vime,
ze plati R < C, jelikoz R C C, a tedy staci pouzit identitu z R do C jako injektivni
zobrazeni. Opacna subvalence bude tézsi ukazat.

Kazdé komplexni ¢islo lze chépat jako dvojici ¢isel redlnych. Naptiklad kom-
plexni ¢islo v algebraickém tvaru 458 + 67i lze prepsat na dvojici souradnic
[458; 67]E|, specidlné 5i lze prepsat na [0;5]. Zaroven vime, ze kazdé komplexni
¢islo ¢ € C lze prepsat do exponencidlniho tvaru (obecné Ve € C Ir,a € R :
c = [r;a] = re'®), tedy 5i = 5e'2. Viimnéme si, 7e pokud bychom libovolné ¢
reprezentovali pomoci kartézskych soutadnic, taky by dané souradnice mohly byt
zaporné. Oproti tomu ma exponencidlni tvar tu vyhodu, zZe ¢ lze reprezentovat
pomoci dvou ¢isel nezapornych. Pricemz r > 0 diky nezaporné vzdalenosti ¢isla
¢ od stfedu Gaussovy roviny a ¢islo « € [0, 27), protoze « je uhel otoceni kolem
sttedu Gaussovy roviny.

Déle si vSimnéme, ze kazdé redlné cislo predstavuje ciferny rozvoj. Nyni za-
kazeme reprezentaci realnych cisel, které od néjaké cifry dal maji periodickou
devitku. To mizeme udélat, protoze kazdé takové cislo 1ze zapsat tak, ze posledni
nedevitkovou cifru zvétsime o 1. Napriklad ¢islo 1,679999 ... odpovida cislu 1,68.

Nyni si ozna¢me D = {z € C : |z| < 1}. Chceme ukdzat C < D, tudiz hleddme
prostou funkci z C do D. Definujme funkce ¢(z) = %= a

1—z

£2) = {Ou o)z =5 & = =5, prozeC\ {0},

pro z = 0.
Ukéazeme sporem, ze takto definovand funkce ¢ je prosta na intervalu [0, 1).
Necht jsou z1, 2o € [0,1) ruznd, ale ¢(z1) = ¢(22), pak

21 22

1 — 21 1 — 29
21(1 — 2’2) = Z2<1 — Zl)
Z1 — R1R9 = Z9 — 2921
21 = %9

Dochéazime ke sporu s predpoladem zi, zo rtizna.

Abychom dokdzali prostotu funkce f, definujme f~'(y) = ¢~ (|y|) - Iy\ Tvr-
dime, Ze funkce f~! je inverzni k f. Dokazme, Ze y = f(f~(y )) Déle vime, ze
’ﬁ’ =1 a funkce ¢ je kladnd na [0, 1).

, |y|>% - | ‘ “lyh W
Y = o' - Ty = Al S e -

PR (7 by

= o(|o™ (ly))) ol = e ) *um) |||y| .

Z existence inverzni funkce k f plyne prostota funkce f. Nyni ukazeme D <
[0,1) x [0,1). Definujme zobrazeni g : D — [0,1) x [0,1). Vezméme libovolné

IPro tcely rozliSovani budeme pouzivat v této ¢asti ditkazu misto ¢arky oddélujici souradnice
strednik.



soufadnice z [0,1) x [0,1) a ozna¢me si je [r,5]. Témto souradnicim piifadme
komplexni éislo re'®, kde a = 2w 3. Toto ¢&islo nutné leZi v D, protoZe r < 1 a je
unikatni, protoze zadna dvé komplexni ¢isla nemaji stejné polarni souradnice. Z
toho, Ze existuje inverzni funkce g7 : [0,1) x [0, 1) — D, plyne prostota zobrazen{
g. Ukézali jsme D <[0,1) x [0,1).

Nyni zobrazime libovolné soufadnice z [0,1) x [0,1) do [0, 1). Kazda soufad-
nice je obycejné desetinné ¢islo, které ma svij desetinny rozvoj. Tyto rozvoje
muzeme navzajem prostridat tak, ze na liché pozice budeme davat cifry z prvni
souradnice a na sudé pozice budeme davat cifry z druhé souradnice. Vime, Ze
oba desetinné rozvoje zacinaji nulou, protoze obé souradnice jsou z intervalu

[0,1). Pokud bychom oznacili prvni souradnici jako a = 0,ajasasz... a druhou
soutadnici jako b = 0,b1b9b3 ..., pak nové vzniklé ¢islo ¢ by vypadalo takto
¢ = 00,a1b1abs - - - = 0,a1b1a2by . ... Nové vzniklé ¢islo nemize mit od néjakého

indexu devitkovou periodu, protoze jsme zakazali tuto reprezentaci vyse. Kazdé
takové ¢islo nélezi do intervalu [0,1) a je unikatni, protoZe jsme vzdy brali uni-
katni souradnice, které maji unikatni desetinné rozvoje. Tim jsme nasli prosté
zobrazeni z [0,1) x [0,1) do [0,1) a plati [0,1) x [0,1) < [0,1).

Nakonec [0,1) < R, jelikoz [0,1) C R. Ukdzali jsme

R=<C=x~D=[0,1)x[0,1)<[0,1) <R.

7 tranzitivity subvalence a |[Cantorovy-Bernsteinovy vety| plyne C = R. Mnozina
C ma stejnou mohutnost jako mnozina R.

]

Dikaz bodu (e) byl prevzat z (Rmoutil, 2023). Zminéna véta vyse je pozo-
ruhodna, protoze dokazuje nejen existenci jinych mohutnosti nez Ry, ale dokonce
existenci ruzné velkych nekonecen.

1.1 Hilbertuv hotel

V predchozi sekci jsme ukézali, ze existuji rizné velkda nekonecéna. Nyni se v
této sekci budeme vénovat operacim s nekonecény a ukazeme, jak hluboce nein-
tuitivni jsou. K tomu vyuzijeme myslenkovy experiment némeckého matematika
Davida Hilberta [1862-1943] (O’Connor a Robertson) 2014), ktery se proslavil
diky zformulovani 23 matematickych tehdy modernich problémiti. Mnohé z téchto
problémil byly postupné vyreseny a dnes jiz pretrvavaji pouze ¢tyti. Nejstarsi z
nevytesenych se nazyva Goldbachova hypotéza, ktera tesi otazku zdali kazdé sudé
¢islo vetsi nez 2 lze vyjadrit jako soucet dvou prvocisel.

Ovsem nyni uz k samotnému experimentu znamemu jako Hilbertiv hotel.
Me¢jme hotel stojici uprostied turisticky atraktivniho mésta, ktery ma tu vlast-
nost, ze obsahuje nekone¢né mnoho jednoltzkovych pokoji. Jednoho dne pti rusné
sichté mladého matematicky zdatného recepcéniho se hotel zcela zaplni. OvSem na
recepci se ozve zvonek s novym zakaznikem, ktery zada o ubytovani.

Recepcnimu nastane horka chvilka, ale po chvili ho napadne genialni mys-
lenka. Co kdybychom pfesunuli hosta z pokoje ¢islo 1 do pokoje s ¢islem 2 a
hosta ze dvojky do trojky. Kazdého dalsiho hosta z pokoje n presuneme do po-
koje s ¢islem n + 1. NaS hotel je pfeci nekonecny, a tudiz neexistuje ¢islo pokoje
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k takové, Ze neexistuje jeho soused k£ + 1. OvSem tim se uvolni 1izko v prvnim
pokoji a recepéni miize ubytovat zakaznika cekajictho na recepci. Matematicky
bylo ukazano, ze oo + 1 = oc.

Sotva se recepcéni pochvali, jak dobre situaci vyresil, na zvonek zacinka Ti-
di¢ zajezdového autobusu plného lidi, Ze se ztratili a potirebuji ubytovani. Perna
chvilka recepcniho je uz zase tady. Pokud jsme dokazali v hotelu najit misto pro
jednoho zakaznika, urc¢ité najdeme misto procely zajezd. Urceme, Ze pocet vSech
ucastniku zajezdu je k. Nyni kazdého hosta v hotelu musime presunout z pokoje
c¢islo n do pokoje cislo n + k, neboli pokud k = 35, pak hosta z jednicky, pre-
suneme do Sestatiicatého pokoje. To mizeme zase vzdy udélat, protoze hotel je
nekonecny. Tim jsme ukazali, ze co + k = oo.

Ani neodbila ptlnoc a recepcnimu opét zatéka do bot. Tentokrat je délka
zéjezdového autobusu v nedohlednu (je nekoneénd) a lavina turistu zaplavi ce-
lou recepci. Kam s nimi, parafrazuje nas recepéni Nerudu?l Odpovéd nalezneme
ihned. Kazdého ubytovaného presuneme z pokoje ¢islo n do pokoje z ¢islem 27,
tedy napftiklad host z tfetiho pokoje se pfesune do osmého pokoje. Jelikoz nas
hotel nema zadné stfesni apartma, vycet nové volnych pokoji je nekonecny. Mii-
zeme tedy ubytovavat turisty z nekoneéného autobusu do pokojt, jejichz cislo
neni mocnina dvojky. Tim jsme ukézali, ze co + 0o = oo.

Zbyva pul hodiny pred koncem no¢ni smény a na parkovisté pred nasim ho-
telem dorazi nekoneéné mnoho nekonec¢nych autobusii. Jesté neZ zacne cinkat
prvni zvonéni, recepéni uz spousti operaci kulovy blesk’] Nyni hosty i nové pii-
chozi znovu preumistime tak, ze kazdy z nich bude ubytovan v pokoji s ¢islem
2¢3°, kde ¢ je ¢islo autobusu (jiz ubytovani maji ¢islo autobusu 0) a s je ¢islo
sedacky v daném autobusu. Tedy jiz ubytovany host z patého pokoje se premisti
do pokoje s éislem 2°3% = 243 nebo napiiklad nové piichozi turista ze tietiho
autobusu a druhého sedadla se ubytuje v pokoji s ¢islem 233% = 72. Zadny host
se nemusi bat, ze sviij pokoj bude muset sdilet, protoze jinak by to znamenalo,
ze ve stejném autobusu na stejném sedadle sedélo vice lidi, coz je nekomfortni.
Pokud by nastal tento pripad a nékdo sdilel s nékym sedadlo, budeme uvazovat,
ze v takovém pripadé nebudou mit dani lidé problém sdilet pokoj. Nicméné vzhle-
dem k tomu, Ze na sedadle sedi nejspise konec¢né mnozstvi lidi, neni problém pro
recepcniho preubytovat cely hotel tak, aby skutecné kazdy byl ubytovany zvlast.
Tim jsme ukézali, ze 0o - 0o = 00.

1.2 Axiom vybéru

Axiom vybéru (anglicky Aziom of choice, zkracovano na (AC)) je jeden z nej-
znameéjsich axiomt viibec. Svou popularitu nabyl predevsim diky své kontroverzi.
V koneénych mnozinéch je (AC) pomérné snadno prokazatelny. Méjme tii regaly
hrnickl - zelené, modré a cervené. Snadno si muzeme z kazdého regalu koupit
pravé jeden hrnicek. Naproti tomu v nekoneénych mnozinach uz mizeme narazit
na problémy (Pick, [2010, str. 197). Pokud naptiklad méme nekoneéné para bot,
je lehké vybrat nejdiive levou a potom pravou. Nicméné pokud boty vyménime

2Jan Neruda byl vyznamny ¢esky spisovatel a novinaf, ktery mimo jiné napsal slavny fejeton
Kam s nim?.

3Kulovy blesk je nazev slavné komedie od rezisérti L. Smoljaka a Z. Podskalského, ktera
vypravi o stéhovani mezi dvanacti byty coby ,nejvétsi akci v déjinach stéhovani*.
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za stejné vzorované ponozky, nebudeme védét zdali vybirame praveé levou nebo
pravou. Vsechyn totiz vypadaji stejné. Jak bychom méli tedy ponozky vybirat
a podle ¢eho? Vice odborné, jak by méla vypadat vybérova funkce z ponozkové
mnoziny?

V nésledujicich kapitolach si ukdzeme néco malo, co s timto axiomem je mozné
pachat za zloc¢iny proti lidskosti. Role axiomu vybéru je totiz pro mnoho z nich
naprosto esencidlni. Dodnes existuje fada odborniki, ktefi jsou spise odptrci
(AC), kvili jeho nekonstruktivnosti a vignimu popisu vybérové funkce. Ovsem
valné ¢ast matematiki jiz dnes (AC) uznava a bez ostychi pouziva.

Axiom vybéru (AC) Pro kazdé dvé neprizdné mnoziny A, B a bindrni relaci
R C A x B takovou, Ze pro kazdé Yz € Ay € B : R(z,y), ezistuje funkce
f:A— B takovd, Ze pro vsechny x € A : R (x, f(x)).

Dale si rekneme vétu bez diikazu z teorie mnozin, kterou budeme implicitné
pouzivat v nasledujicich kapitolach jako fakt. Nebudeme ji tedy dale explicitné
zminovat.

Véta 3 (O sjednoceni spocetnych mnozin (AC)). Sjednoceni spocetné mnoha
spocetnyjch mnoZin je spocetnd mnozina.

1.2.1 Historicka vlozka

Poprvé byl (AC) zformulovén jednim ze zakladatelii teorie mnozin Ernstem
Zermelem v roce 1904. Pokud tento axiom pridame do axiomatické soustavy
teorie mnozin mezi Zermelovy-Fraenkelovy axiomy, dostaneme tim rozsitenou
Zermelovu-Fraenkelovu teorii mnozin, kterd se ¢asto znac¢i (ZFC). Cilem této
teorie bylo formalizovat teorii mnozin tak, aby byla dostatecné bohaté diky nespo-
¢etnym mnozinam a zaroven neumoznovala existenci problematickych paradoxt,
jako byl naptiklad Russelliv paradox[] Do této teorie spadd i nds Banachtv-
Tarského paradox a mnoho dalsiho.

4Ctenafi jisté znaji jeho lidovou verzi, kde holi¢ holi pravé ty, kteff se neholi sami. Avsak
kdo holi holice? Pokud se sam neholi, tak se musi holit, protoze holi ty, co se sami neholi. Holit
se sam nemuze, protoze holi jen ty, ktefi se sami neholi.
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2. Paradoxni konstrukce

V této sekci si predstavime typ paradoxu, ktery vyuziva vlastnost equidecom-
posability neboli ekvirozlozZitelnosti. Tato vlastnost bude pro nas velmi dulezita pti
konstrukei Banachova-Tarského paradoxu. Nejdiive si ale musime zadefinovat, co
to znamend rozlozit mnozinu. Respektive najit jeji rozklad.

Definice 2 (Rozklad mnoziny). Rozkladem mnoziny X zde rozumime takovou
mnozinu Y podmnozZin X, Ze sjednocenim této mnoziny je mnoZina X a kaZdé
dva proky této mnozZiny jsou disjunktni.

Definice 3 (Ekvirozlozitelnost). Necht A, B jsou dvé libovolné podmnoziny R".
Rekneme, Ze A, B jsou ekvirozloZitelné (A ~ B), pokud je moiné je rozloZit na
stejne konecny pocet casti, které mohou byt spdrovany tak, Ze kazdé dvé odpovida-
jict si casti jsou primo shodndl.

Nyni prozkoumame tuto vlastnost coby relaci. Ekvirozlozitelnost splnuje re-
flexivitu, protoze mnozina je ekvirozlozitelna sama se sebou. Sta¢i mnozinu ne-
rozdélovat na vice ¢asti, pak existuje pouze jedna cCast, kterd muze byt sparovana
sama se sebou diky identickému zobrazeni, které je piimo shodné.

Symetrii ukdzeme obdobnym zptisobem. Necht mnozina A je ekvirozlozitelna
s mnozinou B, pak existuje rozklad M mnoziny A a rozklad N mnoziny B tak,
ze jednotlivé ¢asti z M mohou byt sparovany s ¢astmi z N tak, ze odpovidajici si
casti jsou shodné. Jelikoz prima shodnost je symetrické relace, protoze inverzni
zobrazeni k primé shodnosti je prima shodnost, pak jednoduse musi platit, ze B
je ekvirozlozitelnd s A.

Obrazek 2.1: Ukazka dukazu tranzitivity pro mnoziny A, B a C s rozklady na
dvé casti.

Tranzitivitu ukazeme nasledovné. Méjme mnoziny A, B a C', u kterych plati,
ze A je ekvirozlozitelnd s B a B je ekvirozlozitelna s C. Chceme ukazat, ze A
je ekvirozlozitelnd s C. Nalezneme rozklad A = I, A; a rozklad B = U}, B#,
kde c¢éasti A; a B; lze k sobé sparovat tak, ze pary jsou navzajem piimo shodné.

I'P¥imo shodné zobrazeni je zobrazeni zachovéivajici vzdalenosti libovolnych dvou bodi a
orientaci. Kazdé takové zobrazeni lze vyjadrit skladanim rotaci a translaci.
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Tyto shodnosti ozna¢me SZ. Zaroven mé&jme piislusné rozklady B = Uity Bjc a
C = UL, C; s piislusnymi shodnostmi SP¢.

Nyni uvazujme mnoziny B;; = BfﬂBjC. Néasledné miizeme najit mnoziny
Ay = (SP)7(Bj;) a Ci; = SPC(Bj;). Snadno si mizeme rozmyslet, ze A;; C A;
a C;; C C;. 7 toho vyplyva, ze A;; lze zobrazit pomoci SAB na B;; a B;j lze
zobrazit pomoci SJBC na Cj;. Dohromady tedy plati, ze A;; lze zobrazit na Cj;
sloZenfm shodnosti S#Z a Sfc. Oznac¢me S;?C = SJBC o SAB. 7 toho ndm plyne,
ze A je ekvirozlozitelna s C. Relace ekvirozlozitelnosti je tedy tranzitivni.

Celkove jsme ukazali, ze ekvirozlozitelnost je ekvivalence, protoze to je relace
reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Nyni vime, zZe existuji jeji tfidy ekvivalence,
coz se nam bude hodit pozdéji.

2.1 Geometrické paradoxy

Nyni si ukdzeme klicovou myslenku, na které dale stavi Banachtv-Tarského
paradox. Jedna se o koncept neméritelné mnoziny. V této sekci ukazeme kon-
strukei takové mnoziny a uvedeme prekvapivy vysledek paradoxniho rozkladu.

Nejdrive bychom se méli zminit o pojmu méritelnd mnozina. Lze Tici, ze méri-
telna mnozina je takova mnozina, kterd ma svou miru. Jako miru mizeme chapat
funkci, ktera dané mnoziné priradi nezdporné ¢islo.

Definice 4 (Mira, (Makaroval 2020)). Necht A je neprdzdnd mnoZina, A je jeji
systém podmmnozin takovy, Ze

(1) A€ A,
(2) Be A= A\Be€ A,
(3) A e A = U, A, = A, pak

systém A nazveme o-algebrou. Duvojici (A, A) nazveme meéritelnou mnoZinou a
funkei p: A — [0, 00| nazveme mirou, pokud splriuje

(1) (@) =0
(2) An,n €N po dvou disjunktni = (U An) = 302, p(Ay).

Mezi prekvapivé vysledky v oblasti ekvirozlozitelnosti patii Tarského kruhovy-
¢tvercovy problém, ktery Alfred Tarski [1901-1983] zformuloval uz v roce 1925.
Jedna se o otdzku zdali jsou v R? kruh a ¢étverec o stejném obsahu ekvirozloZi-
telné. Kladnou odpovéd prinesl az madarsky matematik Miklos Laczkovich v roce
1990 (Laczkovich, 1990) s pouzitim axiomu vybéru. Dokazal, ze kruh a ¢tverec
jsou ekvirozlozitelné dokonce pouze pomoci translaci nikoliv rotaci. Konstruktivni
feseni (bez axiomu vybéru) nasli az panové Lukasz Grabowski, Andras Mathé a
Oleg Pikhurko v roce 2016 (Grabowski a kol 2017)). Jesté lepsi konstruktivni
feseni nasli az panové Andrew S. Marks a Spencer T. Unger v roce 2017 (Marks
a Unger}, 2017)) pomoci borelovskych mnozin.

Véta 4 (Tarského kruhovy-ctvercovy problém (Laczkovich, [1990) (AC)). V R?
je kruh ekvirozlozZitelny se ctvercem o stejném Obsahlﬂ

2Ctverec i kruh musi mit stejny obsah kviili existenci Banachovy miry (Marks, Andrew S.
and Unger, Spencer T., 2017).
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O dva roky pozdéji Miklos Laczkovich prisel s obecnéjsi vétou, jejiz znéni a
dikaz jsou k nalezeni v ¢lanku (Laczkovich| 1992, str. 62).

Klicovym aspektem konstrukce Banachova-Tarského paradoxu je existence ne-
meéritelnych mnozin, a proto bychom si méli uvést sestrojeni jedné takové mnoziny.
Zacneme veétou o kruznici obsahujici myslenku zdvojovani, ktera je dostupna zde
(Tomkowicz a Wagon, [2016] str. 8).

Véta 5 (Véta o kruznici). Kruznici S' C R? lze rozloZit na spocetné mnoho
navzdjem disjunktnich cdsti Ay, As, ..., Bi,By,--- C S tak, Ze existuji rotace
X{‘7X2A7 aX1B7X2Bv"' St = ?iIX?(Al): ﬁlX]B<BJ>

Dikaz. Nejdrive kruznici rozdélime na mnoziny t¥id boda podle vlastnosti nize
a nasledné tyto tridy budeme otacet.

Méjme kruznici k = S' se stiedem S. Zvolme si body X,Y € k, pak piSeme
X ~Y (X jevrelaci s Y) pravé tehdy, kdyz velikost stredového thlu |<XSY| =
q-2m, kde ¢ € Q. Vsimnéme si, ze vzdy existuji dva stfedové thly <X SY. Avsak
je jedno, ktery zvolime, protoze pokud je jeden racionalnim nasobkem 27, potom i
druhy musi byt racionalnim nasobkem 27. Bez ijmy na obecnosti si vzdy zvolime
ten mensi z nich. Snadno z toho odvodime, ze <X SY = <Y SX.

Nejdrive si ukazeme, ze relace ~ je relaci ekvivalence, a tudiz exituji tridy
této ekvivalence. Relace ~ je reflexivni, protoze X ~ X neboli existuje racionalni
Cislo g tak, 7e |[<XSX| = q- 2w, asice ¢ =0.

Relace ~ je symetrickd, protoze kdyz X ~ Y, pak existuje ¢ € Q : |<XSY| =
q - 2m. OvSem z rovnosti <XSY = <Y SX plati i rovnost |V SX| = |<XSY|, a
tudiz Y ~ X.

Obrézek 2.2: Kruznice k rozdélena na oblouky ¢4, (s, {3, 4.

Relace ~ je tranzitivni. Necht Z € k, X ~ Y aY ~ Z, pak dq1,¢q2 € Q :
<X SY| = q -2 AN |<Y SZ| = g2 - 27. Pokud by X = Y, pak by tranzitivita
platila trivialné. Uvazjme tedy pripady, kdy X # Y. Kruznici k si rozdélime na
¢tyti oblouky /1, s, (3,04 tak, Ze najdeme opa¢né poloprimky k ramentim thlu
<X SY. Vzniklé dva prisediky oznadime X,Y tak, aby ‘<IX SX ’ = 7. Oblouk ¢,
bude odpovidat oblouku mezi X a Y, oblouk ¢, bude odpovidat oblouku mezi Y
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a X, oblouk ¢; bude odpovidat oblouku mezi X a Y a konetné oblouk ¢, bude
odpovidat oblouku mezi X a X. Nazornéji to ukazuje obrazek .

Pro Z € {, : |[<XSZ| = |[<XSY| - |V SZ| <= |<XSZ| = (q1 — q2) - 27,
kde ¢1 — ¢2 € Q.

Pro Z € {5 : |<XSZ| = |[<XSY |+ |<YSZ| <— |<XSZ| = (q1 + ) - 27,
kde Q1+ g2 € Q

Pro Z € (5 : |<XSZ| = 27 — |[<XSY| — |<VSZ| = |<«XSZ| =
(1—qi—¢q2) 2m kde 1 — g1 — g2 € Q.

Pro Z € Uy : |<XSZ| = |<Y SZ| — |[<X Y| = [<XSZ| = (g2 — 1) - 2m,
kde g2 — q1 € Q.

ProZ=X:|<XSZ|=7 <= ¢=4¢€ Q.Obdobnépro Z =Y : [<XSZ| =
T—|<XSY| <= ¢=1-q€QProZ=Y:|<XS5Z| =|<XSY|=q -2r,
analogicky pro Z = X. Dokazali jsme, ze ve vSech téchto pripadech je velikost
<X SZ rovna néjakému racionalnimu nasobku 27, a tudiz X ~ Z.

Nyni pro vSechna z € S! oznac¢ime piislusnou t¥idu [z] = {y € S*: y ~ x}.
Vsimnéme si, ze S* = J,eq1 [*] a pro libovolné y € S! plati, Zze y € [z] <= y ~
r < ly] = [z], a tudiz kdyZ [y] # [z], pak musi platit [y] N [z] = 0, coz je
znama vlastnost tiid ekvivalence.

Déle si ozna¢me grupu vsech rotaci na kruznici se sttedem v pocatku symbo-
lem SQ,. Necht y € SO, je libovolnd rotace, pak pro libovoln z,y € S' : x(z) =y
a zaroven x([z]) = [y].

V dalsim kroku s pomoci (AC) ziskdme vybérovou mnozinu M tak, ze z kazdé
ttidy ekvivalence vezmeme pravé jeden prvek. Pro mnozinu M plati nasledujici
M C S' a také Vo € S' : |M N [z]| = 1. Snadno nahlédneme, Ze mnozina M je
nespocetnd, protoze jinak by platilo, ze S! by byla spocéetna. Narozdil od M jsou
mnoziny t¥id ekvivalence spocetné, protoze mame jen spocetné mnoho racional-
nich nasobku 27 ¢ili racionalné mnoho prvku v kazdé tridé. Mnozinu vsech rotaci
o racionalni nésobek 27 oznacme = = {y; : ¢ € N}. Snadno vidime, ze = C SQ,.
Déle si ozna¢me mnozinu M; = x;(M) pro vsSechny rotace x; € =.

Tvrdime, ze S' = U022, M;. Inkluze U2, M; C S* trividlné plati, protoze M,
je tvofena body vybranymi pouze z S*. Opa¢nou inkluzi musime dokézat. Chtéli
bychom, aby pro libovolny prvek z € S! platilo, Ze x € US>, M;.

Méjme libovolny prvek z € S'. Najdéme jeho tiidu [z]. Vime, Ze prinik t¥idy
[z] s mnozinou M je jednobodovy. Vezméme si tedy tento prvek a oznac¢me ho
y. Urcité plati, ze y ~ x, a tedy Ji, € N : x;,(y) = x. Zaroven prvek y patii do
mnoziny M, pak tedy prvek x musi patfit do mnoziny M, , protoze = = x;,(y) €
Xi, (M) = M;,. Jelikoz bod z patii do mnoziny M, , musi patfit i do slouceni
vSech téchto mnozin neboli z € ;2 ; M;. Tim jsme dokézali, ze libovolny prvek z
St nédlezi do sjednoceni mnozin M;. Opaéné inkluze je dokdzana, a tedy nastava
rovnost mnozin St = (0%, M;.

V poslednim kroku ditkazu si vezmeme mnoziny M; se sudym indexem a
piislusné rotace a ukdZeme, Ze tyto t¥idy tvoii celou mnoZinu S!'. Mé&jme tedy
U2, xi(xait (Ms;)). Vime, Ze plati xo,' (Ma) = M a x;(xa; (Ma;)) = M;. Polozme
Xi' = xioxa' a Ai = Moy, pak plati S' = U x{ (Mai) = Uy X7 (Ay).

Analogicky bychom postupovali pro mnoziny M; s lichym indexem, z nichz
bychom ziskali pozadované My;_; = B;. Dale bychom dostali z lichych rotaci
Xf = Xi © Xgi—1- Celkem jsme dokézali vétu a rovnéz rozdvojili mnozinu S*.

]
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2.2 Sierpinského-Mazurkiewicztiv paradox

Pokud bychom se rozhodovali, co zaradit mezi geometrické paradoxni dekom-
pozice, rozhodné bychom neméli opomenout Sierpinského-Mazurkiewicziiv pa-
radox. Wactaw Sierpinski a jeho student Stefan Mazurkiewicz byli oba polsti
matematici v nelehkém obdobi dvou svétovych valek. Presto se dokazali vénovat
rozvoji matematiky konkrétné v oblastech teorie mnozin, teorie ¢isel a topologie.
Sierpinski pak svétové proslul nalezenim fraktalt jako Sierpinského trojihelnik
(1915) nebo Sierpinského koberec (1916) (Wikipedia contributors, [2023)).

V roce 1914 (Mazurkiewicz a Sierpinski, |1914)) tito dva panové prisli s existenci
neprazdné mnoziny S, kterou lze rozlozit na dvé neprazdné rizné casti tak, ze
posunutim prvni ¢asti dostaneme celou mnozinu S C R? a oto¢enim druhé ¢asti
obdrzime opét celou mnozinu S.

Muzeme si napriklad snadno rozmyslet, ze kdyz si za S vezmeme prvni kvad-
rant kartézského systému soufadnic neboli S = {(z,y) € R*: 2 >0Ay >0} a
rozdélime ho na c¢ast A obsahujici prouzek vsech bodi mezi 0 < x < 1, tedy
A={(r,y) eR?:0<z<1Ay>0}acist B=(S\A) jako mnoZinovy do-
plnék k A, pak kdyz posuneme mnozinu B o jednu jednotku doleva, zjistime,
ze mnozina B se stala puvodni mnozinou S. Vétu nalezneme zde (Tomkowicz a
Wagon, 2016|, str. 9-10).

Véta 6 (Sierpinského-Mazurkiewiczuv paradox). Fristuje mnozinaS C C, kterou
lze rozdélit na dvé jeji neprdzdné podmnoziny A, B spliujici AUB = SAANB = ()
tak, Ze posunutim A o jednu jednotku doleva vznikne S a rotaci B v zdporném
sméru o jeden radidn dostaneme S.

Dukaz. Chceme dokazat existenci mnoziny S, tedy staci najit alespon jednu
mnozinu s odpovidajicimi vlastnostmi. Vezméme si komplexni bod z = e!, ktery
lze ekvivalentné zapsat jako z = cos(1) + isin(1) = 0,54 + 0,84i.

Ozna¢me P = {P : P(z) = ap2™ + ap_ 12" ' + -+ + a1x + ag, Vi € Ny :
a; > 0 A a; € Z} mnozinu polynomu. Zobrazeni ¢ : P — C definujeme vzorcem
©(P) = P(z). Komplexn{ bod miize vypadat napriklad P(z) = 182" + 322 4 5.
Dokazme, ze zobrazeni ¢ je prosté. Necht pro spor AP,,P, € P, P, # Py : p(P) =
©(P,), coz je ekvivaletni Py (z) = Py(z). Z toho plyne (P, — P)(2) = 0, tedy z je
korenem polynomu P, — P, ale P, — P, ma koeficinty v Z a z je transcendentni,
tedy nemtize byt kofenem polynomu P; — P,. Tim dochazime ke sporu.

Nyni polozme S = {P(z) : P € P}. Tvrdime, zZe takto definovana mnozina S
splnuje zadané podminky. Pojdme si je ovérit.

Zvolme si mnozinu A = {P(z) € S: P(0) # 0}. V A jsou tedy ty body, jejichz
odpovidajici polynomy nemaji nulovou konstantni slozku. Do A patii napriklad
body 2z + 1 nebo 92% + 8z + 5. MnoZinu B zvolme takto B = S\ A, tedy do B
budou patrit prvky s nulovou konstantni slozkou jako napriklad 0 a 2z.

Ted mtzeme provést operaci se zvolenymi podmnozinami S. Nejdfive posu-
neme A o jednu jednotku doleva, coz znamena odecist od kazdého jejiho prvku
jedni¢ku. Napiiklad 92248z +1 se zobrazi na 923+ 8z. MtiZeme si jesté rozmyslet,
ze naptiklad vzorem k 0 je jednicka a vzorem k samotnému z je z + 1.
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Chceme dokazat A—1 = S. Kazdy prvek v A vznikl z polynomu s nenulovym
konstantnim clenem, takze po odecteni jednicky ma stale nezaporny konstantni
¢len, a je tedy stale prvkem S. Nechf x € S je libovolny prvek, pak y :=x+1 € A,
protoze x vznikl z polynomu s nezdpornou konstantou, a tedy y vznikl z polynomu
s kladnou konstantni slozkou. Ovsem pak z =y —1€ A — 1.

V dalsim kroku oto¢ime B v zaporném sméru o jeden radian, coz znamena,
7e kazdy prvek z B vynasobime e”' = 2!, Tim ndm opét vznikla celd mnozina
S, protoze vsechny prvky z B mély nulovou konstantu a alespon jeden ¢len se z.
Tedy je bylo mozné nasobit z=1, aniz bychom dostali zdporné mocniny z. Napii-
klad obrazem k 0 je opét 0, ke 2z je 2 a k 623+ 622 je 622 +62. Tim jsme dokézali
vlastnosti vyhovujici podminkam ve vété a hledand mnozina je S.

]

I I I : : I I
-6 -4 -2 2 4 6 8

Obrazek 2.3: Mnozina S; = {P(z) : deg P(z) < 3, P(z) ma koeficienty z
{0,1,2,3,4,5}}.
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Obrazek 2.4: Mnozina S; (modrd) a jeji prislusnd podmnozina A; (¢ervend).

® .
L4 : b be I I
2 4 6 8

6
Obrazek 2.5: Mnozina S; (modra) a jeji prislusnd podmnozina B (zelend).

2.3 Konstrukce Hyperwebster

Zajimavym prikladem paradoxu je koncept takzvaného Hyperwebsteru. Jedna
se o enormni slovnik obsahujici vSechna slova, presnéji fe¢eno konecné fetézce
slozené z pismen anglické abecedy (26 znakt), at uz davaji nebo nedavaji smysl.
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Jde o tak velky slovnik fetézcti, ze pokud by se néjaké nakladatelstvi jej rozhodlo
vydat, nestacil by papir. Samozrejmé muzeme argumentovat digitalni verzi, ale i
tento navrh selze, protoze vam prozradim, ze by nam nestacila ani vSechna pamét
kiemikového svéta (ani kfemikového nebe).

Autorem Hyperwebsteru je britsky matematik Ian Stewart [*1945], jenz jej po-
prvé pojmenoval v roce 1996 ve své knize From Here to Infinity (Stewart, (1996)).
Zajimavé na tomto paradoxnim myslenkovém experimentu je fakt, ze nepotte-

v

bujeme axiom vybéru, dokonce ani néjakou pokrocilejsi zbéhlost v matematice.
Staci znat pismenka anglické abecedy a mit dobte vybudovany pojem nekonecna,
ktery zazni v nasledujicich odstavcich hned nékolikrat. Pokud bychom tedy chtéli
zacit na spolecenské udélosti vypravét o Banachové-Tarského paradoxu, urcité
bychom neméli tento zvlastni slovnik opomenout zminit.

A AA AAA AAAA AAAAA
AAB AABA AABAA AABAAA AABAAAA
AB ABA ABAA ABAAA ABAAAA
AC ACA ACAA ACAAA ACAAAA
AZ AZA AZAA AZAAA AZAAAA
AZZ JAZZZ _AZZZZ _AZZZZZ AZZZZZZ
é éA éAA éAAA éAAAA
éB éBA, éBAA, éBAAA, éBAAAA,
éZZ <éZZZ éZZZZ éZZZZZ éZZZZZZ
é éA éAA éAAA éAAAA
éC éCA éCAA éCAAA éCAAAA
é iA éAA éAAA éAAAA

Obrézek 2.6: Hyperwebster
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Obsah Hyperwebsteru lze rozdélit na 26 kapitol sefazené podle pismen ang-
lické abecedy. Prvni kapitola obsahuje vSechny fetézce zacinajici znakem A. Pis-
menko A je také prvnim fetézcem v kapitole. Dalsimi jsou AA, AAA, AAAA

.., az nékde v dali zacina dalsi podsekce AB, ABA, ABAA ...Zhruba nékde
za horizontem udélosti najdeme AZ, AZA, AZAA ... Obdobné vypadaji ostatni
kapitoly, viz obrizek )

Takto popsany slovnik obsahuje vSechna slova, vSechny myslenky jako napti-
klad ,COBYCHSIDALDNESKOBEDU*, ba dokonce vSechny sekvence nukleo-
vych bazi. Vsechny konverzace, které uz probéhly, i ty, které teprve probéhnou, a
taky ty, které nikdy neprobéhly ani neprobéhnou, budou v nasem slovniku. Vy-
cet vseho, co muzeme v nasem Hyperwebsteru najit, by byl dlouhy, a tak uvedu
alespon par prikladiti pro lepsi predstavu. V nasem slovniku napriklad najdeme
hesla jako ,RDVADDVA“, |ADENOSINTRIFOSFAT* anebo ,MATEMATIKA-
JEJAZYKSVETA*

Pokud jste koncept slovniku Hyperwebster dobte pochopili, nemél by vas za-
razit ani fakt | PIJEPANPREZIDENTALKOHOLTOJEZAJIMAVAOTAZKAA-
NATOVAMMAMODPOVEDETANONEBONENEBOCHCETEVEDETCO*.

Obrazek 2.7: Pfeména kapitoly A na cely Hyperwebster.

Nyni se vratme k meritu véci. Predstavme si, ze bychom se preci jen pres
vSechna varovani pokusili o tisténou verzi Hyperwebsteru. Chtéli bychom si co
nejvice usettit praci, a tak bychom pfisli s nasledujici optimalizaci. Co kdybychom
vytiskli vzdy na zacatku nové kapitoly tvodni pismeno, kterym retézce zacinaji
a Tekli o tom ¢tenaiim, pak bychom mohli od kazdého tetézce v dané kapitole
ubrat pravé to tvodni pismeno. Ctenafi by védéli v jaké kapitole jsou a jaké
pismeno maji pri ¢teni pridat na zacatek retézce. Tim bychom si doslova usetrili
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nekonecné mnoho pismen, a tedy nekoneéné mnoho prace.

Vezmeéme si napriklad prvni kapitolu zacinajici pismenkem A, pak nazev ka-
pely ABBA bude uveden ve slovniku retézcem BBA a ACDC se zméni na CDC.
Pokud c¢tenartim také nevytiskneme znak C na ¢tvrté pozici v podkapitole, kde C
je ¢tvrté pismeno v fetézci, tak ze slavné rockové kapely zbyde cédécko. VSimnéme
si, ze bychom si opét timto krokem usettili nekonec¢né mnoho prace s tiskem, ale
nebudeme to komplikovat a ztistaneme pouze u prvni tpravy.

Pokud odstranime pocatecni znak pro kazdé heslo v kapitole, pak dostaneme
cely Hyperwebster. V prvni kapitole nalezneme vsechny kombinace pismenek zaci-
najici na A, pokud toto odstranime, musime dostat vSechny kombinace pismenek,
véetné prvni kapitoly. Napriklad fetézec AA bude nyni reprezentovan retézcem
A. Jsme tedy svédky toho, ze z jedné podmnoziny Hyperwebsteru jednoduchou
operaci odstranéni poc¢atecniho pismene, dostaneme celou mnozinu. Nazornéji to

jde vidét na obrazku [2.7]
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2.4 Hausdorffuv paradox

Od paradoxnich konstrukeci pomoci krivek, fetézct a dalSich mnozin se touto
podkapitolou posouvame dal. Doted jsme se zabyvali rozporuplnymi dekompo-
zicemi maximalné v R?, aviak Hausdorffiv paradox tyto myslenky posouva na
novou uroven, doslova do dalsi dimenze. Jedna se tedy pro nas o prvni paradox
v R3, kde budeme mit za 1kol rozdvojit takika cely povrch koule (znacime S?).
Odtud uz bude pouze kriicek k dokazani Banachovy-Tarského véty.

Felix Hausdorff [1868-1942] byl némecky matematik, ktery se vénoval topolo-
gii, funkcionalni analyze a teorii miry. Svlij paradox o rozdvojovani povrchu koule
formuloval v roce 1914 (Hausdorft, [1914), ¢imz mimo jiné dokézal, Ze neexistuje
zaddna konecné aditivni mira pro vSechny podmnoziny povrchu koule, ktera by
byla invariantni vzhledem ke vSem shodnostem.

Nejdrive si ukdzeme vétu a jeji dukaz prevzaty z (Tomkowicz a Wagon), 2016,
str. 29), ktera nam k4, Ze miZeme z S? vynechat spocetné mnoho bodt a stejné
bude takto nové ochuzeny povrch koule ekvirozlozitelny s ptivodni S2.

Véta 7 (Ekvirozlozitelnost na povrchu koule). Necht D je spocetnd podmnozina
S?, pak S? a S?\ D jsou ekvirozloZitelné pomoci dvou cdsti.

Diikaz. Sta¢i najit rotaci p tak, aby kazdé dvé z téchto mnozin D, pD, p?D, . ..
byly vzdjemné disjunktni. Kdybychom takovou rotaci nasli, pak nutné S = D’ U
(S*\ D') je ekvirozlozitelnd s pD'U(S*\ D’) = S?\ D, kde D' = J{p"D : n € Ny},
protoze Vi # j : p'D, p’ D jsou navzajem disjunktni a odpovidajici si ¢asti miizeme
dostat pootocenim o rotaci p.

Necht ¢ je primka prochazejici pocatkem, ktera neprotind mnozinu D. Tim
zajistime, aby zadny bod mmnoziny D nebyl polem k dané rotaci. Oznacme A
mnozinu vsSech thli 8, pro které existuje n > 0 a existuje bod P € D : pP €
D. Necht p je rotace kolem piimky ¢ o nf radiant. Jelikoz je takto definovana
mnozina A spocetnd, muzeme si zvolit thel 0 tak, aby 6; ¢ A.

Zvolme p jako rotaci kolem piimky ¢ o thel 6;, pak Vn > 0: p"D N D = (). To
ovSem znamend, ze Vm : 0 < m < n : p" "D D = (). Pokud nyni aplikujeme
rotaci p™ na obé strany, pak dostaneme p"D () p™D = (). Tim jsme dokézali, Ze
p je nase hledana rotace.

O

Nésledné si dokazeme existenci vhodné algebraické struktury ke konstrukci
paradoxu. K tomu budeme potfebovat tzv. Hausdorffovy rotace v R?.

Definice 5 (Hausdorffovy rotace). Hausdorffovymi rotacemi budeme rozumét ro-
taci o o 180° kolem primky z = x v roviné xz a rotaci T o 120° kolem osy z.
Ddle definujeme grupu G jako nejmensi podgrupu SQs obsahujici o a T (G je
generovana Hausdorffovymi rotacemi).

Snadno nahlédneme, ze 6% = e (identita) a stejné tak 7° = e. AvSak rotace 72,
ktera vznikne slozenim dvou rotaci 7, neni identita. Hausdorffovy rotace mtzeme
navzajem skladat, a tim se dostavat z libovolného bodu na povrchu koule do
jinych bodt. K tomu se nam bude hodit definovat nasledujici termin.
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Definice 6 (Redukovany fetézec a jeho délka). Retézcem budeme rozumét konec-
nou posloupnost znaki o a T reprezentujici rotaci vzniklou skladanim Hausdorf-
fovijch rotaci. Retézec nazveme redukovany, pokud je identitou e nebo neobsahuje
identity (0* = oo a 73 = 777). Délkou redukovaného Tetézce o, znacime |a|, ro-
zumime pocet po sobé jdoucich znaki o, 7 a ¢ = 77. Délku identity e definujeme
jako 0.

Redukovany tetézec z plvodniho Tetézce ziskame tak, ze z néj odstranime
vSechny identity neboli vSechny dvojice po sobé jdoucich o a trojice po sobé
jdoucich 7. Nékdy je potifeba identity odstranit nékolikrat po sobé, protoze se
nam muze stat, ze pri redukovani (odstranovani) vzniknou nové. Vsimnéme si,
ze redukovany Tetézec predstavuje stejnou rotaci jako jeho plvodni Tetézec a
zietézeni dvou redukovanych fetézct odpovida slozeni odpovidajicich rotaci. Déle
nahlédneme, Ze piipadné znaky o a 7 nebo o a 72 se budou mezi sebou stiidat.
Znaky 7 a 72 po sobé jit nemtizou, protoze by tvoiily identitu 73, kterou v definici
redukovaného fetézce nepripoustime. Podobné za sebou nemiizou byt znaky oo =
a2,

Néasledujici lemma ndm pomuze s tim, ze nebudeme muset rozliSovat mezi
redukovanymi fetézci a jejich odpovidajicimi rotacemi. Toto lemma uvedeme bez
ditkazu.

Lemma 8 (O jednoznacnosti redukovanych fetézci). Libovolné dva rizné redu-
kované retézce urcuji rizné rotace.

Definice 7 (Maximo-lexikografické usporadani). Relaci <pgx budeme rikat lexi-
kografické (slovnikové) uspordaddni retézci nad abecedou o, a 72, pricem? o <ppx
T <ppx 7.

Rekneme, Ze dva Tetézce o, 3 jsou mazimo-lexikograficky usporddané, znacime
a <uypex B, pokud |a| < |5| nebo |a| = |B| a zdroven o <ppx f3.

Poznamenejme, zZe zobrazeni za sebe piSeme v opacném poradi skladani neboli
fetézce se vlastné ¢tou zprava doleva, tj. posledni aplikované zobrazeni odpovida
prvnimu znaku fetézce. Pokud mame celou mnozinu rotaci A, pak rotaci takové
mnoziny budeme znacit A = {rp: p € A}, kde ¢ je libovolnd rotace z SO;.

Lemma 9 (Existence paradoxni grupy G). Ewxistuje rozklad G na tri disjunktni
casti Gl, G2 a G3 takowj, ze TG1 = GQ,T2G1 = Gg a O'Gl = G2 U G3.

Dukaz. Potiebujeme dokazat dvé véci, a sice existenci mnozin Gy, G5 a Gz s
pozadovanymi vlastnostmi a jejich vzajemnou disjunktnost. Poznamenejme, ze
napfic celym dikazem implicitné pouzivime lemma [, které ndm dovoluje neroz-
liSovat mezi redukovanymi fetézci a jejich reprezentujicimi rotacemi. Nebudeme
se tedy na toto lemma dale odvolavat.

Zkusme polozit G; jako mnozinu vsech redukovanych fetézct jejichz posledni
rotace byla o. To znamena, Ze o je znak nejvice vlevo v daném retézci. Obdobné
polozme (G5 jako mmnozinu vsech redukovanych tetézct, jejichz posledni rotace
byla 7 a G5 jako mnozinu redukovanych fetézct, jejichZ posledni rotace byla 72.

Vidime, Ze skutecné G;UG,UG3 = G, protoze kazdy redukovany fetézec
kon¢i jednim ze t¥{ druhii znaki, a sice 7, 7% a o a zdroven plati, ze cG, = GLUGS3,
protoze vSechny prvky v Gy za¢inaji na rotaci o a slozenim s dalsi rotaci o vznikne
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identita, tedy se 02 = e zkrati a musi vzniknout vSechny rotace za¢inajici na 7

nebo 72. Obdobné plati i daldi dvé poZadované rovnosti. AvSak mame tu hacek v
podobé toho, ze jsme nikam nezatadili identitu (znacime e), a tudiz neplati, ze
G1 UG, UG5 je celé G. Musime proto zvolit jiny piistup.

Zkusime grupu G rozdélit pomoci rekurzivniho algoritmu, a tim zptisobem
najit vhodny rozklad na Gy,Gy a G3. Zacneme tim, Ze vSechny redukované fte-
tézce setadime jmaximo-lexikograficky| a vzdy aplikujeme krok algoritmu na ten
nejmensi z nich, ktery jesté nebyl pouzit.

Prvni krok zac¢neme tak, ze samotnou identitu e ddme do G, rotace o,7
pfiddme do G5 a 7% do G3. Viechny dald{ vzniklé redukované fetézce postupné
podle maximo-lexikografického usporddani rozhazujeme nasledujicim zptusobem.

1. Pokud redukovany fetézec o zaéina zleva T nebo 72, pak fetézec oo pfidame

(a) do Go, pokud a € Gy;
(b) do Gy, pokud «a € Gbs;
(¢) do Gy, pokud «a € Gs.

2. Pokud redukovany retézec o zac¢ina zleva o, pak retézec 7o pridame

(a) do G, pokud a € Gy;
(b) do Gj, pokud a € Gq;
(¢) do Gy, pokud «a € Gj.

3. Pokud redukovany fetézec o zacind zleva o, pak fetézec 72a priddme

(a) do G3, pokud « € Gy;
(b) do Gy, pokud a € Gbs;
(c) do Go, pokud « € Gj.

—

G

3

Obrazek 2.8: Algoritmus na rozdéleni redukovanych fetézcti do G, G5 a Gf.
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Lépe to ilustruje diagram 2.8 na kterém je lépe vidét jadro algoritmu. Ukazme
si funkcnost algoritmu na prikladé oro. Tento redukovany fetézec musi lezet v
G1, protoze o lezi v Go, néslednym pridanim 7 dle algoritmu (modra Sipka) se
posuneme do (3 a poslednim pfidanim o se rotace dostane (zelend Sipka) do
mnoziny Gy.

Nechame-li uvedeny algoritmus probéhnout az do nekone¢na, dostaneme mno-
ziny G, Gy a Gz. Vzédjemnou disjunktnost mnozin dokazeme rozborem pripad.
Soucasné s tim vyplynou i pozadované vlastnosti. Nejdiive si ovSem ukazeme
zdali to vibec plati pro prvnich par c¢lenu v tabulce [2.1 Pokud bychom vzali
GGy a slozili ji s rotaci o, dostali bychom ¢tvrty sloupec, ve kterém miizeme najit
vSechny prvni prvky z G5 a G3. Obdobné TG, (péaty sloupec) obsahuje vSechny
prvoi prvky z Gy a 732G zase zahrnuje vSechny prvni prvky z Gs.

G1 G2 G3 0'G1 TG1 T2G1
e o 72 o T 72
2 2
20 T To0 | oT?0 o TO
2 2 2
ot | oT?0 | T?0T T ToT | T°OT
ot | ToT : 72 Tot? | 72072
oTOo : : To | Toto | T?0T0

Tabulka 2.1: Prvni prvky mnozin G, G5 a G3.

Nyni u¢inme pozorovani, ze v GGz nejsou zadné prvky zacinajici na o. To plyne
z algoritmu, kde zadna zelena Sipka nevede do G3, a tedy neni zadna moznost,
jak takovy prvek do ni ptridat. Navic z toho plyne, ze v G nejsou prvky zacinajici
na 7 E|, protoze to nastane jediné v pripadé, ze jsme vysli z G5 po modré Sipce,
ale to by znamenalo, Ze prvek, ze kterého jsme vysli, zac¢inal na o. To ale neni
mozné z pozorovani. Podobné z toho plyne, ze v G5 nejsou prvky zacinajici na
72, protoZe takovy prvek by musel byt vytvoien opét z fetézce v G5 zaéinajictho
na o, coz dle pozorovani neni moinéﬁ

Dohromady jsme zjistili, ze modra sipka z (G5 a cervena Sipka do (G5 se ni-
kdy nevyuziji, a proto je muzeme z diagramu [2.§ vynechat. Novy zjednoduseny
diagram bude vypadat nasledovné.

K samotnému dikazu disjunktnosti zminénych mnozin pomoci matematické
indukce si definujme G;, kde j € {1,2,3} ai € Ny, coz bude j-t4 mnozina v i-tém
kroku algoritmu. Déle prepdoklddejme specialni mnozinu K*, které budeme tikat
kontejner. Jak uz nazev napovida, tam budeme pridavat v i-tém kroku prvek, ze
kterého jsme podle algoritmu vytvorili dalsi prvky. Jelikoz z identity zadné dalsi
prvky nevznikaji, definujme K° = {e}.

Na zacatku budeme mit GY = {e}, GS = {r,0} a GY = {72}, které jsou po
dvou disjunktni. Méjme G7,GY5, G35 C G, které jsou po dvou disjunktni.

3Prvky za¢inajici na 72 nepovazujeme za prvky zac¢inajici na 7.

4Tyto pozorovani jsou zplisobeny zvolenim poc¢ateéniho stavu algoritmu. Kdybychom zvolili
jiné vhodné rozlozeni prvki na zacatku (napt. e € G1,7 € Ga,0,7% € G3), dostali bychom jiné
mnoziny se stejnymi vlastnostmi, viz (Tomkowicz a Wagon, 2016|, str. 40) a algoritmus by se
taktéz choval jinak.
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Obrazek 2.9: Zjednodusené schéma algoritmu.
Nyni si vezméme maximo-lexikograficky nejmensi retézec
3
— mi n\ K.
o =mn UG K]

Polozme K™™' = K™ U {a}. Vime, Ze z predpokladu « lezi pouze v jedné z
mnozin G}. Prozkoumame nasledujici krok algoritmu, ve kterém mohou nastat
tTi pripady, a sice

(I) =09, kde 0 je zbyvajici ¢ast Fetézce o, nebo
(II) a =746, nebo
(IT]) o = 726.

Probereme prvni pripad, tedy a = 4.

1. Pokud a € G7, pak podle algoritmu definujeme G = G7, G5 = Gp U
{ra} a G = G7 U {7%a}. Chceme ukézat disjunktnost mnozin, a tedy
Ta ¢ GTUGY at?a ¢ G UGY.

(a) Kdyby rotace Ta lezela v G, pak Tae = 700 a podle algoritmu o =
00 € G3. Ovsem to je spor s predpokladem, ze o € G} a s indukénim
predpokladem, ze G7,GY a G jsou po dvou disjunktni.

(b) Kdyby rotace Ta lezela v GY, pak 7o = 70d a podle algoritmu o =
o6 € GY. Ovsem to je spor s predpokladem, ze o € G} a s indukénim
predpokladem, ze G, GY a G jsou po dvou disjunktni.

Nyni to samé ukdzeme o rotaci 72av.

(a) Kdyby rotace 72 lezela v G7, pak 72a = 7204, tedy podle algoritmu
a =0 € GF. Ovsem to je spor s indukénim predpokladem.
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(b) Kdyby rotace 7% lezela v G%, pak Ta = 706, tedy podle algoritmu
a =00 € G%. Ovsem to je spor s indukénim predpokladem.

2. Pokud a € G%, pak podle algoritmu definujeme G = GrU{7%a}, G5! =
Goa Gy = Gp U {ra}.
Opét ukdzeme, Ze T2a ¢ GEUGY. Kdyby m2a € GY, pak a € G%, coZ je spor
s indukénim piedpokladem. Kdyby m2a € G%, pak o € G7, coZ je opét spor
s indukénim predpokladem. Analogicky by se ukazalo, ze Tav ¢ GY U GY.

3. Treti pfipad a = 00 € G nemulze z pozorovani nastat.

Probereme druhou moznost (II), kde a = 76. V tomto pripadé vznika pouze
jediny prvek oo v dalsim kroku algoritmu.

1. Prvni ptipad a € G} nemiize diky pozorovani nastat.

2. Pokud o € G%, pak podle algoritmu definujme G = G U {oa}, G5! =
G% a G4t = G%. Cheeme, aby oa ¢ GEUGE. Kdyby oo € G%, pak o € G,
coz je spor. Pripad ca € GY neni dle pozorovani mozny.

3. Pokud a € G%, opét pridame jediny prvek ca do G, coz je analogicky
pripad pfedchozimu.

Zbyva vysettit posledni ptripad (III) v podobé a = 72§, kde opét priddvame
jediny prvek oa. Disjunktnost bychom v téchto pripadech vysetiili analogicky k
pripadiim vyse.

1. Pokud o € G7, pak oa € G5,
2. Pripad a € G% nemtze nastat z pozorovani.
3. Pokud o € G%, pak oca € G

Vime, ze Gy = U,2,GT,G2 = U, 2, G5 a G = U,—, G4. Rozborem pripadi
jsme pomoci indukce dokazali, ze mnoziny G, Gy a G5 jsou disjunktni.

Zbyva ovérit pozadované vlastnosti. Zkusme se podivat na rovnost 7G; = Gbs.
Inkluze 7G7 C G5 se ukaze snadno. Staci si uvédomit, ze pro libovolny prvek
a € G chceme, aby Ta € Go. Rozeberme si pripady.

1. Pokud o = of3, pak podle algoritmu skutecné 7o € Gj.

2. Pokud o = 7283, pak Ta = 8 = o€ podle algoritmu a 3 zacéinajici na o
nemuze dle pozorovani byt v G3, tak plati 5 € G,.

3. Pripad a = 78 nemuze podle pozorovani nastat.

Opacnou inkluzi G5 C 7G4 dokazeme tim, ze kdykoliv jsme néco pridali v pri-
béhu algoritmu do G, tak to bylo tvaru 74, kde § byl prvek z GG;. Tim dokazeme,
ze libovolny prvek z G, je v 7Gy.

Prvni pripad je trividlni, nebot jsme pridavali fetézec Ta, kde a = o8 € G.
Staci tedy polozit 6 = a a mame hotovo. Druhym pripadem bylo pridani ca v
pifpadu a = 726 € G;. Redfme rovnici 76 = oa. Zde polozme § = 720, které je
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feSenim rovnice lezicim skutecné v G, protoze oo € Go, a tedy podle algoritmu
musi 72ca € G;. Tim jsme probrali véechny pifpady a dokézali chténou vlastnost.

Analogicky se ukdze 732G, = (5. Podivejme se na vlastnost 0G; = Gy U
(i3, kde dochazi k paradoxu. Diikaz opét rozdélime na dvé ¢asti podle inkluzi.
Inkluzi 0G; C Gy U G5 opét ukazeme rozborem pripadu. Staci si uvédomit, ze
pro libovolny prvek o € G chceme, aby ca € G5 nebo ca € Gs.

1. Pokud o = 03, pak ca = o%8 = 8 musel podle algoritmu lezet v jedné z
pozadovanych mnozin (zelené Sipky).

2. Pripad a = 78 nemuze podle pozorovani nastat.

3. Pokud o = 728, pak oa lezi podle algoritmu v Gs.

Opacné inkluze G5 U G3 C oG, bude tézsi ukazat. Dokazeme to opét tim, ze
kdykoliv jsme néco pridali v pribéhu algoritmu do Gy U G5, tak to bylo tvaru
00, kde 0 byl prvek z G;. Tim dokazeme, ze libovolny prvek z Go U G5 je v oGy.
Vzdy budeme Tesit rovnici 0d se rovna pridanému retézci.

1. Pokud jsme pridali T do G, pak hledané feSeni rovnice 0 = T7a je 6 =
oTa, kde 0 € G, protoze Ta je v G, a tedy pridanim o se dostaneme podle
algoritmu do Gj.

2. Pokud jsme pridali ca do G5, pak hledané feseni rovnice 06 = oa je § = «,
které trivialné lezi v G.

3. Pokud jsme pridali 7ae do GG3, pak hledané feseni rovnice 06 = Ta je § = o7
lezici opét v Gy, protoze Tar € (G5, a tedy priddnim o se dostaneme podle
algoritmu do G.

4. Pokud jsme piidali 72 do G35, pak hledané feSeni rovnice 0 = 72a je § =
o2a lezici opét v G, protoze T2 € G3, a tedy pfiddnim o se dostaneme
podle algoritmu do Gj.

Tim jsme probrali vSechny pripady v opacné inkluzi, a tedy dokazali oG =
G5UG3. Dohromady jsme dokazali vse co jsme vyzadovali - existenci paradoxnich
vlastnosti jednotlivych mnozin G, Gy a G5 a jejich vzajemnou disjunktnost.

]

Algoritmus z lemmatu [J] byl prevzat z (Pick, 2010). Dalsi ¢ast dikazu byla
prevzata z (Tomkowicz a Wagon, [2016, str. 40). Nyni mame vSe pfipraveno k
dukazu Hausdorffova paradoxu, ktery opét prevezmeme z (Tomkowicz a Wagon,
2016, str. 40).

Véta 10 (Hausdorffav paradox (AC)). Na mnoZiné S* \ D, kde D je spocetnd
mnoZina, existuje rozklad na tri navzdjem disjunktni cdisti A, B, C takovy, ze TA =

B,7?A=C acA=BUC.

Diikaz. Vezméme si opét nasi paradoxni grupu G s operaci redukce. Z lemmatu
|O jednoznacnosti redukovanych retézcul ndm opét plyne, Ze miizeme v pribéhu
dikazu pouzivat redukované retézce misto rotaci a obracené.
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Vime, Ze Vp € G3pl,ps € S,pf # pb : p(p]) = pi A p(ph) = ph. Tyto
dva body nazveme poély rotace p. Ozna¢me si D mnozinu vsech téchto poéla
(D = Upeg {p1,15}). Definovana mnozina D je spocetnd, protoze G je tvofena
spoc¢etnou mnozinou.

Nyni zvolme bod x € S?\ D. Pokud aplikujeme grupu rotaci G na bod z,
dostaneme t¥idu Gz = {p(x) : p € G}, kterou nazveme orbitou bodu z. Pro libo-
volny bod y na sféfe spliujici y ¢ Gz plati Gx N Gy = (), protoze kdyby y € Gz,
pak Gx = Gy. Coz musi platit, protoze pokud y € Gz, pak musi existovat rotace
p € G takova, Ze p(x) = y neboli p~!(y) = z. Déle pro libovolné z € Gx mus{ exis-
tovat rotace ¥ € G : ¢(2) = x. Z &ehoz plyne, 7e z = 1 (x) = v~ 1p71(y), takZe
z € Gy. Odtud vyplyva inkluze Gx C Gy. Opacna inkluze se dokaze analogicky,
a tedy Gy C Gzx. Tim jsme dokézali Gx = Gy.

Uz vime, ze rizné orbity jsou navzajem disjunktni. OvSem potiebujeme jesté
dokdzat, Ze 7adnd z orbit bodt z S* \ D nezasahuje do mnoziny D. (Pak by tyto
orbity netvorily disjunktni rozklad, ale pouze disjunktni pokryti.)

Pro spor tedy predpoklddejme, 7e x € S\ D a p € G jsou takové, 7e p(x) € D
neboli p(z) je pél nékteré rotace z G a tu si oznacime 1. Plati, Ze ¥(p(x)) = p(z),
odkud p~1(¥(p(x))) = z, tedy x je pevny bod (a tedy pol) rotace p~l¢pp. Oviem
G je grupa, takze tato posledné jmenovand rotace je v G. Tedy = € D, coz je
spor s volbou x mimo mnozinu péla D.

7Z predchoziho vime, Ze orbity bodii z S* \ D tvoii disjunktni rozklad mno-
ziny S?\ D. Nyni ozna¢me O = {Gx : x € S* \ D}. Tato mnoZina je nespocetna,
protoze kazda orbita Gz je pouze spocetna.

Dale mtiZzeme zkonstruovat vybérovou mnozinu M C S?\ D pomoci axiomu vy-
béru. Vybérova mnozina bude spliovat M = {z : YO € O : |M N O| = 1}. Mno-
zina M obsahuje z kazdé orbity pravé jeden prvek (bod).

Nyni aplikujme grupu G na mnozinu M, pak GM = {p(z) : p € G,x € M} =
S?\ D. Z lemmatu |§| vime, ze grupu G miizeme rozdélit na navzajem disjunktni
casti Gp, Ga, Gy tak, aby 7Gy = G5, 72G = G5 a 060G, = G5 U G3. Nyni polozme
A=GM,B=GM aC=G3M.

Nutné plati, Ze A, B i C C §?\ D. Konstatujeme, 7e A,B,C tvofi disjunktni
rozklad S? \ D, coZ je z vySe uvedeného snadno vidét. Nyni uz zbyvéa posledni
krok, a to aplikovat dané rotace na mnoziny A, B a C.

1. TA=7(GiM) = (tG,)M = GoM = B
2. TPA =1*(GiM) = (T*°G)M = G3M = C
3. O'A = O'(GlM) = (O’Gl)M = (GQ U Gg)M = GQM U GgM =B U C

Témito tremi kroky jsme dokazali pozadované vlastnosti hledaného rozkladu,
a tudiz jsme dokézali vétu.

]
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3. Banachtuiv-Tarského paradox

3.1 Banachova-Tarského véta aneb jak z kapky
udélat more

,MuzZeme s tim nesouhlasit,
muzeme se dokonce i rozcilovat,
ale to je asi tak vSechno, co s tim
muzeme délat.”

Jara Cimrman

V matematice existuje mnoho prekvapeni. Néktera z nich jsou prijemna a
nékterd vylozené obtézuji. Ovsem existuji pikantnosti takového rozmeéru, ze vas
zvednou ze zidle. Mezi né rozhodné patii Banachiiv-Tarského paradox nékdy také
zvany jako Paradox hrasku a Slunce. Vzit v roce 1924 plnou kouli, rozlozit ji
a poskladat z ni dvé stejné kopie té puvodni, je opravdu na prahu geniality a
vstupenky do pecovatelského domu. V této kapitole si podrobné predstavime jiz
zminény paradox, dokdzeme si o ném par tvrzeni a v zavéru se pokusime o spojity
rozklad.

UkéZeme si, ze nemusime pracovat jen s jednotkovymi koulemi v R3, ale i s
jinymi objekty. Bez nadsazky mtzeme tvrdit, ze umime udélat z komara velblouda
nebo z kapky more.

Ovsem abychom ¢tenare alespon trochu uklidnili, mizeme s klidnou mysli fici,
ze dany paradox zatim v realném svété nema praktického vyuziti. Je to zptisobeno
odlistnostmi abstraktniho matematického svéta s tim nasim okolo néas. Zatimco
objekty v realném svété jsou tvoreny casticemi, jako jsou atomy, kterych je ko-
necné, byt velké mnozstvi, v abstraktnim svété matematiky uvazujeme nekonecné
mnoziny s nekoneéné mnoha prvky, a téch je skutecné vice nez libovolny pocet
atomu na této planeté.

Véta 11 (Banachuv-Tarského paradox (AC) (Pick, 2010)). Jednotkovd trojroz-
mérnd koule B® = {[x,y, 2] : 2% + y* + 22 < 1} je ekvirozloZitelnd se dvéma kopi-
emi sama sebe.

Diikaz. Opét si vezméme nasi paradoxni grupu G a jeji rozklad s prislusnymi
vlastnostmi (7G1 = Gy, 7°G1 = G3,0G; = G5 U G3).

Dale vime, ze kazda rotace na sfére ma dva pély, pro nase potieby jim budeme
rikat jizni a severni, i kdyz ne kazdy jizni pdl nalezneme na ,jihu“ koule. Bod
nazveme poélem rotace a, pokud pri rotaci @ nezméni svou polohu. Mnozinu vsech
poli si oznacime P. Vime, ze P je spocetna, protoze mame spocetné mnoho rotaci
spolu se spoc¢etné mnoha poly.

7 Hausdorffova paradoxu déle vime, Ze mnoZina S? \ P lze rozlozit na tfi
disjunktni c¢asti A, B a C takové, ze aplikaci ¢asti grupy G na tyto mnoziny
budou splilovat pozadované vlastnosti 7A = B,72A =C acA = BUC.

Dohromady tedy méame rozdéleny povrch koule S* \ P na tfi navzdjem dis-
junktni mnoziny bodi A, B a C. Nyni aplikujme vlastnost cA = B U C. Na
vzniklé mnoZiny B a C aplikujme vlastnosti 724 = C <= A = 7C a
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TA = B <= 712B = A. Z téchto vzniklych dvou mnoZin A opét za pomoci
vlastnosti c A = BU C, sestrojime mnoziny By, Cy a By, Cy. Z ptuvodnich mnozin
B a C, mizeme opét aplikaci 7 a 72 ziskat nové dvé mnoZiny A; a A,. Nazornéji
to 1ze vidét na obrazku Bl

Obréazek 3.1: Postup zduplikovani mnozin A, B a C.

Celkové méme rozdvojenou mnozinu S? \ P = A; UB; UC, = Ay U By U (.
Ovsem z véty o ekvirozloZitelnosti na povrchu koule| vime, 7e S? a S \ P jsou
taktéz ekvirozlozitelné, a tedy mtzeme rozdvojit cely povrch koule.

V dalsim kroku piitfadime kazdému bodu na sféfe S? polouzavienou tsecku
délky 1 od pocatku (ten neobsahuje) k danému bodu (ten obsahuje). Timto kro-
kem dostaneme z S? kouli B? bez stfedu (poc¢atku), ktery si ozna¢me s. Abychom
dostali kouli se stfedem, musime ukézat, ze mnoziny B? a B3\ {s} jsou ekviroz-
lozitelné.

Vezméme si malou kruznici obsaZenou v kouli B? tak, aby prochdzela pocat-
kem (tj. stfedem B?). Vezméme si libovolnou rotaci p, kterd otaci body na kruz-
nici o iracionalni nasobek m. Tim zajistime, Ze se nikdy nevratime do stejného
bodu neboli p™(s), n = 1,2,... je prostd posloupnost bodi kruznice. Zkonstru-
ujme mnozinu P, do které ddme pocatek koule a vSechny body, které dostaneme
otoc¢enim bodu s o rotaci p. KdyZ nyni oto¢ime mnozinu P = {s, p(s), p*(s), ...}
znovu o rotaci p, dostaneme novou mnozinu pP = {p(s), p*(s), p*(s), ... }, kterd
je témer identickd s P aZ na chybéjici poc¢atek. Tim jsme ukazali, ze B® a B3\ {s}
jsou ekvirozlozitelné na dvé ¢asti - mnozinu P a jeji doplnék do B3.

Celkove se nam podatilo rozdvojit povrch koule, z povrchu vytvorit kouli bez
stfedu a dokdzat ekvirozloZitelnost B a B? \ {s}. Nyni uZ miiZeme z pohodli
domova Fici, Ze jednotkova koule v R? je ekvirozlozitelna se dvéma kopiemi sama
sebe.

]

Diikaz byl prevzat z (Tomkowicz a Wagonl, 2016, str. 30) a doplnén. Po zformu-
lovani a dokazani Banachova-Tarského paradoxu se strhla vlna nevole a kontro-
verze na jeho autory, ale ani to je nezastavilo v praci, a proto nasledné zformulovali
silnéjsi verzi paradoxu, ktera je dokonce jesté vice prekvapiva. Teze dokazuje, Ze
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paradox plati napiiklad pro libovolnd télesa v R? a mnohem vic. Vétu a jeji ditkaz
lze néalezt zde (Tomkowicz a Wagon|, 2016, str. 31). Zaroven se zacalo zkoumat
jaky je nejmensi pocet ¢asti potifebny na provedeni paradoxu. To prozkoumal
Abraham Robinson a v roce 1947 dokéazal, ze hledany nejmensi pocet ¢asti na
zdvojeni B3 je 5, z nichZ je dokonce jedna pouze jednobodova.

Abychom dokazali silnejsi verzi paradoxu, budeme potiebovat zavést nasledu-
jici termin, a sice relaci <p.

Definice 8. Rekneme, Ze A <p B, pokud 3n € N 3B,,...,B, C B po dvou
disjunktni 3fy, ..., fn : R® = R3 izometrie : A C U, fi(B;).

Danou relaci lze i definovat jinak. Ukazeme, Ze obé definice jsou ekvivalentni.
Definice 9. Rekneme, ze A < B, pokud A je ekvirozloZitelnd s podmnoZinou B.

Lemma 12 (O ekvivalenci relaci <p a <g). Necht A, B C R? jsou mnoZiny, pak
A <p B prave tehdy, kdyz A <g B.

Diikaz. ( = ) Mame A <p B. Z toho plyne, ze A C UL, fi(B;), kde f; jsou
piislusné izometrie a B; jsou disjunktni podmnoziny B. Oznacme C; = f;(B;).
Nyni zavedeme mnoziny Ay, ..., A, nasledovné:

AlzclﬂA
Ay =(Cy\C1)N A
A3 = (C5\ (CL1UCy))N A

A—(@\Uc)na (3.1

n—1
A =G\ U C)NnA
j=1

Mnoziny A; jsou neprazdné, po dvou disjunktni (plyne z definice A;) a pred-
stavuji ¢asti mnoziny A. Snadno vidime, ze A je disjunktni sjednoceni A;.

Nyni zbyva pouze oznacit D; = f;*(A;) C B;, protoZe z toho vyplyva, Ze
D; C B, C B neboli Uy D; C B. Zaroven vime, ze D; jsou po dvou disjunktni,
protoze D; jsou podmnoziny B;, které jsou disjunktni. Z toho ovSem plyne relace
A =g B, nebot mnozina A je ekvirozlozitelna ;' ; D;, coz je podmnozina B.

(<= V této ¢asti dukazu vime, ze mnozina A je ekvirozlozitelnd s podmnozi-
nou B. Z relace ekvirozlozitelnosti tedy plyne, Ze existuji podmnoziny Ay, ..., A,
po dvou disjunktni takové, Ze jejich sjednoceni je mnozina A, a existuji gq,..., gn :
R3 — R3 izometrie takové, ze Ug;(A;) € B. Nyni stadi polozit B; = ¢;(A;) a
fi = g;', a tim jsme dokazali druhou implikaci, protoze A C U™, fi(B;).

Dohromady tedy mame, ze A <p B prave tehdy, kdyz A <g B.

O

Jako posledni krok k diikazu silnéjsi Banachovy-Tarského véty budeme po-
trebovat Banachovu-Schroderovu-Bernsteinovu vétu o ekvirozlozitelnosti, ktera
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je analogii ke klasické mnozinové Cantoroveé-Bernsteinové vété o mohutnostech
mnozin.

Vé&ta 13 (Banachova-Schroderova-Bernsteinova véta). Necht A,B C R3. Pokud
A =g B a B =g A, pak A je ekvirozloZitelnd s B.

Diikaz. Zacneme tim, ze uvedeme dvé vlastnosti, které budeme v diikazu vyuzivat,
a dokazeme, ze tyto vlastnosti ma presné ekvirozlozitelnost. Méjme dvé pomocné
mnoziny M,N C R®: M ~ N.

(a) Pokud M ~ N, pak 3h : M — N bijekce takovd, ze VM' C M : M' ~
h(M") C N.

(b) Pokud pro M’, M" C M disjunktni a pro N, N’ C N disjunktni plati, ze
M'~ N'a M" ~ N”, pak M'UM" ~ N'UN".

K dukazu (a) si staci uvédomit, ze kazda takovd podmnozina je bud obsazena v
jednom z dilkti ekvirozlozitelnosti anebo presahuje klidné do nékolika z nich. Prvni
pripad je trividlni. V pripadé druhé varianty lze danou podmnozinu rozkouskovat
podle hranic dilkt ekvirozlozitelnosti ptivodni mnoziny a tyto ¢asti samostatné
zobrazit. Slou¢enim obrazu techto dilkt, dostaneme obraz nasi podmnoziny, ¢imz
jsme dokézali jeji ekvirozlozitelnost. Zadana bijekce h : M — N se tedy definuje
pomoci primych shodnosti, které mame z definice [ekvirozlozitelnostil téchto dvou
mnozin.

U vlastnosti (b) vime, Ze existuji néjaké ptimé shodnosti ki, . .., hl zobrazujic
M’ na N’ a zaroven existuji ngjaké piimé shodnosti h?, ..., h? zobrazujici M” na

N". Vzhledem k disjunktnosti obou dvojic podmnozin staci k nalezeni obrazu
M'"U M" pouzit vSsechny tyto piimé shodnosti, ¢imz dostaneme N’ U N”. Nic
nebude chybét ani prebyvat, protoze ptivodni podmnoziny byly ekvirozlozitelné.

Z predpokladi véty vime, ze A <p B, coz znamena, ze existuje podmnozina
B ekvirozlozitelna s celym A. Tuto podmnozinu ozna¢me B’. Obdobné najdeme
A’ z predpokladu B < A.

Najdeme vhodnou bijekci f : A — B’ s vlastnosti (a), kterd urcité existuje
diky A =~ B’. Stejnym zpusobem najdeme bijekci ¢ : B — A’ opét s vlastnosti
(a). JelikoZ se jednd o bijekci, urcité existuje g = ¢~ : A’ — B. Vlastnost (a) se
zachova, protoze je symetricka.

Necht Cp = A\ A’. Tuto mnozinu zobrazime nejdiive pomoci bijekce f do
B’ a nasledné zpét bijekei ¢ z B do A’. Vznikly obraz v A’ si oznacime jako Cf,
ktery je disjunktni s Cy, protoze cely lezi A’ zatimco Cy je presné doplnek A’.
Nyni stejnym zpusobem muzeme zkonstruovat mnozinu Cy = ¢(f(CY)), ktera je
disjunktni s Cy U C4, protoze f(C4) je disjunktni s f(Cy) a nésledné zobrazeni
zpét pomoci ¢ se zobrazi zase na disjunktni ¢ast A’, coz plyne zase z ekvirozlo-
zitelnosti. Timto zptisem muzeme najit libovolné C, 1 = ¢(f(C,)). Sjednoceni
téchto mnozin oznacime jako

C=Cn.
n=0

Nyni ovétime, ze plati g(A\ C) = B\ f(C). Mnozina A\ C je urcité podmno-
zinou A’, protoze Cy je doplnék k A’ a tedy A\ C C A’. Dale z C,, 11 = o(f(Ch))
plyne, ze g(Cni1) = f(Cp).
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o4\ €) = B\ S(C) = B\ U £(€) = B\ U a(Cu) = B\ U a(C) =

k=1

= B\ g(U) ) = B\ g(C\ Co) = B g(C'\ (A\ 4)) = B\ g(C'n A) =

k=1

[C=CnA;B=g(A)
=g(A)\g(C) =g(A"\ C) = g(A\ C)

K poslednimu kroku dodame, ze odec¢itame vse co je v A, protoze mnozina
Co=A\A CC.

Nyni zbyvé spojit vSe, co vime, a sice A\ C C A" a g(A\ C) = B\ f(C)
neboli A\ C = p(B\ f(C)). OvSem ¢ je bijekce s vlastnosti (a), a tedy plati
A\ C =~ B\ f(C). Déle vime, ze C C A a f je také bijekce s vlastnosti (a), a
tedy i C = f(C).

Ovsem nyni mame splnény predpoklady pro vyuziti vlastnosti (b). Mnoziny
A\ C a C jsou disjunktni a stejné¢ tak i B\ f(C) a f(C) a zdroven vime
A\C =~ B\ f(C) a C = f(C). Musi tedy platit, ze A\CUC ~ B\ f(C)U f(C)
neboli A~ B.

[

Vé&ta 14 (Obecna Banachova-Tarského véta (AC)). Necht A, B C R? jsou ome-
zené s meprdzdnym vnitrkem, pak A, B jsou ekvirozloZitelné.

Diikaz. Nejdrive ukazeme, ze A <p B. Méjme tedy dvé omezené mnoziny A, B C
R3 s neprazdnym vnitikem. Jelikoz jsou A, B omezené, miizeme najit koule © 4,05
tak, aby A C ©4 A O C B. Déale oznacme v € N jako dostatecné velké cislo
takové, aby koule © 4 byla obsazena v v izometrickych kopiich koule 6.

Nejprve kouli 65 nakopirujeme pomoci Banachova-Tarského paradoxu na v
disjunktnich kopii theta’, i = 1,. .., n. Tyto kopie nasledné pfesuneme vhodnymi
posunutimi fi,..., f, tak, aby pokryly celou kouli © 4, kde klidné povolujeme
presahovani. Tuto mnozinu kopii ozna¢me S. Zjednodusenou situaci ilustrujeme
na obrazku 3.2

Tim dostaneme, ze
A=p B4 =pJS = fi(0B)
i=1
Ovsem z definice [§] plyne

v 14
U fi(0s:) =p |J 05: = 05 <p B.
i=1 i=1
Relace <p je ekvivalentni s relaci <g z lemmatu [I2] kterd je tranzitivni, coz
plyne z vlastnosti relace ekvirozlozitelnosti. Cili relace <p je rovnéz tranzitivni,
a proto dostavame, ze A <p B neboli A < B. Analogicky by se dokazovala
opacnd relace (B <g A).
Nyni uz zbyva aplikovat |[Banachovu-Schroderovu-Bernsteinovu vetul a tim do-
staneme, ze A je ekvirozlozitelnd s B. Véta je dokazana.

]
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Obréazek 3.2: Ilustrace diikazu véty [14] se ¢tyfmi kopiemi 6.

3.2 Jak jsme na tom v roviné?

Snad kazdého c¢tenare po prijmuti Banachova-Tarského paradoxu napadne
otazka jak jsme na tom jinych dimenzich. Jak jsme na tom naptiklad v roviné?
Odpovéd je jasna, ackoliv tézko dokazatelna. Banachtuv-Tarského paradox zde
neplati, a dokonce ani v dimenzi jedna. V néasledujicim odstavci se pokusime
nastinit pro¢. Duvodu je hned nékolik.

Zaprvé mame o jeden rozmér méné, z toho plyne, Ze mame méné moznosti
jak vyuzit rotace a translace. Zadruhé plati, ze kazda omezena mnozina v roviné
s nenulovym obsahem muize byt rozlozena na méritelné podmnoziny. To plyne z
existence Banachovy miry[, ktera je vlastné rozsitenim Lebesgueovy miry na R?
v eukleidovskych prostorech.

Celkové lze ukézat, ze Lebesgueova mira je rozsititelnd na vsechny podmno-
ziny R™ pro n < 2. Naopak v trojrozmérném prostoru to nelze udélat kvuli
axiomu vybéru, ktery umoznuje vytvoreni neméfitelnych mnozin, coz je klicové
pro Banachuv-Tarského paradox.

V neposledni fadé maji mnoziny v roviné, naptiklad kruznice a kruhy, souvis-
lou a kompaktni strukturu, ktera brani rozdéleni do ¢asti nutnych pro paradox.
Klicovym krokem v paradoxu je totiz nalezeni v grupé SOQ; volnou podgrupuE]
o dvou generéatorech (Hausdorffovy rotace). AvSak amenabilni grupy tuto volnou
podgrupu neobsahuji. Stefan Banach dokazal najit pravé takovou grupu v R2.

Abychom docilili néjakych paradoxt v roviné, museli bychom grupu izometrii
rozsitit o plochu zachovavajici affini zobrazeni. Tato grupa na mnoziné realnych
¢isel se oznacuje jako SAy a obsahuje volnou podgrupu vedouci na paradoxy. Zné-

!Banachova mira neni mira tak, jak ji mdme v této praci definovanou, protoZze neni o-
aditivni. Avsak je o-aditivni na Lebesgueovsky méritelnych mnozindch. Déle je koneéné aditivni
a invariantn{ vzhledem k izometriim (mira mnoziny se nezméni, kdyZ na ni aplikujeme jakoukoliv
izometrii)

2Grupu nazveme volnou, jestlize obsahuje koneény pocet generatorti a viech jejich kombinaci.
V nasem pripadé to byly vsechny mozné slozené rotace pomoci 7 a o.
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mym pfipadem miize byt Von Neumanntiv paradox, ktery pouze zformulujeme.
Plné znéni s dikazem lze najit (Tomkowicz a Wagon), 2016|, str. 119-120). K tomu
si potirebujeme oznacit specidlni linearni grupu jako grupu SlL, vSech matic 2 x 2,
jejichz determinant se rovna jedné.

Véta 15 (Von Neumannuv paradox). Necht G je volnd podgrupa SAs generovand
dvéma nezavislymi proky ¥ a ¢ z grupy Sl a vsemi translacemi, pak polootevreny
jenotkovy ctverec [0, 1) x [0, 1) je G-ekvirozloZitelny (pouZivame zobrazeni z G)
se dvema kopiemi sama sebe. Navic libovolné dveé omezené mnoZiny s neprdzdnym
vnitrkem v R? jsou ekvirozloZitelné.

Problémy ohledné rozdélovani riznych obrazcl a jejich nasledného preskla-
dani zajimaly lidstvo davno pred nasim letopoc¢tem. Nékteré zaznamy a prameny
pochézi ze starého feckého a arabského svéta. Prikladem muze byt spis Stoma-
chion, jehoz autorem byl pravdépodobné Archimédés ze Syrakus (250 pi.n.l). V
ném se mimo jiné tesi, jak ze ¢tverce rozdéleného na 14 ¢asti vytvorit rizné jiné
obrazce napriklad slona, mec¢ nebo strom.

Matematika v této dobé nebyla rozvinuta tak jako dnes, a tak pri daném roz-
délovani (muzeme fikat stiihdni) dochdzelo k nepfesnostem v podobé ignorovani
hranic v daném predélu (stfihu). Avsak pokud bychom vzali isty papir a rostiihli
ho ntizkami na pil podél thlopticky, kam patti body presné na hranici stiihu?
Pokud z téchto dvou ¢asti nasledné slozime naptiklad trojuhelnik, dané body zde
mame dvakrat. Kvili ignorovani bodii na hranicich stfihu museli matematikové
prijit s novym terminem, a to s nizkovou kongruenci.

Tato relace je podobna nasi ekvirozlozitelnosti, avsak narozdil od ni nefesi
body na hranicich. Ekvirozlozitelnost na druhou stranu je mnohem presnéjsi po-
jem, ktery se zabyva veskerymi body vcetné téch hrani¢nich. Dodejme jesté, ze
relace ntuzkové kongruence je také relaci ekvivalence.

Definice 10 (Nuzkova kongruence). Dva mnohothelniky M a N jsou nizkové
kongruentni, piseme M ~ N, pokud M muZe byt rozloZen na konecny pocet mno-
hotuhelnikovijch cdsti tak, aby se jejich preskladdinim pomoci izometrii zformoval
mmnohouhelnik N .

V souvislosti s ntizkovou kongruenci nesmime opomenout zminit pozoruhod-
nou vétu, na kterou prisli samostatné panové William Wallace v roce 1807, Farkas
Bolyai (1833) a Paul Gerwien (1835). Zminéna véta nese vSechna jejich jména a
jeji znéni s dikazem lze najit v (Tomkowicz a Wagon, 2016, str. 23-24). Avsak v
této praci ji dokazovat nebudeme.

Véta 16 (Wallacovo-Bolyaiovo-Gerwienovo kritérium). Dva mnohothelniky jsou
nuzkoveé kongruentni prdave tehdy, kdyzZ maji stejny obsah.

Abychom dali vice do kontrastu ntizkovou kongruenci a ekvirozlozitelnost,
zformulujeme nésledujici vétu bez dikazu. VSimnéme si, ze véta je ve formé im-
plikace nikoliv ekvivalence. Jeji znéni a dikaz muzeme opét nalezt v (Tomkowicz
a Wagon, 2016, str. 28-29).

Véta 17 (Vztah ntizkové kongruence a ekvirozlozitelnosti). Pokud jsou dva mno-
hotuhelniky nizkove kongruentni, pak jsou ekvirozloZitelné.
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Obrazek 3.3: Priklad ntzkové kongruence.

Diisledek. Jestlize maji dva mnohothelniky stejny obsah, pak jsou ekvirozlozi-
telné.

Diikaz. 7 |Wallacova-Bolyaiova-Gerwienova kritérial vime, ze dva mnohotihelniky
maji stejny obsah préavé tehdy, kdyz jsou ntizkové kongruentni. Zaroven z véty [o
(vztahu nuzkové kongruence a ekvirozlozitelnosti| plyne, ze pokud jsou dva mno-
hothelniky ntzkové kongruentni, pak jsou ekvirozlozitelné. Kombinaci obou vét
dostavame, ze dva mnohotuhelniky jsou ekvirozlozitelné, pokud maji stejny ob-
sah.

]

3.3 Jak jsme na tom v hypersvéte?

Pokud bychom se ptali zdali je mozné zkonstruovat Banachtiv-Tarského para-
dox ve vyssich dimenzich, pak bychom dostali kladnou odpovéd. Skutecné plati,
ze pron € N : n > 3 jsme schopni paradox zreplikovat. Musime si uvédomit, ze
samotné existence paradoxu v R? dokazuje, Ze nelze pfifadit Lebesgueovu miru
vSem podmnozindm v R? neboli existuji Lebesgueovsky neméiitelné mnoziny.

Zformulujeme si dvé véty bez dikazu, jejichz plné znéni a dukazy jsou k
dispozici zde (Tomkowicz a Wagon, 2016, str. 78-79).

Véta 18 (Banachuv-Tarského paradox v R"™ (AC)). Necht n € N : n > 3, pak
kazZda koule v R™ je ekvirozloZitelnd se dvéma kopiemi sama sebe.

Véta 19 (Obecnd Banachova-Tarského véta v R™ (AC)). Necht A, B C R, kde
n € N:n > 3, jsou omezené s neprazdnym vnitrkem, pak A, B jsou ekvirozloZi-
telné.
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3.4 Banachtiv-Tarského spojity rozklad sféry

Doted jsme pouzivali standardni verzi Banachova-Tarského paradoxu, ktera
je zalozena na rozkladu objektt pomoci diskrétnich pohybt a néslednych po-
skladani do novych tvart. Tento klasicky pristup, a¢ fascinujici, ¢asto vyvolaval
otazky ohledné fyzikalni realizovatelnosti a tvaru trajektorie. Budou se napriklad
jednotlivé ¢asti z nasi ekvirozlozitelnosti navzajem srazet nebo se vyhnou. V roce
2005 Trevor Wilson ve svém c¢lanku predstavil inovativni pfistup k tomuto pa-
radoxu prostiednictvim konceptu spojité ekvirozlozitelnosti (Wilson, 2005, str.
946-947), ktery prinesl kladnou odpovéd k varianté plynulych pohybt se vzéjem-
nym vyhnutim se. To znamen4, Ze existuji disjunktni trajektorie slozené z primych
shodnosti pro kazdy par odpovidajicich si ¢asti z klasické ekvirozlozitelnosti. To
je mimo jiné také odpovédi na de Grootuv problém, ktery se ptd, zda je mozné
realizovat Banachtuv-Tarského paradox s plynulymi pohyby.

Definice 11 (Spojita ekvirozlozitelnost). Necht A, B jsou dvé libovolné podmno-
Ziny R™. Rekneme, Ze A, B jsou spojité ekvirozloZitelné, budeme znacit A ~¢ B,
pokud existuji jejich rozklady na konecny pocet casti Ai,..., A, a By,...,B,,
kde n € N a existuje mnoZina spojityjch cest z grupy primych shodnosti M =
{el, ... o)} prot € [0, 1] takovd, Ze po = e, ¢; (A1) = By, ..., ¢} (Ay) = By, a pro
libovolnd riznd i,j € {1,...,n} a pro libovolné t € [0, 1] plati pi(A;) Nl (A;) = 0.

Podobné jako u klasické ekvirozlozitelnosti lze snadno dokazat, Zze spojita
ekvirozlozitelnost je také relaci ekvivalence. Nyni uvedeme posledni asi nejsilnéjsi
znéni Banachova-Tarského paradoxu se spojitou ekvirozlozitelnosti (Tomkowicz
a Wagon|, 2016, str. 174).

Véta 20 (Obecnéa Banachova-Tarského véta v R™ se spojitou ekvirozlozitelnosti).
Kazdé dve A, B C R™ omezené s neprdzdnym vnitrkem, kde n € N : n > 3, jsou
spojite ekvirozloZitelné.

Dalsim zajimavym vysledkem spojité ekvirozlozitelnosti je silnéjsi verze Tar-
ského kruhového-¢tvercového problému, jehoz znéni a dikaz naleznete v (Wilson,
2005, str. 950).

Véta 21 (Silnéjsi Tarského kruhovy-c¢tvercovy problém). Kruh je spojité ekviroz-
lozitelny pomoci translaci se ctvercem o stejném obsahu.

Jak lze vidét spojita ekvirozlozitelnost nejenze poskytuje novy pohled na kla-
sicky paradox, ale také ptrinasi radu zajimavych vysledkt a posttehi. Diky tomu
jsme zase o néco blize k pripadnému praktickému vyuziti paradoxu.
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Zaver

Matematicky svét je vskutku podivné misto, a tedy neni prekvapenim, ze i v
této praci jsme dosahli pomérné kontroverznich vysledki. V prvni kapitole jsme
se vénovali naprostym zakladiim a ukazali si koncept nekonecna a jeho vlastnosti.
Déle byl zformulovan axiom vybéru, ktery byl dulezitou soucasti prace.

Druhé kapitola je vénovana prekvapivym vysledkim z oblasti geometrie a
algebry. Podarilo se nam zkonstruovat neméritelnou mnozinu a dokazat zaji-
mavy Sierpinského-Mazurkiewicziv paradox. V dalsi ¢asti jsme tspsné nasli pa-
radoxni rozklad grupy Hausdorffovych rotaci a tento vysledek aplikovat v di-
kazu Hausdorffova paradoxu. Odtud byl uz jen maly krok k meritu véci, a sice k
Banachovu-Tarskému paradoxu.

Zminénému paradoxu je vénovana celd treti kapitola, kde jsme dokéazali jeho
zékladni verzi a zformulovali nékolik jeho silnéjsich variant. Rekli jsme si néco
malo o rozdilech abstraktniho svéta matematiky a bézného svéta. Déle jsme vedli
polemiku nad existenci paradoxu v rtznych dimezich, kde byly feceny duvody
pro¢ nelze paradox vytvorit v R?. Za zminku stoji i kontrast relace niizkové kon-
gruence zanedbavajici hranice ¢asti objektu a relace ekvirozlozitelnosti. V tiplném
zavéru prace byl predstaven novy koncept spojité ekvirozlozitelnosti, ktery celou
zalezitost posunul zase o krok vyse.
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