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Uvod

Situace, ve které alespon jeden z regresorti namérime s chybou, znacné vychyluje
odhady parametri, znemoznuje spravné otestovani vlivu regresort, zkresluje
zavislosti odezvy a dalsich veli¢in na Spatné naméreny regresor ¢i dokonce maskuje
samotnou povahu dat. A to vSe probihd i pro nejjednodussi pripad nameéreni
s chybou, kdy tato chyba ma nulovou stredni hodnotu a nezavisi na jinych
regresorech.

Prace se vénuje jednomu z moznych piistupti, jak lze pristoupit k ipravam
odhadt parametra tak, aby nedochézelo ke konzistentnimu vychyleni odhadt
a zaroven aby bylo mozné miti intervalové odhady, které se svym pokrytim skutecné
hodnoty blizi predepsané spolehlivosti. Zaroven tedy chceme, aby bylo mozné
testovat hypotézy o vlivu danych regresorti na odezvu, ¢emuz se véetné zkoumani
samotnych odhadii bude vénovat simulacni ¢ast prace.

V 1. kapitole nejprve pripominame obecné znamé zaklady linearni regrese, defi-
nujeme odhad metodou nejmensich ¢tverct, skére a skorovou statistiku a uvadime
nékteré dulezité vlastnosti, o které se dale opirame. Vétsi ¢ast kapitoly se zaméruje
na motivaci, pro¢ se viibec zabyvat pripady se Spatné namérenymi regresory a na-
kolik velké diisledky muze ignorovani chyby v méfeni mit. Poukazujeme i na to,
pro¢ dochazi k vychyleni odhadu metodou nejmensich c¢tverci. Dale se zminujeme
o riiznych typech modelti pro chybu méteni a kratce se zminujeme o odlisnostech
pro Berksoniiv chybovy model, zatimco v praci se zamérujeme na klasické pojeti
aditivni chyby. Na zavér kapitoly se vénujeme nékterym metodam pro analyzu
dat s chybami v regresorech.

Zatimco vse prevzaté spada do 1. kapitoly, u dalsich kapitol pouze prebirame
obecnou myslenku pouziti metody upraveného skére, kterou ilustrujeme ve 2. ka-
pitole, a dale jen zobecnujeme bez vyuziti jiné literatury, tedy vSe v pozdéjsich
kapitolach je uz vlastnim prinosem autora.

Ve zminéné 2. kapitole pripominame souvislost skore a odhadu medotou
nejmensich ¢tvercli. Dle metody upraveného skore dojdeme k tipravé samotného
skore tak, aby ve stfedni hodnoté bylo nevychylené, a z toho pak odvodime
patricné korekce, které nase odhady maji viaci explicitnimu vyjadieni odhadt
metodou nejmensich ¢tvercti. Diky tomu i poukazeme, pro¢ absence korekce miize
mit za nasledek vychyleni odhadi pro regresory, které jsou naméreny spravneé,
tedy prokazani, ze chyba v méreni jistého regresoru nema vliv jen na parametr
daného regresoru.

Nicméné uvazovani zakladniho chybového modelu, ktery predpoklada u méreni
regresort chyby s nulovou podminénou stfedni hodnotou, je znacné omezujici.
Proto ve 3. kapitole uvazujeme zobecnény chybovy model, ve kterém miuze chyba
v méreni regresoru byt obecné vychylena. Odhad daného regresoru uvazujeme
obecnéji jako zasumeénou linedrni kombinaci vSech regresorti. I pro tento chybovy
model ukazeme aplikaci metody upraveného skore a odvodime prislusné korekce
v explicitnim vyjadreni odhadt danych parametri za predpokladu, ze parametry
chybového modelu jsou znamé.



Situaci, kdy parametry chybového modelu nejsou znamé, resime ve 4. kapi-
tole pomoci vyuziti validacni skupiny. Odvozujeme soustavu odhadovacich rovnic
pro parametry hlavniho i chybového modelu a pro tyto modely velice podrobné
a peclivé odvozujeme asymptotické rozdéleni. Toto je hlavnim pfinosem této prace.
Jak moc je tato asymptotika pouzitelna pro praktické ucely, zkoumame v simulac¢ni
c¢asti, kterou provadime v 5. kapitole. Sledujeme nakolik velky vliv maji zmény veli-
kosti rozsahu a zmény podilu valida¢ni skupiny viic¢i celkovému rozsahu. Testujeme,
zda model fale$né neptisuzuje nenulovy vliv regresorim, pro které jsou prislusné
parametry nastaveny na 0. Ve specidlnim ptipadé, kdy uvazujeme chybu majici
nulovou podminénou stfedni hodnotu, porovnavame nase vysledky vic¢i odhadam,
které by byly ziskany neupravenou metodou nejmensich ¢tverct.

Dale upozornujeme, ze ke zlepseni grafické podoby nékterych vystupt a obrazka
jsme vyyuzili nékteré prikazy navrhnuté Al, nicméné to se netyka samotného textu.



1 Motivace ke studovani situaci
s chybné namérenym regresorem
v linearnich modelech

V této kapitole jsou pfevzaty znalosti zejména z |1]. Znalosti z linedrni regrese
jsou zde uvedeny pro uplnost a moznost je nasledné bez vétsi potreby osvétlovani
vyuzivat pri zavadéni metody upraveného skore, avsak se jedna o naprosté zéklady,
které by typicky ¢tenar se vzdélanim v oblasti matematické statistiky mél plné
znat. Vlastni praci autora v této kapitole je simulovani situaci s vytvorenim
grafi pro lepsi pochopeni probiraného tématu, dale v podkapitole 1.2 ukazani
vychylenosti odhadu metodou nejmensich ¢tverci v pripadé, zZe regresory jsou
méreny s chybou, a poskytnuti literarni reserse na dané téma, které je na konci
kapitoly. Jedna se o ivodni kapitolu pro seznameni se s tématem, hlavnim prinosem
autora jsou az dalsi kapitoly.

1.1 Linearni regrese

Nase prace bude vyuzivat linearni regresi, proto si nejprve zadefinujeme linearni
model, odhad metodou nejmensich ¢tvercti a provedeme jeho odvozeni i ukazani
nékterych vlastnosti. Nakonec zadefinujeme skore, od kterého se bude odvijet
nase prace, a odvodime nékolik dtilezitych asymptotickych rozdéleni.

1.1.1 Linearni regresni model

Uvazujme posloupnost nezdvislych ndhodnych vektort (Y;, X1)T,i=1,... n.
Y; se nazyva odezva, ale téz v ¢eském jazyce se vyuziva oznaceni zavisla proménna.
X; = (Xi,...,Xip)" je prozmérny vektor regresorii, v Ceském jazyce se slozky
tohoto vektoru nazyvaji téz jako vysvétlujici/nezavislé proménné nebo prediktory.
Na tomto misté upozornime, ze v praci budeme vyuzivat pro vektory a matice
tuéné znaceni jako jsme vyuzili u Xj;, zatimco X; bude znacit jednorozmeérny
pripad, tedy p = 1.

Obvykle se (V;, X1)T uvazuje jako ndhodny vybér z (p + 1)-rozmérného
rozdéleni. Nicméné v nékterych situacich se v linedrni regresi uvazuje X; jako pevné
dané hodnoty a jedinad nahoda je v odezvé.

Definice 1. Nezdvisld pozorovini (Y;, XI)T,i=1,...,n pochdzeji z linedrniho
regresniho modelu <= Y; = X 8 + ¢; pro néjaké B € RP, kde chyby ¢; splriuji
Ele; | Xi] =0 a var(e; | X;) = 02 .

Obvykle se prvni slozka X; pokldda rovna 1. Potom pro 8 = (Bi,...,,)"
se k4, ze (31 je absolutni ¢len (nebo téZ nékterymi vyuzivané oznaceni , intercept® ).
Absolutni ¢len odpovidéd podminéné stredni hodnoté Y; pro pripad, kdy mimo
X1 jsou vSechny regresory nulové. Ne vzdy ma tento ¢len interpretacni smysl,
avsak pokud to lze jednodusSe provést, voli se vhodna parametrizace takova,
ze 31 odpovida podminéné stredni hodnoté pro zvolenou referencni skupinu.
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Zvolme x; € R? a pro j spliujici 2 < 57 < p uvazujme a:g, ktery ma oproti
x; zvétsenou j-tou souradnici o 1, zatimco ostatni slozky jsou shodné. Pro tuto
situaci j-ty parametr vektoru 8 pomoci vztahu

B; = E[Y: | &]] — E[Y | ai]

interpretujeme jako zménu podminéné stredni hodnoty Y;, kdyz se zvysi
X, o 1, zatimco ostatni regresory ziistanou stejné. Avsak je potfeba upozornit,
ze ne ve vsech modelech 1ze tuto interpretaci pouzit a je treba pristupovat k tomu
ad hoc. Jednoduchym piikladem je model, kde X3 = X3, tedy tieti regresor
je druhou mocninou druhého regresoru. V tomto pripadé by bylo nemozné zvétsit
X5 0 1 a nechat X3 zafixovanou na stejné hodnoté.

1.1.2 Odhad metodou nejmensich ¢tverct

Zékladnim a hlavnim odhadem v linedrni regresi je odhad metodou nejmensich
¢tverct. V definici uvedeme jak zapis po jednotlivych pozorovanich, tak i zapis
v maticové podobé, pro ktery vyuzijeme znaceni

Y X{
Y - a X — :
Y, XT
Definice 2. Odhad metodou nejmensich ¢tvercti B vektoru B je takovy bod v RP,
ktery minimalizuje soucet ctverci rezidui

n

Ss.(8)=Y (v~ XI'8)" = (¥ - XB)" (Y - XB).

=1

Odvodime si vyjadreni tohoto odhadu. Maticovy zépis SS.(8) lze jednoduse
prepsat do podoby

YTY - BTXTY - YT'XB+ BT XTXp=YTY - 287 XTY + BT XTXp.

Pro derivaci SS.(B) vyuzijeme pravidla pro derivovani vektoru:
dp’c dpTAB
=Ca——

dg dg

pokud matice A je symetricka. Potom derivaci SS.(8) podle 8 polozime rovnu
nulovému vektoru a danou soustavu rovnic vyfresime pro 3:

=2A0,

dS5S.(B)
dp

kde nyni i pozdé&ji v praci vyuzivame znaceni 0, , pro matici (respektive vektor,
pokud praveé jedno z p, ¢ bude rovné 1) o p fadcich a ¢ sloupcich, které obsahuji

= 2XTY +2(X"X)B 20,4,

jen nuly. Pak B tesi soustavu p linedrnich rovnic o p neznamych, kde soustavu
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(XTX)B=X"Y

nazveme jako soustavu normaélnich rovnic. Pro dalsi podkapitolu je vhodné
upozornit, ze soustavu lze prepsat do podoby po slozkach:

znjxi (Vi = X7B) = 0p1.
=1

Pokud hodnost matice X je p, pak i hodnost matice X7 X je rovna p a tedy
jeji inverzni matice (X7 X)~! existuje. Odhad metodou nejmensich ¢tverci
muzeme v takovém pripadé zapsat explicitné

B=(XTX)"'X"TY.

Odhad metodou nejmensich ¢tverci ziejmé minimalizuje SS.(8), protoze
pro vSechny B € RP plati

d?SS.(B)

W = +2(XTX) > O,

tedy SS.(8) je striktné konvexni pro viechny 8 € R a tedy 3 je globalnim
minimem SS,(8) . Odhad metodou nejmensich ¢tverct je nestrannym odhadem S,
nebot

EB| X]=E(X"X)'X"Y | X] = (X" X)"'XTE]Y | X] =
= (X"X)7'X"(XB) =B

S vyuzitim vztahu var(AX) = Avar(X)AT a znaceni I, pro jednotkovou
matici Tadu n mizeme odvodit i podminény rozptyl tohoto odhadu:

var(B | X) = (X" X) "' X var(8 | X)X (X" X) " =
= (XTX)' X" (0?L,) X(X"X) ! =

=2 XTX) "X (X=X = oA XTX) L

Jeden z disledkt znamého Gaussova-Markovova tvrzeni je, ze odhad metodou
nejmensich ¢tverci B je nejlepsi nestranny linedrni odhad vektoru parametra 3.

1.1.3 Skoére
Pifidejme si piedpoklad Ze (Y;, X])T,i =1,...,n, je ndhodny vybér a matice

Vx = EX; X/

ma konecné prvky a je pozitivné definitni. Definujme skoére jako
Ui(B) = X; (V: - X[ 8),

11



kde B € RP. Skore je téz mozné nazyvat jako skérovou funkci. Pokud sec¢teme
skére pres vSechna pozorovani, dostaneme skérovou statistiku:

UB) => Ui(B)=> X; (V- X/ B).
i=1 i=1
Vsimnéme si, ze skorovou statistiku lze prepsat do maticové podoby
Up) => X:(Yi- X/8) = X"y - X"XB,
i=1

ze které, pokud ji polozime rovnu nulovému vektoru, lze dostat soustavu
normalnich rovnic, kterou resi odhad metodou nejmensich ¢tverct. Jinymi slovy
odhad metodou nejmensich ¢tvercti 8 je jednoznacnym fesenim soustavy

U(,B) == Op’]_.

Nepodminéné momenty U;(3) pro skuteéné B jsou

E[UL(8)) = E[EIUH(B) | X.]) = E[X.E[(v: — X78) | Xi]] =

var (U;(B)) = E [var (Us(B) | Xi)] + var (E[U;(B) | Xi]) =
= E [var (Xj¢; | X;)] +var (0,1) =E [Xivar (€ | Xi) X,LT}
= o?E[X;X]| = 0?Vx.

Dostavame tak ze Uy (B),...,U,(B) ve skutecném B pochézi z ndhodného
vybéru a maji nulové sttedni hodnoty. Miizeme tak vyuzit mnohorozmérnou verzi
Centralni limitni véty pro nezavislé, stejné rozdélené ndhodné vektory:

1

Vi (L3008)) = - SSUB) = U(B) S N0,V

Pomoci této asymptotiky mizeme jednoduse odvodit i asymptotické rozdéleni
pro samotny odhad! Pfipomenme, ze pro odhad metodou nejmensich ¢tverca
je skérova statistika nulova. Proto miizeme pro skutecné B dale upravovat:

n

U(8) = U(B) - UB) = 31X (vi - X7I6) - Xi(vi - X7B)| = S x:x7 (5 - B).

i=1 i=1

coz, protoze se v kazdém scitanci objevuje (3 — ﬂ), lze po vydéleni /n
poupravit na

12



U(B) - (iZXXT) vn(B-8).

a nakonec miuzeme tento vztah diky predpokladu plné hodnosti matice X;
prepsat do vysledného tvaru

Vi (8- 6) = (53 XX ) =U(e).

Ze zakona velkych c¢isel % " X; X! konverguje k Vx, zatimco asympto-
tiku pro ﬁU (B) mame vySe uvedenou. Pti aplikaci Cramérovy-Slutského véty,
kdy pro asymptoticky rozptyl mame vypocet 02V 'Vx V' = 02V, dostéavame
asymptotické rozdéleni

Vi (B = B) 5 Ny(0p,07Vx ).

Z tohoto asymptotického rozdéleni rovnou dostavame i jako disledek fakt,
ze odhad metodou nejmensich ¢tvercii je konzistentnim odhadem 3. Tyto vysledky
muzeme shrnout do tvrzeni.

Véta 1. Za predpokladi uvedené v této podkapitole pro skutecné B plati
1. ﬁU(B) i>-/\/’p(op,lv‘TeQVX)v
2. Vi (B = B) % Np(0p1,02Vih),

3. ﬂA LN B (odhad metodou nejmensich ctverci je konzistentnim odhadem pro ).

Ovsem v praxi se nam bude hodit pro testovani a intervaly spolehlivosti

vvvvv

1ze pomoci Cramérovy—Woldovy véty a Cramérovy-Slutského véty odvodit z Véty [I]
Oznacme si 02 jako odhad o2

Véta 2. Za predpokladi uvedené v této podkapitole pro skutecné B a libovolné
c € R? plati

B —crB
a}\/cT (XTX) e

4 N(0,1).

Pokud ve Véte [2] dosadime za ¢ vektor obsahujici nuly az na j-tou soutadnici
pro 1 < j < p, pak ndm véta diva asymptotické rozdéleni pro j3;, respektive
Ize z tohoto asymptotického rozdéleni odvodit asymptotické intervaly spolehlivosti
pro parametr 3;.

13



1.2 Lze vzdy zanedbat chybu v méreni?

V této i v dalsich podkapitolach se budeme ve velkém opirat o [1], zejména
o prvni dvé kapitoly, které se vénuji ivodu do dané problematiky. Tento zdroj
se ale snazi k dané problematice pristupovat vice obecné a pojmout i pripady
jako je logisticka regrese, zatimco my se ¢isté zamérime na linedrni regresi,
jichz vlastnosti budeme plné vyuzivat pti vypoctech a odvozovani vlastnosti
v modelech, se kterymi budeme pracovat v dalsich kapitolach.

Béhem tuvodnich prednasek linedrni regrese se predpoklada, ze zatimco re-
gresory X; jsou naméreny zcela spravné a presné, pouze odezva Y; je namérena
s chybou. Nicméné co kdyz i néktera vysvétlujici proménnd bude nameérena s chy-
bou? Uvazujme jednoduchy priklad, kdy v modelu nemame absolutni ¢len, mame
pouze jednu vysvétlujici veli¢inu, kterou mérime presné, oznacenou jako Z;, za-
timco druhou vysvétlujici proménnou X; neumime namérit presné, mame pouze
nestranny odhad W; (zde i dédle v textu automaticky myslime u nestrannosti
a stfednich hodnot jejich podminéné verze na skutecénych regresorech, avsak
toto nebudeme typicky explicitné zduraznovat. Podobné budeme vynechavat zmi-
néni podminénosti i u dalsiho, napriklad u rozptylu a smérodatnych odchylek.
Na prfipadné odliSnosti upozornime, napriklad u Berksonova modelu). Médme tedy
chybovy model

kde E[¢); | Z;,X;] = 0ai = 1,...,n,n € N. Necht ; odpovidd presné
nameérenému regresoru Z; a s regresoru X;, ktery neumime presné namérit.
Nas skuteény model, se kterym bychom idedlné pracovali, ma podobu

Yi = 512 + B X; + ¢,

kde El¢; | Z;, X;] =0ai=1,...,n,n € N. Avsak jak bylo feceno, my X; piimo
nepozorujeme a nemuzeme tak tento model vyuzit ani k odhadnuti parametra
ani k zadnym dalsim vécem, které zname a vyuzivame pro linearni regresi, véetné
predikci. Prvotni myslenka by byla k témto zalezitostem vyuzit model

Yi = 517 + BoW; + ¢,

nebot W; je odhad X;. Lze absenci X; ignorovat diky vyuzivani W; a vzdy za-
nedbéavat chybu v méteni regresoru? Jisté ze by nékdo mohl v zdjmu co nejmensiho
vynalozeného usili skutecnost chybného méteni regresoru plné ignorovat a pracovat,
jako by bylo vse spravné naméreno bez chyby. Ovsem nase intuice nam spravné
rika, ze by to mohlo vést ke katastrofickym dtsledktim, coz se také mize lehce
stat. Ale my mame navic predpoklad nulovosti podminéné stiedni hodnoty chyby
v méreni. Je to dostateény predpoklad pro ospravedInéni aproximace X; pomoci
W; v daném modelu? Pojdme se podivat na samotny odhad metodou nejmensich
¢tverctli, zda je odhadem nevychylenym.

Oznac¢me si Z jako sloupcovy vektor obsahujici Z,..., 7, a obdobné¢ W
pro Wy, ..., W,. Odhad metodou nejmensich ¢tvercii splnuje soustavu normélnich
rovnic s vektorem proménnych 3:

14



coz lze upravit na

z'z Z'W)\ (p\ _(Z'Y
wiz Wiw)\g,)~ \W'y

a prepsat do podoby po slozkach
i 27 im1 ZWi\ (B _ [ X ZiYs
i ZWi T WE ) \Be i WiYi )

Na tento vztah chceme aplikovat stfedni hodnotu podminénou na Z a X, proto
provedmé nékolik pomocnych vypoc¢ti. Z chybového modelu primocare vyplyva

E[ZWi | Zi, Xi| = Z: E[X; + s | Zi, Xo] = Z; X5,
navic pro jednoduchost pridejme k chybovému modelu predpoklad pro rozptyl:

E[v7 | Zi, Xi] = o, pro o;, > 0, tedy
EW? | Zi, X)) = E[X? + 2Xuhs + 07 | Zi, X)) = X2 + 02,

Nyni zbyva provést pomocné vypocty pro pravou stranu vztahi obsahujicich Y;:
E(ZY: | Zi, Xi) = ZiE[B1Zi + o X + € | Zi, Xi) = BL 2} + o Zi X,

zatimco pro druhou slozku s predpokladem E[e;1); | Z;, X;| = p vychazi

EW:Y; | Zi, Xi] = E[(Xi + ) (12 + BoXi + &) | Ziy, Xi] = 51 2: X + 52X¢2 + p.
Celkové po aplikaci podminéné stiedni hodnoty na soustavu rovnic dostavame

i1 27 i=1 ZiXi B\ _ (B2} + 22, X;)
i ZiXe Y (XP 4 0y)) \Ba S (B1Z:Xi + B X} +p) )7

¢ili v lepsim tvaru pro porovnavani

?:1(5123 + 522 X;)

( ) _ < Y (B2} + BeZiX) >
S (B1ZiXi + B2 X7+ Bac) S (B ZiX; 4 B X2+ p) )

eqw“

Platnost rovnic v soustavé by byla jen v okamziku, kdy by platilo bud gy =

-+

a vychéazelo by to nenulové, coz je v praxi nemozné ani chténé predpoklada
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nebo p = 0 a taktéz 05, by muselo byt nulové. To by ale nutné znamenalo,
ze v chybovém modelu s chybou majici nulovou podminénou stredni hodnotu
neni zadna variabilita, tedy k zadnému zasuméni nedochazi a X; méfime naprosto
presné. To jinymi slovy znamend, ze i kdyz predpoklddame nestrannost pro chybu
pii méfeni regresoru (a majici nenulovy rozptyl), tak nutné dochazi k vychyleni
nekterych slozek v soustavé rovnic

AN B/ Dy A ANy I
8) T \sr zw v, W "W

coz ale, protoze dochéazi k vychyleni v matici, kterou je tfeba invertovat,
dochézi k vychyleni nejen fs, ale i samotné f;. Vidime tedy, 7e i v nejjednodussim
modelu s chybné namérenou vysvétlujici proménnou dochézi i pri nestrannosti
chyb k vychyleni odhadu metodou nejmensich ¢tverca! To je velky problém,
ktery by nebylo vhodné prehlizet, pokud je moznost provést néjakou korekei!

Chyba v méfeni regresoru nemusi byt problémem jen pro samotné odhadovani
parametri, ale samozrejmeé i pro samotné testovani. Testy ztraci silu proti alterna-
tivam, ze dand veli¢ina mé efekt na odezvu. Tuto situaci vidime na Obréazku (1.1
ve kterém moznost zachytit vliv regresoru na odezvu se velmi znac¢né vytratila.
Situace byla simulovana nasledovné. Vygenerovali jsme si 20 hodnot X; pochazejici
z rozdéleni NV(0,16). Nastavili jsme 8y = 25, 51 = 0 (Zadnou presné namérenou
veli¢inu nepozorujeme) a 3, = 2. Smérodatnou odchylku €; jsme nastavili na 6.
Pak levy graf na obrazku odpovida skutecnému modelu

Y = Bo + B Xi + ¢,

kde vidime, zZe (5 je linearnim modelem odhadnuto pomérné dobte, a to zhruba
dvojnasobny rist v y-ové souradnici oproti x-ové soutadnici. Pokud ale X; nepozo-
rujeme primo a mame pouze jeho odhad W;, tak i kdyz je nestranny, 1ze se lehce
dostat do situace, kdy se body ,, rozprostiou do prostoru“ tak, ze linearni trend
»zplosti*. Typicky tak dojde k vychyleni efektu ,, smérem k nule*. Pro chybu v mé-
feni jsme zvolili smérodatnou odchylku rovnu 8 a stredni hodnotu jsme nechali
nulovou. Graf odpovidajici lineArnimu modelu

Y = Bo + BoW; + ¢

je na pravé strané Obrazku [1.1] a vidime, ze odhadnuty linearni trend neni
jen extrémné vychylen smérem k nule, ale dokonce misto roustouci primky mame
slabé klesajici. Celkovy rozptyl bodl se vyrazné zveétsil oproti piivodni situaci.
Pritom jsme v situaci s nejjednodussi strukturou chyby v méreni! Doslo k ohromné
ztrateé sily a celkové moznosti detekovani zavislosti dvou veli¢in. Toto ve spojeni
s obecnym vychylenim odhadi parametri nazyvaji v [1] dvoji pohroma zptsobena
chybou v méreni. Déle seznam rozsituji o treti pohromu: zamaskovani povahy dat.

Zamaskovani povahy dat si muzeme jednoduse vysvétlit pomoci Obrazku [1.2]
Opét nalevo vidime plnymi puntiky situaci, které odpovidaji situaci napozorovani
skutecnych hodnot X;, zatimco vpravo prazdné puntiky odpovidaji situaci, ve které
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Obrazek 1.1 Chyba v méreni regresoru muize vyrazné zmeénit zavislost mezi velici-
nami a tim celkové snizit silu testovani efektt veli¢in na odezvu. Vlevo mame situaci,
kdy pro linedrni model bychom napozorovali pfimo samotné X; vyznacené plnymi
puntiky, zatimco vpravo se nachézi prazdné body, které maji tuto veli¢cinu odhadovat
s chybou (ackoliv s chybou majici nulovou podminénou stfedni hodnotu) v podobé
W;. Lze si vSimnout vétsi rozptylenosti bodd nez tomu bylo ptavodné. Pomoci jemného
mrizkovani lze okometricky ovérit ze se y-ova souradnice bodu mezi levym a pravym
obrazkem nezménila.

pracujeme s W;. Na obou grafech jsme cervend vykreslili k¥ivku y = 22, nebot
danych 100 bodu jsme generovali pro skuteény model podle

Y = Bo + B2 X; + Bz,zXZ-Z + €,

kde By =0, f21 = 0 a 22 = 1, smérodatnd odchylka ¢; je 16. I kdybychom
v levém grafu cervenou parabolickou krivku nevykreslili, tak bychom stale dobre
vytusili, Zze by bylo Sikovné vyuzit posledné zminény model a odhadnout parametry
(i kdyZ bychom netipovali 22, hlavni je, Ze stale bychom vyuZivali parabolického
trendu a to promitli do dalsi préce s daty). Opét v pravé ¢asti mame body
se stejnou y-ovou souradnici, avSak opét probéhlo zasuméni X; pomoci chyby
s nulovou stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou 8. Z vykresleni zavislosti Y;
na W; bychom bez vynacené puvodni kiivky viibec z grafu nevycetli parabolickou
vlastnost ptivodnich dat a pri zamaskovani této skutec¢nosti bychom nevyuzili vyse
zminény model a nejspise by se zkoumal jen linearni efekt W;, nebof z grafu zadnou
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vyznamnou informaci pro budovani modelu nevycéteme. Chyby v regresorech
tak mohou vyznamné zamaskovat vlastnosti presné namérenych dat a to do takové
miry, ze to mize naprosto zmeénit nase modely a obecné zobtiznit vyhodnocovani
dat a deskriptivni analyzu vyuzivajici grafy.
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100 100

> 50 > 50
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Obrazek 1.2 Chyba v méfeni regresoru muze zakryt dulezité vlastnosti dat, které
by byly jinak vidét na prvni pohled. Opét vlevo plné puntiky odpovidaji situaci,
kdy bychom X; pfimo pozorovali, zatimco prazdné puntiky odpovidaji situaci méreni
s chybou majici nulovou podminénou stfedni hodnotu, neboli kdy mame misto X;
napozorovano W;. Zatimco u skuteé¢nych dat by slo lehce odhadnout parabolicky trend
(vztah odezvy viiéi vysvétlujici proménné bez chyby v odezvé odpovidd kiivce y = 2?2),
u dat zatizené chybné namérenym regresorem by parabolicky trend bez zadné dalsi
znalosti vypozorovat uz nesel. Lze si také vSimnout zZe zatizenim regresoru chybou doslo
intuitivné k vétsimu rozptyleni dat.

1.3 Zobecnéni na vicerozmérné pripady

Rozdélme si regresory na ty, které namérime zcela presné (typicky sem patii
vek, biologické pohlavi, stupen nejvyssiho dosazeného vzdélani, kraj/velikost obce,
ve které respondent méa trvalé bydlisté, a dalsi adaje, u kterych dostatecné vérime,
ze je lze pfesné namérit nebo respondent nema tendenci na danou otazku odpo-
vidat nepravdivé) a ozna¢me vektor téchto presné , namérenych* vysvétlujicich
proménnych jako Z; pro dané pozorovani, zatimco vysvétlujici proménné, které
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jsou zatizené chybou v ,, méreni“, seskupime do vektoru Xj;, ktery avsak nepo-
zorujeme (zde pozor, X; stdle udava skutecnou presnou hodnotu!). Misto ného
pozorujeme odhad tohoto vektoru, ktery budeme znacit jako W;. Dale rozdélme
vektor parametriit 8 na vektor parametri pro presné nameérené regresory [
a na vektor parametrii pro nepresné nameérené regresory B9 a na parametr, ktery
bude odpovidat absolutnimu ¢lenu, ozna¢me ho 3y. Nas skutecny model tedy bude
mit podobu

Y= B0+ B1Zi+ B3 X; + e,

kde Ele; | Z;, X;] = 0ai=1,...,n,n € N. Aviak jak bylo fe¢eno, my X;
primo nepozorujeme a nemuzeme tak tento model vyuzit ani k odhadnuti pa-
rametri ani k zadnym dalsim vécem, které zname a vyuzivame pro linearni
regresi, véetné predikci. Jak jsme vidéli v minulé podkapitole, tak i kdyby W;
byl nestrannym odhadem X;, tedy

W, =X, +;,
kde E[¢; | Z;, X;] =0,1 ai=1,...,n,n € N, pracovat slepé s modelem

Y= 0o+ B1Zi + Ba Wi + €

by bylo sice pohodlné a jednoduché, nikoliv obecné ospravedlnéné a spravné.
I pro nestranné chyby by model mohl vést k mnohym velkym neplechdm a zcela
zmafit celou préaci s daty! O situaci, kdy chyby v méfeni nejsou nestranné (napiiklad
jedna se o zasumeéni linearni kombinace vicera regresorti, coz budeme studovat
od 3. kapitoly déle) a dusledcich slepého nahrazeni W; za X; bez zadné korekce
ve vypoctech, nemluveé.

Priciny chybného naméreni regresoru mohou byt rizné. Mize se jednat o mélo
presné fyzikalni méreni, hrubé zaokrouhleni, ale tfeba i icelové zkreslovani a pod-
hodnocovéani dané veli¢iny. V podkapitole 1.5 v [1] je zminéna studie, ve které
jednou ze zkoumanych veli¢in byl denni piijem kalorii. Neni nijak prekvapivé,
ze pokud zalezelo jen na odpovédi respondenta, tak to bylo opravdu vyrazné
podhodnoceno. Kdyz se pak histogram odpovédi porovnal s histogramem hodnot,
které byly ziskdné pomoci specidlni techniky na odhadnuti skute¢ného prijmu,
tyto dva histogramy byly extrémné odlisné. Proto zkoumaéani situace méteni s chy-
bou majici nulovou stfedni hodnotu neni rozhodné dostatecné. Hodi se zkoumati

vvvvvv

sich kapitolach).

1.4 Typy modeld pro chybu méreni

vvvvvv

podminénou stfedni hodnotu rovnu nule. Timto chybovym modelem, kdy samotné
X; jsou néjakym zptisobem rozptyleny a dale pomoci chyby vzniklé nepresnym
namérenim zatizime data dalsi chybou, pridavame do rozptylu skutecnych dat dalsi
rozptyleni zptisobené ;. Data pracujici s W; tak maji celkové vétsi variabilitu
nez maji puvodni data s X;. Odhad se tedy sklada z presné veliciny a chyby, ¢ili
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W,=X;+ ;.

Tento chybovy model lze nazvat jako klasicky model aditivni chyby méreni.
Setkali jsme se s nim i u situaci, které jsou znédzornény na Obrazcich a[l.2
Uplné jiny typ chybového modelu se nazjva Berksontv. U ného naopak skutecny
rozptyl je vétsi, nez je rozptyl odhadu, a to pravé o rozptyleni odpovidajici chybé
méfeni. Symbolicky popsano

Xi =W+,

avSak tady dochdzi k jinému podminéni chyby v méteni: E[+; | Z;, W;] = 0,
zatimco u klasického modelu je téz podminéno Z;, ale misto W; je podminéno
X;. Dochazi tak ke zméné konceptu chybového modelu a to obnasi dost zmén.
Proto na tomto misté upozornime, ze v dalsich kapitolach pracujeme s klasickym
pojetim chyby pfi méfeni (i kdyZ o néco komplikovanéjsim, jak bylo uz zminéno).

Klasicky chybovy model je intuitivnéjsi a i prirozenéjsi. Naopak pro Berksontv
model se dokonce htife nachéazeji rtizné intuitivni priklady z redlné praxe, nebot vét-
Sina situaci spadé spise pod klasické pojeti chybového modelu. Jeden z priklada
Berksonova chybového modelu je zaokrouhlovani. Kdyz hodnoty spojité veli¢iny
zaokrouhlime, body se nam shluknou. Nase odhady W; maji mensi variabilitu,
nebot kdyz k nim pridame variabilitu odpovidajici zaokrouhleni, dostavame va-
riabilitu skuteénych dat. Neprobiha to jen u klasického zaokrouhlovani béhem
meéreni, ale analogicka situace nastava téz, kdyz vyuzivame kategorie u nékterého
regresoru. Pro vSechny jedince v ramci kategorie predpokladame stejnou hod-
notu, napiiklad pramérnou vysi ptijmu lidi v dané kategorii, avSak ve skutecnosti
i mezi témito lidmi je obrovsky rozptyl v hodnotach a kategoricky pristup tuhle
variabilitu zcela ignoruje pri snaze pojmout danou situaci jednoduseji a mnohdy
i interpretacné snaze. Zaokrouhlovani a kategorizovani povazujeme za nejbéznéjsi
prilezitost se setkat se s Berksonovym modelem.

Berksontiv model mé specialni vlastnosti a rtizné vyhody. Hlavni vyhodou
je nevychylovani odhadi parametri, coz je v [1] zminéno v ¢astech 3.2.3 (strana
45) a 8.2.3 (strana 188). Avsak i pro tento model existuji néjaké problémy, ale tém
se v nasi praci, kterd je zaméfena na klasicky aditivni typ chyb, nebudeme
dale vénovat.

Pri pocitani sily je potfeba peclivé rozvazit, jestli se jedné o klasicky chybovy
model, ktery snizuje silu, nebo o Berksontv chybovy model, ktery tim, Ze vSechnu
variabilitu prisuzuje variabilité pro X;, obecné zvysuje silu pro detekci efektu
regresoru, jak [1] zminuje v sekci 1.4.1 s ndzvem The Difference Between Berk-
son and Classical Errors: How to Gain More Power Without Trying. Zajemce
o dalsi detaily odkazeme na appendix B.1 tohoto zdroje a na podkapitolu 1.8.,
ktera je vénovana ztraté sily.

1.5 Metody pro analyzu dat s chybami v regre-
sorech

Metod, jak se vyporadat s chybami v méreni regresort pro rtizné konkrétni
situace, je vicero. Nezalezi jen na samotném hlavnim modelu, ale situaci muze

20



ovlivnit i chybovy model, nebot chyby nemusi byt nestranné, ale mohou vyrazné
meénit odhad a i zaviset na jinych regresorech.

Metoda, kterou budeme zkoumat my, se nazyva metoda upraveného skore.
Vychazi z toho, ze vychyleni odhadu metodou nejmensich ¢tvercii se napravi pomoci
upraveni skore, které, jak jsme si ukazali v podkapitole 1.1, velice izce souvisi
se zminénym odhadem. Zminéné upraveni skore probiha tak, aby podminéna
stfedni hodnota upraveného skére byla nulova (respektive vektor nul). Jeji aplikaci
na situaci se zakladnim klasickym chybovym modelem si ukdzeme hned v dalsi
kapitole.

V pozdéjsich kapitolach budeme uvazovat slozitéjsi chybovy model, ve kterém
bude nutné pracovat s dalsimi parametry. Co se tyka téchto parametri chybového
modelu, je nékolik moznosti. Nejjednodussi situaci je, kdyz jsou to obecné znamé
konstanty, naptiklad vyplyvaji z teoretickych poznatki nebo Piipadné lze vyuzit
externich odhadu z jiné studie, pokud je rozumné predpokladat aplikovatelnost
téchto odhadi na nasi situaci (respektive design studie je shodny s nasimi predpo-
klady). Pokud ani jedna z téchto dvou zminénych situaci nenastala, lze odhady
parametri ziskat pomoci valida¢ni skupiny.

Ve valida¢ni skupiné totiz mame mimo odhadi W; napozorované navic presné
hodnoty X;. Mtizeme tak odhadnout parametry v chybovém modelu a na zakladé
toho ziskat rozumnéjsi ¢ dokonce i nestranné odhady X; i z na prvni pohled
nepouzitelnych W; v nevalidacéni skupiné, tedy v té, kde X; nepozorujeme (napri-
klad z toho divodu, ze naméreni presnych regresoru je velice slozité a financéné
nakladné, proto je mozné to provést jen na malé ¢asti pozorovani — o¢ividné kdyby
to slo provést na vsech, viibec se nemusime zabyvat situaci s chybou v méreni
regresort a nedavalo by smysl psat tuto praci). Pomoci X 7 nevalidacni skupiny
a X; z valida¢ni skupiny ziskdme odhady pro parametry hlavniho modelu (budeme
se tomu vénovat ve 4. kapitole).

Jinych metod je samoziejmé vice. Jedna z nejbéznéjsich metod je regresni
kalibrace. V kapitole 4 v [1] se lze docist o tom, jak odhadnout regresi nenapozo-
rovaného X na (Z, W) oznacené jako mx(z,w ), nebot to zavisi na parametru
v, ktery je potfeba odhadnout. Pro regresi odezvy na Z, X se nenapozorované
X nahradi mxzw4). V tomto zdroji se o kapitolu pozdéji vénuji jiné metodé
s ndazvem SIMEX, ktera se zabyva extrapolaci pomoci simulaci.

Obecny pristup na modifikaci odhadovacich rovnic najdeme v [2], kde je vé-
novana pozornost specialnim pripadim jako je kvadraticka regrese, Poissonova
¢i logisticka. Regresi aditivniho rizika v modelech s chybné naméfrenym regresorem
se vénuji naptiklad v [3], proporciondlnimu riziku [4] a proporcionalnimu riziku
s misklasifikovanou diskrétni vysvétlujici proménnou [5]. Alternativni pfistupy
pro cenzorovand data najdeme v [6] pomoci kvantilové regrese, ktera je pro necen-
zorovanou situaci fesena v [7].

Vliv chybné naméfeného regresoru na predikei rizika se zkouma v [8], kde 1ze na-
jit i vicero grafickych vystupt a tabulek pro porovnavani riznych situaci. Jedna
z diive uvedenych ,, pohrom* zptusobenych chybnym naméfenim vysvétlujicich
proménnych, jmenovité ztrata sily v testech, je pro zobecnéné regresni modely
zkoumdana spoleéné s velikosti vzorku v [9] pomoci odvozené silofunkce zalozené
na kvazi-vérohodnosti.
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Metodu upraveného skére zkoumaji v [10], kde ale autori zkoumaji konvergenci
rozvoje do fady a pak se vénuji specidlnim piipadim: a) vzacnym udédlostem
v logistické regresi, b) bindrni regresi pro extrémni hodnoty. My se budeme ubirat
jinym smérem. Pro zobecnény chybovy model, ve kterém odhad bude zasuménim
linearni kombinace vSech regresorti, budeme tesit odhadovani vsech parametri
z hlavniho i chybového modelu a zkoumat sdruzené asymptotické rozdéleni vsech
téchto parametri, ve 4. kapitole pro odvozenou asymptotiku provedeme simulac¢ni
studie.
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2 Metoda upraveného skoére pro
klasicky model

V této kapitole je prevzat princip metody upraveného skore. Odvozeni odhadii
na model v této kapitole a dalsi aplikace a zkoumani této metody v praci je vlastnim
prinosem autora.

2.1 Motivace

V této kapitole zavedeme metodu upraveného skére pro linedrni model s chy-
bami v regresorech, kde chyba bude mit nulovou stfedni hodnotu viic¢i skute¢nym
regresoriim. Jedna se o nejjednodussi typ klasického chybového modelu, ale po-
slouzi k ilustraci vyuziti této metody.

Jak bylo zminéno v predchozi kapitole, i pro velice jednoduchy model obsahujici
jen dva regresory, a to presné¢ naméfené Z; a nenapozorované X;, dochézelo
k vychyleni odhadu metodou nejmensich ¢tvercti. Pripomenme, Ze tento odhad
zaroven splnuje

U(B) = Op,17

kde U () je skérova statistika definovand pomoci skére pro jednotliva pozoro-
vani:

U(B) =Y Ui(B) =Y X; (Y- X[B).
i=1 i=1
nebot skérovou statistiku lze prepsat do maticové podoby
UB) =Y X;(vi- X/8)=X"Y - Xx"X8,
i=1

ze které, pokud ji polozime rovnu nulovému vektoru, lze dostat soustavu normal-
nich rovnic, kterou tesi pravé odhad metodou nejmensich ¢tvercti. Proto se metoda
zameruje na samotné skore a to takovou upravou, aby skore ve stfedni hodnoté ne-
bylo vychylené. Takto upravené skore sumarizujeme do upravené skorové statistiky:.
Tu nésledné upravime do podoby, ktera bude pripominat explicitni vyjadieni

B=(XTX)"'X"Y,

avsak bude obsahovat korekci na dvou ,, mistech”, které budou analogii presné
k tém mistim, ve kterych jsme v podkapitole 1.2. pozorovali vychyleni. Tedy me-
toda upraveného skore vyresi vychyleni v odhadu metodou nejmensich ¢tvercti
zpusobenou chybné namérenymi regresory X;.
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2.2 0Odvozeni odhadu

Méjme model

Y= Bo+ B1Zi + B3 Xi + €,

kde Ele; | Z;, X;] =0ai=1,...,n,n € N. Necht vektor vysvétlujicich veli¢in
Z;, které pfesné napozorujeme, ma q slozek, a vektor X; ma p slozek.

My ovSsem X; nepozorujeme piimo, ale mame o ném pouze informaci prostied-
nictvim Wj, u kterého predpokladame nasledujici takzvany chybovy model:

kde E[’(pz ’ ZzaXz] = Op,17 V&I‘(’(bi ‘ ZZ,Xz) = V(Z“XZ) a Z = 1, o

Chceme vypocitat sttedni hodnotu neupraveného skore, oznac¢me ho

1
Ui = (Zz) (Yi - (50 + BlTZi + Bng)) .
W,

Ze zakladnich vlastnosti pro stfedni hodnotu dostavame

~E[E U|Zz,X]]
Yi— (bo+ BLZi+ BIWI) | Zi, X A,
ZY Z<50+,31TZ>—Zi,32TWi|Zi»XiH ( )
WY Wi (60 + BT Z:) — WiBIW; | Zi, X))

Pro lepsi prehlednost provedme jednotlivé vypocty oddélené:

A=E [60 +B1Zi+ By Xi +Elei | Zi, Xi] — fo— B1 Zi — B3 E[W; | Zi,Xiﬂ =

A, =E [Zi ElY; | Zi, Xi| — Zipo — Z:B1 Zi — Z: 3% E[W; | ZiaXi” =
=E [ZiﬂzTXi + Z;Ele; | Z;, Xi] — ZiﬁgXi} = 0g4,1,

Az = E [EW;(B5 X + &) - WiW/ B | Zi, Xi)| =
= E[E[(X: + 9:)(BF Xi + &) — (Xi + 9:) (X + ) B2 | Zi, Xi]| =
=E :(Xi +E[i | Zi, Xi]) B3 Xi + E[thie; — (X + i) (Xi + ) B2 | Ziin]} =
= E[XiB] X + Elwies — (X X[ + Xat] + s X[ +wiw])Bs | Zi, Xi)| =
=E :XiXiTﬂ2 — X X{ B2 + E[pic; — (Xap] + 9 X7 + it )Ba2 | Zszi]} =
=E :E[%‘Ei — iy Ba | Zi, Xi| — XiB3 E[hi | Zi, Xi] — E[; | Zi,Xi]XiTIBZ} =
= Efthie;] — E[V(Z;,Xi)] B2 = cov(vy; €) — E[V(Z;,X;)] Be.

24



Vidime, ze Az obecné neni nulové a tedy celkové U; je vychylené, coz neni
zadané. Proto zavadime upravené skore, které bude mit nulovou stfedni hodnotu:

1 0
U= | Zi | (Yi— (Bo+ B Zi+ BIWi)) — 0g.1 ,
W, cov(ehis &) — V(Zi, X:) B2
kdei=1,...,n.
Ozna¢me data pomoci M := (1, | Z | W), kde 1,, je sloupcovy vektor
ow)

T
obsahujici n jednicek, Z := (ZlT, . ZS) a W = (WIT,

T
Déle oznacme Y = (YlT, ., YnT) .
Pak by upravena skoérova statistika, tedy soucet upravenych skor

n
Z Uia
k=1
meéla mit pro skuteéné parametry stiedni hodnotu rovnu nule. Tuto skérovou
statistiku miizeme pouzit na odhadnuti nasich parametri. Pomoci vyjadieni U;

muzeme maticové zapsat soucet upravenych skor jako

Bo 0
MUY -M|pB || - 04,1
B2 Sorey [cov(eis ;) — V(Z:,X;) B2

Pokud to polozime rovno vektoru nul, ziskame tak soustavu rovnic pro odha-

dovani bet, které si explicitné vyjadiime. Postupné upravujme:

Bo 0 0
M"Y ~-M"™M | 3, | = 041 - 0g,1 ,
[‘fz Yo cov(this€;) S V(Z5,X5) B2
odhady chceme mit na levé strané, tedy
Bo 0 0
M™M |5, | - 0g.1 =M"Y - 0g,1
B2 ke V(Z35,X5) B2 Y1 cov(thi; &)
Protoze 1ze provést prepsani
0 0 Olvq Ol,p 6:0
0g,1 = [0g1 Ogq 04,p /BAl )
0p1 Opg >iy VI(Zi,X:)) \ By

Y1 V(Zi,X5) B2
lze levou stranu soustavy rovnic zapsat ve tvaru
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n 1£Z 1£W Bo
zZ™, Z'z zZ'w B
W', W'z [W'W -, V(Z,X)]) \ 4,

Predpokladejme regularitu matice

n 177 17w
zZ", 2Z'Z zZ'W
Wil, W'z [W'W - i, V(Z:,X,)]

Pak existuje jeji inverze a mizeme tak vyjadrit odhad regresnich parametrii:

A n 11z 17w ! 17y
gﬂ z",, ZzZ'z zZ'w zZ'y
1 = n n
Ba wTi, wlz [WTW -3 V(Zi,Xi)] WTY — > cov(thi;e;)
k=1 k=1

Sice se odhad lisi od odhadu metodou nejmensich ¢tverct ,,jen na 2 mistech”,
ale je tfeba si povSimnout, Ze jedna z téch Gprav je uvniti matice, ktera se invertuje.
To znamena Ze se tato tprava projevi na vsech pozicich inverzni matice a pomoci
ni se ovlivni odhady vSech parametru.

2.3 Rozsireni vyuziti metody upraveného skére

V dalsi kapitole si ukdzeme, jak aplikovat metodu upraveného skére v situ-
nestranna. Pro jednoduchost se zamérime jen na situaci, kdy bude prave jeden
z regresori naméten s chybou, tedy X; a W; budou (jednorozmérné) ndhodné
veli¢iny. Konkrétné se zamérime na chybovy model, ve kterém W, bude zasuména
linearni kombinace vSech regresorti, tedy Z; a X;. Tento model je o néco obecnéjsi
a v praxi uplatnitelnéjsi nez chybovy model s nestrannymi chybami v méreni.
vychazet analogické korekce, ke kterym jsme dosli v této kapitole. Avsak misto W
budeme u skoére, potazmo i v opraveném odhadu bet, uvazovat jeho transformaci
do X;, nestranného odhadu Xj;, ktery bude odvozen z chybového modelu.

Ve 3. kapitole budeme parametry z chybového modelu predpokladat za znamé.
Miize to byt z nékolika divodl. Jednim z nich je vyplynuti zndmosti hodnot
téchto parametri z teoretickych poznatkit, napriklad pti studiu konkrétniho fyzi-
kalniho jevu. Jinym pripadem by bylo, kdyby se jednalo o odhady ziskané jinou
studii, kterd by meéla takovy design, ze by byly tyto vysledky , prenositelné”,
avsak by bylo nutné zohlednit nejistotu téchto vysledkl a prizptisobit tomu me-
todu upraveného skére. Ovsem v praxi tyto parametry nebudou znamé, pripadné
sice néktera studie na jejich odhadnuti bude existovat, ale my nebudeme mit do-
state¢nou duvéru k jejich pouziti (mize to byt z riznych duvodu ¢ kombinace
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téchto divodt — miize byt pochybnost o tom, jak byla data jiné studie ziskana
a zda jsou dostatecéné reprezentativni, zda manipulace s daty byla provedena
korektné, bylo vyuzito vhodné metody na dany problém ¢i i kdyby vse probéhlo
v poradku, tak zda jsou tyto vysledky prenositelné i na nas pripad — mtzeme
mit odlisnost ve sbéru dat ¢i dokonce si nemusime byti jisti, zda bude podchycen
regionalni vliv, tedy nebude mozné povazovat danou studii za reprezentativni viaci
predpoklddat parametry chybového modelu za nezndmé. Pak ale bude potteba
se s tim néjak jinak vyporadat. Ve 4. kapitole nabidneme feSeni tohoto problému
pomoci valida¢ni skupiny. V této skupiné budeme mit jak nepresné nameérené
W;, tak budeme u ni mit i presné namérené X;. Pomoci této valida¢ni skupiny
odhadneme parametry chybového modelu, které pak budeme moci pouzit pro zis-
kani nestrannych odhadi X, v nevalida¢ni skupiné. Obé tyto skupiny pouzijeme
na odhadnuti 8. Tyto vSechny parametry dame do soustavy odhadovacich rovnic.
Bude tak mozné odhadovat vSechny parametry soucasné a nebude hrozit, ze pa-
rametry chybového modelu budou odhadovany na skupiné s jinymi vlastnostmi
nez ma skupina, na které odhadujeme parametry hlavniho modelu.

Pro jednoduchost budeme ptredpokladat, ze chyba ¢; v hlavnim modelu je ne-
kolerovana s chybou 1; z chybového modelu. Aby bylo mozné zkoumat sdruzenou
asymptotiku parametrii, budeme potrebovat pridat dalsi predpoklady na chybovy
model a to pfimo na ;. Hlavnim z nich bude urcéeni parametrického modelu
pro ropztyl chyb, nebof v pritbéhu odvozovani bude nutné nejen pocitani podminé-
nych strednich hodnot, ale i derivovani. Protoze se budeme o rozptyl chyb zajimat
a budeme chtit ho odhadovat soucasné spolecné s dalsimi parametry v chybovém
i hlavnim modelu, budeme vyuzivat obvykly a prirozeny predpoklad na rozptyl

Val"(l/}i | Z,,XZ) = V(Z,,Xl) = 0'12/).

Po odvozeni sdruzené asymptotiky nasich odhadi budeme v 5. kapitole zkou-
mat v simula¢ni studii, nakolik mize byt uzitecnd tato asymptotika v praxi.
Budeme zkoumat, zda stale dochazi k vychyleni odhadt vzniklé chybné namére-
nym regresorem, ¢i zda se naopak povedlo toto vychyleni metodou upraveného
skore tspésné odstranit. Podivame se i na variabilitu téchto odhadi mezi jednot-
livymi simulacemi a porovname je s teoretickou variabilitou, kterou by odhady
meély mit podle odvozené asymptotiky. Pro jednotlivé parametry urc¢ime intervaly
spolehlivosti a budeme zkoumat nakolik dobfe je dodrzenda hladina vici dvéma
praktickym aspektim. Tim prvnim je samoziejmé rozsah vybéru, tedy budeme
zkoumat zda i pro malé n vychazi vsechny odhady rozumné, pripadné jestli aspon
vychézi rozumné pro bety, které jsou pro nas primarnim zajmem. V té druhé
situaci budeme mit sice rozsah vétsi, ale budeme zkoumat jak rychle se odhady
budou zhorsovat vii¢i zmensujici se velikosti valida¢ni skupiny vici té nevali-
dacni. Budeme testovat také silu testu pro nulovou hypotézu, zda parametr u X;
v hlavnim modelu je nulovy ¢i zda bude nespravné prisuzovat vliv X; na odezvu
jako statisticky vyznamny. Nakonec se ve specidlni simulaci, ve které nastavime
parametry tak, aby chyby v méfeni byly nestranné, zamérime na porovnavani
odhadi B metodou nejmensich ¢tercii a ndmi odvozené asymptotiky vyuzivajici
metodu upraveného skore.
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3 Metoda upraveného skoére pro
zobecnény model

V této kapitole neprebirame zadné vysledky z jiného zdroje, pouze zobecniujeme
vyuziti metody upraveného skore a vse uvedené je vlastni odvozeni autora.

3.1 Motivace zobecnéni

Predpoklad nejzékladnéjsiho typu klasického chybového modelu

kde E[’l/)Z ‘ Zi, Xz] = 011,17 Var(z,bi ’ Zi> X,) == V(ZZ,XZ) ai = 1, o, n,
muze byt pomérné dosti svazujici a v praxi ne vzdy splnitelny. Pro jednoduchost
predpokladejme, ze mame pouze jeden regresor X;, u kterého neumime ,, nameérit“
presnou hodnotu. Je pomérné bézné, Ze chyba zasuméni v; bude zaviset na sa-
motném X; a nebude nestranna. Miize to byt napiiklad situace, kdy se ptame
respondentti na vysi jejich platt. Zatimco vétsina lidi, ktera pobira nizky pri-
jem, nema problém poukazat na obtiznou zivotni situaci spojenou s nizkym
platem, uvede casto bez vétsiho prikrasleni svij ptijem, naopak bohati lidé casto
svilj prijem vyraznéji podhodnocuji.

Situace se pak muze jesté vice zkomplikovat. Chyba v méreni X; mize zaviset
i na jiném regresoru a nebo rovnou na vicero z nich ¢i dokonce na vsech! Pro jed-
noduchou ilustraci uvedme situaci, kdy se ptdme respondentii na jejich primérny
denni prijem, s tim, ze mame navic informace o jejich indexu télesné hmotnosti
a kategorialni veli¢iné reprezentujici miru télesné aktivity ¢i sportovani. Zatimco
lidé s nizkym indexem télesné hmotnosti, ktefi pravidelné intenzivné sportuji,
budou mit velkou tendenci si objem a slozeni své stravy vice hlidat a budou
umét 1épe odhadovat sviij pramérny denni piijem kalorii, naopak lidé s vyrazné
vysokym indexem télesné hmotnosti a prakticky zadnym pohybem budou castéji
mit tendenci nepfiznavat (at doktorovi nebo dokonce i sobé) sviij redlny piijem
kalorii, ale hluboce ho podstteli. Obecné pak samotné odhady W; v nékterych
pripadech nemusi mit svou hodnotou viibec blizko ke skuteénému X;, nebo obecné
v extrémnich modelech dokonce mohou hodnoty nabyvat riznych fadi nebo i zna-
mének. Je jasné, ze samotné W; je nepouzitelné, ale slo by zrekonstruovat hodnotu
X; (ziskat tedy odhad, ktery by déval ,,smysl“). Toto vse vede k motivaci zobecnit
lem, v nasem ptipadé zkoumani veliciny W;, ktera vznikla jako zasuméni linearni
kombinace nékterych nebo dokonce vSech regresorti.
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3.2 O0Odvozeni odhadu

Méjme model

Y = B+ B1 Zi + foXi + €,

kde Ele; | Z;, X;] =0ai=1,...,n,n € N. Necht vektor vysvétlujicich veli¢in
Z;, které presné napozorujeme, ma q slozek, X; je nahodna veli¢ina, kterou ale ne-
pozorujeme primo. Misto této nahodné veli¢ciny mame pouze informaci o W;.
Tentokrat pro W; misto zakladniho klasického chybového modelu predpokldadame
zobecnény model

Wi = ag + al Z; + an X; + 5,

kde E[¢; | Z;, Xi] =0, var(¢; | Z;, X;) =V (Z;,X;) ai=1,...,n.

Je tfeba upozornit, ze oproti minulé kapitole W; neni obecné nestrannym
odhadem X;. Proto neupravené skore se bude lisit a bude potreba ho napocitat
»znovu“. V mistech predchoziho vyskytu W; bude odhad

W; —ap— ol Z;

Xi = ’
Qg

nebot v této kapitole budeme predpokladat ag, a1 a ap zndmé, tedy neupravené
skére ma nyni podobu

1
Ui = | Zi | (Yi— (Bo+B1Zi + 5:Xi)) -

A

Xi

Vztah mezi X; a Xl budeme opakované vyuzivat, proto odvozeni tohoto vztahu
provedeme na tomto misté velmi podrobné, pozdéji ho uz budeme vyuzivat mlcky:

¢ _Wimao-aiZi _watoiZitaXitvi—va—ofZi . Ui
(2 a2 (2 .

(%)

7 tohoto vztahu ihned vidime, Ze X; je nestranny odhad X;, nebot podminénd
stredni hodnota 1; je nulova. Obdobné jako v predchozi kapitole si vypocet
upraveného skére rozdélime na 3 c¢asti:

E[U;] =E [E[ﬁz | Zi;XiH =

E[EY; — (8o + B Zi + 5:Xi) | 2, X A
= |E|E[Z;Y; — Z; (B + BT Z;) — Z;:X; | Z;, Xi]| | = | A2
E[E[X:Y; — X, (6o + BYZ:) — RiBoXi | Zi, X, 43
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Diky nestrannosti X, a vlastnostem podminéné stiedni hodnoty se vypocet

Aj a Ag provede analogicky jako v predchozi kapitole. Provedme vypocet pro As,
ktery se lisi:

As=E :E[Xi<52Xi +€) — XzﬂZXi | Z;, X’L]:| =
— £ [el (B i) - o+ 1) 126 Xl = E[ELG+ 26— 22, i) =
L a9 a2 (0]
=E | X, Ele; — 52ﬁ | Z;, X;] + 1 E[vi(e; — 52%) | Zz'aXi]‘| =
i Q9 (%) %)
=E | X;(0-0)+ hl E[vie | Zi, Xi] — 53 Efv7 | Ziin]] =
i 0% a3
1 s 1
= F [thiei] — 072 E[E[W? | Zi, X)]| = OTQCOWZ», €) — Oﬁé E[V(Z:,X:)].

I pro tento chybovy model vychazi podobné vychyleni jako v minulé kapitole,
tedy samotné skore je vychylené jen v posledni slozce a opét se tam objevuje
kovariance v; a €;. Tentokrat ale oboje je vydélené as, respektive jeji druhou

mocninou, coz je parametr u X; v chybovém modelu. Upravené skére tak bude
mit podobu:

1 0
U, = ZAz (YE — (50 + ,31TZ@ + 32)21» - 0g,1 g
X; oov(vi; €) — BV (Z;,.X;)
2

kde ¢ = 1,...,n. Ozna¢me data M := (1n | Z | X), kde 1,, je sloupcovy
T4 . A \T
vektor obsahujici n jednicek, Z := (27, ..., ZI) a X :=(Xi, ..., X.) .

T
Déle ozna¢me Y := (Yl, ey Yn) . Pak by upravena skérova statistika, tedy sou-
¢et upravenych skér, kterou miizeme pomoci predchoziho zapsat jako

Bo 0
MY\ Y -M|B.]|]| - 04,1 ,
B, Shor [acov(vi e) — BV (Z:,X,)]

meéla mit nulovou podminénou stiedni hodnotu. Opét soustavu polozime rovnu
vektoru nul a chceme explicitné vyjadrit 8, které budou danou soustavu fesit.
Postupné upravujme obdobné jako v minulé kapitole:

5o 0 0
M™M || —| .  Oa = M"Y - 01 7
32 % Y V(Zi,X3) a% >t cov(¥i; €;)

kde lze levou stranu prepsat do tvaru
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n 17z 17X Bo
Z™, Z7Z zZ'X B
X1, X7Z (XX - LY, V(Z.X)]) \ G,

2

Predpokladejme regularitu matice

n 11Z 17X
Z™M, Z'Z Z"X
XM, XTZ [XTX - LY, V(Z:.X)]

Pak existuje jeji inverze a tak mizeme vyjadrit odhad bet:

-1

. n 1r'z 17X 17y
gP z", 7'z VAD¢ zTy
1) =] R A 1 5 1 &
By X", X7z [XTX—OéQZV(Zi,Xi) XTY—OZZCOV(W@)
2 k=1 k=1

Pripomenme, ze v této kapitole jsme prepodkladali g, ary a ag znamé. Jak bylo
feceno na konci druhé kapitoly, ve 4. kapitole se podivame na to, jak resit situaci,
kdy nechceme predpokladat zndmost parametrit v chybovém modelu. Budeme
je odhadovat pomoci validac¢ni skupiny a pak si odvodime sdruzenou asymptotiku
vsech zkoumanych parametri.
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4 Metoda upraveného skére
s validac¢ni skupinou

V této kapitole neptebirdme zadné vysledky z jiného zdroje (az na asymptotické
rozdéleni Z-odhadi, coz na daném misté zminime pii aplikovani na nasi situaci),
pouze zobecnujeme vyuziti metody upraveného skore a vse uvedené je vlastni
odvozeni autora.

4.1 Validacni skupina

Pripomenme, Ze nas hlavni zdjem je odhadnout parametry v modelu

Y = B+ B1 Zi + foXi + €,

kde Ele; | Z;, Xi] = 0, Z; ma g slozek a ¢ = 1,...,n,n € N, ktery nazyvame
hlavnim modelem. Ovsem X; je regresor, ktery béznym mérenim nenamérime
presné, ale mdme ho odhadnut s néjakou chybou ve formé W;. Z predchozich
kapitol vime, Zze i méfeni s chybou majici nulovou podminénou stfedni hodnotu
vychyli odhad metodou nejmensich ¢tvercii — a to nejen [, ale vSechny parametry.
Proto vyuzivame korekci metodou upraveného skére, abychom mohli parametry
odhadovat bez vychyleni.

Dosud jsme pracovali pouze s nevalida¢ni skupinou, ve které jsme méli na-
pozorované Z;, W; a Y;, nikoliv samotnou presnou hodnotu X;, o které mame
jen informaci prostrednictvim zminéného W;. Toto nas dosud nemuselo viibec
rozrusovat, protoze jsme nejdiive pracovali s nejjednodussim chybovym modelem,
ktery by pro jednorozmérné X; byl podoby

kde E[¢; | Z;, Xi] =0, var(¢; | Z;, X;) =V (Z;,X;) ai=1,...,n, ve kterém
nebyly zadné dalsi neznamé parametry (az na V(Z;,X;)), se kterymi bychom
se museli néjak vyporadat, zatimco ve 3. kapitole jsme sice pracovali se zobecnénym
chybovym modelem

W; = g + 0 Zi + oo X; + 15,

kde E[¢; | Z;, Xi] =0, var(y; | Z;, X;) = V(Z;,X;) ai=1,...,n, ale ap, aq
a ao jsme povazovali za znamé konstanty a s timto predpokladem jsme odvodili,
jak by méla vypadat korekce odhadu metodou nejmensich ¢tvercii, aby nedochazelo
k vychyleni. Avsak v této kapitole opoustime od predpokladu znamosti parame-
tri v chybovém modelu a to z nékolika praktickych ohledti, které jsme zminili
ke konci 2. kapitoly. VSechny parametry budou odhadovany ze stejného vybéru,
tedy by se nemélo stat, ze by parametry chybového modelu byly odhadovany
na skupiné s jinymi vlastnostmi, nez ma skupina, na které budou odhadovany
parametry hlavniho modelu. Toto je velkou motivaci pro¢ rozsitovat zkoumani me-
tody upraveného skére na situaci s validacni skupinou, ktera mé oproti nevalidac¢ni
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skupiné informaci navic i o X;, a budeme striktné vyzadovat predpoklad existence
nahodné veli¢iny &; nabyvajici hodnoty 1 pro valida¢ni skupinu a 0 pro nevali-
dac¢ni skupinu, kterd bude nezavisla na vsem ostatnim, tedy hodnotu & nebudou
ovliviiovat ani hodnoty ostatnich parametri, ani odezva, ani jednotlivé regresory.

I kdyz budeme pracovat s valida¢ni skupinou, ktera ma informaci o presné
naméreném X, stale ma smysl se zabyvat i nevalida¢ni skupinou a neodhadovat

B = (5,87, /BQ)T jen na zakladé validacni skupiny. Je to z praktického divodu.
Valida¢ni skupina miize byt mald a to jak ve vyznamu relativnim, kdy v nevali-
dacni skupiné mame nékolikanasobné vice pozorovani nez ve valida¢ni skupiné,
tak i ve vyznamu absolutnim, kdy valida¢ni i nevalidac¢ni skupina maji dohromady
pocet pozorovani jen v radu desitek. Samozrejmé muze nastat otazka, zda nelze
u vSech pozorovani z nevalidacni skupiny namérit X;, které slo namérit ve validacni
skupiné! Tato otazka je zcela korektni, avSak bohuzel svét neni tak jednoduchy
a lze najit zcela rozumné duavody, pro¢ tesit situaci, ve které mame soucasné
valida¢ni i nevalida¢ni skupinu.

Z redlného zivota si 1ze ihned predstavit situaci, kdy zkouméame vliv nékolika
regresorti u pacienti na odezvu, kterd miize byt faktorem pro vznik nékterych
nemoci, napriklad hladina cholesterolu v krvi. Je zcela zfejmé, ze zatimco je mnoho
regresort, které lze ,namérit” relativné dostatecné presné, napriklad vék, biolo-
gické pohlavi nebo i index télesné hmotnosti, je zaroven nékolik regresori, které
se meéri obtizné, napriklad hladina nékterého hormonu v téle, tak i tim, ze nemusi
stacit namérit ji v jeden ¢asovy okamzik, ale je potfeba méteni opakovat (napriklad
»prumérny* systolicky tlak v rameci delsiho ¢asového obdobi). Nebo se musime
spoléhat na odpovéd daného pacienta, ktery si danou zéalezitost nemusi pamatovat
presné, v horSim pripadné si vyrazné prikraslovat, jako je u primérného denniho
prijmu vsech kalorii. Naméreni nékterého regresoru muze byt sice uc¢inéno lepsi
a presnéjsi metodou, ale mize to byt extrémné finanéné nakladné (a nemame
moznost na dané vysetfeni poslat vSechny pacienty), ¢asové naro¢né a kapacitné
omezené (muze byt zvladnutelné na dané vysetieni poslat jen setinu vSech paci-
entil), pro pacienta pomérné otravné, naroc¢né nebo hite i bolestivé (dané presnéjsi
meéreni je ochotna podstoupit jen ¢ast pacienti). Pro nékteré pacienty dokonce
pustna a tim by tedy ani nemohli byt vybrani do valida¢ni skupiny, ¢i samoziejmé
se mize jednat o kombinaci vicero zminénych faktort. Tedy je mozné ziskat presné
namérené regresory jen na Casti pacientu.

Proto bude existovat vedle valida¢ni skupiny i nevalidac¢ni skupina, kde sice
odhad W; nemusi byt numericky nijak blizko X;, ale pomoci valida¢ni skupiny bu-
deme moci odhadnout parametry chybového modelu tak, aby se pomoci chybového
modelu dalo W; transformovat do X}, které oproti W; uz muze byt dostatecné ro-
zumnym a nestrannym odhadem. VSechny parametry budeme moci napsat do jedné
soustavy odhadovacich rovnic, ze které ptijde odhadnout jakykoliv z parametri,
které néas zajimaji, coz udélame v 2. podkapitole. Zaroven z téchto odhadovacich
rovnic si nasledné ve 3. podkapitole odvodime sdruzenou asymptotiku nasich
odhadti, ze které budeme moci odvodit intervaly spolehlivosti pro jednotlivé
parametry.

Pro nasledujici podkapitoly tedy predpokladejme ndahodny vybér &, ..., &,,
kde & ~ Alt(m),0 < m < 1, ktery bude plné nezavisly na vSem ostatnim v nasich
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modelech. Pro & = 1, tedy valida¢ni skupinu, si oznac¢me pro pozdéjsi vypocty
vektor s pfesnymi regresory u i-tého pozorovani jako

1
D, =|Z;
X;

Pro nevalida¢ni skupinu zfejmé D; nemiuizeme pouzivat, protoze neméme
napozorované X;, proto v soustavé odhadovacich rovnic budeme vyuzivat znaceni

5 VVZ‘—O./O—OA{ZZ‘
Xi: )

(8%

coz, jak vime, je nestrannym odhadem X;. Pak pro & = 0, tedy situaci,
kdy i-té pozorovani pripadne do nevalidacni skupiny, zavedme znaceni

Upozornéme, ze i kdyz v Dj; neni zahrnuté W, neznamena to, ze W; ne-
bude pro i-té pozorovani zaznamenano (mimo vyuziti v samotném odhadu X'i),
ale bude vyuzivano ,,separatné” a to jen pri odhadovani parametri v chybovém
modelu, na kterém se bude ze zrejmych divodi podilet jen validacni skupina.

4.2 Sestaveni odhadovacich rovnic

Oproti 3. kapitole pfidejme pro jednoduchost predpoklad nekorelovanosti €; a ;.
U¢inime také predpoklad na konkrétni podobu rozptylu chyb v chybovém modelu:

var(v; | Zi, Xi) = V(Z:,X;) = o},
V soustavé odhadovacich rovnic budeme soucasné odhadovat vsechny bety, alfy

i ai. Soustavu vybudujeme po ¢astech pro i-té pozorovani. Pokud dané pozorovani
bude pochéazet z validacni skupiny, mizeme standardné vyuzit

Bo
Di Y; - D@T /81 9
P2

coz je po secteni a polozeni rovnou nulovému vektoru ekvivalentni soustavé
normalnich rovnic, které resi odhad metodou nejmensich ¢tvercia. Pokud naopak
bude pochazet pozorovani z nevalida¢ni skupiny, ve 3. kapitole jsme si odvodili
upraveny tvar

. _(Po 0
D; | Y, =D} [B1|]|+| O
Bo %U?p

Kdyz pak budeme chtit odhadovat bety, mizeme oba zapisy napsat soucasné
diky veli¢iné &;, kterd jednu z variant ,, vynuluje“ a necha jen ten, ktery odpovida
skutecné ziskanym informacim:
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Bo ) [ Bo 0
D\ Yi=D] | B | |+ =& |Di |Yi—=D] | B1| |+ ]| Og1
B2 2
52 62 220y

I kdyz v tuto chvili mame jiz odvozenou ¢ast pro odhadovani bet, kterou primo
vyuzijeme do soustavy odhadovacich rovnic, mizeme na tomto misté poukazat,
ze i pri této ,,smési modelid” pro validacni a nevalidacni skupinu lze explicitni
vyjadreni bet provést jednoduse. Pro nas nahodny vybér polozime sumu vyse
zminéného rovnou nulovému vektoru:

A - 0
n ﬁAO A A BAO 0 1
Yo &Di|Yi—-D | B ||+ (1 —&) |Di|Yi— D] | g1 | |+ Bq’ =0(q+2),1;
i=1 e fo P2 52
B B 209y
Q3
coz poupravime za chvili s vyuzitim znaceni diag(ay, ..., ax) pro diagonalni
matici fadu k, kterd ma na diagonale postupné prvky ay, ..., ag. Ne vzdy tad této

matice budeme explicitné uvadét a to v takové situaci, kdy to bude vyplyvat z kon-

(ZZ) = diag <0, ..., 0, 2’2/%’), kde bude nenulova pouze
posledni diagonalni pozice (zkratku zavadime z prostorovych diavodi u vypocti
v celé kapitole. Nez o néco nize uvedeme jak dostat odhady &fp a &2, dokoncime
explicitni vyjadreni bet pomoci téchto odhadu:

textu jako za chvili pro diag

)D gi S (6D +(1- ) D) Vi

zn: (@D DI +(1-¢&) lf),—f)g’— diag (
/6’2 =1

=1

RSN

A A AT
Vidime, zZe se vektor (50, BT, 52) opakuje v kazdém scitanci a nezavisi
na indexu sumy, lze ho tedy vytknout zprava. Predpokladejme regularitu matice

oot o-cfoor-an ()]

tedy existuje k ni matice inverzni, a explicitni odhad bet ma tvar

) enot - foor- ()] Sicmn o1

i=1 a3 i=1

=
=

Tento odhad vyuzijeme pti vypoctech pro simulacni ¢ast. Nyni pojdme dokoncit
sestaveni odhadovacich rovnic. Pro ziskani odhadi alf vyuzijeme pfimocare analogii
k tomu, co jsme vyuzivali pro bety u valida¢niho vybéru, ¢ili z linedrniho chybového
modelu s vyuzitim valida¢ni skupiny dostavame skore
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Qy
&D; | Wi — DY | oy

0%
Pro odhad rozptylu pouzijeme odvozeni z primocarého odhadu

2

1 n Q
~2
0y =i 2 & |[Wi—Dj e ||,
Zi:l gz i=1 Qs

tedy pro jedno pozorovani z valida¢ni skupiny odpovidajici tvar odhadovaci
rovnice bude

2
Qg

Wi — D;T aq
Q2

2

Celkove pri spojeni vSech ¢asti dostavame pro jedno pozorovani

Bo . [P 0
L&D |Yi=D] |Br| | +(1—=&) |D;i |[Yi—DI | B1]| |+ | Oqu
B2 B %ai
Qo
U; = &D; | W, — DY | on
Qo
2
Qo
& Wi — D;‘F 1851 - 012/,
Qo

Odhadovaci rovnice sestavime tak, ze secteme vsechny U; a polozime to rovnou
nulovému vektoru:

n

> Ui =0(q45).1-

i=1

Vidime, Ze soustava odhadovacich rovnic dava smysl, rozumné odhaduje vSech

2q + 5 parametri a podminénd (respektive i nepodminénd) stfedni hodnota
je pro skutecné parametry rovna nulovému vektoru (coz kdyby neplatilo, tak by po-
loZeni rovnosti s nulovym vektorem byl naprosty nesmysl a musela by se provést
korekce nebo zména odhadovani nékterého parametru). Samozrejmeé si mizeme
povsimnout, ze rovnost by platila i po vydéleni n. Pak

U;
1

1 n
n o

neni nic jiného nez priameér pro Uy, ..., U,, které jsou zfejmé stejné rozdélené
a nezavislé. To je vyborny zdklad pro studovani asymptotiky a nasledné odvozovani,
¢emuz se budeme vénovat v dalsi podkapitole.
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4.3 Asymptotické vlastnosti

4.3.1 DMotivace

Oznaé¢me si vektor skuteénych hodnot vsech zkoumanych parametru (bety, alfy
a 03)) jako . Ke konci predchozi kapitoly jsme si ukézali podobu odhadovacich
rovnic a oznacme si odhad, ktery je tesi, jako 4, tedy vime ze

Z U, (’3’) = 0(2q+5),1
i=1

a pro skutecné v plati

EU; (7) = O2+5).1-

Daéle vidime, ze Uy (), ..., U, (7y) jsou zfejmé stejné rozdélené a nezavislé.
Predpokladejme, Ze jejich druhé momenty existuji a existuje regularni rozptylova
matice

3 = var (U; (7)) .

Z mnohorozmérné Centralni limitni véty dostavame
LS U ) b N (Oagesa. )
i 2¢+5 (U2¢+45,1, 24) .

Mame tak odvozenou asymptotiku pro upravenou skérovou statistiku. Pro prak-
tické ucely se ale hodi mit odvozenou asymptotiku pro samotny odhad vektoru
parametria 4. Podrobny dikaz konzistence a asymptotické normality 4 v této
praci nebudeme uvadét. Lze jej ziskat ovérenim podminek pro asymptotickou
normalitu Z-odhadt, viz naptiklad [11] nebo [12].

Pri aplikaci véty o asymptotickém rozdéleni Z-odhadt dostavame

Vi (F =) 5 Nagys (02q+5,17 G_lz(G_l)T) :

kde (mimo dalsich dodateénych predpokladi pro aplikaci véty) predpokladame
regularitu

d

=—-E—=
G a7

U (7).

Tato asymptotika je pro nés dilezitd, proto v této praci ukdzeme explicitni vy-
jadreni asymptotické matice a na zédkladé tohoto asymptotického rozdéleni budeme
chtit provést simulac¢ni studie. Abychom tak mohli uéinit, nejprve si v dalsi sekci
odvodime explicitni vyjddieni inverzni matice G, nésledné si odvodime vyjad-
feni pro rozptylovou matici 3 a odvodime podobu pro asymptotickou rozptylovou
matici u asymptotiky pro v, ozna¢me ji £, := G 'X(G™1)T.
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4.3.2 Inverzni matice

Protoze v této sekci bude provedena spousta vypoctu véetné derivovani podle
ruznych parametri, na zacatek pro vétsi prehlednost uvedeme vsechny dulezité
vztahy a znaceni, které bude potfeba mit dostatecné osvojené pri nasledujicich
vypoctech a odvozovani. Pripomenme nejprve nas hlavni model

Y, =B+ ,BlTZi + B X + €,

kde Ele; | Z;, Xi;] = 0,Z; mé g slozek a i = 1,...,n,n € N. Pfedpokladdame
zobecnény chybovy model

Wi = ag + oy Z; + o X; + ¢,

kde E[y; | Z;, X;] = 0, var(¢; | Z;, X;) = 0, ai = 1,...,n, zatimco predpo-
kladame nekorelovanost ¢; a ¢;. Déale predpokladame ndhodny vybér &, ..., &,,
kde & ~ Alt(r),0 < m < 1, ktery bude plné nezavisly na vsem ostatnim. Pripo-
menme znaceni & = 0 pro nevalidac¢ni skupinu, ve které pro i-té pozorovani zndme
Y;, Z; a W;, zatimco u valida¢ni skupiny s & = 1 pozorujeme oproti nevalida¢ni
skupiné navic i X;. Pro nevalida¢ni skupinu vyuzivame nestranny odhad

5 W«—ao—aTZi
X, = 1

(8%

a dale pro nevalidacni, respektive valida¢ni skupinu jsme zavedli znaceni

1 1
D,=|2z , respektive D; = | Z;

Pro prispévek i-tého pozorovani do odhadovacich rovnic opét vypustme argu-
ment u znaceni a méjme na misté parametri jejich skutecné hodnoty:

Bo . _(Po 0
DY, — DI [ B || +(1—&) |D; | Y= DI [B1| | + | Oga
B2 2
62 62 a% U¢
(%]
Qo
2
Qp
& |Wi—DF | ey — 07,21)
%)
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Pro praktické tucely si ozna¢me prvnich g + 2 slozek vektoru U; jako IN;, tedy

Bo A _(Po 0
N; =D | YVi—Df B | |+ (0 —&) |Di | Yi—Df [B1]| | + ] Oqn
I B %05

Pro lepsi zapis zavedme znaceni pro vektory alf, bet a téz znaceni pro vektor
vSech parametri, tedy necht

50 &%) /3
ﬂ == /81 , 00 = Oy | ,Y = «
52 (6%) Ji]

Nasim cilem je vyjadrit matici
dU;

=—E
G o

coz provedeme za pomoci nékolika néasledujicich pomocnych vypocti z divodu
prehlednosti a srozumitelnosti. Zejména pro tpravy ve vypoctu
E dNV;
da

se bude hodit mit pripravené mezivypocty pro vyjadreni nejkomplikovanéjsi
¢asti obsahujici alfy v X;, zejména mit vyjadienou derivaci
dD;D!p
da '

proto zacneme se zakladnimi vypocéty pro X;. Pfipomenme, ze

Xi:VVi—Oéo—afZi:Xi_'_ﬁ‘
(6D) (6)

Protoze E[¢; | Z;, X;] = 0, pak dostavame
A 1
EX,—EX,+E [ Elvs | Zi,Xi]} —EX,
%]

R 0\’ 2 1
EszE(XiJrZ) =EX]+ —EXpp+ S E¢; =
(0] ()] (675
:EX-2+3E[X<E[w\Zv X]]+i02:EX.2+i02
i 0y i ) 1y <1 Oé% P i O{% P

Parcidln{ derivace X; lze vypocitat jednoduse:

ox; 1

aO[() 0[27
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Jday oo (oD
daleprol=1,...,q:
0X; Ziy
aoq,z (8% ’
0X? _ 22y
804171 (6) "
a konecné
Oy a3 1
0% _,Wima—adZ) 2 g
0oy a3 as

Nyn{ méme vSechny drobné tpravy pro X; prichystané, proto miZeme pfi-
stoupit k parcidlnim derivacim —D; DT 3 podle alf. Nejprve si ale jesté uvedme
maticovou podobu pro D;DI:

1zl X,
DD = |z, zz] Xz
X, Xz X

)

)

coz pri derivovani podle alf vynuluje vSechny pozice mimo posledni radek
a posledni sloupec. Spoc¢téme jednotlivé parcidlni derivace:

O%)A(i ﬂQ 2 6() -+ ,B{ZZ + 262Xz

. I 0 0y 5 ) /8 €
0—D;Df T 0 1 ;
—8 : B = Oq,l Oq,q a%Zi Bi| = B22Z; )
Qg 1 1 T

dadle prol=1,...,q:
o-Dprg 1 (0 Qe Zu N [\ g &

0g1  Ogq Zi,lZAi Bi| = a’ BoZ; A
Ziy ZaZb 27,,X;) \Po > \Bo+BYZ;+28:X;

I

6041,1 Qo

na zaveér parcialni derivace podle as, kde ve vSech pozicich po derivovani
vychazi f—; které ihned vytkneme

A A N 0O O 1 f N B
0—D;DT X, La 0 X,
—_— IB = Oq,l Oq,q Z; 51 = 5221'

Doy @2\ ZiT 25(1’ B2 @2 50+,31TZ1‘+2525(¢
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Nyni uz mame o néco blize, abychom se ve vypoctech vratili o jedno patro
,Vyse“ a zacali jsme zkoumat stfedni hodnotu parcidlnich derivaci IN; podle alf.
Jesté ale predtim si predpripravime jeden vypocet a to konkrétné pro posledni
slozku posledné spoctenych vypocti. Vidime, ze se od této slozky v rdmci parcialni
derivace IN; odecte odpovidajici ndsobek odezvy Y;, tedy napriklad pro parcialni
derivaci podle ay dojde k uprave

;E (Bo+,3irzi+252f(i —Y2> =

:;2 (78&+ﬂ1T/EZ~+ 26, E X, —B&—M—&E&) _ BEX,

Obdobné pri varianté s parcialni derivaci podle ay; pro { = 1,...,¢, dojde
k analogickému postupu, pouze hned na zacatku prepiseme vyraz na stfedni hod-
notu podminéné stredni hodnoty a vytkneme Z,;, protoze je to méritelnou funkei
podminky. Thned se tak dojde k vysledku /3, E Z; ; X;. Komplikovanéjsi to bude
v pripadé s parcialni derivaci podle as, u vypoctu je lepsi postupovat pomaleji:

OLE)AQ (ﬁo + ,31TZz + 252Xi — Y%) = 12 EX, (2525(@' — B X; — €i> =

:iE [E [(XH— fj) <2BZX +252ﬂ — B Xi — > | Zi,XiH =

6%) 2
1
=Q&E@X+wﬂWfA&xﬂ [“Gm&w&%—ﬁr&xﬂz
a2
¢2
oT E [52)(2 +—E [@X Wi + 252 — €1 | Z2'7Xi‘|
2 62 2 1 _
— E B X + {% | ZiaXz} — —Eletyi | Zs, Xi]| =
Oz (0%)]
252 1 1 20,
2 2 - 2 2

Timto mame vse pripravené pro jednoduché spocéteni — E %. Cést IN; odpo-
vidajici valida¢ni skupiné se zderivuje na nulu, nebot v sobé viibec neobsahuje
alfy. Také zde vyuzijeme predpoklad nezavislosti & viiéi vSsemu ostatnimu:

0 Ba
ON; 1
_Ef)a :—E(l—&) Y [ Og1 —i—OT B2Z; .
0 - 2\Bo + BT Z; + 26, X,
1 62
=-E(1-&E|— 5aZi
2 50+B{Zi+252Xi—Yi
Ba 1
1— 1—
=T BEZ | =—— "B |EZ ]|,
@2 \BREX; a2 EX;
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dadleprol=1,...,q:

(1 - fz)

B
PaZ; )
Bo+ BT Zi+28:,X; - Y;

1—n EZi,
= - B |EZi1Z; |,
2 EZ;,X;

a u posledniho vypoctu opét opatrnéji, tentokrat se v IN; derivuje také vektor
s korekci, ktera v sobé obsahuje ap:

| . B 0
_EgNl C_E(—g)E | By Z; —| 0Oga
@2 W2 \Bo + Bl Zi + 26X — Y, 2%012&
——u-nE |2 Exz |- 0. || - Ta(exz,
C\EX? + Zoy) M2\ 5o} a2 E X7
2

Timto mame hotové vypocty s parcialnimi derivacemi IN; podle alf, nyni
postupme na vypocty s parcidlnimi derivacemi podle bet:

1 1
aN A A
~ES T —E6D.D! 0, | +E(1- &) D,D] |0, | =
660 0 0
1 1 1
—E&4ED, +E(1-&)ED;=n|EZ; | +(1—7)|EZ | = |EZ; |,
dale prol=1,...,q:
N; N
Ea —EngZle +E(1—€z D
9B,
EZiy EZiy
= EZiZ; EZiZ; |,
mE Zi,lXi + (1 — 7T E Z“Xi
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a na zaver

0
aNZ A A
o6 12
a2 %
TEX;+(1 -7 EX,
— TEX;Z;+ (1 —-n)EX,Z;
TEX2+(1-m)EX, - (1—m)Lo?
. EX,Z; ~ |EX,Z
) \Ex:

2 2 1 2 1
TEX?+ (1- ) [EX] +a—§aw} —(1=m)50

Posledni chybéjici vypocet IN; obsahuje parcialni derivaci podle ai, coz vyjde
nenulova jen posledni slozka a to —1;—2”&2. Timto mame vypocty s IN; hotové.
2
Déle chceme provést analogické vypocty pro dalsi ¢ast U; a to pro

Qo
&D; [ Wi — D] | en
%)

Protoze tato ¢ast obsahuje z parametri jen alfy, tak parcialni derivace podle
jinych parametri budou obsahovat nuly. A i samotné vypocty obsahujici parcialni
derivace podle alf jsou velice snadné. Proto zde ukdzeme vypocet jen pro jednu
variantu a to s parcidlni derivaci podle as:

0 E X;
1 E X2

Posledni zbyvajici ¢ast U; je

Qo

T 2

gz‘ W, — Di (851 — 0y
(%)

Opét parcialni derivace podle bet jsou nulové, zatimco u vypoctu s parcialni
derivaci podle ai dostavame ihned 7. Vypocet pro alfy bude opét jednoduchy
a opéet predvedeme jen variantu s parcidlni derivaci aeo:

%)

Qo

43



Timto mame odvozené vse pro nasledujici vétu, jen si pro lepsi reprezentaci
odvozené matice zavedme znaceni \ := —1;—2” Ba.

« . . , y . , . _ au;
Véta 3. Za predpokladu uwvedengch v této podkapitole md matice G = — E e kde

&D; (Y; - DIB) + (1 - &) [ﬁi (v;—DIB) + (O&?J;Q”l)]

2
oAl

Ui = &D; (VVz - DZTO‘) ’
& (Wi~ Dla)' - o)

podobu
1 EZin ... EZig, EX; A NEZin ... XEZi, NEX; 0
EZ; EZirZ; ... EZi,Z; EX;Z; NEZ; XNEZi1Z; ... NEZiqZi NEX.Z; Oga
EX;, EZi1Xi ... EZi,Xi EX} XEX; XEZi1Xi ... XEZi,Xi MEX? O%
0 0 0 0 ™ mEZ;1 TEZ; 4 TEX; 0
0g,1 04,1 . 0gq,1 0gq,1 nEZ; wEZiqZ; ... wEZi 4 Z; TmEX;Z; 0
0 0 0 0 TEX; mwEZi1X; ... wEZi (X, wEX} 0
0 0 0 0 0 0 0 0 T

Diikaz. Podrobné odvozeni jednotlivych pozic matice G bylo jiz provedeno vyse.
O]

vvvvvv

Povsimnéme si, ze matici z Véty [3|1ze zapsat do zjednodusené a praktic¢téjsi po-
doby pro dalsi manipulovani, coz se bude hodit, protoze jak bylo zminéno ke konci
predchozi sekce, potrebujeme inverzni matici k G. Povsimnéme si, ze lze G rozdélit
na 9 bloki, pricemz vétsina nenulovych prvki je soucasti 3 bloki. Tyto tti bloky
se od sebe lisi jen ndsobkem. Zavedeme-li znaceni

1 EZ, ... Ez, EX
EX, EZ.X, ... EZ,X; EX?

miizeme pomoci blokového zapisu jednoduseji a prehlednéji pracovat s

A VA <O(qt1),1>
G = )
Og+2),q+2) TA 0(g+2),1
01,g+2)  O1,(g+2) ™
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P1i predpokladu regularnosti matice A je ihned vidét regularita G, nebof
0 < m < 1. K ivertovani této matice vyuzijeme nasledujici lemma o invertovani
horni blokové diagonalni matice.

Lemma 4. Necht ctvercova matice J rddu m a ctvercovd matice L rdadu n
jsou requldrni a K je matice typu m X n. Pak inverzni matici k matici

J K
Onm L
je matice
J1 —J'KL!
On,m L '

Diikaz. Dikaz je trividlni, stac¢i vynasobit matice:

J K\(J' —-J'wr'v (I, —-JJ'KL'4+KL*
On,m L L_l B On,m In .

On,m

Nyni uz miizeme uvést dlouho kyzeny vysledek této sekce a to tvar G~1.

Véta 5. Za predpokladi shodnijch s predpoklady Véty[d doplnéngch o regularitu
matice A md inverzni matice k matici G tvar

0
A mzan 4o (e
™ a2

G =
O(g+2),(q+2) A O(qJ{2),1
01,(g+2) 01,(¢+2) pm

Diikaz. K dokdzani tvrzeni dvakrat aplikujeme Lemma 4] Poprvé ho vyuzijeme

pro podmatici
B ::< A >\A>.
0(g+2),(a4+2) TA

Dostavame tak
1 Al —2A471AA1 A1 —2A-1
B -, A= )
(q+2),(g+2) P (¢+2),(¢+2) *

Nyni muzeme aplikovat Lemma |4| s dosazenim B za J. Spoctéme pravy horni
blok v inverzni matici:

0 0
_p (qzl),l l _ _1< AL )(0((11_1)’1) o A1< (qJXl)J)
(e%] 0 AN Q2
Ogrzya) " TN * O(g+2),1
Po dosazeni A = —1=7 3, dostavame tvrzeni véty.

a2
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4.3.3 Rozptylova matice

Méme odvozenou podobu inverzni matice G~!, zbyva odvozeni samotné roz-
ptylové matice. Avsak oproti minulé sekci zesilime predpoklad nekorelovanosti
€; a 1; na predpoklad nezavislosti a pridame tii predpoklady na momenty chyb:

Ele | Zi, X,] = o2,
Ev? | Zi, Xi] = vy.3,
Bl | Zi, Xi] = Yyu,

kde 02 > 0,74 > 0,743 € R.

Véta 6. Za predpokladi této kapitoly ma > = var(U;), kde

&Di (Y, = DIB) +(1-¢) [D (v - DIB) + (0%;;)]

Ui = &D; (W; — Dl ) ’
& (Wi~ pra)* - o)
podobu
Vi 0(g+2),(a+2)  O(g+2)1

5= [ O@+2),q42)  TOLA Ty, ED;

01,(g+2) T3 ED] W(VwA - Ufj,)
kde Vi, = 02A + 1(1;%” {Bgapr + Ly + %dz’ag(aiﬂ pro Ly, definované jako
2
0 01,4 %Wﬁ
0 0 5,5 EZ;
.1 4,9 ag 0,3 E4i

8

a2

2 2 2
Ye,3 %’}/%3 EZZT [2%’}@,3 EX,+ 0'30'5) + %’%pA}

Diikaz. Protoze EU; = 0(24+5),1, pak

Vi Va2 V3
Y =var(U;) =EUUF = |V, V, Vs,
Vi ViV

kde jednotlivé bloky odpovidaji soucinu danych c¢asti U;, tedy bloky nahore
a uprostied maji ¢ + 2 radk1, ve spodni fadé maji jen jeden radek. Obdobné bloky
vlevo a uprostied maji po 2 + ¢ sloupcich, zatimco bloky vpravo maji jen jeden
sloupec. Nejobtiznéjsi bude spocitani Vi, kterym zacneme.
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Vypocet vyrazné zjednodussi fakt, ze (1 — ;) = 0, a to plati vzdy, neb ¢&;
pochézi z alternativniho rozdéleni. Dale vyuzijeme vypocet z 2. kapitoly, konkrétné

e (D (vi- bre)] = ("4,
@3

respektive pti prepsani matice druhych mocnin na rozptylovou matici hned
v prvni rovnosti vyuzijeme ekvivalentni zapis

" N O(g+1),1
E [Di (Yi - D?ﬁ) + ( %05 = 0(g42)1-
2

Pak, s vyuZitim znaceni z predchozi sekce A := E D; D}, 1ze upravit:

Vi = EE|(Y - DIB)’ DiD!| + [E1—&)"var (f) (V- DIB)+ (0;‘1;32 1))
= E&E ()’ DiD] | + [E(1 - &)lvar(D; (V; — DI 8))
=7E [E[G? | Zz', XZ]DleT} + (1 — 7T) var(ﬁz- (/BQXz + € — 62)21))

~ ro?E[DD] + (1= m)ar( Dy (X, 4 - i+ 1))
:ng§A+(1—7r)Var<< 52wz> )

Rozptylovou matici si vypocitame zvlast. Nejprve se bude hodit uvést nasle-
dujici apravu

1 Z;T X@ ¢ 0 Ol,q ]_
DDl = |z, zz] Xz |=DDI'+ = |0, 0,  Z
X, Xz X AN A
a piipomernime si znacen{ diag(aﬁ,) = diag((), ...,0, afp), kde bude v matici

nenulova pouze posledni diagonalni pozice s hodnotou O’i (rozmér matice uvadét
ve znaceni nebudeme, v kontextu vypoctu je zrejmy). Pocitejme déle:

a2
0 014 1
= ( — 2€ Z;Z) b —|— )2 62) D;D] + Y 041 Ogq Z; 52 dlag(aw)
@\ 1zl ox,+ L o
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Vypoditejme stiedni hodnotu ¥ (eg — e 2 + 7 52) kde k = 0,1, 2, vyuzi-
vajice vlastnosti podminéné stredni hodnoty a nezav1slost1 € a Y

52 QBQ ‘ 52 2

ZZ,X =02+ —Uw,

E |}E |f/% (6 2611/}1 52 ¢2 62) ‘ Zi7Xi—_ = 7227111737

E [E [e — 2eh

17 2

E[E [w ( —2%62 +¢2@2) | Z:. X =afai+szw,4.
2

Pak u predchoziho vypoctu dostavame

E <e — QEZwZ/B + 2 52) D;D] = (cr + 52%]> A,

0 0 1
E <€ — 2eit b - ¢252> z 01 00 Zi |-
2\1 zF exi+ &
0 01,4 2%&,

_ Ol B(Z)q,l . O 2 m,g ez —
s sk zZr [2%%&,3 EXi+ 4 (0205, + %%&4)}
[0 01 s 1
= OT% 041 04.q 072%1’73 EZ =: &—%L,p.

2 2 5
Bops DyaEZl [2ByyaEXi+o%0d + Byl

Celkove tak plati

Vi =mofA+ (1 —7T)Var<<ei — 2%’) IA)Z> =

=n0lA+ (1—m) [(O’ + BQ@,) A+ ! L,l, %diag(ai)]
a3

= 0,

[ﬁg A+ Ly — fédiag(af;)] .

vvvvvv

ného vypoctu, ale i samotného zapisu. Ostatni vypocty jsou uz trivialni:
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V2 =EGE(Y:— D/ B) (Wi — D'a) D;D} = 7E€;);D;D] = 0(g42),(g+2),
‘/E; = Ef? EEZ' <<VVZ — D?a)z — 0’3}) Dz =T EEi (wlz — U?p) = 0(q+2),17
Vi=ECE (W, - Dl'a) DD} = nEv?D;D} = 1034,

Vs —EE (Wi~ Dfa) (Wi~ Dfa)’ - %) Di =

= Eq; (1/112 —UZ,) D; = vy, 3 E Dy,

Vo = EC’E ((W _ D;a)2 B 05>2 e (- 03)2 _
=7k (d}f - 2¢?ai + afj) =T (%/}74 — 20203 + 03}) =7 (%%4 — 03) .
[

Mame odvozenou pomoci Vét [5] a |§] inverzni matici G i rozptylovou ma-
tici X, tedy mizeme koneéné vyjadrit asymptotickou rozptylovou matici 3, :=
G '3(G™)T pro samotny odhad 4. Pro pifjemngjsi ndsobeni pfipomeneme
pod sebou obé matice:

Vi Og+2),(g+2)  O(g+2)
¥ = | O(g+2).(g+2) To; A mysED; |

01,(g+2) .3 EDY W(WA - a:‘z,)

0
oA mmaa (e
G_ fry T Oé2
Ogr2),(a+2) ;A O(qurz),l

01,(¢+2) 01,(g+2) =

Nejprve vypoéteme X(G~1)T| coz mé tvar

VIA™" O(gr2),(a+2) O(g+2),1
P, U?pIq+2 Yo,3 ED;
P, ~,;EDIA™! (WA — Uﬁi)

kde P; a Py vyjadiime zvlast:
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2 T B2 4 1-m B2 _
Pi= rota] [ 2 s i[O ) 47) -
52 5 ED A—l
(1- W)*%Iquz + |3l = W)az (0(a+2),(a+1) i)
B Vo, _
=(1- W)o; { wlgt2 +—— (0(q+2) @+1) E D,;) A 1] 7

A na zévér vipocet ¥, = GT'E(G™)T, kde uz vétsinu bloki budeme muset
z prostorovych diavodu vyjadrit zvlast:

R, R, R3
R, %O'iA_l %’}/%314_1 E D,
Rs [vy3ED[A™ %(WA - Ui)

I

kde jednotlivé bloky jsou:

0
R, =A'V;A™! —|- 62 AP+ AT ((q+?1>P:
™ Q9 T a2
=—A'v;AT 4+ ﬂ@ P+ O(q+1) 1
™ Q9

_avaty LT g 0 ED,;) A"
= 1 + a2 Ty +2+ ( (g+2),(¢+1) z) +

™

0 i) )jan
n ( (qu) {,W’?)EDZT—F (01,(q+1) W)}A 1} -

a2

_atyia-ty ST ey 0 ED,
= 1 + a3 @20y dgt2 + 711173( (¢+2),(q+1) l) +

™

4
0 ) Y40y 1]
s (o) (27 o

=7 B, Vo3 0(g+1),(q+2) [
R, = - 072 [aqu+2 + 72A ED,L-T ] A

Y

-7 _ 0
R3 = @A ' [%m ED; + (%p,4 - 0;‘;) ( (qJ{l)J)] ;

m (6) as
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_ -1 o (1 _W) B2 o 1f o Va3 -1 _ pT
Ry = ;A P, = T CTQA {U¢Iq+2+a2 (O(q+2),(q+1) EDi) A } =R,

1 1-—
R5 - ;PZ - ( ﬂ—) @ [71/1,3 ED? + (01’(q+1) (W)A_Ui))} A_l = R:j;

s (6) az

I kdyZ matice X, je na prvni pohled vizudlné velice nepfijemnou matici, jejiz
bloky jsme museli z¢asti urcit oddélené kvili prostorovym divodim, jedna se stale
o velice dilezitou matici, nebot je to asymptoticka rozptylova matice sdruzeného
vektoru odhadu alf, bet a ai, tedy odhadu 4! Vysledek této kapitoly zformulujme
do véty, budeme tizce s tim pracovat v dalsi kapitole.

Véta 7. Za predpokladu této kapitoly jsou odhady ze soustavy odhadovacich rovnic
2oit1 Ui = O(2¢45),1, kde

&D; (Y; - D,-T/B) +(1-&) [ﬁz (Y; - ﬁ,T/B) + (O(quﬂz)’l)]

o370
Ui= &D; (W; - Dl ) ’
& (- pre)’ - o2)

konzistentnimi odhady skutecnych parametri a asymptotickd rozptylovd ma-
tice vektoru odhadi 4 je X (explicitni tvar uveden vyse). Plati toto sdruzené
asymptotické rozdéleni:

\/E (A}' - '7) i> N2q+5 (02q+5,1> 27) .

Dukaz. Dukaz neuvadime, lze jej provést ovérenim podminek pro asymptotickou
normalitu Z-odhadi, viz [11] nebo [12]. Tvar asymptotické rozptylové matice 3,
byl odvozen pfed Vétou s vyuzitim Vét o] a [6] O

Odhadnout X, lze bud pfimo podle explicitniho vyjadfeni, nebo pomoci
vztahu X, = G7'X(G™1)T, kde odhadnout jednotlivé matice je vipocetné o néco
jednodussi. Pro matici G™! je potieba odhadnout A™! a 7 (parametry v ~
se odhadnou pomoci odpovidajicich slozek v 4). Odhadnuti 7 se udéld primocare
pomoci celkového rozsahu a velikosti valida¢ni skupiny

Z?:l gz

n

T =
zatimco pro odhadnuti A= lze vyuzit

/:IQA—].
A1 A1

kde na odhadnuti A = E D; D} se pouZije vybérova kovarianéni matice. Ob-
dobné, nyni jen s vyuzitim validac¢ni skupiny, u matice ¥ pouzijeme pro odhadnuti
E D; vybérovy prumér D;, primérovanim
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(.- pra)

ziskdme pro [ = 3 odhad tietiho momentu 1;, tedy 7y 3, respektive pro [ =4

odhad ¢tvrtého momentu v, 4. Déle o2 ziskdme z validacn{ skupiny zpriimérovanim
(Y. - DIB)".

Diky Vété [7] nemame oproti klasickym ¢lanktim jen ukazanou korekci a o kolik
se zlepsi odhad, ale soucasné dostavame odhady parametri v chybovém modelu
a pres asymptotickou rozptylovou matici i provazanost vici parametrum hlavniho
modelu. Diky explicitnimu vyjadieni miizeme s vysledky plné pracovat v simu-
la¢nich studiich a zkoumat jak moc dobré aproximace dosahujeme i v situacich,
kdy mame malé rozsahy, pripadné malé pravdépodobnosti 7. Pomoci Cramérovy-
Woldovy véty lze ziskat asymptotiku pro jednotlivé parametry a s vyuzitim
Cramérovy-Slutského véty lze ziskat i intervaly spolehlivosti pro jednotlivé para-
metry. V simulacni ¢asti tedy lze zkoumat i dodrzovani hladiny pokryti. Je dobré
si povsimnout, ze v asymptotické rozptylové matici jsou prvky této matice délené
7, tedy ¢im mensi pravépodobnost, ze dané pozorovani bude pochézet z validacéni
skupiny, tim zvétsujici se rozptyl daného odhadu. Jak moc se odhady zhorsi
si ukazeme v nasledujici kapitole, kterd je vénovana simula¢nim studiim.
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5 Simulaéni éast

V této kapitole neprebirame zadné vysledky z jiného zdroje, pouze vyuzivime
poznatkii ze 4. kapitoly, které podrobujeme simulac¢ni studii a vSe uvedené je vlastni
praci autora.

5.1 Uvod

V predchozi kapitole jsme si odvodili soustavu odhadovacich rovnic a ukazali
jsme (mimo alf, pro které je to standardni odhad metodou nejmensich ¢tverci)
explicitni vyjadreni pro jednotlivé parametry. V podkapitole 4.3 jsme pak odvodili
a explicitné vyjadrili asymptotické rozdéleni pro 4 odhadujici ~, kde

B Bo Qo
y=la| proB=|5]| aa=|o
Ui, B2 Q2

I kdyz je asymptotické rozdéleni velmi podrobné odvozené, je samoziejmé
relevantni otdzkou nakolik je tato asymptotika uziteéna pro praktické vyuziti.
V realném svété se mizeme setkat s nékolika pripady, ve kterych muze nastat
otazka, zda lze asymptotiku jesté vyuzit, ¢i uz je natolik Spatnd, aby se od vyuziti
této asymptotiky v dané situaci radéji upustilo. Budeme proto zkoumat nékolik
situaci a v§imat si pri jakych hodnotach stale dostdvame néjakym zplisobem
rozumné vysledky:.

Jedna z béznych situaci je piipad, kdy mame rozsah vybéru pfilis maly (napfi-
klad kvili tomu, ze onemocnéni je vzacné a lze mit kvili tomu jen malé mnozstvi
lidi ve studii) a tak se tento problém snazime , zachranovat® dostatecné velkym
podilem valida¢ni skupiny, naptiklad my budeme v podkapitole 5.3 pracovat
s hodnotou 7 = 0.5, a zkoumat, zda pro rozsah o nizsich stovek ¢i dokonce vyssich
desitek pozorovani bude asymptotika stale davat pouzitelné odhady. Jinou situaci
je problém, kdy i kdyz mtizeme mit rozsah vyrazné vétsi, tak naopak je z néja-
kého zavazného divodu velkym problémem poskytnout dostatecnému mnozstvi
pozorovani presné méreni regresoru, respektive budeme mit maly podil valida¢ni
skupiny. Abychom mohli zkoumat opravdu malé hodnoty podilu validacni skupiny,
kde m muze byt v fadu setin ¢i vyssich jednotkach tisicin, budeme v podkapitole
5.4 uvazovat dostatecné velky rozsah, a to n = 10 000.

Dale v kapitole 5.5 budeme zkoumat testovani nulové hypotézy. Podivame
se, zda model bude spravné prisuzovat prakticky nulovy vliv X;, pokud dany
regresor bude skutecné roven nule, ¢i zda diky korelovanosti regresortt bude chybné
prisuzovat vétsi vliv X;. Také budeme zkoumat podobnou situaci pro zjednoduse-
nou situaci, kdy chyby %; budou nestranné a budeme porovnavat nase odhady
s odhady ziskanymi standardni metodou nejmensich ¢tverci. Vse v této kapi-
tole bude provadéno na hladiné 0.05, respektive budeme zkoumat 95% intervaly
spolehlivosti.
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5.2 Simulace dat a metody

Abychom zkoumali, jak moc je dobra nase odvozend asymptotika v praxi,
je potteba provést nékolik simulaci. V této podkapitole popiseme jakou metodou
jsme simulovali data pro nase simulace. Primarni popis bude vénovan predevsim
podkapitolam 5.3 a 5.4 vyjma nastaveni m a velikosti rozsahu n. Na odlisnosti v na-
staveni parametri pro podkapitolu testovani hypotéz upozornime na prislusnych
mistech v dané podkapitolu, avsak generovani Z; a X; probihd naprosto shodné
s popisem v této podkapitole. Pro jednoduchost misto dvojpozi¢niho indexovani,
coz bylo doposud u parametri pro Z;, ktery nyni bude trojslozkovy, prejdeme
u alf a bet k indexovani od 0 (pro absolutni ¢len) po 4 (pro parametr prislusny
k X;). Nas hlavni model bude tak mit podobu

Yi= 0o+ B1Zi1 + BaZio+ BsZis + BaXi + €,

kde Ele; | Z;, X;] = 0, var(e; | Zi, X;) = 02 > 0, kde Z; m4 3 slozky

€

at= 1,...,n,n € N (typicky n = 1 000), zatimco nas chybovy model je

Wi=oao+a1Z;1 + ;s + azZ;z + asX; + 1,
kde E[l/)z | ZzaXz] =0, VELI'(’(M ’ Z“Xz) = O'Z) >0ai=1,...,n.

Samotné regresory mezi sebou nemusi byt nezavislé, naopak v praxi casto
spolu dosti souvisi a my jsme v celé praci nikde nepozadovali jejich nezavislost
nebo nekorelovanost, proto pti generovani dat vlozime mezi regresory zavislosti.
Jedina nezavislost mezi ¢imkoliv jinym je pro &;, které generujeme z alternativniho
rozdéleni s pravdépodobnosti 7 (napriklad u testovani hypotéz pouzivame hodnotu
0.25), ze bude patftit do valida¢ni skupiny, jinak bude v nevalida¢ni skupiné. Nezé-
visle na této veliciné generujeme postupné vse ostatni, zacneme Z; ;, které pochazi
z rovnomeérného rozdéleni na intervalu (0, 1).

Na zékladé¢ hodnoty Z;; se piimo ovlivni pravdépodobnost napozorovani
hodnoty 1 u Z; 2, které pochézi z alternativniho rozdéleni. Konkrétni pfedpis je

2.7,
Ziy ~ Alt (0.3+ - ’1),

tedy pravdépodobnost napozorovani hodnoty 1, respektive 0 pro Z;, lezi
v intervalu (0.3,0.7). Posledni regresor, ktery je pro validacni i nevalida¢ni skupinu
naméren zcela presné, je Z; 3, které vznikne pomoci Z;; a Z; o prostiednictvim
normalniho rozdéleni nasledujicim zptsobem:

Zi,3 ~ N(25 + 15Zi,1 - 22,'72, 3)

Obdobné modelujeme i X;, které s Z; 5 zavisi jen nepiimo a to prostfednictvim
predchozich regresort, konkrétné

Xi ~ N(40 - 28ZZ‘71 + 4Zi,27 10)

Hodnotu X; generujeme i pro nevalida¢ni skupinu, protoze na zakladé této
hodnoty se bude generovat odhad W; a odezva Y;, a to podle vyse zminénych
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modeli. Pro podkapitoly 5.3 a 5.4 budou skutecné hodnoty danych parametri
nastaveny nasledovné:

BO 40 Qo 12
61 100 (05} —6
Bo|l=1]20|,|aa|=] 15 |,02=064a0) =49
53 —10 a3 —20
54 4 Qy 20

I kdyz generovani dat je plné popsano, hodi se pro lepsi predstavu o datech
pridat vizualizaci dat. Na obrazku vidime scatter ploty mezi jednotlivymi
regresory, Spatné namérenou W; a Y;. Az na scatter ploty s Z2, zjednodusenym
znaCenim pro Z; o, kterd je bindrni (vétsina hodnot se pro 0 a 1 prekryvaji, i kdyz
si 1ze v§imnout, ze hodnoty v 0 jsou oproti hodnotdm v 1 mirné posunuty jednim
smérem), si lze vsimnout pomérné jasné linearni zavislosti. Mame tak celkové
vyraznéji navzajem zavislé veliCiny, a to bud s rostoucim nebo klesajicim trendem.
Nejvyraznéjsi linearni trend se zdd byt mezi X; a W;. Je rostouci, coz bychom
obvykle c¢ekali, ze pokud X; budeme ocekavat vétsi, tak i prislusny odhad W;
by se mél zvysit, avSak je tfeba v tomto misté neprehlédnout skalu jednotlivych
veli¢in a vSimnout si, Ze zatimco X; nabyva typicky hodnot mezi 10 a 50, tak W;
se pohybuje nejen v jiném radu, ale dokonce velka c¢ast je zaporna. Napozorovani
hodnoty —600 neni urc¢ité dobré odhadnuti hodnoty cca. 10 i pres vSechen vizu-
alné krasné linearné rostouci trend, ktery tak ale ptisobi diky preskalovani osy.
Takto silené odhady W, pouzivame tmyslné, abychom ukézali, Ze i pro na prvni
pohled naprosto nesmyslné a zcela nepouzitelné odhady lze preci jen pomoci nami
odvozenych postupt ukazat, ze i tyto odhady lze pouzit a dostat misty mozna
az neocekavatelné dobré odhady parametri, coz postupné probereme v dalsich
podkapitolach.

Z, valida¢ni skupiny odhadneme s vyuzitim soustavy odhadovacich rovnic
ze 4. kapitoly nejprve alfy a ai, pomoci alf a W; pak vypocteme X, pro nevalidacni
skupinu a obé skupiny nasledné pouzivame pro vypocet bet dle odvozeného
explicitniho vyjadieni v podkapitole 4.2.

Abychom mohli ziskat intervaly spolehlivosti pro jednotlivé parametry, vypoc-
teme asymptotickou matici X, a to bud pomoci vyjadfeni ve Vété [7] nebo vyuziti
pfedchozich V&t [§] a [6] k odhadiim inverzn{ matice G™! a rozptylové matice X
a vyuzitim vztahu ¥, = G7'E(G1)T, coz jsme béhem simulovani vyuzili i my.
Pak s pouzitim Cramérovy-Woldovy véty a Cramérovy-Slutského véty ihned
ziskavame smérodatné odchylky potirebné pro intervaly spolehlivosti.

Seznameni s podobou vystupu simulaci provedeme primo na konkrétnim vyhod-
noceni ihned v dalsi podkapitole, zde jen dodame, ze pocet simulaci pro jednotlivé
simulované situace je 10 000, a pfipomeneme, ze vSe v této kapitole se provadi
na hladiné 0.05, respektive zkoumame 95% intervaly spolehlivosti.
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Obrazek 5.1 Scatter ploty mezi regresory, Spatné W; a odezvou. Vyobrazend simulace
ma nastavené parametry na hodnotach, které odpovidaji podkapitolam pro situaci
s malym rozsahem a s malym podilem validac¢ni skupiny, ve kterych se bude akorat
postupné ménit jen rozsah a pravdépodobnost toho, ze dané pozorovani pochazi z vali-
dac¢ni skupiny. Pro vyobrazenou simulaci jsme pouzili rozsah o velikosti 1 000.

5.3 Situace s malym rozsahem

V praxi velmi castym pripadem je situace, kdy mame maly rozsah. Ziskat
vice pozorovani miize byt extrémné slozité z nékolika ohledii. Kromé financ¢nich
divodu to mohou byt naptiklad kapacitni a ¢asova omezeni urcujici strop, ko-
lik pozorovani je nejvyse mozné dostat, pripadné v lékarskych studiich mtzeme
zkoumat velmi vzacné onemocnéni, kde pocet jedinct, které by bylo mozné zaradit
do studie, je velice nizky. Asymptotiky zfejmé funguji velice dobie pro velké
rozsahy, avsak jak moc dobfe pouzitelnd je asymptotika pro maly rozsah, to byva
rizné. Proto jeden z hlavnich cilti této kapitoly je zkoumani nakolik se bude
asymptotika zhorsovat s klesajicim rozsahem.

Aby se dalo 1épe vyporadat s problémem nizkého rozsahu, je dobré se snazit
udrzovat podil validac¢ni skupiny dostatecné velky. Proto v této podkapitole
budeme pracovat s hodnotou m = 0.5. Nez ovSem zacneme studovat situaci
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s nizkymi rozsahy, podivame se jak moc dobfe funguje asymptotika pro jednu
z obvyklych vétsich velikosti rozsahu, a to pro n = 1 000. Pomoci Tabulky
si postupné v nasledujicich odstavcich predstavime podobu vystupu vysledkt
pro 10 000 simulaci.

Hlavni parametry zajmu, bety, mame uvedené hned v prvnich 5 radcich. Ptipo-
menme, ze prace je zameérend na metodu upraveného skore za tc¢elem odstranéni
vychyleni v betach zpiisobené chybou v méfeni v nékterém regresoru. Samoziejmeé,
abychom mohli vyuzivat i nevalidac¢ni skupinu, pottebujeme z W; dostat odhad X i
proto se zajimame i o alfy a ai, které mame uvedené ve spodnich radcich tabulky.
V kazdé z 10 000 simulaci jsme dostali odhady téchto parametrii a prumér téchto
odhadii pfes vSechny simulace jsme uvedli do druhého sloupce tabulky hned vedle
skute¢nych hodnot. P¥i porovnavani téchto dvou sloupcti vidime, ze pro vétsinu
sloupct je rozdil pouze v fadu setin nebo dokonce tisicin, tedy az na ai, které se lisi
v fadu desetin. Tedy mimo posledni parametr zadné vyrazné vychyleni v priméru
odhadt parametri neni, coz by nas mélo tesit, protoze motivaci ke studiu metody
upraveného skore bylo praveé vychyleni v betach.

Skutecnd Primér Empiricka Primérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 40.000 39.959 5.023 4.979 0.945
B 100.000 99.951 3.352 3.325 0.947
Ba 20.000 20.001 0.692 0.689 0.950
B3 -10.000 -9.998 0.150 0.149 0.946
B4 4.000 4.000 0.082 0.082 0.945
% 12.000 12.015 6.128 6.053 0.946
o -6.000 -6.022 4.059 4.042 0.946
Qo 15.000 15.009 0.843 0.838 0.948
a3 -20.000 -20.000 0.183 0.181 0.947
Qy 20.000 19.999 0.100 0.099 0.948
ai 49.000 48.622 3.111 3.057 0.938

Tabulka 5.1 Vysledky simulace pro n = 1 000 a 7 = 0.50.

Na tomto misté podotkneme proc ai je vychylen, konkrétné podhodnocen.
Pripomenme, Ze jsme pro odhadnuti tohoto parametru zvolili pro jednoduchost
primocary odhad bez korekce o pocet parametrii, abychom v U; méli vyjadieni
neobsahujici velikost rozsahu a dalo se s timto vyjadirenim néasledné 1épe mani-
pulovat v ramci 4. kapitoly. Nicméné je to parametr, ktery primo v samotném
odhadu bet nefiguruje a zkoumame ho spise jako dodate¢nou informaci o chybovém
modelu. Proto nés zhorsené vysledky pravé u tohoto parametru tak nebudou
znervoznovat, naopak to bude ocekavatelné pri vyrazném zmensovani validacni
skupiny, nebof absence vysSe zminéné korekce bude klesajicim rozsahem ¢im dal
patrnéjsi a bude vést k vétsimu a vyraznéjSimu podhodnoceni. Tim ale budou
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intervaly spolehlivosti pro ai méné a méné pokryvat skutecnou hodnotu a dojde
tak ke zhorsovani relativniho pokryti, coz se projevi u pozdéjsich tabulek.

Vratme se k Tabulce [p.1] Vypoditali jsme smérodatnou odchylku pro to,
jak moc se lisi odhady parametri ptes jednotlivé simulace. Smérodatnou odchylku
pro 10 000 odhad® parametru mizeme najit ve tretim sloupci, ktery jsme nazvali
, Empirickd SD“. Oproti tomu hodnoty ve ¢tvrtém sloupci s nazvem ,, Primérna SD*
vznikly nasledovné: Na matici 33, se pti teoretickém odvozeni intervalu spolehlivosti
pro dany parametr aplikuje Cramérova-Woldova véta a nasledné Cramér-Slutského.
V intervalu spolehlivosti tak figuruje smérodatna odchylka, kterou uz ale mame
z predchoziho pocitani pripravenou. Staci si pro i-ty parametr vzit i-ty diagonalni
prvek z naseho odhadu matice ¥, a odmocnit ho. AvSak to je opét hodnota
pro jednu konkrétni simulaci, tedy i zde zprumérujeme tyto hodnoty pres vSechny
simulace a dostavame tak prumérny odhad smérodatné odchylky (déle uz budeme
pouzivat zjednodusené oznaceni dle nédzvu sloupce). Pokud asymptotika funguje
dostatecéné dobte, oba sloupecky vénované SD by se nemély moc lisit. Coz tomu
tak skutecné je, pro nékteré parametry je ten rozdil dokonce v fadu tisicin,
zatimco v tadu desetin je to jen nepatrné u nékterych. V poslednim sloupci
tabulky je relativni pokryti, které odpovidd poctu simulaci (z téch vSech 10 000),
ve kterych drive zminény interval spolehlivosti pro dany parametr pokryl skutec¢nou
hodnotu. V tabulce vidime, Ze se tak stalo ve vice nez 94.5 % u vSech bet a alf,
coz je velice vyborné vzhledem k blizkosti predepsanych 95 %. Déle uz zacéneme
vyuzivat Tabulku [5.2| a zacneme porovnavat zmény dané snizenim rozsahu.

Skutecnd Prameér Empiricka Pramérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 40.000 40.000 7.134 7.054 0.948
B 100.000 100.002 4.688 4.706 0.950
Ba 20.000 19.987 0.987 0.975 0.947
03 -10.000 -10.000 0.212 0.211 0.948
Ba 4.000 4.000 0.115 0.116 0.949
% 12.000 12.070 8.795 8.575 0.946
o -6.000 -5.980 5.789 5.720 0.947
Qg 15.000 15.000 1.195 1.186 0.947
a3 -20.000 -20.002 0.263 0.256 0.941
ay 20.000 20.000 0.143 0.140 0.945
ai 49.000 48.213 4.324 4.250 0.930

Tabulka 5.2 Vysledky simulace pro n = 500 a m = 0.50.

Zkoumali jsme fungovani asymptotiky i pro rozsah 750, ale tento pripad se nijak
vyrazné nelisil od situace s n = 500, proto tu jen uvddime druhou zminénou situaci
v Tabulce [5.2] T kdyz oproti predchozi tabulce mame hodnoty pro polovi¢ni rozsah,
vysledky jsou naprosto uspokojivé. Sloupecky s SD se od sebe stale o moc nelisi
a o tolik vyrazné jesté nevzrostly, jesté jsou v fadu jednotek, zatimco praméry
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odhadl parametri se nejen nezhorsily, ale pro mnoho parametri je rozdil fadem
mensi nez tisicina. Mimo as jsou vSechny pokryti alf a bet stale alespon 0.945. Diive
zminované podhodnocovani 012/, se zacina vice promitat, a to nejen na priumeéru
odhadt, i kdyz to jesté neni v faddu jednotek, ale i na postupné zmensujicim se
relativnim pokryti, které zatim jesté je stale slusnych 0.930.

Kdyz opét zménsime rozsah, a to o aktualni polovinu, tak vysledky simulaci
se trosku zhorsi. V Tabulce[5.3|uz vidime, Ze pro n = 250 nastéva odliSnost priaméru
odhadti od skutec¢nych hodnot o vice nez desetinu, avsak stale pro mnoho parametri
je rozdil v tadu tisicin. Vzhledem k tomu, ze parametry jsou vétSinou v radu
desitek, jedna se stale o relativné malé vychyleni. Déle si mizeme povsimnout,
ze nékteré empirické a potazmo prumérné SD narostly do fadu desitek. Nicméné
mezi danymi sloupecky jsou rozdily vétsinou stale v fadu setin a tisicin a celkové
relativné malé vici absolutnim hodnotdm az na tfadek pro 03}, kde ten rozdil
od této tabulky dale (hned pro dalsi situaci zac¢ne byt ten rozdil drasticky) zacina
byt i vizudlné poutavy, podhodnoceni odhadu parametru je dokonce uz v radu
jednotek a relativni pokryti kleslo tésné pod hranici 0.900. U jinych parametra
je relativni pokryti stale excelentni. Zatimco az na ay je pro alfy pokryti kolem
0.945, tak pro bety je stale vétsi, mimo 0.943 pro fSy.

Skutecnd Primeér Empiricka Primeérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 40.000 39.784 10.070 10.036 0.948
51 100.000 99.873 6.787 6.700 0.945
Ba 20.000 20.015 1.394 1.385 0.945
B3 -10.000 -9.992 0.302 0.300 0.946
Ba 4.000 4.000 0.167 0.165 0.943
% 12.000 12.038 12.445 12.160 0.945
o -6.000 -6.069 8.264 8.116 0.945
Qo 15.000 15.008 1.695 1.679 0.944
a3 -20.000 -19.999 0.371 0.364 0.945
oy 20.000 19.998 0.203 0.199 0.940
ai 49.000 47.426 6.130 5.838 0.899

Tabulka 5.3 Vysledky simulace pro n = 250 a # = 0.50.

P1i snizeni rozsahu na n = 100 se zacnou alfy ,,odtrhavat® od bet a vidi-
telné doslo ke zhorseni oproti betam. V Tabulce vidime u alf snizeni pokryti
na hodnoty kolem 0.931, zatimco u bet jsou to stdle hodnoty 0.945 nebo 0.943,
tedy naprosto senzac¢né odolavaji zmensenému rozsahu. Co naopak pochopitelné
neumi odolat zmenseni rozsahu, je velikost SD, které v obou sloupcich viditelné
narostlo, avsak relativni rozdily nejsou alespon u bet velké, u alf uz se sloupce

.....

lisi, pokryti opada dokonce na hodnotu 0.818.
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Skutecna Prameér Empiricka Prameérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 40.000 40.048 16.368 16.195 0.943
B 100.000 99.971 10.772 10.811 0.945
Ba 20.000 20.015 2.231 2.223 0.945
Bs -10.000 -10.000 0.485 0.484 0.945
Ba 4.000 3.998 0.267 0.266 0.943
% 12.000 12.187 20.727 19.402 0.931
%1 -6.000 -6.108 13.769 12.954 0.931
fe% 15.000 14.999 2.835 2.665 0.932
Qs -20.000 -20.001 0.618 0.581 0.929
ay 20.000 19.996 0.338 0.318 0.932
‘75) 49.000 45.068 9.713 8.403 0.818

Tabulka 5.4 Vysledky simulace pro n = 100 a # = 0.50.

Pri dalsim sniZeni rozsahu, tentokrat na n = 50, je vidét v Tabulce zhorseni
u vSech parametrii. Je tfeba si uvédomit, ze pfi mnoha simulacich velikost valida¢ni
skupiny je mensi nez 25 a zacne to ovliviiovat i bety prostfednictvim odhadi
X;. Pokryti alf se pohybuje kolem 0.910, zatimco u bet pokryti se jesté drzi
na 0.933 a vyse, zatimco rozdily prumért odhadt od skute¢nych hodnot jsou stéle
v Tadu desetin, v nékterych pripadech dokonce setin nebo tisicin. Asymptotika
je tedy pro tento rozsah jesté viceméné pouzitelna pro bety, zatimco pro alfy uz ne.
Podhodnoceni ai je zde natolik vyrazné, ze uz o jeho zkoumani pro tak malé
rozsahy ani neni tfeba uvazovat, coz se ale vzhledem k absenci korekce oc¢ekavalo.
Pripomeneme, ze hlavnim predmétem zajmu jsou bety, pro které se ukézalo,
ze i pro malé rozsahy v tadu vyssich desitek stale dostavame ne tak Spatné
vysledky pomoci odvozené asymptotiky ze 4. kapitoly.

Je dobré si povSimnout, ze vyrazné nizsi relativni pokryti je v téch radcich,
ve kterych se empirickd SD relativné vyrazné lisi od primérné SD. Naopak u bet,
ve kterych se sloupce pro SD relativné lisi méalo, je to pokryti stale pomérné vyssi.
Toho si lze vSimnout i v diivejsich tabulkach.

Jesté lze poznamenat, Ze jsme zkouseli simulovat situaci s velikosti rozsahu 30.
Je to ale tak maly rozsah, Ze simulovani neprobéhlo pro vsech 10 000 iteraci,
ale zastavilo se nékdy po vice nez 2 500 simulaci, kdy béhem vypoétu nebyla
splnéna potrebna regularnost a nebyl v rozptylové matici odhadnut rozptyl odhadu
pro oi. Je nutné si uvédomit, ze pro tak maly rozsah velikost validacni skupiny
muze byt kriticky mald. AvSsak muzeme pro zajimavost uvést, ze relativni pokryti
pro probéhnuté simulace neni tak vyrazné spatné u bet, které se pohybuje kolem
hodnoty 0.926, avSak u alf kolem 0.862, cri dokonce jen sotva ptes polovinu.
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Skutecna Prameér Empiricka Prameérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 40.000 40.133 23.890 23.758 0.934
B 100.000 99.758 16.006 15.870 0.936
Ba 20.000 20.010 3.283 3.236 0.935
Bs -10.000 -9.995 0.715 0.710 0.936
Ba 4.000 3.994 0.394 0.390 0.933
% 12.000 11.707 31.668 27.837 0.910
%1 -6.000 -5.912 20.941 18.581 0.911
fe% 15.000 14.993 4.325 3.794 0.906
Qs -20.000 -19.997 0.944 0.834 0.913
ay 20.000 20.005 0.518 0.456 0.910
ai 49.000 40.819 13.028 9.898 0.689

Tabulka 5.5 Vysledky simulace pro n = 50 a 7 = 0.50.

5.4 Situace s malym podilem valida¢ni skupiny

Dalsi moznou situaci, kterd miize nastat, je, ze i kdyz mizeme mit rozsah
nevalida¢ni skupiny vyrazné velky, tak moznosti pro i-té pozorovani presné na-
mérit X; je dosti komplikované ¢i i kapacitné nebo hlavné finanéné omezené.
Také dané vysSetTeni pro presnéjsi naméreni muze byt nepiijemné az dosti bolestivé
¢i to nemusi byt vitbec vhodné provadét pro vétsinu lidi. Tedy jsme v situaci,
kdy mame maly podil valida¢ni skupiny.

Abychom mohli dostatecné zkoumat, zda asymptotika funguje i pro 7 v fadu
setin nebo vyssich tisicin, zvolili jsme kviili tomu vétsi rozsah, ktery ¢ini n = 10 000.
Pak pro m = 0.005 v ramci jedné simulace je stfedni hodnota velikosti valida¢ni
skupiny 50, zatimco pro n = 1 000 by bylo velice nebezpecné odhadovat pro skoro
vsechny pozorovani X, z cca 5 hodnot X; a W; v miniaturni valida¢ni skupiné.

Generovani i nastaveni parametrti je kompletné shodné s predchozi kapitolou,
jedina odlisnost je ve velikosti rozsahu n, které je navic pevné, zatimco 7 se bude
postupné zmensovat a budeme zkoumat pro které hodnoty prestane byt aproxi-
mace dobra. Pripomenme, ze v asymptotické rozptylové matici ve Vété [7] jsou
nenulové pozice vydéleny 7, tedy zmensujicim se podilem validac¢ni skupiny se bu-
dou zvysovat hodnoty v asymptotické rozptylové matici a respektive i zvétsovat
smérodatné odchylky, které vyuzivame pro intervaly spolehlivosti parametri.

Provedli jsme a vyhodnotili vice situaci podle hodnot 7, avsak ne vSechny
zde uvedeme. Vsechny 4 varianty, kdy 7 jsme pokladaly rovno hodnotam 0.50
(vyuzivali jsme v minulé podkapitole, akorat pii malém rozsahu), 0.25 (budeme
vyuzivat v nasledujici podkapitole), 0.15 a 0.10, dévaji velice podobné vysledky.
Proto z nich uvedeme jen jeden pripad, a to m = 0.25, nebot zrovna tuto velikost
podilu valida¢ni skupiny budeme pouzivat pri testovani hypotéz, avsak stejné
tak jsme mohli vybrat kteroukoliv ze zbyvajicich. Samoziejmé jsme provedli
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jesté simulaci pro nizsi hodnoty 7 nez doposud zminéné, ale v nich uz se zac¢ina
projevovat postupné zhorsovani, proto je uvedeme postupné pozdéji.

O dost lepst situaci, nez jsme vidéli na zac¢atku predchozi podkapitoly, kdy sice n
bylo desetkrat mensi nez nyni, ale m bylo rovné poloviné, mtuzeme vidét v Ta-
bulce zobrazujici situaci pro n = 10 000 a 7 = 0.25. Zatimco nase odhady
pusobily jako antikonzervativni, kdy relativni pokryti bylo bud splnéno 0.950
nebo castéji bylo mensi, nyni poprvé a rovnou u nékolika parametri dostavame
relativni pokryti vétsi nez jsme si predepsali. Z 11 parametrii jenom u 4 mame
v tabulce mensi hodnoty a to jen mirné. Dokonce i pokryti pro ai je 0.950, za-
timco vychyleni priméru odhadt je naprosto zanedbatelné, tedy naprosto skvéle
fungujici asymptotika i pro tento parametr!

Rozdily mezi prvnim a druhym sloupcem a rozdily mezi tretim a étvrtym
sloupcem pro SD jsou naprosto miniméalni, ¢asto v fadu tisicin nebo i mensi,
v tabulce neposttehnutelné. SD pro jednotlivé parametry je celkové velice malé.
Obecneé tak zvyseni rozsahu oproti minulé podkapitole velice pomohlo pro naprosto
krasné fungujici asymptotiku, a to i kdyz m se snizilo na 0.25 nebo ptipadné i vyse
zminénou hodnotu 0.10, kdy dana tabulka by vypadala principové podobné, pouze
by bylo o trochu vyssi SD.

Skutecnd Primeér Empiricka Primeérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 40.000 40.001 1.619 1.618 0.949
51 100.000 99.995 1.068 1.080 0.954
Ba 20.000 20.002 0.226 0.224 0.946
B3 -10.000 -10.000 0.048 0.048 0.952
Ba 4.000 4.000 0.026 0.027 0.949
% 12.000 11.974 2.699 2.704 0.949
o -6.000 -5.995 1.810 1.804 0.950
Qo 15.000 15.001 0.376 0.375 0.952
a3 -20.000 -20.000 0.081 0.081 0.950
oy 20.000 20.000 0.044 0.044 0.950
ai 49.000 48.924 1.380 1.382 0.950

Tabulka 5.6 Vysledky simulace pro n = 10 000 a 7 = 0.25.

Prvni ze zkoumanych hodnot 7, kdy se zac¢ne objevovat néjakd netrivialni
zména, je hodnota 0.05. V Tabulce si miizeme povsSimnout prvniho vétsiho
poklesu relativniho pokryti a to neprekvapivé prave u ai, zatimco pokryti ostatnich
parametri je nejen stale kolem hodnoty 0.950, ale u 5 parametrii pozorujeme
i pro takové malé m hodnoty vétsi nez je predepsané pokryti, coz je velice dobrym
poukazanim vyuzitelnosti nami odvozené asymptotiky i pro situace s mensim
podilem valida¢ni skupiny. O kolik dale budeme moci zmensovat tento podil,
si za chvili ukdazeme pomoci dalsich tabulek.
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I kdyz je tentokrat celkovy rozsah oproti predchozi kapitole velky, je tfeba
si uvédomit, ze na odhadu ai se nepodili nikoliv 10 000 pozorovani, ale pouze ty,
které pochazi z validacni skupiny, coz pro m = 0.05 odpovida zhruba kolem 500.
To je srovnatelné velké s validac¢ni skupinou odpovidajici Tabulce kde doslo
k podobnému vychyleni priméru odhadt a relativni pokryti bylo téz srovnatelné.
Je tedy potreba mit pro dalsi hodnoty 7 na paméti, Ze snizujicim se podilem
valida¢ni skupiny se bude vyraznéji a vyraznéji podhodnocovat ai (kvuli absenci
korekce o pocet parametri, kterou jsme uz zminili v predchozi podkapitole).

Mimo zminéné obtize s poslednim parametrem maji bety i alfy naprosto krasné
vysledky. Prameéry odhadu se lisi casto v fadu tisicin, pripadné setin, coz obdobné
plati i pro odlisnosti sloupcti pro SD. Obecné hodnoty pro SD se oproti situaci
s m = 0.25 o moc nezvysily. Proto pojdme opét snizit podil validaéni skupiny,
opét na pétinu, tedy nyni 0.01.

Skutecna Primeér Empiricka Primeérna Relativni

hodnota odhadi SD SD pokryti
Bo 40.000 40.012 1.933 1.957 0.951
51 100.000 99.991 1.300 1.306 0.950
Ba 20.000 20.004 0.271 0.270 0.946
B3 -10.000 -10.000 0.058 0.058 0.952
Ba 4.000 4.000 0.032 0.032 0.951
% 12.000 11.953 6.038 6.050 0.951
o -6.000 -5.963 4.053 4.037 0.947
Qo 15.000 15.003 0.845 0.838 0.946
a3 -20.000 -20.000 0.180 0.181 0.952
oy 20.000 20.001 0.100 0.099 0.950
ai 49.000 48.547 3.112 3.049 0.936

Tabulka 5.7 Vysledky simulace pro n = 10 000 a 7 = 0.05.

Pomoci Tabulky [5.§ vidime, Ze pfi zmenseni podilu validac¢ni skupiny na setinu,
tedy ve stredni hodnoté majici kolem 100 pozorovani ve validac¢ni skupiné, se zac¢ina
projevovat zhorseni vysledku i pro alfy a bety. U kazdého z nich je relativni pokryti
mensi nez predepsanych 0.950, avsak az na 5 maji bety relativni pokryti aspon
0.945, u alf je to kolem hodnoty 0.943, coz je stale pékné. SD jsou u bet stale
maximalné v fadu nizsich jednotek, avsak u bet SD rostou, a to dokonce pres 13.500
pro as. Podhodnoceni a?l, Ize uz jasné poznat a relativni pokryti je pouhych 0.880.

Posledni hodnotou m, pro kterou zobrazime vysledky pomoci Tabulky [5.9]
je hodnota 0.005. To odpovida ocekavané velikosti valida¢ni skupiny zhruba 50.
Hlavni parametry zajmu, bety, maji stale ponékud dobré pokryti, a to kolem 0.935,
zatimco pro nékteré alfy se snizilo pokryti na hodnoty kolem 0.930. SD vyrazné
narustaji u alf, kde pro dva parametry jsou v fadu desitek, zatimco u bet jsou stéle
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Skutecna Prameér Empiricka Prameérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 40.000 40.024 3.177 3.157 0.949
B 100.000 99.949 2.156 2.108 0.945
Ba 20.000 20.010 0.446 0.435 0.943
Bs -10.000 -9.999 0.095 0.094 0.947
Ba 4.000 3.999 0.053 0.052 0.945
% 12.000 11.690 13.945 13.620 0.944
o -6.000 -5.947 9.442 9.088 0.939
fe% 15.000 15.000 1.944 1.878 0.940
Qs -20.000 -19.995 0.419 0.407 0.943
ay 20.000 20.004 0.230 0.223 0.942
ai 49.000 46.919 6.844 6.403 0.880

Tabulka 5.8 Vysledky simulace pro n = 10 000 7 = 0.01.

vV

néji i pro tak maly podil validacni skupiny, minimélné u bet je situace o dost lepsi,
nez tomu tak bylo ke konci predchozi podkapitoly.

Parametr afp méa podobné vysledky jakozto bylo pro maly rozsah s podobné
velkou validac¢ni skupinou, vizte Tabulku Mimo tento podhodnoceny parametr
jsou pruméry odhadt ostatnich parametra velice blizko skutec¢nym hodnotam.
I pro # = 0.005 stale mame u nékolika parametri rozdil v tadu tisicin, u dvou
dokonce jesté mensi.

Zda se, ze maly podil valida¢ni skupiny neni problémem pro dobré fungovani
asymptotiky, dokud je valida¢ni skupina v absolutnim ¢islu dostatecné velka,
tedy ma alespon kolem 50 pozorovani.

Pti zkoumani hodnoty m = 0.002 se uz objevila jedna simulace obsahujici
jeden NaN, avsak ostatni simulace nebyly pozastaveny. Nicméné validac¢ni skupina
je v absolutnich ¢islech pro nékteré simulace tak vyrazné mala, ze dochézelo
k vyrazné horsimu pokryti u vsech parametrii. Rozdil mezi skuteénou hodnotou
a prumérem odhadu se lisil v fadu desetin.

Nicméné pokud bychom chtéli poradnéji studovat jesté vyraznéji mensi podily
validac¢ni skupiny, aniz by nastavaly problémy nutné zapri¢inénymi prilis malou
valida¢ni skupinou v absolutnim smyslu, bylo by potteba celkovy rozsah vyrazné
zvetsit, napriklad na 100 000. To ale pro béznou praxi uz neni obvykle mozné.
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Skutecna Prameér Empiricka Prameérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti

Bo 40.000 40.125 4.367 4.233 0.942
B 100.000 99.899 2.976 2.824 0.935
Ba 20.000 20.026 0.615 0.580 0.932
B3 -10.000 -10.000 0.132 0.126 0.935
Ba 4.000 3.997 0.072 0.070 0.937
% 12.000 11.797 20.487 19.448 0.935
%1 -6.000 -5.914 13.983 12.968 0.931
fe% 15.000 15.042 2.869 2.672 0.928
Qs -20.000 -20.000 0.621 0.582 0.932
ay 20.000 20.004 0.338 0.319 0.929
2 49.000 44.918 9.667 8.359 0.817

Tabulka 5.9 Vysledky simulace pro n = 10 000 a = = 0.005.

5.5 Testovani nulové hypotézy

Navazujeme na predchozi podkapitoly, avsak tentokrat se chceme zamérit
na testovani nulové hypotézy £, = 0 vici alternativé 5, # 0 pro situaci, kdy pracu-
jeme se zobecnénym chybovym modelem, a testovani nulové hypotézy 5, = 0 vuci
alternativé () # 0 pro situaci, kdy pracujeme s klasickym zékladnim typem chy-
bového modelu majici chybu s nulovou podminénou stiedni hodnotou. Konkrétné
budeme zkoumat, zda pro nulovou hypotézu bude chyba prvniho typu dodrzena,
tedy nebude dochazet k castéjsimu zamitani nulové hypotézy, nez by mélo.

Déle u druhé situace budeme porovnavat vysledky i s neupravenym odhadem
metodou nejmensich étverci (ktery by byl zjevné nesmyslny pro porovnavani
v prvnim piipadé, kdy chyba neni nestrannd, ale silné vychylend), kdy jsme
vychylen smérem k nule, tak se zamérime na intervaly spolehlivosti, zda budou
pokryvat skutecnou hodnotu parametru pro prvni regresor.

5.5.1 Testovani nulové hypotézy pro zobecnény model

Protoze pro predchozi nastaveni parametri hlavniho a chybového modelu jsme
dostavali pomérné tzké intervaly spolehlivosti pro dané parametry, priblizime
vsechny parametry blize k nule tak, aby stale scatter ploty na Obrazku [5.2
a korelace odezvy viici ostatnim proménnym, které jsou zndzornény na Obrazku
poukazovaly aspon na néjaky vztah odezvy vici vétsiné proménnym, i kdyby byl
jen mirné rostouci nebo mirné klesajici, zejména aby byla néjaka korelace mezi
X, a odezvou. Zajima nas, zda i pres vsechny vztahy mezi proménnymi bude
model schopen poukazat na nevyznamny vliv X; na odezvu, ¢i zda bude chybné
prisuzovat vétsi vliv. Proto nastavme parametry naptiklad na hodnoty
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Vidime, zZe az na nékteré dvojice s binarni veli¢inou jsou korelace viditelné
nenulové. Korelace X; s ostatnimi nebinarnimi regresory jsou velmi znacné, i se sa-
motnou odezvou Y; ma X; a i W; kladnou korelaci, zatimco i u scatter plotu
by se téz ocekaval rostouci trend s ohledem na ostatni scatter ploty. Je také dobré
si povs§imnout, ze doslo k vychyleni odhada X;. Zatimco X; se pohybovalo v fadu
desitek, chybou zatizené W; jsou v radu jednotek, velkd ¢ast je zadporna. Do-
slo tak k vyraznému podhodnoceni X; a bez jakychkoliv tiprav by v samotném
odhadovani bet nedavalo smysl pracovat se samotnymi W; a tvarit se, ze se jedna
o X;. Presto ale pomoci nasich tprav se da i s touto situaci rozumné pracovat.
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Obrazek 5.2 Scatter ploty mezi regresory, odezvou Y; a W; odhadujici X; podle zo-
becnéného chybového modelu pro testovani nulové hypotézy B4 = 0.
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Obrazek 5.3 Korelace mezi regresory, odezvou Y; a W; odhadujici X; podle zobecné-
ného chybového modelu pro testovani nulové hypotézy B4 = 0.

Tuto zalezitost mizeme vytesit pomérné lehce a vyuzit jiz znamého postupu.
Mizeme opét vygenerovat 10 000 simulaci o rozsahu n = 1 000 a podilem
validac¢ni skupiny 7 = 0.25 a pro kazdou jednotlivou simulaci zkoumat, zda interval
spolehlivosti pro parametr 3, pokryva hodnotu 0. Z duality testovani a intervala
spolehlivosti vime, Ze pokud interval spolehlivosti nebude pokryvat danou hodnotu,
tak lze zamitnout nulovou hypotézu. Zde tedy by se zamitla nulova hypotéza
o nulovosti efektu X; na odezvu ve prospéch alternativy, ze X; ma vliv na hodnotu
odezvy Y;.

Protoze stale pracujeme na hladiné 0.05, zamitnuti nulové hypotézy by mélo byt
jen v 5 % pripadu, tedy pokryvani nuly intervalem spolehlivosti by mélo nastavat
ve zhruba 95 % simulacich. Pokud se podivdme na Tabulku [5.10] tak zjistime,
ze z 10 000 simulaci byla 0 pokryta intervaly spolehlivosti zhruba v 95.1 %.
Samotny prumeér odhadu je v tabulce neodlisitelny od nulové hodnoty, tedy zadné
systematické vychyleni se neprojevilo. Zjistili jsme tak, Ze i pfes vSechny korelace
a zavislosti model umi neptisuzovat falesné vliv regresoru, ktery je zatizen chybou
pri méfeni, a to kdyz je chyba obecné vychylena. Na specialni situaci, kdy je chyba
nestranna a budeme porovnavat se standardnim odhadem nejmensich ¢tverci,
se podivame v dalsi sekci.

67



Skutecna Prameér Empiricka Prameérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 0.800 0.792 0.731 0.736 0.951
ot 2.000 1.996 0.494 0.498 0.952
Ba 0.400 0.400 0.094 0.094 0.950
B3 -0.200 -0.200 0.019 0.019 0.948
Ba 0.000 0.000 0.014 0.014 0.951
% 0.120 0.118 0.878 0.866 0.947
%1 -0.060 -0.063 0.591 0.578 0.943
fe% 0.150 0.152 0.122 0.120 0.946
Qs -0.200 -0.200 0.026 0.026 0.947
oy 0.200 0.200 0.015 0.014 0.943
‘75) 0.500 0.492 0.045 0.044 0.926

Tabulka 5.10 Vysledky simulace pro testovani nulové hypotézy pro zobecnény chybovy
model.

5.5.2 Testovani nulové hypotézy pro klasicky model

Jak bylo zminéno vyse, nyni za ticelem porovnavani nasich odhadt a relativniho
pokryti skuteéné hodnoty vici nijak upraveného odhadu metodou nejmensich
¢tverct budeme uvazovat klasicky typ chybového modelu, ve kterém bude chyba
mit nulovou podminénou stfedni hodnotu. Protoze budeme uvazovat chybu v mé-
feni jen u jednoho regresoru, je to specidlnim ptripadem pro nas zobecnény model,
ve kterém vsechny alfy vynulujeme kromeé ay, ktera bude rovna 1, abychom dostali
patricny vztah

Wi =X; + ;.

Jak bylo Feceno a ukdzano na Obrdzku [I.1] regresor zatiZzen chybou v méfeni,
sic majici nulovou podminénou stredni hodnotu, se typicky , rozprostie“ do pro-
storu a dojde k vychyleni ptislusného regresoru smérem k nule. Oproti tomu
u parametri pro ostatni regresory obecné nevime k jakému vychyleni dojde a na-
kolik velké bude. Proto dava smysl misto nulové hypotézy 54 = 0 viéi alternative
B4 # 0 uvazovat testovani nulového efektu jiného regresoru, napriklad testovani
B1 = 0 vadi alternativé g # 0. Zaroven zvétsime rozptyl chyby, aby dusledky
chybného naméteni byly dostatecné vidét. Nastavme proto hodnoty parametri na

50 10 (7)) 0
61 0 Qaq 0
Bol=|3 |, |aa|=]0|.0f=1a0]=16
63 4 (0% 0
64 5} (6 7] 1
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Obrazek 5.4 Scatter ploty mezi regresory, odezvou Y; a W; odhadujici X; podle
klasického typu chybového modelu, kde chyba mé nulovou podminénou stfedni hodnotu.

Na obrazku si miizeme povsimnout, ze i pres opétovné vynulovani vlivu
jednoho z regresoru je opét korelace s odezvou zjevna. Presto pii pohledu na Ta-
bulku je zjevné, ze i kdyz relativni pokryti pro ai dosahuje kvili mensimu
podhodnoceni hodnoty 0.926, odhady ziskanymi ze soustavy odhadovacich rov-
nic obsahujici korekci skére a vyuziti odvozené asymptotiky jsou natolik dobré,
ze i pri vyssim rozptylu chyby v méreni dostavame v priméru odhady pomérné
blizké skuteé¢nym hodnotam a velice dobré relativni pokryti skute¢nych hodnot.

Jenom pro By a [, dostavame rozdil priméru odhadi a skuteéné hodnoty
v Tadu vyssich desetin, avsak je tfeba upozornit na vysokou smérodatnou odchylku
pro oba dva odhady. I pres vysoké hodnoty je empirickd SD relativné dosti
podobné primérné SD, coz je prijemnym indikatorem toho, Ze asymptotika jesté
pro takto velké 03} stale dobre funguje, coz je v souladu s tim, Ze relativni pokryti
pro oba parametry je stale vyssi nez 0.940.

Celkové vysledky simulace ukazuji, ze pokryvani skutecné hodnoty 5, pomérné
dobte odpovida predepsané hladiné. Z duality kdyz 0 je pokryta intervalem
spolehlivosti, tak se nezamita nulova hypotéza ve prospéch alternativy o nenulovém
vlivu daného regresoru. Model tedy neprisuzuje falesné vétsi vliv regresoru v néjak
vyrazné vétsim mnozstvi pripadi nez bychom chtéli vici predepsané hladiné.
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Skutecna Prameér Empiricka Prameérna Relativni

hodnota odhadu SD SD pokryti
Bo 10.000 10.798 33.793 33.098 0.941
B 0.000 -0.654 23.276 22.713 0.942
Ba 3.000 3.101 3.946 3.897 0.947
B3 4.000 4.002 0.646 0.644 0.949
Ba 5.000 4.980 0.743 0.721 0.938
% 0.000 -0.019 4.966 4.900 0.947
%1 0.000 -0.012 3.335 3.271 0.944
fe% 0.000 0.007 0.690 0.678 0.946
Qs 0.000 0.001 0.149 0.147 0.946
ay 1.000 1.000 0.082 0.080 0.944
ai 16.000 15.741 1.425 1.392 0.926

Tabulka 5.11 Vysledky simulace pro testovani nulové hypotézy pro klasicky chybovy
model s chybou v méfeni majici nulovou stredni hodnotu.

Nyni se podivejme co by se stalo, pokud bychom zadnou korekci v odhadech
nepouzili a chtéli bychom slepé vérit, ze chyba v méreni X; neni natolik vyznamna,
abychom nemohli naivné pouzivat W; v roli X;. V programu R jsme si manuélné
vypocetli odhad metodou nejmensich ¢tvercii, ktery jsme uvedli v sekei 1.1.2,
a intervaly spolehlivosti jsme spocetli na zakladé Véty 2, kde jsme za ¢ dosadili
vektor obsahujici nuly az na 1 v druhé slozce odpovidajici parametru [;.

Dle ocekavani doslo k vychyleni vétsiny odhadt, coz mtuzeme vidét v Ta-
bulce Zatimco parametr 8, byl skutecné vychylen smérem k 0 o zhruba
polovinu skutec¢né hodnoty, odhady prvnich tfech parametri jsou silné vychylené,
a to k vétsim hodnotam, mimo S, které misto hodnot blizkych nule ma priameér
odhadti -76.401. VSechny odhady prvnich tfech parametri maji rozdil priméru od-
hadt od skuteénych hodnot vétsi nez 10, v pripadé [y je to dokonce o vice nez 100.

Lze si ale zaroven povsimnout, ze empirické smérodatné odchylky jsou pomérné
malé, a to dokonce vyrazné mensi nez jaké byly v Tabulce [5.11] To celkové svéddi,
ze sice odhady pro jednotlivé parametry maji vi¢i riznym simulacim malou
variabilitu, avsak konzistentné to odhaduje iplné néco jiného, nez bychom si prali.

Vzhledem k velkym vychylenim a malym empirickym SD neni zadného divu,
ze ani v jedné z 10 000 simulaci nebyla skuteéna hodnota pokryta intervalem spo-
lehlivosti. To znamend, Ze pro kazdou simulaci se chybné zamita nulova hypotéza
ve prospéch alternativni hypotézy.

Ukéazalo se, ze i kdyz predpokladdame nejjednodussi typ chybového modelu,
tak pro dany rozptyl nestrannych chyb dava odhad metodou nejmensich étverct
chybné rozhodnuti o nenulovém vlivu jednoho z regresorti, a to dokonce pro kazdou
simulaci! Oproti tomu nas odhad zalozeny na metodé upraveného skore neprisuzuje
chybné v nijak vyrazné zvétsené mite nenulovy vliv danému regresoru, ale naopak
94.2 % intervali spolehlivosti pokryva nulu.
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Skutecnd Prameér Empiricka

hodnota odhadt SD
Bo 10.000 118.996 6.511
b1 0.000 -76.401 4.296
B2 3.000 13.912 0.949
B3 4.000 4.003 0.216
Ba 5.000 2.273 0.088

Tabulka 5.12 Vysledky simulace pro testovani nulové hypotézy pro odhad metodou
nejmensich ¢tverct.

I d [

5.6 Shrnuti simulac¢ni ¢asti

Cilem prace bylo otestovat nakolik je pouzitelna asymptotika odvozena ve 4. ka-
pitole. To jsme provedli na nékolika typech simulaci (pro kazdy typ jsme provedli
10 000 iteraci simulace) a zaroven jsme se postup véetné samotného generovani dat
snazili vysvétlit tak podrobné, aby bylo pro ¢tenare mozné replikovat vysledky.

Hlavnim objektem zajmu bylo zkoumani, nakolik presné jsou odhadovany
bety v hlavnim modelu, zda stale dochézi k néjakému systematickému vychyleni
(¢i zda naopak korekce metodou upraveného skére byla dostatecnd) a zda relativni
pokryti skuteénych hodnot jednotlivych parametri intervaly spolehlivosti se blizilo
k nami predepsané spolehlivosti 0.950. Soubézné s tim jsme pozorovali i vysledky
parametri chybového modelu, zejména alfy, avsak predmétem zadjmu metody
upraveného skére jsou bety, respektive naprava v jejich odhadovani, proto budeme
zkoumat i pripady, kdy pro bety stdle mame slusné vysledky, i kdyz pro alfy
uz nastalo pomérné zhorseni. U parametru ai dochazi vyrazné diive k horsim
zejména pro nizsi n dochézi k podhodnocovani tohoto parametru. Avsak absence
této korekce nam umoznila ve 4. kapitole pracovat s U; i bez toho, aby se tam
projevovala velikost rozsahu valida¢ni skupiny.

Prvni situaci, kterou jsme se zabyvali, byl maly celkovy rozsah obou skupin n.
Predpokladali jsme, zZe hlavnim problémem je obecné ziskat dalsi pozorovani,
ale neni tak vyrazné problémové provést presnéjsi méreni zhruba na poloviné sub-
jektl, tedy za tcelem boje proti nizkym rozsahiim jsme predpokladali 7 = 0.500,
jinymi slovy zhruba stejnou velikost validacni skupiny jako je velikost nevalida¢ni
skupiny. Tato situace stale ma smysl, protoze oproti situaci naméreni presnych hod-
not u vsech subjektii usetti u poloviny celkového rozsahu n naklady, které by obna-
Selo presnéjsi méreni oproti béznému méfeni (piipadné jiné komplikace, které byly
v kapitole zminény).

Pri velikosti n = 250 jsou vysledky pro bety i alfy stale obstojné fungujici
s relativnim pokrytim kolem 0.945, i kdyz pro nékteré parametry zacéinaji byt
smérodatné odchylky vétsi (nemluvé o Ji, u kterého se podhodnocovani zac¢ina
projevovat uz pro n = 1 000). Relativni pokryti pro bety je stdle podobné
i pfi snizeni rozsahu na n = 100, avSak vysledky pro alfy se zac¢inaji zhorsovat
a pron = 50 je pro né asymptotika uz hiure fungujici aproximaci, kde relativni
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pokryti opadlo na hodnoty kolem 0.910. Je tfeba ale mit na paméti, ze prin = 50
ma valida¢ni skupina v mnoha simulacich méné nez 25 pozorovani, coz alfy
pocitame jenom pomoci validacni skupiny. Avsak i pri tak malém rozsahu jsou
prumeéry odhadt prakticky nevychylené od skutecnych hodnot bet, relativni
pokryti je 0,933 nebo vyssi.

Dalsim typem situace, kterou jsme podrobné zkoumali, je maly podil validac¢ni
skupiny. Zde naopak predpokladame, Ze neni problém ziskat dostate¢né mnoho
pozorovani pro nevalidacni skupinu, avsak je problémové a narocné provést presné
nameéreni X;. Proto jsme zkoumali rtizné postupné se zmensujici hodnoty pro
a to i v radu tisicin, coz aby bylo mozné zkoumat, uvazovali jsme n = 10 000.
Ukéazalo se, ze zkoumané hodnoty 7 od 0.100 do 0.500 davaji prakticky stejné
vysledky, pouze se méni SD, nebot v asymptotické rozptylové matici jsou jednotlivé
pozice déleny 7.

Prvni mensi zména nastava pro m = 0.050, coz ale je jen prvni vyrazné zhorseni
relativniho pokryti pro O'i, které opadlo na 0.936, ale dale se zhorsuje, nebot kle-
sajicim 7 se zmensuje velikost valida¢ni skupiny, tedy absence korekce se vice
projevuje a tim se podhodnoceni zvyraznuje. Avsak odhady ostatnich parametru
naramné uspokojivé funguji i pro 7 = 0.010, kdy se pro alfy zac¢inaji vysledky mirné
zhorSovat, ale stale je relativni pokryti kolem 0.940 nebo vyssi. Spatné aproximo-
vani pomoci odvozené asymptotiky se zacina projevovat az pro tisiciny, kdy treba
pro m = 0.005 je relativni pokryti u bet kolem hodnot 0.935, avsak prumér odhada
nevykazuje zadné systematické vychylky od skuteénych hodnot. Je dobré si uvé-
domit, ze pro m majici hodnoty v fadu tisicin dostavame uz valida¢ni skupinu
v Tadu desitek pozorovani, tedy opét hlavné parametry chybového modelu maji
malo informaci k odhadovani, respektive zhorsuje se i samotny odhad X,

Zda se, ze samotny podil velikosti valida¢ni skupiny k celkovému rozsahu
az tak neni dtlezity, jakozto samotnd velikost skupin, zejména té validacni. Vy-
sledky v obou typech simulaci jsou si mimo SD (které je pro vyrazné veétsi
rozsah nevalida¢ni skupiny vyrazné mensi) podobné pro stejné velké ocekavané
velikosti valida¢ni skupiny. Nejspise by tedy slo dale zmensovat podil validacni
skupiny a zkoumat 7 majici hodnoty v desetitisicinach, avsak zrejmé by bylo
zapotiebi mit velikost valida¢ni skupiny alespon vyssi desitky ne-li nizsi stovky,
coz by ale znamenalo mit n vyrazné vyssi nez 10 000.

Dale jsme provedli testovani hypotéz, kdy se ukazalo, ze i kdyz jsou regresory
vice mezi sebou zavislé a X; nemé na odezvu primy vliv (pfislusny parametr
v hlavnim modelu je roven nule), tak i pfi zaSuméni tohoto regresoru, tedy obdr-
zenim odhadu W;, ktery je na prvni pohled nerozumnym a vychylenym odhadem,
tak presto lze nejen ziskat nestranny odhad X, a mit celkové dobré vysledky
simulaci, ale v 95.1 % pripadu interval spolehlivosti pro 84 pokryl nulu, tedy nulova
hypotéza se nezamitla ve prospéch alternativy. Ukézalo se tudiz, Ze pro takovou
situaci dokaze model neprisuzovat falesné vliv pro regresor s chybnym métenim,
pokud na odezvu vliv skutec¢né nema.

Abychom mohli porovnavat nase vysledky s odhady metodou nejmensich
¢tverci a davalo by to smysl, uvazovali jsme zakladni typ klasického chybového
modelu majici nulovou podminénou stfedni hodnotu chyb. Ukazalo se, Ze pro tes-
tovani vlivu ostatnich regresorti sice dostavame vysoké hodnoty SD, ale skutecné
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hodnoty jsou intervaly spolehlivosti pokryty rozumné dobte, zatimco odhady
nékterych parametri neupravené metody nejmensich ¢tvercii jsou vyrazné a kon-
zistentné vychyleny, zamitajici nulovou hypotézu ve prospéch nenulového vlivu
daného regresoru a to nejen chybné, ale zamitajici dokonce pro kazdou provedenou
simulaci. Ukazuje se tedy, Ze i pro tak jednoduchou situaci se d4 dobte vyuzit
vysledkt 4. kapitoly a vede to i pres vyssi SD k rozumnéjsim odhadim, miniméalné
tém intervalovym.
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Zaver

Na zacatku prace bylo poukazano na to, ze i situace, kde je regresor naméren
s chybou majici nulovou stfedni hodnotu, vede k vychylenym odhadiim parametra
a tim i k potizim pro testovani hypotéz, zménéni zavislosti, které uz nemusi
byt ani posttehnutelné a celkové zamaskovani povahy dat. Tyto vsechny pohromy

vvvvvv

Prace se tak zamétruje na odstranéni vychyleni odhadi parametri a respek-
tive umoznéni testovani hypotéz vlivu regresorti. Toho docilila pomoci metody
upraveného skore, ktera je zalozena na korekci skére tak, aby nebylo vychylené,
coz se nasledné projevi i na upravach odhadt parametri, které jsou porovnavany
viuci neupravenym odhadim metodou nejmensich ¢tverct.

Prace se nezamérila na vyuziti metody jen pro zékladni chybovy model,
ale aplikaci rozsitila na zobecnény chybovy model, kde méreni regresoru odpovida
zasumeéni linedrni kombinace vsech (nebo respektive jen nékterych podle nasta-
venych parametri) regresoru. Soustava odhadovacich rovnic byla tak sestavena
nejen pro samotné parametry hlavniho modelu, ale i pro parametry chybového
modelu, a to za pomoci valida¢ni skupiny. Pro tyto odhady bylo velice podrobné
a peclivé odvozeno sdruzené asymptotické rozdéleni.

Zminéné asymptotické rozdéleni bylo podrobeno zkoumani v simulac¢ni ¢asti.
Bylo zjisténo, ze pro dobré vysledky simulaci neni az tak dtlezitym faktorem
samotny podil velikosti valida¢ni skupiny vuéi celkovému rozsahu (az na velikost
smérodatnych odchylek), jakozto samotna velikost rozsahtu skupin, zejména va-
lidac¢ni skupiny. Zda se, ze pokud validac¢ni skupina ma alespon 100 pozorovani,
relativni pokryti skutecnych hodnot parametrit hlavniho modelu je dostatec¢né
dobré pro pouziti odvozené asymptotiky.

V simulacni ¢asti bylo téz provedeno testovani hypotéz o nulovém vlivu daného
regresoru, a to jak pro samotny regresor zatizeny chybou pfi méfeni, tak i pro re-
gresor, ktery byl vzdy naméren zcela presné. Pro oba dva pripady se ukazalo,
ze model nepriklada falesné danému regresoru vliv, pokud ho skuteéné nema4,
i kdyz samotné regresory jsou mezi sebou zavislé. Pti testovani hypotézy o nulovém
vlivu vzdy presné namérené veliciny byly parametry nastaveny tak, aby to od-
povidalo nejjednodussimu typu chybového modelu a davalo smysl to porovnavat
s vysledky pro odhady ziskané neupravenou metodou nejmensich ¢tvercti. Zatimco
neupravené odhady vykazovaly zcela evidentni konzistentni vychyleni, upravené
odhady mély relativni pokryti skutecnych hodnot intervaly spolehlivosti dostatecné
dobré. Celkove se tak ukéazalo, ze vyuziti metody upraveného skore je v linedrni
regresi vhodny zplisob odstranéni vychyleni v odhadovani parametrii a ziskani
moznosti testovat vliv regresorii na odezvu.
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