MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Katerina Kodajkova

Prakticky prehled zakladnich typt
numerickych metod pro reseni
obycejnych diferencialnich rovnic

Katedra didaktiky fyziky

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Petr Kolar, Ph.D.
Studijni program: Fyzika se zaméfenim na vzdélavani

Studijni obor: FMUP

Praha 2024



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalarskou praci vypracovala samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Touto formou dékuji svému vedoucimu prace RNDr. Petr Kolar, Ph.D. za
cenné rady a pripominky pfi zpracovani mé bakalarské prace.

i



Nazev prace: Prakticky prehled zakladnich typtt numerickych metod pro reseni
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

Autor: Katerina Kodajkova
Katedra: Katedra didaktiky fyziky
Vedouci bakalaiské prace: RNDr. Petr Kolar, Ph.D., Katedra didaktiky fyziky

Abstrakt: V této bakalarské praci jsou zpracovany numerické metody reseni oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic - explicitni Eulerova metoda, implicitni Eulerova
moteda, metoda Runge-Kutta 4. fadu. Metody jsou implementovany na fyzikalni
problémy - volny pad v tithovém poli a tlumeny harmonicky oscilator. Pro me-
todu Runge-Kutta 4. fadu jsou navic zpracovany problémy matematické kyvadlo
a pohyb Zemé a Merkuru kolem Slunce. Prace méa slouzit jako stru¢ny navod k
implementaci numerickych metod pro studenty budouciho predmétu Numerické
metody ve vyuce fyziky a pro zaky stfednich skol, ktefi se o numerické metody
zajimaji.

Klic¢ova slova: numerické metody|obycejné diferencidlni rovnice|vyuka fyziky

Title: Practical summary of numerical methods for solving ordinary differential
equations

Author: Katerina Kodajkova
Department: Department of Physics Education
Supervisor: RNDr. Petr Kolar, Ph.D.; Department of Physics Education

Abstract: This bachelor’s thesis covers the numerical methods of solving ordinary
differential equations - the explicit Euler’s method, the implicit Euler’s method,
and the fourth-order Runge-Kutta’s method. These methods are implemented
onto physics problems - free fall in a gravitational field and the damped harmonic
oscillator. Using the fourth-order Runge-Kutta method, the additional problems
of the simple gravity pendulum and the movements of the Earth and Mercury
around the Sun are inspected further. The thesis is intended to be used as a brief
introduction and guide to implementing numerical methods for students of the
future subject of Numerical methods in the subject of physics and for high school
students who have taken an interest in them.

Keywords: numerical methods|ordinary differential equations|teaching physics

1ii



Obsah

[Gvod|
|] I‘I ] ] ].E -;] ’ ] . |

1.1 Typy diterencialnich rovnic|. . . . . . . . .. ... ... ... ...
(1.2 Dulezite derivace ve fyzice| . . . . . . . . . ... ...

2 Fulerova metodal
2.1  Explicitni Eulerova metoda] . . . . .. ... .. ... ... ....
[2.1.1  Volny pad v tithovéem poli|. . . . . . .. ... .. ... ...
[2.1.2  Tlumeny harmonicky oscilator| . . . . . . . .. .. ... ..
(2.2 Implicitni Eulerova metodal. . . . . . . ... ... ... ... ...
[2.2.1 Volny pad v tihovem poli|. . . . . . . ... ... ... ...
[2.2.2  Tlumeny harmonicky oscilator| . . . . . . . . .. ... ...
[2.3  Diskuze presnostil . . . . ... ..o

[3 Metoda Runge-Kutta ¢tvrtého radul
[3.1 Volny pad v tthovem poli| . . . . . . .. ... ... ... ... ...
[3.2  Tlumeny harmonicky oscilator| . . . . . . . .. ... .. ... ...
[3.3  Matematicke kyvadlo| . . . . . . ...
[3.4  Pohyb planet| . . . . ... ... ... oo

[4  Strucny prehled zdrojul
[4.1  Knihy v anglickém jazycel. . . . . . . .. .. ... ... ... ...
4.2 Knihy v ¢eském jazycel . . . . . ..o o000
4.3 Bakalarske a diplomove prace| . . . . . .. ..o
[4.4  Studijni materialy a online zdrojel . . . . . . .. ..o

[Seznam pouzité literatury|

5 hrazkl

w w W

31
31
31
31
31

33

34

35



Uvod

Ve svété fyziky se neobejdeme bez feseni diferencidlnich rovnic; od jedno-
duchych, které maji presné analytické Teseni, po ty, které nedokazeme vytesit
analyticky. Numerické metody pak slouzi jako néastroj feseni pro situace, kdy se-
lhavaji analytické metody.

Tato bakalarska prace se zaméruje na zakladni principy vybranych numeric-
kych metod teseni obycejnych diferencialnich rovnic na konkrétnich prikladech
z mechaniky. Budeme se zabyvat situacemi, pro které zname analytické feseni,
abychom mohli posoudit presnost numerickych metod a porovnat je.

Zamérime se na implementaci numerickych metod v programu Microsoft Ex-
cel, ktery je zndmy svou jednoduchosti a rozsifenosti, ackoliv jeho moznosti jsou
omezené na jednodussi metody, je to dobra platforma pro seznameni s numeric-
kymi metodami a pro jejich pochopeni.

Pro otestovani vlastnosti jednotlivych metod vyuzijeme dva znamé fyzikalni
problémy. Volny pad v tihovém poli, tlumeny harmonicky oscilator. Pro metodu
Runge-Kutta 4. radu si vyresime jesté dva priklady navic - matematické kyvadlo
a pohyb planet, coz jsou nejcastéjsi déje resené pomoci zakladnich numerickych
metod.

Je dilezité poznamenat, ze tato prace nenahrazuje prednasky z numerické
matematiky; proto zde neni obsazena kompletni teorie, ale pouze ta céast, ktera
je relevantni pro nase ucely. Urcena je pro studenty predmétu Numerické metody
ve vyuce fyziky, ktery by mél byt v budoucich letech na katedte didaktiky fyziky
otevien. Na zavér prace uvedeme seznam doporucené literatury pro ty, kteri chtéji
hloubéji studovat numerické metody.



1. Uvod do diferenciilnich rovnic

Diferencidlni rovnice se vyskytuji napfi¢ riznymi védami, at uz to je biologie,
chemie ¢i fyzika. Udavaji vztah mezi neznamou funkci a jejimi derivacemi.

1.1 Typy diferencialnich rovnic

Z4akladni rozdéleni diferencidlnich rovnic:

« Obycejné diferencidlni rovnice (ODR) Neznama funkce je funkei jedné
proménné a rovnice obsahuji jen obycejné derivace.

Obycejnou diferencidlni rovnici n-tého fddu funkce y = y(t) nazyvame
rovnici:
Ft,y, 9,y o y™) =0,

kde F' je funkce (n + 2) realnych proménnych.

« Parcidlni diferenciilni rovnice (PDR) Nezndmé funkce je funkei vice
proménnych a rovnice obsahuje parcialni derivace.

Tento text se bude zabyvat vyhradné obyc¢ejnymi diferencialnimi rovnicemi,
proto dale budeme psat jen ,diferencidlni rovnice*.

Dalsi rozdéleni diferencialnich rovnic je podle fadu, tedy podle fadu nejvyssi
derivace, ktera je v ni obsazena.

o Diferencialni rovnice prvniho radu

o Diferencialni rovnice vyssich radu
y// + y = t2 -3

1.2 Daulezité derivace ve fyzice

e Okamzita rychlost
Zavedeme polohovy vektor 7 = (z,y,z), jehoz pocatek je ve vztazném bodeé,
nejcastéji tento bod volime jako pocatek soutradnic, a konec v hmotném
bodé. Potom okamzita rychlost je ¢asovou derivaci polohového vektoru:

dr
—. 1.1

U=

Jednotlivé slozky rychlosti spoc¢teme jako derivaci prislusné souradnice
podle casu:

dx

o (1.2)

Ve =

analogicky pro rychlosti v, a v,.



e Zrychleni
Zrychleni definujeme jako zménu rychlosti za ¢as. Matematicky zapis je:

dv
ia=— 1.3
a4 dt’ (1.3)

pokud za okamzitou rychlost ¢ dosadime vztah[L.1], dostdvdme, Ze zrychleni
je druhou ¢asovou derivaci polohy:

d27

de?’

a=

(1.4)

» Priklad
Newtonova pohybova rovnice
- d?r
F=md=m—
dt?

Newtonova pohybova rovnice je diferencidlni rovnice druhého radu.



2. Eulerova metoda

Principem numerickych metod je hledani pribliznych hodnot, nebudeme tudiz
hledat presny analyticky predpis feseni.

Numerické metody reseni diferencialnich rovnic prvniho fadu délime
na dvé skupiny:

o Jednokrokové
Pro vypocet nové hodnoty pouzivame informace z aktualniho stavu a zadné
jiné.

e Vicekrokové
Nové hodnoty zjistujeme z vice informaci, napriklad z predchazejici hodnoty
a hodnoty mezi nimi (napft. se podivame o polovinu kroku zpét).

Kazdou diferencialni rovnici vyssiho radu lze prevést na soustavu diferencial-
nich rovnic prvniho fadu.

Pro numerické metody je zasadni zavedeni kroku, ktery se v mnoha literatu-
rach znaci h, ale pro nase potreby bude lepsi si krok oznacit dt, coz ve fyzice znaci
malou zménu Casu. Numerické metody pocitdme na omezeném intervalu [to;t,] a
to z diivodu, ze nemiizeme nechat bézet vypocet na pocitac¢i nekonecné dlouho.
Krok dt nam tento interval rozdéli tak, ze tg < --- < t,, t, = tg + ndt,n € N,
jednotlivé body tohoto rozdéleni nazveme uzlovymi body.

Zékladni princip si ukdazeme na nejjednodussi jednokrokové numerické metodé
reseni diferencidlnich rovnic, kterou je Eulerova metoda.

2.1 Explicitni Eulerova metoda

Ezplicitni Eulerova metoda po¢itd nové hodnoty y(t;+1) z linedrni aproximace
v aktualnim bodé ¢;. Vyuzijeme znalosti derivace v tomto bodé.

P1i odvozeni vzorce vyjdeme z priblizného vztahu pro derivaci:

) 290 _ i, yn), 21)

kde krok dt = t;,1 — t;. Upravenim vztahu dostaneme vzorec explicitni
Eulerovy metody:

y'(t;) ~

Y(tipr) = y(t:) + f(tiy(t:))de. (2.2)

Déle budeme znacit y(t;) jako y;. Rovnice potom bude vypadat nasledovné

Yiyr = ¥ + f(t,y:)dt. (2.3)



Tento vztah si mizeme prelozit tak, ze pokud k hodnoté v aktudlnim bodé y;
pri¢teme soucin derivace v aktudlnim bodé f(¢;,y;) a délky zvoleného kroku dt,
dostaneme novou hodnotu ;.

Eulerova metoda aproximuje funkce pomoci linearni aproximace (na obrézku
je zobrazena ¢ervenymi piimkami), jde o teény, které maji rovnici
y(t) = y(t;) + (t — t;)y'(t;). Na obrazku je modfe vyznacena funkce, kterou
chceme aproximovat. Bod A je pocateéni podminka. Body s indexem 1 jsou body
ziskané pomoci explicitni Eulerovy metody a body s indexem 2 jsou body krivky,
v obréazku 2.1 jimi vedeme teény ke kiivce (¢arkované).

Obréazek 2.1: Eulerova metoda

Priklad - matematika

Pochopeni Eulerovy metody je zasadni pro nasledujici metody, proto si jeji
princip ukazeme na jednoduchém matematickém prikladu, nez se pustime do fy-
zikalnich déju.

Zkusme vytesit diferencidlni rovnici y’(t) = 3t 4+ y(t) s pocatecni
podminkou y(0) = 2.

Ve vztahu 2.2 vystupuje funkce dvou proménnych ¢ a y(t) tj. obecné f(t,y(t)).
Mame predpis pro prvni derivaci hledané funkce, mizeme tedy pouzit Eulerovu
metodu, resp. vztah 2.3

fty(t)) =3t +y(t) (2.4)

Zvolime si délku kroku dt = 0,3. To znamena, ze budeme délat aproximaci v
bodech: t; € {0,3;0,6;...}.



to =20 Yo = 2 ...pocatecni podminka

t1=03 y1=yo+Blo+ty)dt=2+(3-0+2)-03=26

ty=06 Y=y + (3t +y1)dt = 2,6+ (3-0,3+2,6)-0,3 = 3,65
ts=10,9 Y3 =1y + (3ts +yo)dt = 3,65+ (30,6 + 3,65) - 0,3 = 5,285

A takto bychom mohli pokracovat dal pro dalsi hodnoty ¢;.

Analytické Feseni je y(t) = 5e! — 3t — 3.
Na obrazku je graf s vynesenym analytickym TfeSenim a explicitni Eulerovou
metodou.

14000 &

12000 4 @ explicitni metoda

analytické reseni
10000 +
8000 +
6000 +

4000 +

2000 + °

0 - —- == q4-l—— H=

Obrazek 2.2: Graf feseni diferencialni rovnice - explicitni Eulerova metoda

2.1.1 Volny pad v tihovém poli

Hmotny bod o hmotnosti m = 1 kg se pohybuje volnym padem
v tihovém poli Zemé, kde ptisobi vzduch odporovou silou. Koeficient
odporu vzduchu je k = 0,5 kg/s a gravitacni zrychleni g = 9,81 m/s?.
V case t = 0 s mél bod nulovou rychlost.

Nejdrive si potiebujeme urcit diferencialni rovnici, vyjdeme z Newtonovy po-
hybové rovnice, kde celkova sila je rovna rozdilu gravitacni sily a odporové sily
vzduchu.

mo =mg — kv (2.5)

k
V=g — e (2.6)

Dostali jsme diferencidlni rovnici prvniho fadu. Pripomenuti: zrychleni a = v.

K teseni tohoto prikladu vyuzijeme Microsoft Excel. Vytvorime si tabulku,
do které zapiseme vSechny konstanty a velikost kroku dt = 0,7, ktery budeme
pouzivat. Na tuto tabulku se pri vypoctech budeme odkazovat.
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Samotny vypocet probiha analogicky jako v predchozim ptikladu. Derivace
rychlosti je funkei dvou proménnych ¢asu a rychlosti, mizeme tedy misto f(¢;,y;)
psat f(tiv) =v; =g — %vi (zavislost na ¢ase se skryva v rychlosti).

Na obrazku 2.3 je tabulka, ve které vidime vzorce, které zaddvame do Excelu.
Zrychleni si vypocitame z diferencialni rovnice a rychlosti ziskdme Eulerovou
metodou.

Analytické feSeni této rovnice je v = Z2g(1 — e~ mt).

A B 5 D E F G
Volny pad v homogennim gravitacnim poli s
odporovou silou

1

2 _ Explicitni metoda

3 k 0,5 ka/s

4 m 1 kg =0 0 =5B55-(5B53/5B54)*F4

5 g 9,81 m/s’ =E4+5B56 =F4+G4*5B56 | =5B55-[5B53/5B54)°F5

& dt 0,7 s =E5+5B56 =F5+G5*5B56 |=5B55-(5BS3/5B54)*F6

7 =E6+SB56 =FE+GE6*5B36  |=5B55-(SBS3/SB54)*F7

8 =E7+5B56 =F72G7*5B%6 |=5BS5-{5BS3/5BS4)*FR

] =EB+5B56 =FB+GB*5B56  |=5B55-(5B53/5B54)°F9

10 =E9+5B56 =FQ+G9*5B56  |=5B55-(5B53/5B54)*F10

Obrézek 2.3: Tabulka feseni volny pad - explicitni Eulerova metoda - vzorce

Presné teseni a priblizné feseni z Eulerovy metody (viz obrazek si zane-

seme do grafu (viz obrdzek [2.5).

Explicitni metoda Analyticke feseni
t[s] v[m/s] a [mfsz] t[s] v[m/s]
0,0 0,00 9,81 0,0 0,00
0,7 6,87 6,38 0,7 579
1,4 11,33 4,14 1,4 9,88
2,1 14,23 2,69 2,1| 12,75
2,8 16,12 1,75 2,8 14,78
3,5 17,34 1,14 3,5 16,21
4,2 18,14 0,74 4,21 17,22
4,9 18,66 0,48 4,9 17,93

Obrazek 2.4: Tabulka Teseni volny pad - explicitni Eulerova metoda - hodnoty
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Obrézek 2.5: Graf feseni volny pad - explicitni Eulerova metoda
Chybu metody a jak ji ovlivnit, budeme diskutovat pozdéji.

2.1.2 Tlumeny harmonicky oscilator

vvvvvv

oscilator (THO).

Méjme pruzinu s tuhosti k = 50 N/m, na které je zavéSené zavazi o
hmotnosti m = 1 kg. Pruzinu vychylime o g = 1 m z rovnovazné po-
lohy a jeji po¢atecni rychlost bude vy = 0 m/s. Zaroven pusobi tlumici
sila imérna rychlosti: F,; = —bv,, kde b = 4. Budeme sledovat, jak se
bude poloha zavazi ménit s casem.

Pro tlumeny harmonicky oscilator zndme pohybovou rovnici:
b k
T+ —t+—x=0 (2.7)
m m

Mame-li diferencialni rovnici vyssiho rfadu, musime ji upravit na soustavu
diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Vyuzijeme znalosti|l.2] i toto je diferencidlni
rovnice, ze které dopocitame polohu. Vyuzijeme znaceni:

Uy = &,y = @ (2.8)

a pohybovou rovnici si prepiseme s novym znacenim:

. b k
Vg = ——Vp — —1. (2.9)
m m
Dostavame diferencialni rovnici prvniho fadu, z niz vypocitame rychlost.
Diferencialni rovnici druhého radu jsme prevedli na soustavu diferencialnich

rovnic prvniho radu:

&=, (2.10)
b k

Vg = ——UVUy — —X (2.11)
m m



Pojdme se podivat, jak to zadat do tabulek.
Stejné jako v minulém prikladu si vytvorime tabulku s konstantami. Zvolime si
casovy krok dt = 0,07 s. Do nové tabulky budeme zapisovat veli¢iny cas t, polohu
na ose x, rychlost v, a zrychleni a,.
Prvni tadek tabulky obsahuje poc¢atecni hodnoty a zrychleni ay = —%UO — %xo
ziskané ze vztahu 2.9
Dalsi fadek uz budeme pocitat pomoci explicitni Eulerovy metody. Nejprve si
uréime polohu x1 = xg+vedt, rychlost uré¢ime analogicky vy = vy + apdt. Stejnym
zpusobem uré¢ime dalsi radky.

A B C D EF G H I !

1
P . 1 a1z

*  Tlumeny harmonicky oscilator
| I
5  Vychylka |[xo 1 |m t[s] x[m] vy,[m/s] a,[m/s’]
6 | Rychlost |vo |0 |m/s 0 =cs =C6 =$D$10/$D$11*16-$D$0/SDSL1*HE
7 =G6+SDS13 |=H6+I6*SDS13  |=16+J6*SD$13  |=-SDS10/SDS11*7-SDSO/SDSLL*HT
s | -G7+5D$13 |=H7+17*SDS13 |=I7+17°$DS13_ |=-SDS10/SDS11%18-SDS9/SDS11*HE
9 | Tuhostprufing |k |50 |N/m| [=GB+$DS13 |=HB+I8*SD$13  |=18+18*SD$13 |=-$DS10/$DS11*19-$DSG/SDSLL*HO
10 [Konstanta dmérnosti[b |4 =GO+SDS13 |=HO+I9"SDS13  |=I9+19*$DS13 |=-SDS10/$DSI1*110-SD$9/SDSI1*HI0
11 Zévail m [ |kg | [-610+$DS13 |=H10+110*$D$132 |=110+110*$D$13 |=-$DS10/SDS11*I11-$DSG/SDSI1*HLL
12 =GL1+$D$13 |HLL+1117$D$13 |=I11+/11*$D$13 |=-$DS10/$DSI1*112-5D$9/SDSI1"H12
13 [N N dt [0,07 [s | [-G12+$D$13 [=H12+112%$D$13 |=112+112*$D$13 |=-$D$10/$DS11*(13-5D$9/$DS11"H13

Obrézek 2.6: Tabulka teseni THO - explicitni Eulerova metoda.

Zndme analytické feseni: z = e~ (cos(v/46t) + \/111—5 sin(1/46t)), vytvorime si
tedy graf (viz obrazek [2.7).

explicitni Eulerova metoda

0,9 1 —— analytické feseni

\ AWAWAW

0,1 q

[m]

t[s]

1,1+

Obrazek 2.7: Graf feseni THO - explicitni Eulerova metoda

Proc¢ se hodnoty tak moc 1isi? Zvolili jsme moc velky krok, vliv velikosti kroku
na feseni budeme diskutovat na konci kapitoly, zkuste krok zmensit a sledujte,
co se stane.
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2.2 Implicitni Eulerova metoda

Implicitni Eulerova metoda se narozdil od explicitni diva na derivaci v uzlovém
bodé t;,1, pta se jak vypada linearni aproximace v tomto ¢ase. Odvozeni probiha
analogicky, vyjdeme z priblizného vztahu pro derivaci:

Yi+1 — Yi
Yig = +T = [(tit1,Yi41), (2.12)

Vyjadrenim y; 1 dostaneme vzorec pro implicitni Eulerovu metodu:

Yir1 = Vi + [(tig1,yig1)dt. (2.13)

K pochopeni zékladniho principu implicitni Eulerovi metody nam poslouzi
stejné priklady, které jsme zpracovali pro explicitni Eulerovu metodu. Zaroven
nam to umozni ukazat si rozdil mezi implicitni a explicitni metodou.

Priklad - matematika
Zkusme vytesit diferencidlni rovnici y'(t) = 3t + y(t) s pocatec¢ni
podminkou y(0) = 2.

Zésadni rozdil nastane v dosazeni za derivaci. U explicitni metody jsme do-
sazovali derivaci v minulém bodé, ktery jsme znali. U implicitni metody budeme
dosazovat derivaci v aktudlnim bodé. Tato metoda vyzaduje i néjaké tpravy na-
vic, praveé diky dosazovani aktualniho bodu, ktery nezname.

V této praci si ukdzeme jen priklady, které l1ze upravit pomoci jednoduchych
matematickych operaci, ale muzete se dostat do situace, kdy to nepiijde tak
snadno. V takovém pripadé musite vyuzit nékteré z metod TeSeni nelinearnich
rovnic, napriklad Newtonovu metodu pro vypocet korenii. Vice si o téchto meto-
déch muzete precist zde Jagos (2011]).

Pro prvni bod y; vyjadiime vztah s dosazenou derivaci.

Y1 = Yo + (3t1 + y1)dt. (2.14)

Novy bod y; se vyskytuje i v dosazené derivaci. Pomoci matematickych tprav si
novy bod vyjadirime.
Yo + 3t1dt

2.15
1—dt ( )

n

Délku kroku zvolime dt = 0,3.
to=0 Yo(0) = 2 ... pocéatetni podminka

d -0,3-:0,3
t1=03 1:(0,3) = WS = FEAS = 3243
tr =06 9>(0,6) = WEEE = BHFERENS = 5,404
t; =09  y5(0,9) = RS = BRSNS = 8 877

Analytické TeSen{ y(t) = 5e' — 3t — 3 a hodnoty ziskané z implicitni metody
zaneseme do grafu
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Obrazek 2.8: Graf feseni diferencidlni rovnice - implicitni Eulerova metoda

2.2.1 Volny pad v tihovém poli

Hmotny bod o hmotnosti m = 1 kg se pohybuje volnym padem
v tihovém poli Zemé, kde ptisobi vzduch odporovou silou. Koeficient
odporu vzduchu je k = 0,5 kg/s a gravitaéni zrychleni g = 9,81 m/s%.V
case t = 0 s mél bod nulovou rychlost.

Protoze pocitame stejnou ulohu jako v podkapitole vyuzijeme znalosti
diferencialni rovnice 2.6}

k
V=g — s (2.16)

Stejné jako to bylo v matematickém ptikladu, musime po dosazeni do vztahu
pro implicitni Eulerovu metodu vyjadrit hledanou hodnotu matematickymi tipra-
vami. Doporucuji si vyjadrit cely vypocet pro prvni bod, 1épe se v tom zorientu-
jete.

k
vy =9+ (g — Evl)dt (2.17)
vo + gdt
=—J 2.1
Tk (2.18)

Opét si vypocet ukazeme v programu Microsoft Excel. Sestavime si tabulku, ve
které si zavedeme konstanty a pro vypocet jednotlivych bodu vyuzijeme rovnost

2.18] (viz obrazek [2.9).

~

Reseni ziskané implicitni Eulerovou metodou a analytické reSeni
k . Y leve (o .
v="Tg9(1 —e ") se k sobé velmi blizi (viz obrazek }
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A B C

D E

H

Volny pad v homogennim gravitacnim poli s

odporovou silou

Obréazek 2.9: Tabulka feseni volny pad - implicitni Eulerova metoda.

1

2 _ Implicitni metoda

3 k 0,5 kg/s

4 m 1 kg =0 0 =5B%5-(5BS3/5B54)*Ha
5 g 9,81 m/s SE4+$B56  |=(HA+SBS5*SBSE)/(1+(SBS3/$BS4) *SBSH=5BS5-(SBS3/SBS4)*H5
6 dt 0,7 s =E5+5B%6 =(H5+5BS5*SBS6)/(1+(SBS3/SBS4) *SBSH=5B55-(SBS3/SBS4) *He
7 =F6+5B%6 =(H6+5BS5*5BS6)/(1+(5B53/5B54) *SBSH=5B55-(SBS3/SBS4) *HT
8 =E7+$B%6  |=(H7+5BS5*5B56)/(1+(5BS3/5BS4)*$BSE=5BS5-(5BS3/5BS4) “HB
9 =E8+5BS6  |=(H8+SBSS5*SBS6)/(1+(SBS3/9BS4) *SBSE=5BS5-(SBS3/5B54)*HI

07T a8 00006000 000
g 8§ % ° °
[ I
o O
o ©
15 + o ©®
. °
< 10 4 .
£ °
= ® implicitni Eulerova metoda
[ e
51 o ® analytické reseni
0 t + t + t + t
0 2 4 6 8 10 12 14
t[s]

Obrazek 2.10: Graf feseni volny pad - implicitni Eulerova metoda.

2.2.2 Tlumeny harmonicky oscilator

Méjme pruzinu s tuhosti k = 50 N/m, na které je zavéSené zavazi o

hmotnosti m = 1 kg. Pruzinu vychylime o g = 1 m z rovnovazné po-
lohy a jeji po¢atecni rychlost bude vy = 0 m/s. Zaroven pusobi tlumici
sila imérna rychlosti: F,; = —bv,, kde b = 4. Budeme sledovat, jak se
bude poloha zavazi ménit s casem.

Jak jsme si tekli jiz u explicitni Eulerovy metody, musime diferencialni rovnici

druhého radu rozlozit na soustavu rovnic prvniho radu.
Ptivodni diferencidlni rovnice je & + %x + %x =0.

Soustava diferencialnich rovnic, kterou budeme resit, je

13
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I u tohoto prikladu nastava problém s dosazenim derivace v aktudlnim bodé.
Vyjadiime-li si rychlost vy, tak zjistime, ze pro vypocet potiebujeme znat polohu
xI1.

V1 = Vg + (—:1’01 — Zl‘l)dt (221)

Jak si s tim poradit? Vyuzijeme znalosti druhé diferencialni rovnice [2.19 a
stejné jako rychlost vy si urc¢ime polohu x;.

T =g+ Uldt (222)

Ted si staci vybrat, co chceme pocitat jako prvni. My si nejdiive vypocitame
rychlost.
Do dosadime a vyjadrime si rychlost vy.

. Vo — %l’odt
1+ b+ E(dt)?

vy (2.23)

Vidime, ze jsme se zbavili zavislosti na x; a pocitame jen s konstantami a

predchozimi hodnotami. S takto vyjadrenou rychlosti mizeme vypocitat polohu
ze vztahu [2.22] protoze vy jiz budeme znat.
Na obrazku je zobrazena tabulka s nékolika prvnimi hodnotami, kdybychom
stejné jako v predchozich prikladech uvedli tabulku se vzorci, byla by velmi ne-
prehledna. V tabulce je také uvedeno analytické reseni, muzete tedy porovnat,
jak se lisi nami vypoctené hodnoty od hodnot ziskanych z analytického Teseni.

A B c D E |F|| kK | L M N 0 p
1
i [ ] i - ra
: Tlumeny harmonicky oscilator
4 Implicitni Analyticke reseni
B Rychlost | 0|lm/s 0,00( 1,00 0,00 -50,00 1] 1
7 0,07| 084 -230| -3279] 0,07 0,89
9 Tuhost prufiny k 50[Mfm 0,21| 035 -383] -2 0m 0,29
10 Konstanta umérnosti |b 4 0,28| 012 -317 6,50] 0,28 -0,02
11 Zavaii m 1kg 0,35(-004] -238] 11,54| 0,35 -0,26
0,42[-014] -145] 1289] 0,42 -0,38
Casovy krok | 007]s | o28[-019] -p62] 1185] 040 -0,38
0,56[-0,19] o002 920] 0,56 -0,32

Obréazek 2.11: Tabulka feseni THO - implicitni Eulerova metoda
Hodnoty také porovname v grafu (viz obrazek [2.12)).

Opét doporucuji zkusit ménit velikost kroku dt a sledovat, co se bude s hodnotami
dit.

14



-implicitni Eulerova metoda

analytické reseni

t[s]
06 +

1,1 4
Obrazek 2.12: Graf reseni THO - implicitni Eulerova metoda.

2.3 Diskuze presnosti

Na zacatku kapitoly jsme si ukazali odvozeni vztahu pro explicitni Eulerovu
metodu pomoci priblizného vztahu pro derivaci. Toto odvozeni nam nerika nic
o tom, jak velké chyby se dopoustime, proto si predvedme odvozeni z Taylorova
rozvoje funkce y(z).

y(a1) = y(xo) + y'(xo)dt + O(dt?) (2.24)
Pouzijeme znaceni y'(zo) = f(x0,Y0)-
y(x1) = y(20) + f(wo.0)dt + O(dt?) (2.25)

Zanedbanim posledniho ¢lenu dostavame vztah pro prvni ¢len explicitni Eu-
lerovy metody. V tomto ¢lenu se dopoustime chyby, kterd je imérnd dt?. Musime
si ale uvédomit, ze kazdy dalsi krok uz vychéazi z hodnoty, kterd je nepresna. Lze
tedy tict, ze se chyba s poc¢tem kroku zvétsuje. Chyba pro n clentu je imeérna
velikosti kroku dt.

Chyba implicitni Eulerovy metody je imérna dt¢ stejné jako explicitni Eulerova
metoda. Obé tyto metody vychézeji z Taylorova rozvoje se stejnym zanedbanim.

I presto, ze obé metody maji chybu stejného radu, nemusi nam vzdy dat stejné
presné vysledky. Napriklad v tloze pro tlumeny harmonicky oscilator je pro stejny
krok implicitni metoda presnéjsi (viz obrazek .

Explicitni metoda naopak 1épe vychazi pro matematicky priklad (viz obrazek
2.14)).

15



explicitni Eulerova metoda

= implicitni Eulerova metoda

analytické feSeni

/

t[s]

1,1 L

Obrazek 2.13: Graf feseni THO - porovnani metod

60001,5
o ®
500015 e explicitni metoda
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® analytické reseni °
<< 30001,5
(]
20001,5 °
°
10001,5 ° :
o _ea® _a0
o _a0% [ ]
N Yy PPPvvvrITTYYYT I I TT T L L) °
0 2 4y 6 8 10

Obrazek 2.14: Graf feseni diferencialni rovnice y/(t) = 3t+y(t) - porovnani metod

Obecné plati, ze implicitni metoda poskytuje oproti explicitni metodé vétsi
stabilitu Teseni.

Velikost chyby lze ovlivnit volbou velikosti kroku. Cim vétsi krok zvolime, tim
vétsi chyby se dopoustime. V nasem textu jsme volili krok d¢ = 0,07, na nasledu-
jicich obrézcich a je zobrazeny graf tlumeného harmonického oscildtoru
pro krok dt = 0,2 a dt = 0,01. Lze na nich hezky porovnat, Ze chyba opravdu
zalezi na velikosti kroku.

Rozkmitani u explicitni Eulerovy metody je diky nestabilité, implicitni Eule-
rova metoda je obecné vice stabilni. Vice o stabilité metod se mtizete doszvédét
v bakalarské préci [Vankovd| (2023).
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x[m]

= implicitni Eulerova metoda
—— analytické Feseni

———Ekplicitni Eulerova metoda

%\/\

206 1

t[s]

Obréazek 2.15: Graf feseni THO - Eulerova metoda krok 0,2

09 T

———implicitni Eulerova metoda
——— analytické Feseni

———Explicitni Eulerova metoda

T

o1 b 1

06 1

t[s]

Obrazek 2.16: Graf feseni THO - Eulerova metoda krok 0,01
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3. Metoda Runge-Kutta ¢tvrtého
radu

Runge-Kutta ¢tvrtého fadu (zkracené RK4) je numerickd metoda feseni oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic, ktera je znama svou presnosti a stabilitou. Narozdil
od Eulerovy metody pocitda RK4 se ¢tyfmi mezikroky, které nasledné kombinuje
do vazeného prumeéru k urceni konecného vysledku pro dany krok.

Numerickd metoda RK4 k odhadu hodnoty ;1 vyuziva nasledujici rekurentni
vzorce:

kv = f(ti, yi) (3.1)

ke = f(t; + C;t,yi + kldzt) (3.2)

b= (it St ) (33

ka = f(t; + db, ys + ksdt) (3.4)

oot = i+ ey 4 2k + kg + ), (3.5)

6

kde dt je zvoleny krok a ki, ko, k3 a k4 jsou mezikroky. Funkei f(¢;,v;) = v'(;)
jsme zavadéli uz u Eulerovy metody.
Mezikroky nam ukazuji, jak se funkce chova v dané casti kroku, k; je odhad
sklonu na zacatku kroku, ks a k3 je odhad sklonu uprostied kroku a k4 je odhad
sklonu na konci kroku.

Chceme-li ovlivnit presnost metody, musime zvolit vhodny krok, ¢im mensi
krok zvolime, tim pTesnéjsi hodnoty dostaneme. Podobné tomu je i u Eulerovy
metody, ta ale vyzaduje mnohem mensi krok nez RK4.

Priklad - matematika
Vzorce pro RK4 vypadaji slozité, ale my si na matematické tloze ukazeme,

ze to neni tak slozité, jen narozdil od Eulerovy metody RK4 vyzaduje vice mezi-
krokti.

Zkusme vytesit diferencidlni rovnici y’(t) = 3t 4+ y(t) s pocatecni
podminkou y(0) = 2.

Pripomenme si, co znamend f(t;,y;). Pro tento priklad je f(¢;,y;) = 3t; + y;.
Zvolme krok délky dt = 0,3.
Vztah pro k; nam tiké, ze mame do zadané diferencidlni rovnice zadat hodnoty ¢
a y z minulého kroku.
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Pro y; musime zadévat pocatecni podminky, k; bude vypadat takto:
kiy=3-0+2=2
Ve vypoctu ks bude t =t; + & a y(t) = y; + ki L.
ko =(3-(0+%) +(2+2- %) =275
Dalsi hodnoty dopocitame analogicky.
ks =(3-(0+%)+(2+4,75- %)) =2,86

2

ko= (3-(0+%) +(2+54375-0,3)) = 3,76

2
y1=2+2%4(242-275+2-2,86+3,76) = 2,85

Protoze by bylo zdlouhavé vypisovat vice vypocti, uvedeme prvnich sedm
hodnot na obrazku 3.1l

‘ RK4 matematicka uloha \

0 X X X X 2
0,3 2,00 2,75 2,80 3,76 2,85
0,6 3,75 476 4,91 6,12 431
0,9 6,11 7,48 7,68 9,31 6,60
1,2 9,30 11,14 11,42 13,62 10,00
1,5 13,60 16,09 16,46 19,44 14,91
1,8 19,41 22,77 23,27 27,29 21,85

Obrazek 3.1: Tabulka reSeni diferencialni rovnice - RK4

Na obrazku|3.2|je graf porovnavajici nami ziskané priblizné feseni diferencidlni
rovnice a jeji analytické feseni. Jak si mizeme vSimnout, jde o velmi presnou
metodu.

14000
12000 + P ®
analytické resenti

10000 + & RK4

8000 +
6000 +

4000 +

2000 + *

*®
0 9900060000 000000° : : i

0 2 4 t 6 8 10

Obrazek 3.2: Graf feSeni diferencialni rovnice - RK4
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3.1 Volny pad v tihovém poli

Hmotny bod o hmotnosti m = 1 kg se pohybuje volnym padem
v tihovém poli Zemé, kde ptisobi vzduch odporovou silou. Koeficient
odporu vzduchu je k = 0,5 kg/s a gravitaéni zrychleni g = 9,81 m/s?.V
case t = 0 s mél bod nulovou rychlost.

Diferencialni rovnici volného padu jsme jiz pouzili v minulé kapitole.

v=g— :Lv (3.6)

Vyhodou je, ze diferencidlni rovnice obsahuje jen jednu nezndmou (rychlost)
a jejl prvni derivaci. Mizeme pouzit vztahy pro RK4 a tlohu budeme pocitat
stejné jako predchozi priklad. Zvolime si délku kroku dt = 0,5.

Protoze by tabulka se vztahy byla moc dlouha a vyfez z ni by byl velmi
neptehledny, ukédzeme si vypocet v; a v tabulce pak uvedeme jen prvnich par
hodnot.
ki=g— % . 0v5=981—-%.0=098100
ko =g— 2 (vo+ ki -dt) =981 — % (0+9,8100 - 0,25) = 8,5838
ks=g— 2 (vo+ko-dt) =981 — % (0+ 8,5838 - 0,25) = 8,7370
ki=g— % (vo+ks-dt) =981 — % (0+8,7370 - 0,5) = 7,6257
U1 = vo+ L (k1 +2-ka+2-k3+ks) = 0+%2-(9,81004-2-8,5838+2-8,7370+7,6257) =

6
4,3398 m/s

k.
m
k.

A B C D E | K L M N o
Volny pad v homogennim gravitacnim poli
s odporovou silou

ke 0,5|kg/s
1|kg 0,0000| 0,0000]= * * * 0,0000
9,81|m/s’ 0,7000| 5,7940| 9,8100| 8,0933|8,3937|6,8722| 57932
dt 0,7|s 14000 9,8770| 6,9134|5,7036|5,9153( 4,8430| 9,8759

2,1000)12,7542| 4,8721|4,0195|4 1687 (3,4130) 12,7530
2,8000|14,7818| 3,4335| 2,8326| 2 9378 2,4053| 14,7806
3,5000| 16,2106] 2,4197|1,9962| 2,0703( 1,6951| 16,2096

W G0 =~ o oun s L ka
[11=]

Obréazek 3.3: Tabulka feseni VP - RK4

V tabulce lze vidét, ze hodnoty rychlosti ziskané touto metodou se od teore-
tickych hodnot lisi na misté tisicin.
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Obrazek 3.4: Graf feSeni VP - RK4

3.2 Tlumeny harmonicky oscilator

Méjme pruzinu s tuhosti k = 50 N/m, na které je zavésené zavazi
o hmotnosti m = 1 kg. Pruzinu vychylime o x5 = 1 m z rovnovazné
polohy a jeji pocatecni rychlost bude vg = 0 m/s. Zaroven pusobi tlu-
mici sila imérna rychlosti: F,; = —bv,, kde b = 4. Budeme sledovat,
jak se bude poloha zavazi ménit s casem.

Resime pohyb na ose x, oznaéime si v, = v, pozdé&ji by se ndm indexy pletly.

Metoda RK4 pocita opét s diferencidlni rovnici prvniho faddu. Pro tlumeny
harmonicky oscilator mame soustavu diferencidlnich rovnic prvniho radu, kterou
budeme Tesit.

r=w, (3.7)
b k
V=——v— —x. (3.8)
m m
Zkusme si napsat, jak z téchto rovnic ziskame k;, budou tato k; stejna? Ne,
musime je rozlisit indexy, nejlépe k1, a ki, podle toho, kde jsme k ziskali.

klx:UOZO

klv:—%vo—%xoz— 0—3%0.1=-50

T

i

Tady neni problém, zndme vse, co k vypoctu potrebujeme. Problém nastava v
ko u obou rovnic. My si musime uvédomit, ze nemizeme michat rychlost a polohu
dohromady. Musime je rozlisovat, kdyz pocitame s rychlosti, musime také zaroven
pocitat s ky,, které jsme z rychlosti ziskali, proto jsme si ky, a ki, rozlisili.

Na kolika proménnych mame rovnice zavislé? Prvni rovnice je zavisla na case

t a rychlosti v (£ = v = f(t,v), druhd rovnice je navic zdvisld na poloze x
(0=—=2v— £z =g(t,v,2)).

Vztahy pro ko, a ko, kde krok zvolime dt = 0,07 s, budou vypadat nasledovné:
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kor = f(ti + % v+ kL) = 0o + k1, % =0—50- 27 = —1,75
k2v = g<tl + %avi + klv%,-xi + klx%) = _%@}0 + klv%) - %(ZEQ + klx%) =

—3(0—50-207) — 391 4+0- 207) = —43

Stejnym zptisobem budeme pocitat ks a ky.

kse = f(ti + %7%’ + ka%) =y + kgv% =0—-43- 0’207 =—1,01
ks, = g(tz + %,UZ' + kzv%,xi + k?x%) = _%@}0 + ]{20%) _ %(1‘0 + kzx%) _
—3(0—43- %91) — 39(1 — 1,75 - 9T) = —40,92

kie = f(t; + dt, v; + ksdt) = v + kspdt = 0 — 40,92 - 0,07 = —2,86
l{?4v = g(tl + dt, v; + k?gydt, x; + I{?3Idt) = —%(UO + kgvdt) — %(«TO + kgmdt) =
—1(0—40,92-0,07) — 2%(1 — 1,51+ 0,07) = —41,64

Mame vypocitané vSechny mezivypocty, ted nam zbyva dopocitat x; a v;.
Opét si dejte pozor, at nemichate dohromady polohu a rychlost.

w1 = 20+ L (kg + 2kap + 2kap + kaz) = 1+ 220(0—2-1,75—-2-1,51 — 2,86) = 0,89

U1 = o+ 2 (kyy+2kau+2ks,+kay) = 04227 (—50—2:43—2-—40,92—41,64) = —3,02

Timto zpusobem vytvorime tabulku. Ukazeme si, jak vychazi prvnich 7 hodnot
(viz obrazek [3.5)), pro porovnani do tabulky zaneseme také analytické feseni.

Analytické feseni Runge-Kutta 4. fadu

t[s] x[m] g 3 v [m/s]
0 1,0000] 0,00|x X X X 1x X X X 0|

0,07 0,8904] 0,07 0,00000 -1,7500| -1,5050| -2,8642| 0,8906| -50,0000| -43,0000| -40,9175 -41,6378| -3,0272
0,14 06211 0,14| -3,0272| -4,1620| -3,8177| -4,5656| 0,6159| -32,4230| -22,5862| -21,9774 -29,3461| -4,7876
0,21 0,2876] 0,21| -4,7876| -5,1951| -4,8448| -4,9502| 0,2680| -11,6424| -1,6341| -2,3221 -11,3173| -5,1478
0,28 -0,0247] 0,28| -5,1478| -4,8961| -4,6160| -4,1935| -0,0629| 7,1920| 15,1938| 13,6330 5,2834| -4,3296
0,35 -0,2556| 0,35| -4,3296| -3,6133| -3,4484| -2,7011] -0,3097| 20,4659| 25,1775| 23,2644 17,2089 -2,7598
0,42 -0,3765| 042| -2,7598| -1,8314| -1,7923| -0,9495| -0,4376| 26,5265| 27,6424| 25,8615 22,9059, -0,9347

Obrazek 3.5: Tabulka feseni THO - RK4

Ukazeme si také, jak vypadd graf porovnavajici analytické reseni a nase reseni

(viz obrazek [3.6)).
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Obrézek 3.6: Graf feseni THO - RK4

Lze si vSimnout, Ze jde o prvni priklad, kde se ndm vypoctené hodnoty lisi od
teoretického Teseni. Vyplyva z toho, ze prubéh tlumeného harmonického oscilatoru
se prilis rychle méni a metoda RK4 nestihd tak rychle reagovat. Pro zpresnéni
zvolme mensi krok napriklad d¢ = 0,01 s.

Analytické feseni Runge-Kutta 4. fadu

t [s] x[m] ; 3 3 v [m/s]
| 0 1,0000] 0,00|x X X X 1|x X X X 0|
0,01 0,9975| 0,01 0,0000{ -0,2500| -0,2450| -0,4896| 0,9975| -50,0000| -49,0000| -48,9575 -48,9596| -0,4915
0,02 0,9903| 0,02| -0,4915| -0,7310| -0,7256| -0,9594| 0,9903| -47,9109| -46,8298| -46,7915 -46,9750| -0,9617
0,03 0,9785( 0,03 -09617| -1,1900| -1,1842| -1,4065| 0,9784| -45,6663| -44,5126| -44,4786 44,7768 -1,4090
0,04 0,9623| 0,04 -1,4090| -1,6255| -1,6194| -1,8294| 0,9622| -43,2838| -42,0659| -42,0361 42,4431 -1,8323
0,05 0,9421| 0,05 -1,8323| -2,0362| -2,0298| -2,2271| 0,9419| -40,7802| -39,5066| -39,4811 -39,9906| -2,2302
0,06 0,9180( 0,06 -2,2302| -2,4210| -2,A144| -2,5985| 0,9177| -38,1727| -36,8517| -36,8304 -37,4361| -2,6018

Obrazek 3.7: Tabulka reseni THO - RK4 - dt=0,01

10 analytické feseni

——RK4

T N— ! 3 T [s]

Obrazek 3.8: Graf feseni THO - RK4 - dt=0,01
Kdyz se ted podivime na upravenou tabulku (viz obrizek a upraveny

graf (viz obrazek [3.8), vidime, Zze dostavame velmi presné hodnoty a grafy se ndm
prekryvaji.
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3.3 Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je model fyzikalniho kyvadla, kde zanedbavame rozméry
zavéseného télesa (jde o hmotny bod) a hmotnost zavésu.

B

I
I
I
I
I
I
I
] m
I
I
I
I

Obrazek 3.9: Matematické kyvadlo

Méjme kyvadlo, na kterém je zavazi zavéseno na zavésu o délce
L =1 m. Na zacatku méreni je kyvadlo v klidu a je vychylené o thel
© = 45° = 7 z rovnovazné polohy.

Diferencialni rovnici matematického kyvadla lze odvodit dvéma zptisoby - pres
Newtonovu pohybovou rovnici, nebo pres zakon zachovani mechanické energie.

Obé odvozeni jsou hezky zpracovana v bakalarské praci Kuceroval (2010)).

Mame nelinedrni diferencidlni rovnici druhého fadu (proménnd je zde uvnitf
goniometrické funkce)

O + \/?sin@ = 0. (3.9)

Chceme-li pouzit metodu RK4, musime si tuto rovnici upravit na soustavu
diferencialnich rovnic prvniho radu.
Uhel © uréuje polohu hmotného bodu. Derivace tthlu © podle ¢asu je rovna thlové
rychlosti © = w. Druhd derivace © = .

Diferencialni rovnici upravime podle zminéného znaceni a dostaneme sou-
stavu diferencidlnich rovnic.

0 =uw (3.10)
o= —%sm@ (3.11)

Dostavame podobnou tlohu, jako byl tlumeny harmonicky oscilator.
Vime:

L=1m
Op=45° =7
wo = 0 rad-s~!
g =9,81 m-s2
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Uz vime, zZe si musime dat pozor, abychom nemichali hrusky s jablky. Roze-
bereme si, jak vypocitat prvni hodnoty.
]ﬁ@ = Wy = 0
ko = —2sin©@ = — 22 sin T = —6,937
koo = wo + ki, % = T — 6,937 2 = —0,173
kow = —2sin (O + kie %) = =22 sin (F — 0- %) = —6,937
kso = wo + koo = T — 6,937 2 = —0,173
ksw = —%sin (6 + koo %) = =22 sin (£ — 0,173 - &) = —6,907
kso = wo + ka,dt = T — 6,907 - 0,05 = —0,345
ki = —4 sin (6g + ksedt) = =22 sin (2 — 0,173 - 0,05) = —6,876
O1 = Og+ L (kio + 2kso + 2kse + kzo) = T+ 22(0—2-0,173—2-0,173—0,345) =

6
0,777
w1 = wWot+ % (k142K +2ks,+ks,) = 0422 (—6,937—2-6,937—2-6,907—6,876) =

6
—0,346

Dalsi hodnoty se vypocitaji analogicky.

Runge-kKutta 4. fadu

0= X bt X 0,7854|x X bt X 0
0,05| 00000 -0,1734( -0,1734| -0,3453| 0,7767| -6,9367| -6,9367| -6,9066| -6,8763| -0,3458
0,1| -0,3458| -0,5177| -0,5162| -0,6851| 0,7509| -6,8764| -5,8157| -6,7853| -5,6935| -0,6856
0,15| -0,6856| -0,8529( -0,8498| -1,0125| 0,7084| -5,6934| -5,5695| -6,5390| -6,3828| -1,0130
0,2| -1,0130| -1,1726| -1,1678| -1,3211| 0,6499| -6,3825| -5,1918| -6,1614( -59368| -1,3216
0,25| -1,3216| -1,4700| -1,4635| -1,6039| 0,5767| -5,9363| -5,6751| -5,6453| -5,3495] -1 6043
03| -1,6043| -1,7380| -1,7297( -1,8536| 0,4900| -5,3487| -5,0146| -4,9864( -46183| -1,8540
0,35| -1,8540| -1,9695( -1,9593| -2,0633| 0,3919| -4,6172( -4,2112| -4,1856( -3,7485| -2,0637

Obréazek 3.10: Tabulka reseni matematického kyvadla

Do grafu si zaneseme zavislost thlu © na case (viz obrazek [3.11]).

1,00
0,80
0,60
0,40
0,20
0,00

-0,20

-0,40

-0,60

-0,80

-1,00 t [s]

O[rad]

e RK4

Obrazek 3.11: Graf feseni matematického kyvadla
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Jak bychom si mohli ovérit, ze jsme tabulku sestavili spravné? Muzeme zku-
sit, zda funguje pro malé kmity (09 = 5°). Nelinearni diferencidlni rovnici
upravime na linedrni diferencialni rovnici. Plati, ze pro malé thly je sin® ~ ©.
Pro diferencialni rovnici © + \/%@ = 0 je analytické feseni ©; = O cos (\/%ti).

Vzorce v tabulce nebudeme nijak ménit. Jediné, co se zméni, je pocatecni
vychylka.

Runge-Kutta 4. Fadu Analytické Fedeni

0|x X X X 0,0873|x X X X 0 0| 0,0873
0,05( 0,0000|-0,0214(-0,0214|-0,0425| 0,0862(-0,8550|-0,8550(-0,8498(-0,8446|-0,0426| 0,05 0,0862
0,1|-0,0426|-0,0637|-0,0634|-0,0840| 0,0830|-0,8446|-0,8342(-0,8290(-0,8136|-0,0841 0,1| 0,0830
0,15(-0,0841|-0,1045(|-0,1039|-0,1235| 0,0778|-0,8136|-0,7930|-0,7880(-0,7627|-0,1236| 0,15 0,0778
0,2|-0,1236/|-0,1427(-0,1419|-0,1600 0,0707|-0,7627|-0,7324(-0,7278|-0,6933|-0,1601 0,2| 0,0707
0,25(-0,1601|-0,1774(-0,1764|-0,1926| 0,0619(-0,6932|-0,6540|-0,6497(-0,6068|-0,1926| 0,25 0,0619
0,3|-0,1926|-0,2078|-0,2066|-0,2204| 0,0515|-0,6067|-0,5595(-0,5558|-0,5055|-0,2205 0,3| 0,0515
0,35(-0,2205|-0,2331(-0,2318|-0,2429| 0,0399(-0,5053|-0,4513|-0,4482(-0,3917|-0,2430| 0,35 0,0399

Obrézek 3.12: Tabulka feseni malé kmity

0,10
0,08
0,06
0,04
0,02
0,00
-0,02
0,04
-0,06
-0,08
0,10 t [s]

O[rad]

@R K4

Analytické reseni

Obrazek 3.13: Graf feseni malé kmity

Z tabulky (viz obrézek a grafu (viz obrazek lze vidét, ze hodnoty
ziskané analyticky a z metody RK4 se lisi az na patém desetinném misté. Coz je
velmi dobra presnost a nas vypocet tedy funguje.

Také jsme si tim ovérili, ze kdyz pracujeme s malymi vychylkami, mtizeme vyuzit
aproximace sin © ~ 0.
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3.4 Pohyb planet

Pohyb planet je typicky priklad, na ktery se aplikuji numerické metody.
Nejprve je potieba si odvodit pohybové rovnice. Na obrazku je zobrazena
situace, kterou chceme popsat. Poc¢itame pohyb planety okolo Slunce. Slunce o
hmotnosti M umistime do poc¢atku, ma tedy souradnice S[0; 0] a kolem Slunce se
bude pohybovat Zemé o hmotnosti m, jejiz souradnice jsou Z[z;y].
Polohovy vektor ma soufadnice ¥ = Z — S = (z;y) a velikost r = /a2 + y2.
Z Newtonova gravitacniho zakona zname vztah pro silu F , kterou Slunce ptlisobi

Obrézek 3.14: Pohyb planet

na planetu:

-. 3.12
. (3.12)

F=-G

Budeme fesit Newtonovu pohybovou rovnici [I.5] do které dosadime silu [3.12]

mM 7
r=—-G -. 3.13
mr 2 ( )
Vztah muzeme jesté upravit:
= M

Dostali jsme diferencialni rovnici druhého radu, analogicky s tlohou tlume-
ného harmonického oscilatoru prevedeme diferencialni rovnici pohybu planet na
soustavu diferencialnich rovnic prvnich rada.

(3.15)

<

,r_’

v=-G (3.16)

R
=
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V rovnicich se vyskytuji vektory, ve findle budeme mit dvakrat vic rovnic.
Rovnice si vyjadiime pro jednotlivé slozky a rovnou dosadime velikost polohového

vektoru r = /x? + y°.

T =1, (3.17)
Y=y (3.18)
M
Uy = —-G—— 1 (3.19)
(2% +y?)2
M
v, = —G——y (3.20)
(22 +y?)2

Dilezité je si spravné zvolit pocateéni podminky, priklad budeme pocitat v
astronomickych jednotkach (chceme pouzivat mensi a ,hezéi“ ¢isla), konstanty,
které budeme pouzivat, naleznete v tabulkach |[Mikul¢ék a kol.| (2019).
Souradnice Zemé na zac¢dtku pohybu jsou Z[1;0], volime takto, protoze vzdale-
nost Zemé od Slunce je 1 au.

Soucin gravitacni konstanty a hmotnosti Slunce je GM = (2;“) a, kde a je
délka hlavni poloosy, az = 1 au, T je obézna doba planety, T, = 1 rok, sou-

&in GM (2#1)2 1 =A4r 2 au’®

rok? "

vl e _n au
Pocétecni rychlost ma slozky v,o = 0 &5 o

Zvolime délku kroku d¢ = 0,01 roku a ukazeme si, Jak vyp001tat prvni hodnoty

L1, Y1, Vz1 & Uy1.

kla: = Uzo = 0

— 47r2
a VUyg =

kly = Uyo = 2w

bipg = ——CM g = — 4] — 394784
(x2+y2)2 (12+402)2
L — ___GM — 472 .0 =
loy (4923 O (12402) 2 0=0

Ko = Va0 + k1pp 2 = 0 — 39,4784 - 201 = —0,1974
k‘gy = Uyo + ]Chw? =214+0- 0’31 = 27T

have = e (fémm i (@0 + Fia'y)
v = = oy joi% o (1+0- %) = 39,4200
Fauy = — ((mo+k1z%)2i]go+kly%)2)% (o + Ky ')
Kgvy = — dr? (0427 00y = 12384

3
((140- 22124 (0427 221 )2) 2

k3w = Vg0 + koue & = 0 — —39,4200 - %2 = —0,1971
kgy = Uyo + kv, & = 27 — 1,2384 - 221 = 6,2770

k VT = — GM €T _|_ k xg
’ ((20+has )2+ (yo+hay 4)2) 3 (20 + k205

g - i 1—0.1974 - 0,01 394
(oo S 0an O B (10,1974 - 257) = —39,4979
k oy — — GM k at
" ((othae %)%+ (yo-+hay %)2) 2 (Y0 + Fay 5)
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oy = — o 0+ 27 200y = 19491
Sy ((1—0,1974~%)2+(0+27r.%)2)5 ( + 2 ) )

Foaw = Va0 + kzpedt = 0 — 39,4979 - 0,01 = —0,3950
kay = Uyo + kauydt = 2 —1,2421 - 0,01 = 6,2708

kgow = — GM ks, dt
* ((zo+ksedt) 2+ (yo+haydt)2) 3 (o + ksodt)
e dn? (1 —0,1971 - 0,01) = —39,4005
((1-0,1971-0,01)24(0+6,2770-0,01)2) 3
k4vy = - GM (yO + k3ydt)

(wo+k3wdt)24-(yo+ksydt)? )

k‘v:_ 472 - (0 62770M — 94780
" ((170,1971-%)2+(0+672770.%)g)g (0+6, 2) ,

T1 =T+ 5 (klm + 2kgq + 2ksy + kaz)
zy=1+%%(0-2-0,1974 —-0,1971 — 0,3950) = 0,9980
Y1 = Yo+ L (kry+2kay+2ksy+kay) = 0422 (27+2-2m4-2-6,277046,2708) = 0,0628
Uzl = Vg0 + 5 (klfuz + 2k9pp + 2k3p0 + Kave)
Vg1 = 0+ 001( 39,4784 — 2 - 39,4200 — 2 - 39,4976 — 39,4005) = —0,3945
Uyl = Uyo + & (klvy + 2kouy + 2ksuy + Kavy)
=27+ 22(0 — 21,2384 — 2+ 1,2421 — 2,4780) = 6,2708

Analogicky vypocitame dalsi hodnoty. Pro pohyb planet si ukdzeme jen graf
(viz. obréazek [3.15)).

1,5

15 y [au]

Obrazek 3.15: Graf feseni pohybu planet - Zemé
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Ocekavali bychom podle 1. Keplerova zakona, ze nam vyjde elipsa, ale Zemé
méa velmi malou excentricitu (e = 0,0167), proto ndm na grafu vysla prakticky
kruznice. Pokud bychom chtéli, aby nam vysla viditelna elipsa, museli bychom
zvolit planetu, kterd ma vétsi excentricitu, napiiklad Merkur (e = 0,2056).
Pocateéni podminky:
ro = ap = 0,3871 au
170 = 0 au

— () au
Uz0 = 0 rok

_ [GM _ [4xZ _ au
Uyo =\ — V03871 — 10,0922 1
Upravenim pocatecnich hodnot, dostavame feseni pro obéh Merkuru kolem

Slunce (viz. obrazek [3.16]).

0,5

A N
" Rl
%%

> &

S %

: ¢ 0 ‘ |

05 @ 0 € os
Q &

o, [ o
"00'.0"

-0,5
y [au]

Obrazek 3.16: Graf Teseni pohybu planet - Merkur
Pokud bychom chtéli, aby kruznice byla vysazena hustéji, museli bychom

zmensit krok, protoze Merkur ma kratsi dobu obéhu (73, = 0,241 roku) nez
Zemé. Na obrazku [3.16] je zobrazeno vice obéhit Merkuru kolem Slunce.
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4. Strucny prehled zdroju

Pro ty, ktefi se chtéji do taji numerické matematiky ponorit hloubéji, prikla-
dam prehled zdroji, které jsou ke studiu uzitec¢né.

4.1 Knihy v anglickém jazyce

Pro studenty, kterym nevadi studium v anglickém jazyce, existuje mnoho kva-
litnich zdrojl, doporucuji naptiklad:

Introduction to Numerical Methods in Differential Equations Holmes
(2007) Poskytuje prehled numerickych metod, které jsou aplikovany na fyzikalni
problémy.

Numerical Recipes: The Art of Scientific Computing Press a kol.
(2007) Tato kniha je jednim z nejpopuldarnéjsich zdroji pro numerické vypocty
a obsahuje rozsahlou sbirku algoritmi a kéd v riznych programovacich jazycich.
Zajimaji-li vas jina prostredi, kde numerické metody programovat, stoji tato kniha
za precteni.

4.2 Knihy v ¢eském jazyce

Prehled uzité matematiky Rektorys a Spolupracovnici (1968)) Tato kniha
poskytuje komplexni prehled o aplikované matematice véetné numerickych metod
a je siroce pouzivana na ceskych univerzitach.

Ziaklady numerické matematiky Ralston (1973) Tato kniha je zékladnim

textem pro studium numerické matematiky, ktery pokryva teoretické zdklady a
praktické aplikace numerickych metod.

4.3 Bakalarské a diplomové prace

Elektronicka ucebnice matematickych metod fyziky — diferencialni
rovnice Tarabikova (2021) Tato bakaldrska prace poskytuje vhled do diferenci-
alnich rovnic.

Numerické reseni obycejnych diferencialnich rovnic
Monhartova, (2011) Tato prace zpracovava prehled numerickych metod z teore-
tického hlediska. Najdete tady podrobnéji zpracovany prehled chyb numerickych
metod.

Numerické feseni tuhych problému Vankova (2023) V této diplomové
praci najdete podrobny rozbor zakladnich numerickych metod a zaroven je zde
rozebrana stabilita jednotlivych metod.

4.4 Studijni materialy a online zdroje

NUMERICKE METODY I Vondrik a Pospisil (2011) Jde o interaktivni
material, ve kterém jsou zpracované numerické metody. Jsou zde prehlednéa od-
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vozeni, odvozeni chyb a navic na konci kazdé kapitoly také najdete test k ovéreni
ziskanych znalosti.

Ke studiu vam mize poslouzit i Wikipedia [Wikimedia Foundation| (2001)).

Pokud se k ni uchylite, doporucuji pouzit anglickou verzi, kterda byva presnéjsi a
rozsahlejsi.
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Z.aver

Cilem této prace bylo seznamit ¢tenare s vybranymi numerickymi metodami
reseni obycejnych diferencialnich rovnic na fyzikalnich prikladech zpracovanych v
programu Microsoft Excel. Z jednokrokovych metod jsme popsali Eulerovu me-
todu explicitni i implicitni a z vicekrokovych metod jsme rozebrali metodu Runge-
Kutta 4.radu.

Implementaci numerickych metod jsme si ukazali na volném padu v tihovém
poli a tlumeném harmonickém oscilatoru. Pro metodu Runge-Kutta 4. fadu jsme
navic zpracovali matematické kyvadlo a pohyb planet. Kazdou tlohu jsme zpra-
covali v programu Micrsoft Excel.

Tato préace vznikla jako studijni text predmétu ,,Numerické metody ve vyuce

fyziky“. Také bych byla rada, kdyby tato prace byla prinosem pro kazdého, kdo
se za¢ina zajimat o numerické metody.
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