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Uvod

Cilem této bakalarské prace bylo vytvorit sadu tloh pro praci s aplety, které
zobrazuji feseni jednoduchych kvantovych systému s jednou castici. Mél jsem
o vypracovani této prace zajem, nebot jsem po absolvovani kurzu kvantové me-
chaniky ve druhém ro¢niku mél chut se kvantovou mechanikou zabyvat dal.

Tato bakalarska prace obsahuje paragraf zaméreny na vyuziti apleti ve vyuce,
nasledné popis uloh, které jsou obsahem vytvorenych pracovnich list, které tvori
prilohy této prace. Listy obsahuji zadani tloh a na dalsi strané poté i jejich
podrobna Tfeseni.

V zari roku 2023 jsem se seznamoval s dostupnymi tilohami, coz mi pomohlo
si Teseni jednoduchych problémi kvantové mechaniky osvézit a prohloubit si své
znalosti. Nasledovala tvorba konkrétnich zadani a vypracovani feseni tloh. Grafy,
které jsou v pracovnich listech uvedeny, jsem vytvoril v programu Wolfram Mathe-
matica, jehoz studentskou licenci uzivam. Plivodné jsem zamyslel v praci vyuzit
jen grafy dostupné v apletech na strankach QuVis, nicméné grafy vytvorené zmi-
nénym programem lze upravovat dle potieby a docilit tak grafu, ktery bude pro
studenty prehledny. Naptiklad jsem u kazdého grafu nastavil duhovou barevnou
skalu, aby byly dobre patrné rozdily ve funkénich hodnotach. U grafti feseni
dvoudimenzionalnich problému jsem pro prehlednost ve vsech pracovnich listech
dodrzel jejich stejné natoceni. U kazdého grafu jsem ponechal stejné barevné
rozmezi, k vrstevnicovym grafim jsem také doplnil i legendu, aby byl graf dobte
srozumitelny a studenta nematl. P¥i tvorbé graft jsem vyuzil skript [1], ve kterych
jsou uvedeny predpisy vlnovych funkci staciondrnich stavi nekonecné pravothlé
potenciadlové jamy a linearniho harmonického oscildtoru. S tvorbou grafii jsem
meél hlavné ze zacatku mensi obtize, nebot jsem program Wolfram Mathema-
tica nikdy predtim nepouzival. ZkuSenosti jsem mél pouze s programem Wolfram
Player, ktery jsem pouzival pti studiu diferencidlni geometrie.

Kromé pracovnich listi jsem vytvoril také studijni text vénovany vrstevni-
covym grafum. Tento text obsahuje navod, jak kreslit vrstevnicové grafy vino-
vych funkci a hustot pravdépodobnosti v ptipadé feseni dvoudimenzionalnich
problémii. Tento typ grafii mize byt pro nékteré studenty prehlednéjsi nez kla-
sicky graf, proto jsem se rozhodl tomuto typu grafii vénovat samostatnou c¢ast.



1. O apletech

Na zékladé vlastni zkusenosti mohu tici, Ze aplety mohou pomoci studenttim
ve studiu kvantové mechaniky. S aplety, se kterymi pracuji v této bakalarské
praci, jsem se poprvé seznamil v rdmei predmétu ,,Uvod do kvantové mechaniky
a kvantové teorie. . Kromeé nich bych chtél jesté uvést dva dalsi aplety, které mne
zaujaly, a to aplet z kolekce PhET, ktery zobrazuje vnéjsi fotoelektricky jev [2] a
také aplet demonstrujici Stern-Gerlachtuv experiment z kolekce QuVis [3]. Tyto
aplety povazuji rovnéz za velmi ndpomocné pti studiu kvantové mechaniky.

Aplety z kolekci PhET pokryvaji fadu témat z prirodnich véd. Student si mtze
vyzkouset, jaké to je, byt védcem a zkoumat néjaky fyzikalni ¢i chemicky jev [4].
Pomoci simulaci si mohou studenti nechat zobrazit jev, o kterém se pravé uci. To
je prinosné zejména v pripadé, kdy se jedna o jevy, které je témer nemozné uké-
zat zaklim pomoci redlného experimentu. Uc¢itel mtize pouzit simulace jednak pti
vyuce, jako ukazku probirané latky nebo také jako materidl pro domaci tikoly [4].
doplnkovou, v kvantové mechanice pak nabyvaji na vyznamu. Tato oblast fyziky
zkoumad jevy odehravajici se na mikroskopické tirovni. Aplety mohou pomoci uci-
nit neviditelné viditelnym a lépe proniknout do taji, které kvantova mechanika
skyta [5].

V roce 2020 byli studenti kvili pandemii covid-19 odkazani na studium z do-
mova. Ve svém clanku zaméfeném na vyuziti aplet pii vyuce uvadi autori m)j.
toto: ,,Protoze distan¢ni vyuka si vyzadala hodné casu straveného u pocitace,
jevily se aktivity spojené s objevovanim aplett jako smysluplné“ [6]. Moje osobni
zkusenost s aplety je pozitivni, jako c¢lovéka studujicitho dany fyzikalni jev mé
bavilo objevovat urcité zakonitosti a ovérit si svoje hypotézy na konkrétnich pri-
kladech.

P1i tvorbé tloh jsem se inspiroval tilohami zvefejnénymi na strankach QuVis
apletii. Seznamil jsem se jednak s tlohami dostupnymi pro sirsi vefejnost (po
rozkliknuti na prislusny aplet v sekci Challenges), jednak s tlohami uréenymi
pro vyucujici. Zaroven jsem vytvoril i zcela vlastni tlohy. Na zacatku kazdého
pracovniho listu je nékolik otézek, které nabadaji studenta, aby si pripomnél, co
uz se o daném tématu naucil, aby se mu ulohy lépe tesily.

Aplety, ke kterym jsem tlohy vybiral ¢i vytvarel, jsou ze dvou zdroju.

Nejprve jde o aplety z kolekce PhET. Na webové strance
https://phet.colorado.edu/cs/simulations/filter ?type=html lze nalézt hned néko-
lik simulaci zamétfenych na kvantovou mechaniku. PhET simulace prosly nékoli-
kerym testovanim, jsou tedy spolehlivym nastrojem pro studium nejen fyzikélnich
jeva [4].

Druhou skupinu apletti tvori aplety z kolekce QuVis, coz je zkratka slov , The
Quantum Mechanics Visualisation Project®. Jde o projekt Univerzity v St An-
drews ve Skotsku. Ceské preklady nékterych apleti jsou k dispozici na strance
https://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/.



2. Popis pracovnich listi

2.1 Nekonecna pravoihla potencialova jama

V tomto pracovnim listu fesitel pracuje s feSenim nekonecéné pravouhlé jed-
nodimenzionalni potencialové jamy. Pracovni list obsahuje pét tloh. Pti feseni
prvnich tif loh feSitel vyuzije aplet z kolekce QuVis [7], zbylé dvé tlohy jsem
vytvoril pro praci s apletem z kolekce PhET [8]. Na zac¢atku sekvence tloh urce-
nych pro praci s danym apletem je uveden obrazek prevzaty z prislusné webové
stranky, na kterém je vidét priklad spravného nastaveni dané¢ho apletu. V feseni
tloh uvedenych v tomto pracovnim listu uvadim vzorce prevzaté ze skript [1],
konkrétné vzorec pro vypocet energie castice a podobu c¢asového clenu vlnové
funkce. V Feseni jedné z tloh také uvadim prevod jould na elektronvolty [9] a
hodnotu redukované Planckovy konstanty [10].

Prvni tloha je zaméfena na préaci s grafem. Student méa rozhodnout, zda je
uvedeny graf grafem vlnové funkce, nebo hustoty pravdépodobnosti. Poté ma
urcit energii castice nachézejici se v daném stavu. Zde jsem se inspiroval ilohou
z webu FyzWeb, kterd je ale zamérena na dvoudimenzionalni nekonecnou jamu
[11].

Ve druhé tloze student méni sitku jamy a pozoruje, jak se zméni energetické
spektrum jamy a graf vlnové funkce ¢i hustoty pravdépodobnosti. Tuto tlohu
jsem prevzal z pracovniho listu z webu QuVis [12].

Nasleduje tuloha, kde ma student za tkol najit souradnice mist v jamé, kde
nalezneme castici s nulovou pravdépodobnosti. Tuto tlohu jsem ¢astecné prevzal
z pracovniho listu dostupného na QuVis webu. Tam lze nalézt tlohu, kde je
naopak po Tesiteli vyzadovano najit souradnice mist, kde najdeme ¢astici s nejvetsi
pravdépodobnosti [12]. Pouzil jsem rovnéz jina kvantova cisla.

Pro posledni dvé tlohy jsem se rozhodl vyuzit aplet z kolekce PhET, jelikoz
dokaze zobrazit casovy vyvoj stacionarniho stavu a konkrétni hodnoty energie
v elektronvoltech. Kdyz pracuje fesitel s konkrétnimi ¢isly, tak si, dle mého na-
zoru, 1épe zapamatuje proces Teseni tlohy a lépe si tak osvoji studovany fyzikalni
jev. Pro PhET aplet jsem se rozhodl i ptfesto, ze nezobrazuje nekonecnou, nybrz
po vhodném nastaveni parametri ,jen“ velmi hlubokou jamu.

Ctvrté tiloha je zaméfena na ¢asovy vyvoj stacionarnich stavii ¢astice v jame.
Resitel porovnava ¢asovy vyvoj staciondrnich stavit s odlisnou energii a ma za
ukol se zamyslet, zda je vypozorované ve shodé s teorii, se kterou se seznamil
drive.

V paté tloze Tesitel nastavi zadané parametry a pomoci apletu urcuje rozdily
mezi dvéma sousednimi energetickymi hladinami. Na zakladé uréenych hodnot ma
poté strucné popsat, jaké je energetické spektrum nekonecéné potencidlové jamy.
Aby se Tesitel svymi vysledky priblizil nekonecné jameé, nastavi dle instrukei jamu
co nejhlubsi a pracuje pouze s prvnimi péti energetickymi hladinami, kde rozdily
mezi Fesenim konecné hluboké a nekonecné jamy nejsou tak velké. Upravil jsem
zadani jedné tlohy z materidla z QuVis webu [12], v jejimz zadani je pozorovat
rozdily mezi energetickymi hladinami bez urcovani konkrétnich hodnot.



2.2 Linearni harmonicky oscilator

V tomto pracovnim listu fesitel pracuje s fesenim linearniho harmonického os-
cilatoru. Pracovni list obsahuje Sest tloh, které jsem sestavil pro praci s apletem
z kolekce PhET [8], nebot tento aplet dokdze zobrazit konkrétni hodnoty energe-
tickych hladin a také casovy vyvoj grafu vinové funkce. Na zacatku pracovniho
listu je uveden obrazek prevzaty z prislusné webové stranky, na kterém je vidét
priklad spravného nastaveni apletu. V tfeseni tloh uvedenych v tomto pracovnim
listu uvadim vzorce prevzaté ze skript [1], konkrétné vzorec pro vypocet poten-
cidlni energie ¢astice (z klasické fyziky), vzorec pro n-tou hladinu energie LHO a
podobu ¢asového ¢lenu vlnové funkce. V feSeni jedné z tuloh také uvadim prevod
joultl na elektronvolty [9] a hodnotu redukované Planckovy konstanty [10].

Prvni dvé tlohy tohoto pracovniho listu jsou zaméfeny na seznameni s tim,
co PhET aplet zobrazuje a jaké parametry miize reSitel v apletu ménit. V tloze
c¢islo 1 ma Tesitel za ikol ménit hmotnost ¢astice a sledovat, jak se zméni pribéh
potencialni energie. V této tloze se uplatni klasicky, nikoliv kvantovy pristup.

Ve druhé tloze je tikolem fesitele zobrazit panel ,,Configure Potential“ a po-
psat, jaké velic¢iny jsou v nabidce uvedeny a v jakych jsou jednotkach. Déle Tesitel
ulohy pozoruje, jak se se zménou téchto veli¢in méni pribéh potencialni energie.

Tyto dvé tlohy byly inspirovany tlohami z materidla QuVis [13]. Tento typ
uloh se vyskytuje v pracovnich listech QuVis velmi casto, jde zpravidla o prvni
ulohu z listu, kde se student poprvé seznami s apletem a zjisti, co a jak zobra-
zuje. Tento pristup povazuji za uzitecny, a proto jsem se rozhodl dvé tilohy na
seznameni s apletem zaradit na zacatek tohoto pracovniho listu.

Tteti tloha je zaméfena na Casovy vyvoj stacionarnich stavi v LHO. Resitel
ma za ukol porovnat ¢asovy vyvoj stavii s odliSnou energii a svoje pozorovani
poté porovnat s teorii.

Ctvrta tloha je znovu zaméfena na ¢asovy vyvoj; fesitel nastavi postupné dvé
riznd minima potencidlni energie a pro kazdou z moznosti porovnava casovy vy-
voj grafu vinové funkce odpovidajici zdkladnimu a druhému excitovanému stavu.
Prvni minimum potencidlni energie dava pomérné prekvapivy vysledek: graf vl-
nové funkce odpovidajici zakladnimu stavu se v ¢ase vyviji s vétsi , frekvenci®.
Jde totiz o stav s vétsi absolutni hodnotou energie, ktera se vyskytuje v ¢asovém
¢lenu vinové funkce.

V dalsi tloze tesitel zkouma grafy hustoty pravdépodobnosti. Nejprve ma za
ukol vypozorovat, zda maji lokdlni maxima vsechna stejnou hodnotu. Nasledné
ma za ukol najit vztah mezi kvantovym c¢islem popisujicim stav, jemuz odpo-
vida danda hustota pravdépodobnosti, a poctem jejich lokalnich maxim. Druhou
¢ast této ulohy jsem prevzal z pracovniho listu z webu QuVis [14] zaméFeném na
dvoudimenzionélni potencidlovou jamu, kde lze nalézt ilohu na zkouméni vztahu
kvantového ¢isla a poc¢tem lokalnich extrémii vinové funkce ¢i hustoty pravdépo-
dobnosti.



Sest4 tiloha je zaméfena na zkouméni energetického spektra LHO. Tuto tlohu
jsem Céstecné prevzal z pracovniho listu z webu QuVis [12], kde 1ze nalézt tlohu
na zkoumani energetického spektra jamy. Resitel zjistuje pro kazdé kvantové &islo
hodnotu energie a nésledné urcuje rozdily mezi sousednimi dvéma hladinami.
Regitel pracuje s konkrétnimi &sly, v feSen{ je potom uveden vypocet rozdilu dvou
libovolnych sousednich hladin. Cilem této tlohy je objevit ¢i ovérit, ze energetické
spektrum LHO je ekvidistantni. I presto, zZe TeSitel pracuje se zaokrouhlenymi
hodnotami, lze namérené hodnoty a vypocitané rozdily energetickych hladin brat
jako ovéreni toho, ze spektrum LHO je ekvidistantni.



2.3 Dvoudimenzionalni linearni harmonicky
oscilator

V tomto pracovnim listu pracuje fesitel s feSenim dvoudimenzionélniho line-
drniho harmonického oscildtoru. Ulohy jsem sestavil pro praci s apletem z kolekce
QuVis [15]. Celkem se v tomto pracovnim listu nachézi pét tloh. Na zacatku pra-
covniho listu je uveden obrazek prevzaty z prislusné webové stranky, na kterém je
vidét priklad spravného nastaveni apletu. V tfeSeni tloh uvadim vzorce pro n-tou
hladinu energie 1D i 2D LHO prevzaté ze skript [1].

Prvni tlohu jsem ptevzal z pracovniho listu ze stranky QuVis [14]. Resitel
ma za tkol nastavovat rtizné kombinace kvantovych ¢isel a pozorovat vysledny
graf vlnové funkce. Jeho tikolem je najit vztah mezi kvantovymi ¢isly a poctem
lokalnich extrémii.

Druhéa tloha navazuje na tlohu ptredchozi. Nyni ma fesitel prijit na to, jaka
kombinace kvantovych ¢isel zaruci, aby méla vinova funkce konkrétni pocet lokal-
nich extrémi. U této ilohy jsem se inspiroval v pracovnim listu na webu QuVis
[14].

V zadani treti dlohy je tkolem nalézt souradnice mist, kde s nejvétsi pravde-
podobnosti nalezneme c¢astici nachazejici se ve stavu popsaném zadanymi kvan-
tovymi ¢isly. Po Tesiteli se nevyzaduje nalézt konkrétni souradnice, nybrz pouze
slovy popsat, kde se hledand mista nachazeji. Tuto tlohu jsem ptevzal z pracov-
niho listu z webu QuVis zaméreného na jednodimenziondlni nekonecnou jamu
[12] a upravil ji pro dvoudimenzionalni oscilator.

Ctvrtd tloha je inspirovana tlohou ze serveru FyzWeb [15] a tlohou 7 pra-
covniho listu z webu QuVis [14]. Resitel ma vyjadfit celkovou energii ¢astice
nachézejici se ve stavu popsaném danymi kvantovymi ¢isly. Na serveru FyzWeb
je podobna tloha, v jejimz zadani je najit kvantova cisla n, a n, tak, aby energie
castice nachazejici se v tomto stavu méla néjakou konkrétni hodnotu, napt. 3Aw.
Zadani druhé tulohy, kterda mi byla inspiraci, je zamyslet se, jak lze urcit energii
castice, pokud zndme energie E, a E,. Tuto otdzku jsem polozil Tesiteli jiz ve
vstupnich otazkach, které jsou na zacatku pracovniho listu.

Pata tloha je zamétena na préci s grafy. Zde jsem se opét inspiroval na serveru
FyzWeb [15], kde jsou tlohy zaméfené rovnéz na préci s grafy. Ukolem v zaddni
paté ulohy je urcit, zda je uvedeny graf grafem vlnové funkce, nebo hustoty prav-
dépodobnosti a poté vyjadrit celkovou energii ¢astice nachazejici se v uvedeném
stavu. Na serveru FyzWeb [15] je uvedena tloha, kde ma fesitel urcit kvantova
¢isla na zakladé grafu vlnové funkce. Stejny tkol ale musi splnit i v paté tloze
mého pracovniho listu, pokud chce spravné vyjadrit energii ¢astice.



2.4 Dvoudimenzionalni nekonec¢na pravouhla
potencialova jama

V tomto pracovnim listu pracuje Tesitel s feSenim dvoudimenzionalni neko-
neéné pravothlé potenciglové jamy. Ulohy jsem sestavil pro praci s apletem z ko-
lekce QuVis [11]. Celkem se v tomto pracovnim listu nachézi pét tloh. Na zac¢atku
pracovniho listu je uveden obrazek prevzaty z prislusné webové stranky, na kte-
rém je vidét priklad spravného nastaveni apletu. V feseni tiloh uvedenych v tomto
pracovnim listu uvadim vzorec prevzaty ze skript [1], konkrétné vzorec pro vypo-
cet energie Castice nachazejici se v nekonecné 1D jamé. U vypoctu energie ¢astice
ve 2D jamé jsem vychazel ze vzorce uvedeného na webu FyzWeb [11].

Prvni lohu jsem prevzal z pracovniho listu dostupného na webu QuVis [14].
V zadani je najit vztah mezi hodnotami kvantovych ¢isel a poétem lokalnich
maxim hustoty pravdépodobnosti, resp. po¢tem lokalnich extrému vinové funkce.

Ve druhé tloze ma ftesitel za kol urcit, jaké kombinace kvantovych cisel n,
a n, zaruci, aby vlnova funkce odpovidajici stavu popsaném témito kvantovymi
¢isly méla urcity pocet lokalnich extrému. Tato tloha navazuje na tlohu precha-
zejici, byla inspirovana materidly na QuVis webu [14].

Tteti tloha je zaméfena na praci s grafem hustoty pravdépodobnosti. Resi-
tel ma urcit souradnice mist, kde nalezneme c¢astici s nejvétsi pravdépodobnosti.
K zadani tdlohy jsem uvedl napovédu, ze mé fesitel vyuzit graf hustoty pravde-
podobnosti. V prvni podiloze vyzaduji konkrétni souradnice, nebot jde o nejjed-
nodussi mozny priklad; u druhé podulohy uz staci pouze slovné popsat hledana
mista v jamé. Ulohu jsem upravil na zékladé tlohy z pracovniho listu vénovaného
jednodimenziondalni nekonecné jame [12].

Ve ¢tvrté tloze je tkolem vyjadrit celkovou energii ¢astice nachazejici se ve
stavu popsaném danymi kvantovymi ¢isly. Zde jsem se inspiroval tlohou z pra-
covniho listu z QuVis webu [14], v jejimz zadédni je zamyslet se, jak pomoci energii
E,, a E,, ziskdme celkovou energii ¢dstice £. Podobnou otdzku pokldddm rovnéz
na samotném zacatku pracovniho listu. Inspiraci jsem nasel téz u tlohy dostupné
na serveru FyzWeb [11], kde 1ze nalézt ilohu na hledani kvantovych ¢isel tako-
vych, aby celkova energie ¢astice byla 50F).

U pété tlohy jsem se rovnéz inspiroval tlohami z webu FyzWeb [11], kde lze
nalézt hned nékolik tiloh zaméfenych na praci s grafy. Resitel ma v této tloze za
ukol urcit, zda je zadany graf grafem vinové funkce, nebo hustoty pravdépodob-
nosti. Nasledné ma vyjadrit celkovou energii ¢astice. Konkrétné jsem se inspiroval
u ulohy ze serveru FyzWeb [11], kde Ize nalézt ilohu, ve které mé4 resitel za tikol
na zakladé grafu vlnové funkce uré¢it hodnotu kvantovych ¢isel. V paté tloze mého
pracovniho listu musi feSitel rovnéz nalézt nejprve kvantova cisla, aby mohl urcit
spravné celkovou energii castice.



2.5 Superponované stavy

V tomto pracovnim listu zkouma fesitel superponované stavy. Celkem tento
pracovni list obsahuje pét tloh. Prvni tfi tlohy jsem sestavil pro préaci s aple-
tem z kolekce QuVis [16]. V téchto tlohédch se zabyva TeSitel superponovanymi
stavy castice v nekonecné potencidlové jamé. Zbylé dvé tlohy jsem sestavil pro
praci s apletem z kolekce PhET [8]. V téchto ulohach pracuje Fesitel s linedrnim
harmonickym oscilatorem. Na zacatku sekvence tloh urcenych pro praci s danym
apletem je uveden obrazek prevzaty z prislusné webové stranky, na kterém je vi-
dét priklad spravného nastaveni daného apletu. V feseni tloh uvedenych v tomto
pracovnim listu uvadim vzorce prevzaté ze skript [1], konkrétné vzorec pro vy-
pocet stfedni hodnoty energie ¢astice nachazejici se v superponovaném stavu a
predpis vinové funkce superponovaného stavu ¢astice v jameé.

V prvni dloze ma tesitel za kol zkoumat ¢asovy vyvoj grafu hustoty pravde-
podobnosti odpovidaji superpozici stavi 1 a 5. Nastavuje hodnotu koeficientu
u 9 nejprve na nulu a poté na 1 nebo —1 a vsima si zmény v ¢asovém vyvoji
grafu hustoty pravdépodobnosti. V této tloze Tesitel pracuje se superponovanymi
i stacionarnimi stavy. U této tlohy jsem se inspiroval u tlohy na serveru FyzWeb
[16], v jejimz zadéni je vybrat z nabidky stav, jehoz hustota pravdépodobnosti je
¢asove nezavisla.

V zadéani druhé ulohy je urcit pravdépodobnost naméreni energie zakladniho
stavu, kdyZ se Géstice nachdzi v zadaném superponovaném stavu. Ulohu jsem
¢astecné prevzal z bakalaiské prace Martina Landy [17], kde lze nalézt tlohu za-
meérenou na spin elektronu. Poté Tesitel pozoruje frekvenci vyvoje grafu hustoty
pravdépodobnosti a pro rizné hodnoty koeficienti v linedrni kombinaci pozo-
ruje, zda frekvence na téchto koeficientech zavisi, ¢i nikoliv. Tuto podilohu jsem
castecné prevzal z domaciho tkolu, ktery mi byl zadan béhem tcasti v kurzu
kvantové mechaniky pro ucitele.

Tteti ulohu jsem vytvoril na zakladé tlohy z pracovniho listu z QuVis webu
[18]. Student m& za tkol zobrazit stfedni hodnotu polohy a uréit, kdy je neza-
visla na case. Na webu QuVis je tloha, v jejimz zadéani je nakreslit graf hustoty
pravdépodobnosti odpovidajici stavu, ve kterém je stifedni hodnota polohy casové
nezavisla. Zadani ulohy jsem mirné upravil, nebot jsem povazoval za nadbytecné,
aby Tesitel tlohy kreslil graf hustoty pravdépodobnosti.

Ctvrta tloha je zaméfena na zkoumani grafi hustoty pravdépodobnosti. Re-
Sitel nastavuje superponované stavy, které jsou superpozici jen sudych nebo jen
lichych stacionarnich stavii. Ma za kol odhalit, co maji zobrazené funkce spolec-
ného. Regitel ma dospét ke zjisténi, Ze vSechny hustoty pravdépodobnosti super-
ponovanych stavi ze zadani ilohy jsou sudé funkce. Do zadani tlohy jsem pridal
i priklad dvou stavii, jejichz hustoty pravdépodobnosti nejsou sudé funkce.

V paté tloze jsou uvedeny ¢tyfi superponované stavy. Ukolem je vybrat stav
s nejvétsi stredni hodnotou energie. Do zadani tlohy jsem vybral takové stavy,
ze kterych lze vybrat ten s nejvétsi stfedni hodnotou energie pouhou tvahou,
zadny vypocet potieba neni. Pokud fesitel tllohy tuto tlohu vytesi bez pocitani,
pak si ovéri, ze rozumi tomu, jak hodnoty koeficienti v superpozici ovliviuji



stfedni hodnotu energie. Zde jsem se rovnéz inspiroval u bakalarské prace Martina
Landy [17]. Resitel tlohy poté u kazdého stavu urci periodu éasového vyvoje
grafu hustoty pravdépodobnosti. Tuto podilohu jsem ¢astecné prevzal z domaciho
ukolu, ktery mi byl zadan béhem ucasti v kurzu kvantové mechaniky pro ucitele.
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2.6 Vrstevnicové grafy

Studijni text vénovany vrstevnicovym grafiim je koncipovan tak, aby se ¢tenar
naucil na zakladé zadanych kvantovych ¢isel nakreslit vrstevnicovy graf odpovida-
jici vilnové funkce ¢i hustoty pravdépodobnosti. Tento studijni text miize pomoci
¢tenari si feseni jednoduchych problémt kvantové mechaniky lépe predstavit.

Téma jsem rozdélil na dvé ¢asti: Prvni ¢ast jsem vénoval dvoudimenzionalni
nekonecné potencialové jamé, druhou c¢ast potom dvoudimenzionalnimu linear-
nimu harmonickému oscilatoru. Takovéto usporadani jsem zvolil z toho duvodu,
ze predpis pro vlnovou funkci popisujici stacionarni stav ¢astice v jamé neni tak
slozity jako predpis pro vlnovou funkci popisujici stav ¢astice nachazejici se v os-
cilatoru. V jednom odstavci uvadim predpis pro vinovou funkei popisujici stav
¢astice nachazejici se v dvoudimenzionalni nekoneéné jameé [1]. Vrstevnicovy graf
odpovidajici jamé je potom zfejmé méné obtizné nakreslit.

Kresleni vrstevnicovych grafii je casové narocné podle toho, jak peclivé ¢tenar
dany graf vykresluje. V textu jsem uvedl, Ze ndm pri kresleni nejde o presné zachy-
ceni pritbéhu uvazované funkce, nybrz o priblizny nacrtek. Se vzniklym nacrtkem
1ze naptiklad pohodInéji hledat souradnice bodi, ve kterych nabyva hustota prav-
dépodobnosti maxim a hledat tak souradnice mist, kde najdeme c¢astici s nejvetsi
pravdépodobnosti.

Na zacatku textu je uveden strucény popis toho, co jsou to vrstevnicové grafy
a kde je Tesitelé iloh uvedenych v pracovnich listech mohli potkat. Jako prvni
aktivitu jsem zvolil kresleni vrstevnicového grafu na zakladé grafu klasického.
V ¢asti vénované oscilatoru graf nekreslim, pouze uvadim graf vytvotreny v pro-
gramu Wolfram Mathematica. Poté nésleduje v obou ¢éastech kresleni vrstev-
nicového grafu hustoty pravdépodobnosti odpovidajici stavu popsaném danymi
kvantovymi ¢isly. Pred samotnym kreslenim grafu pokladam otazky, které mohou
¢tenari pomoci si rozmyslet, co potfebuje védét o funkci, jejiz graf se chysta na-
kreslit. Ma si rozmyslet, kolik bude oblasti, na které si rozdéli papir a zda budou
tyto oblasti stejné velké, dale pak zda funkce nabyva jen kladnych, nebo i za-
pornych hodnot. M4 si téz rozmyslet, jaké barvy poté vyuzije a kolik vrstevnic
bude kreslit. Ja jsem pri kresleni grafti vyuzil barvy duhy. Na zavér jsem uvedl
svilj nacrtek doplnény o presny graf vytvoreny v programu Wolfram Mathema-
tica. U svého nacrtku jsem ponechal stejnou barevnou skélu, jakou jsem zvolil
v programu Mathematica.

Na zavér tohoto studijniho textu jsem pridal jednu aktivitu, ve které ma ¢tenar
za ukol pritadit ke grafu funkce kvantova cisla a jednu z moznosti jama, oscilator.
P1i feseni tohoto tkolu ¢tenar uplatni dovednosti, které ziskal pri kresleni graffi.
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3. Zpétna vazba od studenti

Pracovni listy uvedené v prilohach této prace byly zadany vedouci této prace
jako dobrovolny domaéci tikol G¢astniktim kurzu ,,Uvod do kvantové mechaniky a
kvantové teorie“. Za vyplnéné pracovni listy mohli studenti ziskat rovnéz body,
které jim mohou pomoci k ziskani zapoctu. Mél jsem moznost prohlédnout si
odpovédi studentti, kteri vyplnéné pracovni listy odevzdali véas. Studenti méli po
vyTeSeni tloh zodpoveédét také tii otazky majici formu zpétné vazby. Odpovidali
na tyto otazky:

1. Co jste se diky pracovnimu listu naucili ¢i se v tom procvicili? Piste zcela
konkrétni véci.

2. Byla zadéani tkolt i doprovodné texty srozumitelné? Pokud ne, prosim,
oznacte konkrétni nesrozumitelné ¢i Spatné srozumitelnd mista.

3. Navazovaly jednotlivé tkoly logicky na sebe? Postupovaly od jednodussich

vvvvvv

Nékteri studenti méli problém s tdlohou pét z pracovniho listu zaméreného
na dvoudimenziondlni pravouhlou potencidlovou jamu. V zadani ulohy je m)j.
urcit energii castice na zakladé grafu jeji vinové funkce. V zadani dlohy jsem
upozornil Tesitele, ze si maji dat pozor na spravné urceni rozmeéru jamy. I presto
nekteri studenti nasledné neurcili energii ¢astice spravné. Proto jsem nové pripojil
k zadani dlohy upozornéni, ze jama z této tlohy ma jiné rozméry nez jama ze
ctvrté ulohy.

Ve zpétné vazbé od studentti se objevily drobné vyhrady k formatovani zadani
uloh, konkrétné na odsazovani tloh z pracovniho listu zaméreného na 1D jamu,
kde nebyla ziejmé prilis zdarile odsazena tloha urcéend pro praci s jednim apletem
a instrukce k dalsim tdloham urcenych pro praci s jinym apletem. Vytka k oddéleni
uloh se tykala i pracovniho listu zaméreného na 2D jamu. Oba tyto naméty na
opravu jsem zapracoval, aby byly pracovni listy prehlednéjsi.

Jeden ze studentl ocenil, Ze jsem upozornil na zadavani desetinnych cisel
v apletu PhET pomoci tecky, nikoliv ¢arky. V pracovnim listu vénovaném super-
ponovanym stavim jedna ze studentek upozornila, ze chybi instrukce k nastaveni
hodnoty konstanty w a minima potencidlni energie V. Tyto instrukce jsou uve-
deny v pracovnim listu vénovaném 1D LHO. Ale ponévadz miize tesitel pracovni
listy prochazet v libovolném poradi, pripojil jsem instrukce k nastaveni i do tohoto
pracovniho listu.

Pokud jde o logickou navaznost tloh, tak studenti témeér vzdy uvadeéli, ze byli
razeny od jednodussich po slozitéjsi. AvSsak k pracovnim listu zamérenému na
1D LHO jeden ze studentii napsal, ze by upfednostnil tilohy zamérené na c¢asovy
vyvoj umisténé hned za sebou. Rozhodl jsem se poradi uloh upravit dle studenta.

Celkove studenti ocenili, Ze si mohli zopakovat ucivo probirané ve vyuce. Pra-
covni listy se jim libily, uvedme konkrétni vyrok jedné studentky: ,Moc se mi
vsechny pracovni listy libily — jsou opravdu uzitecné a hodné jsem se pri jejich
uceni naucila.
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Z.aver

V ramci této bakalarské prace jsem vytvoril pét pracovnich listi, které se vé-
nuji jednoduchym problémim kvantové mechaniky. Jedna se o problémy jedno-
dimenzionalni a dvoudimenzionalni. Soucasti prace je dale studijni text vénovany
vrstevnicovym grafim. Pracovni listy jsou urceny primarné studentiim ucitelstvi
fyziky, ktefl navstévuji kurz kvantové mechaniky. I presto, ze ¢ast loh jsem sam
vymyslel, povazuji za sviij nejvétsi prinos v této praci vypracovani podrobnych
reseni vsech tloh uvedenych v pracovnich listech.

Pracovni listy jsou zverejnény na strankach serveru FyzWeb, v sekci materialy,
konkrétné na adrese https://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/, kde jsou volné pii-
stupné vsem zajemctim o studium jednoduchych problémi kvantové mechaniky:.

Ulohy, které jsou v listech obsazeny, jsou riznorodé, takze umozni Tesiteli
nahlédnout na dany problém z vice stran a tak ho lépe pochopit. Tyto tlohy
mohou zna¢né pomoci zdjemciim o kvantovou mechaniku, ktefi nemaji moznost
osobné se tcastnit seminai a prednasek zamérenych na tuto oblast fyziky.

Pti tvorbé této prace jsem se naucil lépe pracovat s programem TeX-studio.
Tento program je pro tvorbu textu obsahujiciho rtizné rovnice a vzorce vhodné;jsi
nez nékteré studenty castéji pouzivané textové editory. Diky této praci jsem také
poznal nabidku apleti z kolekce PhET [19]. Nékolik z nich jsem pouzil pri své
pedagogické praxi. Konkrétné se jednalo o aplet zobrazujici Newtonuv gravitac¢ni
zakon [20] a také o aplet ukazujici zdkon zachovani mechanické energie [21].

Pracovni listy byly zadany jako dobrovolny domaci tkol tucastnikiim kurzu
,Uvod do kvantové mechaniky a kvantové teorie“. Od ¢yt studentt jsem obdrzel
zpétnou vazbu na pracovni listy. Na zakladé této zpétné vazby mohu fici, ze
studenti byli s pracovnimi listy spokojeni a ocenili moznost zopakovat si ucivo
probirané ve vyuce. Pokud by se v budoucnu objevily néjaké dalsi napady na
vylepSeni pracovnich listii, potom bych rad tyto zmény zapracoval.

Tvorba pracovnich listi touto bakalarskou praci nekonci, v nasledujicich mési-
cich bych chtél vytvorit dalsi listy vénované naptiklad jamé kruhového pudorysu.
Tato prace prinesla mné samotnému dobrou prilezitost si feSeni jednoduchych
problému kvantové mechaniky 1épe osvojit. Své znalosti v této oblasti fyziky bych
v budoucnu rad prohloubil naptiklad praci na vyse zminéné kruhové jamé.
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A. Prilohy

1 Nekonecna pravouhla potencialova jama

1.1 Zadani uloh

V tomto pracovnim listu budete zkoumat nekone¢nou pravotuhlou potencialo-
vou jamu. Pripomente si, jak vypadaji stacionarni vinové funkce popisujici stav
castice v této jameé, jak vypadaji prislusné hustoty pravdépodobnosti a jaké jsou
povolené energie ¢astice. Pouzijte nasledujici odkaz, ktery vas zavede na QuVis
aplet zobrazujici stacionarni stavy v nekonecné potencialové jameé:

http://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/Infwellld /infwellld.html

Zobrazi se vam tento aplet:

Animace Ukoly QuVis
Castice na aseéce (1D nekoneéné hluboka pravouhla jama)
Winowa funkce (x) ¥ Kvantowé Sslo: n= 1 ..G;Hl,':l' Dobrazupk stay CASHCDH 5 hmotnosti m l‘
2L, Energie E; = 1 E; 7 |V ednorozmémé pravodhilé potencilove jamié:

Potencidini energie je nulova v intervalu od x = 0
do x = L, ke L j Sifky jamy; mimo tento intanval
uvaujene, 26 56 polanciaini enaergie b2

nlonatnu
o L
] Ménte kvantové dislo stavu Edatice a difku
jamy a pozorujte, jak na nich zivisi probéh
vinowé funkcae, hustoty pravdépodobnosti
3L I a energie Castice,

HUSIA pravaspocabnost |, (xR
2L, I Ovladani
| Zobrazit graf husboty ?
pravddpodobnosti |pf
Pravdépodobnost nalezeni v dandm

intervalu (lze ménit tadendm mysi
nebo Hatitky pod dolnim gradem)

& " . R Zobrazit kasickou husiotu
o L pravdépodobnost (Servend) -
— £ Silka jarmy = 3

Obrazek 1.1: Spravné nastaveny QuVis aplet.

Vlevo nahote vidite graf vinové funkce. Uprostted vidite schéma energetického
spektra, kliknutim na konkrétni energetickou hladinu se vam zobrazi odpovidajici
vlnova funkce. Vlevo dole rovnéz muzete pozorovat graf hustoty pravdépodob-
nosti. Zobrazi se vam po kliknuti na policko v pravé casti obrazovky.

1. Uvazujme graf na obrazku

e Jde o graf vinové funkce, nebo hustoty pravdépodobnosti? Vysvétlete.
» Vyjadrete energii ¢astice nachazejici se ve stavu, jemuz odpovida tato

vlnova funkce, resp. hustota pravdépodobnosti.

2. V této uloze se zamérte na schéma uprostied stranky. Zobrazuje energe-
tické hladiny castice v jamé. Na svislé ose je hodnota energie, energie roste
smérem nahoru.
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Obrazek 1.2: Zadani dlohy 1.

o Kliknéte na energetickou hladinu odpovidajici nékterému excitova-
nému stavu. Jak se zméni hodnota energie, kdyz ménite sitku jamy?
« Pozorujte a popiste, jak se méni graf vinové funkce a hustoty prav-

dépodobnosti konkrétniho stacionarniho stavu se zménou sitky jamy.
Zamérte se na pocet lokalnich extrémil a na hodnotu lokal. extrémaii.

3. Zobrazte grafy hustoty pravdépodobnosti pro stavy s kvantovym ¢islem:

L[] n:4’
e n=2_.

Urcete pro kazdy stav x-ové souradnice mist v jamé, kde c¢astici najdeme
s nulovou pravdépodobnosti. Uvazujte pritom, Ze je rozmér jamy urcen in-
tervalem [0; L].

Pro Teseni nasledujicich tloh pouzijte odkaz, ktery vas zavede na stranku
s aplety zobrazujici jednoduché problémy kvantové mechaniky:

https://phet.colorado.edu/sims/cheerpj/bound-states/latest/bound-states.html?simulation=bound-states

Vpravo nahote rozkliknéte ,Potential Well“ a vyberte moznost ,Square®.
Nastavte co nejhlubsi a nejsirsi jamu. Na obrazku [I.3] je pfiklad spravného
nastaveni.

Budete pracovat s timto apletem, nebot umi zobrazit casovy vyvoj a urcit
hodnoty energie. Upozornéme ptredem, ze zde nebudete pracovat s neko-
necné hlubokou jamou, nybrz s jamou velmi hlubokou.

4. Pripomente si podobu casového ¢lenu v predpisu stacionarni vlnové funkce
prisluseji kvantovému ¢islu n. Vyberte si dva stacionarni stavy s velice roz-
dilnymi energiemi. Postupné si nechte zobrazit grafy odpovidajicich vlno-
vych funkci a zapnéte jejich c¢asovy vyvoj. Porovnejte periodu casového
vyvoje téchto grafi. Strucéné popiste, jak souvisi poradi stavu s frekvenci
vyvoje vlnové funkce.
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Obréazek 1.3: Spravné nastaveny PhET aplet.

5. Rozkliknéte vpravo moznost ,,Configure Potential“. Nastavte sitku jamy na
4,7nm, hloubku jamy na 20 eV a minimum potencialni energie na —5eV
(v apletu oznaceno jako ,Offset“). Hmotnost Castice ponechte na hod-
noté odpovidajici hmotnosti elektronu. Postupné kliknéte na pét sousednich
energetickych hladin, konkrétné na hladiny prislusejici staviim s kvantovymi
¢isly 1 az 5. Poznamenejte si kvantové ¢islo a hodnotu energie, ktera se vam
pri kliknuti zobrazi. Poté urcete rozdily mezi sousednimi hladinami. Co
muzete na zakladé svych vypocti fict o energetickém spektru jamy?
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1.2 Reseni tloh z pracovniho listu ,,Nekonec¢na pravoiuhla
potencialova jama*

1. .

Jde o graf hustoty pravdépodobnosti, nebot zobrazovana funkce ma

nékolik lokalnich maxim a minim s hodnotou nula; nabyva pouze ne-

zapornych hodnot. Funkce ma na svém defini¢nim oboru globalni ma-
2

ximum rovno hodnoté +. Toto ¢islo je druhou mocninou normovaci

konstanty vinové funkce.

Nejprve urc¢ime podle poctu lokdlnich maxim kvantové ¢islo prislu-
sejici dané hustoté pravdépodobnosti. Kvantové cislo je rovno poctu
lokalnich maxim hustoty pravdépodobnosti, kterych jsme napocitali
pét. Vzorec pro vypocet energie ¢astice o hmotnosti m nachézejici se
v jamé sitky L ve stavu popsaném kvantovym cislem n méa tuto po-
dobu:

_ n2n?R?2 2
En— L2 =N El-

Mame ¢astici nachazejici se ve stavu s n = 5, tedy ve ¢tvrtém excito-
vaném stavu. Energii ¢astice lze pak vyjadrit ve tvaru:

_ 5%m2h? w2 h2
Es = 2mL?2 25 2mL?2 "
S rozsifovanim jamy energie libovolného staciondrniho stavu klesa.
Nase pozorovani mtizeme podpotit pouzitim vzorce pro energii ¢astice
nachazejici se v n-tém stavu v jamé sirky L:

2. 272
_ n°mwh
En_ 2mL? *

7 tohoto vzorce je vidét, ze energie klesd s druhou mocninou Sitky
jamy.

Kdyz rozsitujeme jamu, pozorujeme, ze pocet extrému vinové funkce
i hustoty pravdépodobnosti se neméni. To, co se méni, je hodnota
lokalnich extrém, ktera se s rozsitovanim jamy zmensuje, aby vysledné
funkce vyhovovaly normovaci podmince.

3. Zobrazime si v apletu prislusny stacionarni stav a z grafu hustoty pravdeé-
podobnosti odec¢teme x-ové souradnice mist, v nichz ma hustota pravdépo-
dobnosti nulovou hodnotu.

n = 4:
Graf hustoty pravdépodobnosti lze rozdélit na ¢tyti shodné oblasti.

Nulové body hustoty pravdépodobnosti tvori hranice téchto oblasti.

T . .n L L 3L : /
Souradnice téchto mist budou: 0, 7, 5, 7, L, viz obrdzek
=38:

Situace je analogickd predchozimu prikladu; opét nastavime sedmy
excitovany stav a prislusnou hustotu pravdépodobnosti a hledame jeji
nulové body. Graf je rozdélen na osm oblasti, nulové body tvori hra-
nice téchto oblasti. Souradnice mist, kde ¢astici nalezneme s nulovou

pravdépodobnosti, jsou: 0, %, %, %, %, %, %, %, L, viz obrazek .
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Obrazek 1.4: Graf hustoty pravdépodobnosti odpovidajici stavu s kvantovym ¢is-
lem 4.
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Obrazek 1.5: Graf hustoty pravdépodobnosti odpovidajici stavu s kvantovym c¢is-
lem 8.

4. Casovy ¢len plynouci ze Schrédingerovy rovnice ma podobu: e = emiwnt,
Cim vétsi bude energie ¢astice, tim vétsi bude thlova frekvence w, a tim
,rychleji“ se bude ménit graf. Cim véts bude kvantové ¢islo uvazovaného
stavu, tim mensi bude perioda vyvoje grafu .

5. Nastavili jsme pozadované parametry. Nyni zapiSme prislusné energetické

hladiny:

o By =—498¢eV.

o E2 = —4,93 eV — E2 — E1 = 0,05 eV.

U E3 = —4,85 eV — E3 — E2 = 0,08 eV.

U E4 = —4,74€V — E4 — E3 = 0,11 eV.

U E5 = —4,59 eV — E5 — E4 = 0,15 eV.
Vidime, zZe rozdily mezi dvéma sousednimi hladinami nejsou vSechny stejné,
energetické spektrum tedy neni ekvidistantni. Zde jsme pracovali s velmi

hlubokou, avsak ne nekonecnou jamou. U nekonecéné jamy také plati, ze
energetické spektrum neni ekvidistantni.
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Stavy s nizkou hodnotou energie se u velmi hluboké, nybrz ne nekonecné
jamy podobaji natolik staviim v nekonecné jamé, ze muzeme nase vysledky
brat jako ovéreni toho, ze spektrum nekonecné potencialové jamy neni ekvi-
distantni.

Rozdil mezi dvéma sousednimi energetickymi hladinami ¢astice nachézejici
se v nekonecné jamé mizeme urcit pomoci vzorce, ktery jsme jiz uvedli
vyse. Vypocitejme tedy rozdil E,,.1 a E,:

_ (n+1)272p2 n?n?h? _ w2h? 2 2\ _ m2n?
E”"’l - En - 2mL2 T 2mL? T 2mlL? (TL +2n+1-n ) T 2mL? (277, + 1)

Z vypoctu je patrné, ze rozdil mezi sousednimi energetickymi hladinami je
linearni funkei kvantového cisla.

Spocitame rozdily mezi hladinami podle tohoto vzorce, naptiklad rozdil E;

a Fs uréime takto:

_ 7m2-(1,06-1073H2.(2-141) . —921
By —Ey = 2.9,1-10-31.(4,7-10-9)2 8,20-107J.

Za redukovanou Planckovu konstantu dosazujeme pribliznou hodnotu
h=1,06-10"3*Js.

Prevedeme jouly na elektronvolty pomoci prevodniho vztahu:

1eV =1,6-10"197].

Ey — E; =512-1072eV.

Stejnym zptsobem urcéime rozdily mezi dalsimi dvojicemi sousednich hladin:
Es — E, =0,85-10"teV.

Ey— E;=1,19-10"teV.

Es — E,=154-10"teV.

Vidime, ze rozdily energetickych hladin vypocitané podle vzorce odvoze-
ného pro nekone¢nou jamu se pomérné dobre shoduji s hodnotami, které
jsme nameérili v apletu. Je namisté podotknout, ze v apletu pracujeme se
zaokrouhlenymi hodnotami, nejistota se prenasi mezi rozdily. Pokud jste jiz

resili dlohy na téma linearni harmonicky oscilator, porovnejte mezi sebou
feseni této ulohy, ktera byla vénovana energetickému spektru jamy:.
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2 Linearni harmonicky oscilator

2.1 Zadani uloh

V nasledujicim pracovnim listu se budete zabyvat linedrnim harmonickym os-
cilatorem (LHO). Pripomente si, jaky tvar maji stacionarni stavy a jakou podobu
maji energetické hladiny linedrniho harmonického oscilatoru.

Rozkliknéte nésledujici odkaz, ktery vas zavede na aplet zobrazujici reseni
jednoduchych jednodimenzionalnich problémit kvantové mechaniky:

https://phet.colorado.edu/sims/cheerpj/bound-states/latest /bound-states.html?simulation=bound-states.

Vpravo nahote kliknéte na ,Potential Well“ a vyberte moznost ,,Harmonic
Oscillator“. Zobrazi se vam linearni harmonicky oscilator. Zde je ukazka spravné
nastaveného apletu:

R LU

| ome el 'y Two Wells (Molecalar Bonding)  Many Wells (Band Structure] SLhn

Energy (eV)

'L F.

Probabilty Densiy

Pﬂ'!iiﬁn {nm)

0.00fs " w189 Q oy

Obréazek 2.1: Spravné nastaveny PhET aplet.

Nahorte v hlavni ¢asti okna apletu vidite pribéh potencidlni energie a energe-
tické hladiny, pod timto grafem je graf hustoty pravdépodobnosti. V pravé casti
okna apletu muzete zvolit hustotu pravdépodobnosti nebo vlnovou funkci, podle
toho, jaky graf chcete pozorovat ve spodni ¢asti hlavniho okna. Kdyz kliknete na
konkrétni energetickou hladinu, zobrazi se graf odpovidajici stavu s vami vybra-
nou energii. Dole je moznost spustit vyvoj grafu v case.

1. Vpravo dole lze nastavit riiznou hmotnost uvazované castice. Popiste, jak se
se zménou hmotnosti ¢astice méni pribéh potencialni energie. Vysvétlete,
pro¢ tomu tak je.

2. Vpravo nahore lze ménit dalsi parametry. Zvolte moznost ,,Configure Po-
tential“ a ziskdte moznost ménit dvé fyzikalni veli¢iny. O jaké veli¢iny jde?
V jakych jednotkach jsou uvedeny? Zkuste zménit jejich hodnoty a pozo-
rujte priubéh potencialu. Svoje pozorovani popiste.
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3. Nastavte vpravo zobrazeni grafu vlnové funkce. Pozorujte casovy vyvoj
grafu vinové funkce. Nyni zvolte stav odpovidajici jiné hodnoté energie
a opét pozorujte Casovy vyvoj vinové funkce. Porovnejte casovy vyvoj né-
kolika stavi s odlisnou energii. Pfipomente si nebo vyhledejte casovy ¢len
stacionarni vlnové funkce plynouci ze Schrodingerovy rovnice. Porovnejte
svoje pozorovani s teorii.

4. Pomoci moznosti ,,Configure Potential“ nastavte konstantu w na hodnotu
2 fs71. Vyzkousejte dvé hodnoty minima potencidlni energie (v apletu ozna-
¢ené jako ,Offset):

o Vo=—-436€V,
e Vp=11eV.

Pokud zadavate hodnoty pomoci klavesnice, pouzijte desetinnou tecku, ni-
koliv ¢arku.

V obou pripadech porovnejte ¢asovy vyvoj grafu vinové funkce prislusejici
zakladnimu a druhému excitovanému stavu. Co jste zjistili?

5. Zobrazte nékolik grafii hustoty pravdépodobnosti prislusejicich navzajem
riaznym staciondrnim stavim. U jednoho vybraného stavu pozorujte, zda
maji lokalni maxima hustoty pravdépodobnosti vSechna stejnou hodnotu.
Jak souvisi pocet lokdlnich maxim s hodnotou kvantového ¢isla, které je
danému stavu pritazeno?

6. Pro tento tikol doporucuji nastavit spise ,,uzsi“ potencialni energii. Kliknéte
na nékolik energetickych hladin a poznamenejte si kvantové ¢islo a hodnotu
energie. Spocitejte rozdily mezi sousednimi hladinami, do vypocétu zahrnte
prvnich pét hladin. K jaké myslence vas vedou zjisténé rozdily energii?
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2.2 Reseni tloh z pracovniho listu ,,Linearni harmonicky
oscilator*

1. Pripomenme, ze z klasické fyziky zname vztah popisujici zavislost poten-
cialni energie na soutadnici pro linearni harmonicky oscilator. Tento vztah
je obvykle vyjadfovan vzorcem: V(z) = gmw?az?, kde w znac¢i konstantu
ovliviujici sitku grafu potencialni energie, v klasické fyzice tato veli¢ina vy-
jadruje thlovou frekvenci kmitani oscilatoru. Pismeno m zna¢i hmotnost
¢astice.

Z tohoto vztahu je vidét, ze ¢im vétsi bude hmotnost ¢astice, tim bude graf
potencialni energie uzsi.

2. Vpravo nahote 1ze pomoci moznosti ,,Configure Potential“ ménit hodnotu
konstanty w (ta je uvedena ve femtosekundach na minus prvou) a také mini-
mum potencidlni energie (v apletu oznaceno jako ,Offset*). Kdyz zvétsime
hodnotu w, tak bude graf potencidlni energie uzsi. Se zménou minima po-
tencialni energie se graf posouva nahoru nebo doli. Energie je uvadéna
v elektronvoltech, coz je pro popis chovani ¢astice vhodnéjsi jednotka nez
naptiklad joule. Pro pripomenuti jesté uvedme prevodni vztah mezi obéma
jednotkami:

1eV =1,6-10"1J.

3. Zde porovnavame dva stavy s riiznou hodnotou energie. Casovy vyvoj vl-
nové funkce stacionarniho stavu je dan casovym clenem e . Cim vets
je absolutni hodnota energie c¢astice, tim vétsi bude frekvence ,kmitani
prislusné vinové funkce. V apletu pozorujeme, ze vinové funkce prislusejici
energetickym hladindm vice vzdélenym od nulové hladiny energie opravdu
kmitaji s vyssi frekvenci.

4. Kdyz nastavime minimum potencialni energie na hodnotu —4,3 eV, pozo-
rujeme, ze graf vinové funkce zakladniho stavu se méni rychleji nez graf
vlnové funkce prislusejici druhému excitovanému stavu. Druhy excitovany
stav je v tomto pripadé stavem s energii méné vzdélenou od nulové hladiny.

Kdyz je minimum potencialni energie na hodnoté 1,1eV, tak energie za-
kladniho stavu je méné vzdalena od nulové hladiny nez energie druhého
excitovaného stavu. Rychleji se tedy bude ménit graf vinové funkce dru-
hého excitovaného stavu.

5. Po zobrazeni nékolika funkci je patrné, ze lokalni maxima dané funkce ne-
maji vSechna stejnou hodnotu, jako tomu je u nekonecné pravouhlé jamy.
Pro stav s kvantovym c¢islem n plati, Ze ma jeho hustota pravdépodobnosti
n + 1 lokalnich maxim. Zaroven v apletu pozorujeme, ze maxima, kterd
jsou vice vzdalena od stfedu oscilatoru, maji vétsi hodnotu nez ta, ktera
jsou v jeho stredu.

25



6. Zde je konkrétni priklad potencidlni energie: nastavil jsem konstantu w na
hodnotu w = 2,0fs™! a minimum potencidlni energie na hodnotu V; =
—5eV. Poznamenal jsem si kvantova ¢isla a prislusné energie:

e n=0: Fy=—4,34¢€V,

e n=1F =-303eV — F, — Ey=1,31€V,
e n=2FEy=-171eV — Ey — E; = 1,32¢V,
e n=23 EF3=-0,39eV — F3 — Ey =1,32¢V,
e n=4:FE;,=092eV - E; — F3=131¢€V.

Mnou vypocitané konkrétni energetické rozdily naznacuji, ze energetické
spektrum LHO je ekvidistantni. Rozdily energii nevychazi vsechny stejné,
coz je zpusobeno zaokrouhlenim. O tom, zZe energetické spektrum LHO je
ekvidistantni, se mizeme presvédéit jednoduchym vypoctem, kde urcime
rozdil mezi sousednimi energetickymi hladinami F, ., a E,:

Epy1— B, = hw[(n+1)+ 3] —hw(n+3) = hw(n+3) +hw —hw(n+3) = hw.

Odtud je vidét, ze rozdil dvou sousednich hladin je stale stejny, nezavisly
na volbé dvou sousednich hladin. Je nicméné zavisly na hodnoté konstanty
w.

Muzeme ovérit spravnost ur¢eného rozdilu sousednich dvou hladin rychlym
dosazenim do odvozeného vzorce:

Epit — Ep = hw =2,12J = 1,326V.

Dosazuji pribliznou hodnotu redukované Planckovy konstanty:
h=1,06-1073 Js.
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3 Dvoudimenzionalni linearni harmonicky
oscilator

3.1 Zadani uloh

V nésledujicim pracovnim listu se budete zabyvat dvoudimenzionalnim line-
arnim harmonickym oscilatorem (2D LHO). Ptipomente si, jak se pomoci jed-
nodimenzionalnich problémi poskldda Teseni 2D problémii se separovatelnymi
proménnymi. Rovnéz si pripomente, jak se urci energie n-té hladiny a jaky tvar
maji stacionarni vlnové funkce 2D LHO.

Vyuzijte odkaz, ktery vas zavede na QuVis aplet zobrazujici dvourozmeérny
linearni harmonicky oscilator:

http://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/2DQuantumHarmonicOscillator/2d_oscillator2.html

Na obréazku nize je aplet, se kterym budete pracovat:

Animace Ukoly ‘ QuVis

Vlastni stavy energie ve dvoudimenzionalnim kvantovém oscilatoru -

Aplet zobrazuje vlastni stavy energie pro ¢astici ve dvouroz- X/
Yiolx, ¥) 2 mérném harmonickém oscilatoru. Potencilni energie je rovna

— V = 1/2 mw? (x2+y?), kde m je hmotnost &astice a parametr w
uréuje prubéh potencialni energie (jde o analogii Ghlové frekvence
oscilatoru). Hamiltoninan se da rozdélit na dvé éasti - prvni cast
zavisl jen na soufadnici x, druhéa na soufadnici y — kazdou éast Ize
fesit samostatné jako jednodimenzionalni problém. Viastni stav
Je jednoznaéné uréen pomoci dvou kvantovych Cisel n, a n,.

Energie & Ovladani o
Kvantova Cisla
(N, ny) = (0, 0)

[Woolx. VI ? Eg [-ereemeeens cecreenans

v Zobrazit energie

y Ey = (ny + 0,5)hw

Ex=0,5hw

E, = (ny +0,5)hw

[T EETTTR—— Ey=0,5 hw

1 ] Eiotal = Ex + Ey =1 hw

Obréazek 3.1: Spravné nastaveny QuVis aplet.

Vlevo na strance je vidét graf vinové funkce a pod nim graf hustoty pravdépo-
dobnosti. Uprostied lze nastavit hodnotu obou kvantovych ¢isel odpovidajicich
feseni prislusnych jednodimenzionalnich problémt, vpravo si mizete nechat zob-
razit energii ¢astice.

1. Nastavujte rizné kombinace kvantovych cisel a pozorujte grafy vinovych
funkeci prislusejicich stavim popsanych danymi kvantovymi ¢isly. Zkuste od-
vodit, jaka je souvislost mezi hodnotou kvantovych ¢isel a poctem extrémi
vlnové funkce. (Vzpomente, jak tomu bylo v ptipadé jednorozmérného line-
arntho harmonického oscildtoru).
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2. Jakd kombinace kvantovych ¢isel n, a n, zaruci, Ze vysledna vinova funkce
bude mit:

o Sest lokdlnich extrému?

o prave jedno (globédlni) maximum?

Nejdiive si odpovéd rozmyslete a poté sviij odhad ovérte nastavenim pri-
slusné kombinace kvantovych c¢isel.

3. Nastavte stav popsany kvantovymi ¢isly n, = 5 a n, = 5. Kde nalezneme
¢astici nachazejici se v tomto stavu s nejvétsi pravdépodobnosti? Nemusite
uvadét konkrétni souradnice, staci, pokud slovné popisete, o jakd mista jde.

Napovéda: Vyuzijte graf hustoty pravdépodobnosti.

4. Nyni skryjte hodnoty energie. Jakd bude celkova energie castice ve stavu,
ve kterém budou mit kvantova ¢isla hodnoty:

e Ny =mny =37

e ny=1,n,=27
Svoje vysledky si nésledné zkontrolujte v apletu.

5. Méjme tento graf:

Obréazek 3.2: Zadani ulohy 5.

e Jde o graf vinové funkce, nebo hustoty pravdépodobnosti? Vysvétlete.

o Jakd je celkova energie cCastice nachazejici se v tomto staciondrnim
stavu?
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3.2 Reseni tuloh z pracovniho listu ,,Dvoudimenzionalni

linearni harmonicky oscilator“

1. U jednorozmérného oscilatoru pro graf vinové funkce plati, Ze pocet lokal-

2.

nich extrému je o jedna vétsi nez kvantové c¢islo, kterym dany stav popisu-
jeme.

Zde je situace analogicka, jen nesmime zapomenout na to, ze mame nyni
kvantova Cisla dvé a pocty lokalnich extrémii podél jednotlivych os je treba
mezi sebou nasobit. Takze kdyz obé kvantova ¢isla zvétsime o jedna a na-
sledné vysledky vynasobime, dostaneme pocet lokalnich extrémiti. Pokud
oznac¢ime pocet lokalnich extrémi pismenem N, pak plati:

N =(ny+1)-(n, +1).

o Sest lokalnich extrémi vlnové funkce zaridi vice kombinaci kvantovych

c¢isel. Vyjdeme z Teseni predchozi tlohy. V 1D pripadé by platilo, ze
stavu popsaném kvantovym c¢islem n odpovida vlnova funkce s n + 1
extrémy. Zde hleddame dvé ¢isla, jejichz soucin je Sest. Poté tato cisla
o jedna zmensime a dostaneme kvantova c¢isla:

prvni feseni: n, =0, n, =5,

druhé feseni: n, = 1, n, = 2.

V kazdém z uvedenych teSeni je mozné kvantova cisla navzajem pro-
hodit, tim se vysledny pocet extrémi vinové funkce nezméni. Celkove
ma tedy tato tloha ¢tyTi rtizna teseni. Na obrazku jsou uvedena
dvé z nich.

Obrézek 3.3: Graf vlnové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 1,
n, = 2 (vlevo) a stavu s n, =0, n, =5 (vpravo).

o Aby méla vlnova funkce jedno globalni maximum, tak v jednorozmeér-

ném pripadé by kvantové ¢islo muselo byt nulové, ¢astice by se musela
nachazet v zakladnim stavu. Zde mame dvé kvantova ¢isla, obé musi

byt nulovd, n, = n, = 0 (viz obrézek [3.4)).
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Obrézek 3.4: Graf vinové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi éisly n, = n, =

0.

3. Na zakladé ptedchozi tlohy vime, ze ve stavu popsaném kvantovymi ¢isly

ng = n, = 5 ma vlnovd funkce 36 lokdlnich extrémi. Odpovidajici hustota
pravdépodobnosti ma tedy 36 lokalnich maxim. Nicméné tato maxima ne-
maji vsechna stejnou hodnotu. Hodnoty maxim hustoty pravdépodobnosti
se zvétsuji s rostouci vzdalenosti od stredu potencidlu. Nejvétsi hodnotu
maji maxima, kterd jsou nejvice vzdalena od stfedu grafu. Pokud bychom
si predstavili, Ze spojnice maxim rovnobézné se souradnicovymi osami tvori
¢tverec, potom by pravdépodobnost nalezeni ¢astice byla nejvétsi ve vr-
cholech tohoto ¢tverce (viz obrazek . Nize je uveden jak klasicky, tak

i vrstevnicovy graf.

1

Obrazek 3.5: Hustota pravdépodobnosti odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly
ny = 5, n, = 5, klasicky i vrstevnicovy graf.

4. Pripomenme, Ze celkova energie ¢astice nachézejici se v linedrnim harmonic-

kém oscilatoru se vypocita podle vzorce E = hw(n + %) Problém oscilatoru
je separabilni, pokud tedy uvazujeme dvoudimenzionalni oscilator, bude
celkovd energie castice rovna souctu dilcich energil F,, a E,, .

Pro celkovou energii ¢astice dostavame vzorec E = hw(n, + n, + 1).
e ny=ny,=3—= E=hB+3+1)="Thw.
e n,=1,n,=2—-FE=w2+1+1)=4hw.
Nase vysledky se shoduji s tim, co ukazuje aplet. Pokud jste jiz fesili lohy

na téma ,Dvoudimenziondlni nekonecéna potencidlova jama“, porovnejte
mezi sebou Teseni této tlohy.
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d.

e Jde o graf vlnové funkce, nebot je vidét, ze funkce na obrazku
nabyva kromé kladnych hodnot i hodnot zapornych.

e 7 obrazku ur¢ime kvantova ¢isla podle poctu extrémi. Myslime na
to, ze pocet extrémi podél dané osy je o jedna vétsi nez prislusné
kvantové cislo: n, = 5, n, = 3. Vyuzijeme vysledky z predchozi tlohy
a dopocitdme celkovou energii: £ = hw(5 + 3 + 1) = 9hw.
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4 Dvoudimenzionalni nekonec¢na pravouhla
potencialova jama

4.1 Zadani tloh

V nésledujicim pracovnim listu se budete zabyvat ¢tvercovou nebo obdélniko-
vou nekonec¢nou potencidlovou jamou. Pripomente si, jak se pomoci jednodimenzi-
onélnich problémt posklada feseni 2D problém se separovatelnymi proménnymi.
Rovnéz si pripomeriite, jak se urci energie n-té hladiny a jaky tvar maji stacionarni
vlnové funkce 2D jamy.

Vyuzijte odkaz, ktery vas zavede na QuVis aplet zobrazujici 2D potencidlovou
jamu:

http://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/Infwell2d /infwell2d. html

Na obréazku nize je aplet, se kterym budete pracovat:

Animace | Ukoly QuY.s
Vlastni stavy energie dvoudimenzionalni nekonecné jamy

Aplet ukazuje viasind stavy x

Energle 2 energie pro castici ve dvou-
) Kvantova &sia rozméme nekonetné
¥aalx. ¥) - (n,. n)= (2, 2) hluboké pravodhlé jamé

' " Jirrni showy = Chslon se mide

woilndh pohybovat uwnitl Sverce
& obdidnika, Hamiltonindn se
da rozdilit na dvé Easti
Zavishs vidy jen na joeding
soufadnici. Kakdou cast lze
fedit samostatné jako jedno-
dimenzionalni problémy

Ovlddini
Eg |-eeeeeeeess mevsvsresns Es
® Cteercovd jama
r e e — E Obdéinikova jama
v Zobrazdl onergi | 7
[ - E,
Epgig = Ey * Ey
:2 . ? Epga = I+ 16
E, E' Ejgm = BE,

Obrazek 4.1: Spravné nastaveny QuVis aplet.

Vlevo na strance je vidét graf vinové funkce a pod nim graf hustoty pravdépo-
dobnosti. Uprostred lze nastavit hodnotu kvantovych ¢isel odpovidajicich feseni
prislusnych jednodimenzionalnich problémi, vpravo si muzete nechat zobrazit
energii ¢astice.

1. Nastavujte ruzné hodnoty kvantovych ¢isel a pozorujte grafy vlnovych
funkci prislusejicich stavim popsanych danymi kvantovymi cisly. Zkuste
odvodit vztah mezi hodnotou kvantovych ¢isel a poc¢tem lokalnich extrémi
vlnové funkce.

2. Jaka kombinace kvantovych cisel zaruci, ze vyslednd vlnova funkce bude
mit:

o pravé dva lokalni extrémy?

e pravé Sest lokalnich extrému?
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Nejdrive si odpovéd rozmyslete a poté sviij odhad ovérte nastavenim pri-
slusné kombinace kvantovych ¢isel.

. Pro kazdou z uvedenych kombinaci kvantovych ¢isel urcete souradnice mist,
kde nalezneme castici nachazejici se v prislusném stavu s nejvétsi pravde-
podobnosti:

U prvniho stavu naleznéte konkrétni souradnice, u druhého stavu se pokuste
alespon slovné popsat hledané misto.

Napovéda: Vyuzijte graf hustoty pravdépodobnosti.

V nasledujicich dvou tlohach se budete zabyvat nekone¢nou potencidlovou
jamou obdélnikového pudorysu. Proto vpravo vyberte moznost
,Obdélnikova jama“.

Pozorujte, jak vypadaji grafy vinovych funkeci a hustot pravdépodobnosti.
Rovnéz si uvédomte, jak se zménilo energetické spektrum jamy potom, co
jsme zménili jeji rozméry.
Aplet zobrazuje jdmu o rozmérech x = % ay=0L.
. Pro tuto tlohu skryjte hodnoty energie. Jaka je celkova energie ¢astice na-
chazejici se ve stavu popsaném kvantovymi ¢isly:

e Ny =3, ny =27

o Ny =mny, =47

Pokud jste jiz tesili ilohy na téma ,,Dvoudimenzionélni linedrni harmonicky
oscilator“, porovnejte mezi sebou feseni této tlohy.
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5. Méjme nasledujici graf:

Obrazek 4.2: Zadani tulohy 2.

e Jde o graf vinové funkce, nebo hustoty pravdépodobnosti? Vysvétlete.

o Jaka je celkova energie Castice nachdazejici se v tomto staciondrnim
stavu? Dejte pozor na spravné uréeni rozméru jamy. Upozornuji, ze
tato jaAma ma jiné rozméry nez jama, se kterou pracujete ve ctvrté
uloze.
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4.2

1.

Reseni tloh z pracovniho listu ,,Dvoudimenzionalni
nekonecna pravouhla potencialova jama*“

V jednorozmérné nekonec¢né pravoihlé jameé je pocet lokalnich extrémi ro-
ven kvantovému ¢islu. Vlnova funkce dvou proménnych je dana soucinem
vlnovych funkci jedné proménné, a proto je vysledny pocet extrémi roven
soucinu poc¢tu extrému dil¢ich funkei.

U jednodimenzionalni jamy plati, Ze kvantové ¢islo je rovno poctu lokalnich
extrémil. Zde je situace analogicka, kvantové ¢islo urcuje pocet extrémii
podél dané osy. Vysledny pocet extrémi je tedy dan soucinem extrému
podél jednotlivych os. Hledame tedy rozklad daného cisla na soucin.

e 2=2-1—=n,=1,n,=2,
e 6=2-3—=n,=3,n,=2nebo6=1-6 = n, =1,n, =6.

U kazdé situace je mozné kvantova ¢isla prohodit a vysledny pocet extrémi
zustane zachovan. Celkove tedy existuji ¢tyfi ruznd reseni této tlohy (viz

obrazek .

0,0

Obrézek 4.3: VInova funkce odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 3, n, = 2
(vlevo), resp. stavu s kvantovymi ¢isly n, = 1, n, = 2 (vpravo).

3.

e Zajima nas, kde je hustota pravdépodobnosti odpovidajici zdkladnimu
stavu nejvétsi. Toto misto se nachéazi ve stredu jamy, to plyne z tvaru
zakladniho stavu c¢astice v jednodimenzionalni jamé. Pokud umistime
pocatek souradnicového systému do rohu jamy (viz obrézek, budou

L.L

souradnice hledaného mista [5; 5.

o Nyni nés zajimaji souradnice lokdlnich maxim hustoty pravdépodob-
nosti odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = n, = 2. Hustota prav-
dépodobnosti ma ¢tyti lokalni maxima, pricemz vSechna maji stejnou
hodnotu. Muzeme si predstavit spojnice maxim rovnobézné se sourad-
nicovymi osami. Potom tyto spojnice tvori ¢tverec a hledana mista
jsou vrcholy tohoto ¢tverce. Soufadnice téchto mist jsou [4; £],[%; 2E],
[SL. L] [3L. 3L

°¢ 7] a [57 5] Lze je dobfe odecist z vrstevnicového grafu. Kromé

vrstevnicového grafu hustoty pravdépodobnosti nize uvadim i klasicky

graf, viz obrazek

Pripomenme, Ze ve ¢tvrté tloze pocitame s obdélnikovou jamou o rozmérech
_ L _
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Obrazek 4.4: Hustota pravdépodobnosti odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly
nge =1, n, =1.

y 1.0
! :

00 0.2 04 06 08 10

Obrazek 4.5: Hustota pravdépodobnosti odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly
Ng =2, n, = 2.

4. Chceme urcit, jaka je celkova energie castice. Vzorec pro celkovou energii
¢astice v nekonec¢né pravoihlé jednorozmérné jame je:

2. 272
__ n“mh
En = 2mL? -

Celkova energie ¢astice nachazejici se v nekonecné obdélnikové jame
o zadanych rozmérech se vypocita dle vzorce:

E o TL:2E7T2fL2 n§ﬁ2h2
- 5 <L )2 2mL? *
m( L=
V2

Dosazenim prislusnych kvantovych cisel vyjadiime energii.

_ _ _32n%R? 2272K2 _ 9m2h? 2n2h? _ 11m2R2
'nx_3>ny_2_>E_2 N2 T omL? T mLI? T mi? T w2
m\ V2

272h? + 4272p2 167w2h2 + 8m2h? __ 24w?h?
2 2mL?2 —  mL? mL2?2 — mL?

5. e Na obrazku je graf vlnové funkce, nebof vyobrazenda funkce
nabyva i zdpornych hodnot.

« Podle poctu lokédlnich extrémt jsme schopni urcit jednotliva kvantova
¢isla: n, = 4, n, = 2. Nyni dosadime do vzorce pro energii, ktery
427252 22722 _ 1472h2

2m - (v/3L)? 2mL2 ~ 3mL2? °

jsme uvedli vyse: E =
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5 Vrstevnicové grafy

Tento pracovni list je vénovan vrstevnicovym grafim. Jde o grafy funkci dvou
proménnych, které umoznuji znazornit jejich hodnoty dvojrozmérné, tj. napriklad
do roviny papiru.

Nejprve doporucuji navstivit stranky, na které vas zavedou nasledujici odkazy:

http://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/2DQuantumHarmonicOscillator/2d__oscillator2.html
http://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/Infwell2d /infwell2d.html

Odkazy vedou na aplety zobrazujici feseni pro obdélnikovou ¢i ¢tvercovou
jamu a dvoudimenzionalni harmonicky oscilator. Nastavte rizné kombinace kvan-
tovych c¢isel a pozorujte graf vinové funkce a hustoty pravdépodobnosti. Sledujte
také sedé krivky pod grafem hustoty pravdépodobnosti ¢i vinové funkce. Tyto
sedé krivky predstavuji vrstevnicové grafy.

V nasledujicim textu se s témito grafy seznamite. Cilem bude naucit se na-
kreslit vrstevnicovy graf dané funkce, pokud budete znat bézny graf a také se
naucit odvodit z podoby vrstevnicového grafu typ funkce a rozhodnout, zda se
jednd o jamu nebo oscilator. Ovladnuti této dovednosti vam mize pomoci si vi-
cerozmérné problémy v kvantové mechanice 1épe predstavit.

Budete mit také za kol nékteré vrstevnicové grafy sami nakreslit, proto si pri-
pravte papir, pastelky, tuzku a gumu. Cilem nebude nakreslit presny graf funkce,
nybrz vytvorit nacrtek, ktery zachyti charakter pribéhu dané funkce.

Zacnéme grafy znazornujici stavy v nekonecéné hluboké potencidlové jameé.
Graf na obrazku jste jiz mozna vidéli, pokud jste tesili dlohy v pracovnim
listu zaméreném na nekonec¢nou dvoudimenziondalni potencialovou jamu.
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Obrézek 5.1: Vlnova funkce odpovidajici stavu v 2D potencidlové jameé s kvanto-
vymi ¢isly n, = 3, n, = 2.

Vlnova funkce stacionarniho stavu ¢astice v nekonecné ¢tvercové jame o strané
délky L v case t = 0s ma tvar:

$(ay) = Zsin("a2) - sin("),

kde n, a n, jsou kvantova cisla charakterizujici dany stav. Stacionarni stav,
kterym se nyni zabyvame, je soucinem dvou sini. Co z toho pro nas vyplyva?
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7, vlastnosti funkce sinus je patrné, ze lokalni maxima uvedené vlnové funkce
maji vSechna stejnou hodnotu, totéz plati i pro minima. Hodnoty funkce v maxi-
mech se lisi od hodnot v minimech jen znaménkem. VInova funkce nabyva maxim
v bodech, kde maji obé funkce sinus hodnotu +1 nebo —1 a minim v takovych
bodech, ve kterych jeden ze sintt nabyva hodnoty +1 a druhy —1.

Nyni mame za kol nakreslit vrstevnicovy graf vinové funkce na zakladé grafu
klasického (viz obrazek . Nejprve je potieba si na papife vymezit ¢tvercovou
oblast, do které budeme vrstevnicovy graf kreslit. Ponévadz je zadana funkce peri-
odicka, rozdélime si ¢tverec na oblasti pro jednu ptilperiodu této funkce. O poctu
téchto oblasti rozhoduji kvantova cisla. V pracovnich listech vénovanych dvou-
dimenzionalni nekonecné pravoihlé potencialové jamé a dvoudimenzionalnimu
linearnimu harmonickému oscilatoru jsou uvedeny tlohy vénované hledani sou-
vislosti mezi kvantovymi ¢isly a poc¢tem lokalnich extrémi vinové funkce. Pokud
si tyto souvislosti nevybavujete, doporucuji si je pred kreslenim pripomenout.

V kazdé oblasti, na kterou si ¢tverec rozdélime, bude funkce ze zadani nabyvat
extrému. Kazda oblast pritom odpovida jedné ptlperiodé funkce.

Polozme si tyto otézky:

» Kolik bude oblasti ve sméru osy = a y, na které si rozdélime papir?
« Budou vsechny oblasti stejné velké?

o Nabyva funkce jen kladnych, nebo i zapornych hodnot?

o Jaké barvy pouzijete? Kolik vrstevnic budete kreslit?

Zmate odpovedi na tyto otazky? Potom se pustte do kresleni! Muzete pritom
mit samoziejmé otevieny klasicky graf, nebo to muzete zkusit bez néj! Pokud si
nejste jisti, ¢téte dale.

Zde jsou odpovédi:
e Ve sméru osy x budeme kreslit tii oblasti, ve sméru osy y dvé oblasti.
o VSechny oblasti budou stejné velké. To plyne z predpisu vinové funkce.

o Funkce nabyva jak kladnych, tak zapornych hodnot.

» Volba barev je ¢isté na vas, stejné jako pocet vrstevnic, které budete kreslit.
Dbejte vsak na to, abyste v kazdé oblasti nakreslili stejny pocet krivek.

Ja jsem vyuzil barvy duhy, od fialové po ¢ervenou. Fialova reprezentuje hod-
noty, kterych funkce nabyva v okoli globalnich minim, cervena poté hodnoty,
kterych funkce nabyva v okoli globdlnich maxim. Pro hodnoty v okoli nuly jsem
pouzil odstiny zelené.

Na obrazku [5.3] je mnou nakresleny graf vinové funkce, nakres je rozdélen do
¢tyT krok.

Na obrazku je presny graf vytvoreny v programu Wolfram Mathematica,
pro prehlednost uvadim i legendu. Jak je vidét na obrazku rukou neni mozné
zakreslit presny tvar vrstevnice, nicméné lze zachytit jeji tvar dostatecné, aby mi
vysledny graf pomohl udélat si predstavu o pribéhu funkce.
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Podivejte se na obrazek Kdyz mate nyni pred sebou vrstevnicovy graf,
zamyslete se, jak pomoci tohoto grafu odvodite pribéh funkce. VSimnéte si, kte-
rych hodnot funkce nabyva, kolik napocitate extrémi podél jednotlivych os. Na
zakladé toho uz byste méli byt schopni zpétné urcit, o jaky stacionarni stav se
jedna.

Nyni nakreslime graf hustoty pravdépodobnosti p odpovidajici stavu s kvan-
tovymi ¢isly n, = 4, n, = 1. Zkuste nakreslit graf sami! Pokud si nevite rady,
muzete ¢ist dale, nize popisu postup kresleni.

Zkuste opét zodpovédét nasledujici otazky:

o Na kolik oblasti si papir rozdélite?
o Budou vsechny oblasti stejné velké?
o Nabyva funkce ze zadani jen kladnych, nebo i zapornych hodnot?

o Jaké barvy pouzijete? Kolik vrstevnic budete kreslit?

Pomohly vam otazky? Uz vite, jak budete graf kreslit? Pokud ano, pustte se
do toho! Pokud si nejste jisti, ¢téte dale.

Zde jsou odpovédi na vyse uvedené otazky:

o Papir si rozdélte na ¢tyti oblasti v jedné fadé podél osy x. Kvantové cislo
totiz odpovida poctu extrémi podél dané osy.

e VsSechny oblasti jsou stejné velké.

o Funkce nabyva jen kladnych hodnot, jedna se totiz o hustotu pravdépodob-
nosti.

« Volba barev je ¢isté na vas, stejné jako pocet vrstevnic. Dbejte ovSem na
to, abyste v kazdé oblasti nakreslili stejny pocet vrstevnic.

Ja jsem vyuzil barvy duhy jako predtim. Pouzil jsem vSechny barvy, fialovou
barvou jsem znazornil hodnoty funkce blizké nule. Dalsi moznosti by poté bylo
naptiklad pouzit pro hodnoty blizké nule zelenou barvu, jak tomu bylo v pred-
chozim prikladu. Na obrazku je muj nakres grafu opét rozfazovany do ctyt
krok.

Presny graf vytvoreny v programu Wolfram Mathematica je uveden na ob-
rézku [B.6l

Pokud bychom chtéli na zakladé vrstevnicového grafu urcit stav, jakému zob-
razena funkce prislusi, je dobré nejprve urcit, jestli jde o graf vlnové funkce,
nebo hustoty pravdépodobnosti. Nasledné spocitame extrémy a podle nich ur-
¢ime kvantova ¢sla. Ukol na procviceni je zafazen na konec pracovniho listu.

Podivejme se nyni na linedrni harmonicky oscilator (LHO). Pfedpis vlnové

vvvvvv

mitovy polynomy a exponencialy.
Uvedme konkrétni graf, ktery jste jiz potkali, pokud jste Tesili pracovni list
zaméreny na 2D linearni harmonicky oscilator. Graf je vyobrazen na obrazku[5.2]
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Obrazek 5.2: Graf vlnové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 5,
ny = 3.

Je vidét, ze pruméty ,kopci“ do roviny xy, které se nachazeji v rozich, za-
ujimaji v roviné xy nejvétsi plochu. Vlnova funkce nabyva v téchto oblastech
globalnich extrémii. Naopak pudorysy kopcti uprostied jsou oproti tém v rozich
mensi a vinova funkce v téchto oblastech nenabyva globalné extrémnich hodnot.

Kdyz chceme nakreslit vrstevnicovy graf, zajima nas opét nejprve pocet
,obdélnikovych“ oblasti, na které je rovina zy rozdélena a také jejich rozmis-
téni. Pocet oblasti v jednom sméru je roven kvantovému ¢islu podél prislusné
osy zvétsenému o jedna. Celkovy pocet oblasti je poté sou¢inem kvantovych ¢i-
sel zvétsenych o jedna. Znovu vyuzijeme barvy duhy. Fialova bude jako predtim
reprezentovat nejmensi funkéni hodnoty, ¢ervena potom nejvétsi funkéni hodnoty.

Vrstevnicovy graf vlnové funkce z obrézku [5.2) je uveden na obrézku [5.7]

Zamérte svou pozornost na tento graf, porovnejte ho s grafem klasickym.
Vsimnéte si rozdilit mezi oscildtorem a jadmou. Zamyslete se, jak pomoci tohoto
grafu odvodite hodnoty kvantovych ¢isel. VSimnéte si, kterych hodnot funkce
nabyva, kolik napocitate extrému podél jednotlivych os. Na zdkladé toho uz byste
zpétné méli byt schopni urcit, o jaky stacionarni stav se jedna.

Nyni nakreslime vrstevnicovy graf hustoty pravdépodobnosti prislusejici stavu
s kvantovymi ¢isly n, = 1, n, = 2. Zkuste graf nakreslit sami! Pokud si nevite
rady, muzete ¢ist dale, nize popisu postup kresleni.

Stejné jako v odstavci vénovaném potencidlové jameé zkuste zodpovédét nésle-
dujici otazky:

Jak si papir rozdélite?
o Budou vsechny oblasti stejné velké?

o Nabyva funkce ze zadani jen kladnych, nebo i zdpornych hodnot?

Jaké barvy pouzijete? Kolik vrstevnic budete kreslit?

Pomohly vam otézky? Uz vite, jak budete graf kreslit? Pokud ano, pustte se
do toho! Pokud si nejste jisti, ctéte dale.

Zde jsou odpovédi na vyse uvedené otazky.
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o Papir rozdélte na dvé oblasti podél osy x a tti oblasti podél osy .

« Oblasti uprostied budou mensi nez oblasti v rozich. Opirame se o pozoro-
vani, které jsme ucinili u predchoziho grafu.

o Funkce nabyva jen nezdpornych hodnot, ponévadz jde o hustotu pravdépo-
dobnosti.

e Volba barev je ¢isté na vas, stejné jako pocet zakreslenych vrstevnic. Dbejte
ovsem na to, abyste v rohovych oblastech nakreslili vrstevnic vice, nez v ob-
lastech blize stfedu. Pocet vrstevnic by totiz mél respektovat hodnotu, kte-
rou funkce v oblasti nabyva.

Nyni méate vsechny potiebné informace k nakresleni grafu. Pustte se do prace!

Ja jsem vyuzil barvy duhy, od fialové po cervenou. Dalsi moznosti by bylo
naptiklad pro hodnoty blizké nule pouzit zelenou barvu, jako tomu bylo u vlnové
funkce. Na obrazku je muj nakres grafu roztazovany do ctyr krokt.

Vsimnéte si, ze jsem pro hodnoty funkce blizké maximu pouzil pro oblasti
blize stredu zlutou, nikoliv ¢ervenou barvu, protoze hustota pravdépodobnosti
dosahuje v tomto pripadé vyssich hodnot v rohovych oblastech nez v oblastech
blize stredu.

Na obrazku je presny graf vytvoreny v programu Wolfram Mathematica.
Pro ptrehlednost uvadim i legendu. Srovnejte, nakolik jste se priblizili tomuto grafu
a jak moc se naopak lisite. Je namisté pripomenout, ze nejde o presné zachyceni
pribéhu funkce, nybrz o alespon priblizny nakres.

Podivejte se na obrazek Kdyz méte nyni pred sebou vrstevnicovy graf,
zamyslete se, jak pomoci tohoto grafu odvodite pribéh funkce. Vsimnéte si, kte-
rych hodnot funkce nabyva, kolik napocitate extrémi podél jednotlivych os. Na
zakladé toho uz byste méli byt schopni zpétné urcit, o jaky stacionarni stav se
jedna.

Na zavér budete mit za kol prifazovat ke zobrazované funkci a kombinaci
kvantovych ¢isel spravny graf. U kazdé pritazené dvojice poté rozhodnéte, jestli
se jedna o linedrni harmonicky oscilator, nebo o nekonec¢nou ¢tvercovou potenci-
alovou jamu.

Vybirejte z této nabidky:

1. Vlnové funkee, n, = 3, n, = 0.

2. Hustota pravdépodobnosti, n, =1, n, = 2.
3. Vlnova funkce, n, = 2, n, = 3.

4. Hustota pravdépodobnosti, n, = 2, n, = 2.

Na obréazku jsou grafy, ke kterym prirazujte z predchozi nabidky.

Pokud si nejste jisti, muzete se vratit o nékolik radkt vyse a zopakovat si, jak
se tvori vrstevnicové grafy na zakladé zadanych kvantovych cisel.

Resen{ tohoto cviteni zde neuvadim.
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Obrazek 5.3: Vrstevnicovy graf vlnové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi
cisly ng, = 3, ny = 2, rucni nacrtek.

Obrazek 5.4: Vrstevnicovy graf vlnové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi
cisly n, = 3, ny = 2 vytvoieny ve Wolfram Mathematice.
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Obrazek 5.5: Vrstevnicovy graf p odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 4,
n, = 1, rucni nacrtek.

Obrézek 5.6: Vrstevnicovy graf p odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, = 4,
ny, = 1.
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Obrazek 5.7: Vrstevnicovy graf vlnové funkce odpovidajici stavu s kvantovymi
cisly ng =5, ny, = 3.

Obrazek 5.8: Graf hustoty pravdépodobnosti odpovidajici stavu s kvantovymi
cisly ng = 1, ny = 2, rucni nacrtek.
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Obréazek 5.9: Vrstevnicovy graf p odpovidajici stavu s kvantovymi ¢isly n, =
I,n, =2.
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Obrazek 5.10: Zadani tlohy na pritazovani grafi ke kvantovym ¢isltim.

45



6 Superponované stavy

6.1 Zadani uloh

V nasledujicim pracovnim listu se budete zabyvat superponovanymi stavy
castice nachazejici se v nekonecné 1D pravoihlé potencidlové jamé nebo v 1D
linearnim harmonickém oscilatoru. Pfipomente si, jak vypadaji stacionarni stavy
castice nachazejici se v harmonickém oscildtoru a v nekone¢né pravouhlé jame.
Rovnéz si pripomente, jaky vyznam maji koeficienty linearni kombinace popisujici

superponovany stav.

Vyuzijte odkaz, ktery vas zavede na QuVis aplet zobrazujici superponované
stavy cCastice nachéazejici se v nekonecné pravouhlé potencialové jame:
https://fyzweb.cz/materialy /kvantovka/SuperpositionStates/SuperpositionStates.html

Na obréazku nize je aplet, se kterym budete pracovat:

Animace

> €

Stop

Ukoly

QuV,

Superpozice stavi v pravouhlé nekoneéné jamé

- L
Kiokzpét (€) (> Krokvpted

Kvantovy stav
Wa DT W+ 03wy

®vay,

Obréazek 6.1: Spravné nastaveny QuVis aplet.

Vlevo v okné apletu je vidét graf hustoty pravdépodobnosti. Vlevo pod grafem
si muzete nastavit rizné superponované stavy. Uprostted okna pak muzete vidét
vyjadreni hustoty pravdépodobnosti vzorcem, pokud vpravo zakliknete prislusnou

volbu.

1. Nastavujte riizné linedrni kombinace stacionarnich stavi ¢, a 5. Pozorujte
casovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti p. Jaky je casovy vyvoj p ve spe-
cialnich ptipadech, kdy je koeficient u vlnové funkce 1, nulovy nebo roven

Podil ¥,
']

Waa ¥

hodnotdm 1 a -17

2. Nastavte superponovany stav ¢(z,t) = 4/ 1%1#1 + 4/ %%-

o Urcete pravdépodobnost, ze ¢astici namérime celkovou energii rovnou

Wia W,

7

1

»r

stnt: hiuboke
aluod Odo L Je
emend| energil
obrazuje hustolu

Ky zivisi hustota pravdépodobnosti na éase Na tem
zivvisi a na éom nezivisi periodaffrekvence éasového
vivojs hustoty pravdépodobnosti? Jak se v éase méni
stiedni hodnota soufadnice a jejl neuritost?

Prozkoumeite vie v apletu a pak zkuste vyesit Ukoly

Hustota pravdépodobnosti |¥) Zadkrtnutim si zobrazite...

43 v
W42 = & 0f » €5 0+ 2 €€ Uy g co8({E; - E4)0) pravdépodobnostl |44
6 =0Tac=03 T

194 = 070, + 0.30F, + 0,92 uyes; Co8(0,7m) neurtitost polatry

energii zakladniho stavu.

o Pozorujte frekvenci, se kterou se méni graf hustoty pravdépodobnosti.
Meénte vzajemnou velikost koeficientt v linearni kombinaci. Méni se
frekvence zmény hustoty pravdépodobnosti? Pokud ano, jak? Zduvod-
néte, pro¢ tomu tak je. Pokud si nevite rady, rozkliknéte v apletu

vztah peo hustotu B

stfedni hodnotu polohy .,
(Earkovana cara v grafu) -

(8add cblast xfx)

otaznik u grafu p, zobrazi se vam napovéda.
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3. Vpravo si muzete zakliknout, aby se vam v grafu zobrazila rovnéz stiedni
hodnota polohy ¢astice v jamé. Nastavujte rtizné kombinace stacionarnich
stavi. Pro které superponované stavy plati, ze je stredni hodnota polohy
¢astice nezavisla na case?

Rozkliknéte nasledujici odkaz, ktery vas zavede na stranku s apletem z ko-
lekce PhET:

https://phet.colorado.edu/sims/cheerpj/bound-states/latest/bound-states.html?simulation=bound-states.
Nastavte vpravo nahote, Ze chcete pracovat s linedrnim harmonickym osci-
latorem. Na obrazku (viz nize) je priklad spravného nastaveni apletu.

| One Wl FT T

Energy (eV)

Position (nm)

3ATHs 7 o \\I—_IJJ I

Obréazek 6.2: Spravné nastaveny PhET aplet.

Superponovany stav nastavite kliknutim na tlacitko ,Superposition State®.
Nastavte libovolné hodnoty jednotlivych koeficienti. Kdyz kliknete na
»,Normalize“, tak se velikost koeficient upravi tak, aby vysledny stav byl
normovany. Kliknéte na ,Apply* a pozorujte graf nastaveného superpono-
vaného stavu. Pokud tedy napriklad chcete zobrazit superpozici dvou staci-
onarnich stavi, kde oba koeficienty v linearni kombinaci jsou stejné velké,
nastavte pozadované koeficienty oba na stejnou, libovolné velkou hodnotu
a kliknéte na ,Normalize“. Kliknutim na ,Clear” se vSechny koeficienty
vynuluji. VSimneéte si, ze aplet umoznuje nastavovat jen realné koeficienty,
pro nase potteby jsou vsak redlné koeficienty dostacujici.
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4. Pozorujte postupné casovy vyvoj grafii hustot pravdépodobnosti, které od-
povidaji nasledujicim vlnovym funkcim:

o P(a,t) = J5 (1 + Us),
(V1 + 93),
o« Y(at) = 75 (V2 + ).

[ ]
<
&
=
I
S N

Co maji grafy hustot pravdépodobnosti vSech uvedenych stavii spolecného?

K nalezeni odpovédi by vam mohly pomoci nasledujici stavy, které danou
vlastnost nemaji:

o Y(a,t) = %%ﬁ\%%,
° w(x,t) = %¢7+%¢2.

Naleznéte obecné pravidlo pro superpozici dvou stacionarnich stavi, které
maji tuto vlastnost. Zobrazte alespon jeden dalsi stav, jehoz graf hustoty
pravdépodobnosti ma tuto vlastnost.

5. V pravé ¢asti obrazovky rozkliknéte ,Configure Potential“. Nastavte mi-
nimum potencidlni energie (oznaceno jako ,Offset*) na hodnotu —5eV a
konstantu w na hodnotu 1fs~!. Uvazujme ¢tyii superponované stavy, jejichZ
vlnové funkce maji predpis:

o« Yalx,t) = 0,71 (¥3 + y),
o Uy(x,t) = 0,243 + 0,971y,
o Ye(x,t) = 0,71 (tho + a),
o Yg(x,t) = 0,241 + 0,971)y.

Kterému z téchto stavi odpovida nejvétsi stredni hodnota energie?

Urcete pro kazdy stav Cas, za ktery se graf hustoty pravdépodobnosti vrati
do stejné podoby, kterou mél v ¢ase t = 0fs. Rychlost vyvoje grafu nastavte
na normalni.
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6.2

1.

2.

Reseni dloh z pracovniho listu
LSuperponované stavy

Kdyz nastavime koeficient u 1y nulovy, zjistime, ze hustota pravdépodob-
nosti je ¢asové nezavisla, nebof se nejedna o superponovany, nybrz o staci-
onarni stav popsany vlnovou funkei ¢;. Jak vime z teorie, plati, ze hustota
pravdépodobnosti stacionarniho stavu je ¢asové nezavisla.

Kdyz bude tento koeficient nenulovy a koeficient u ¢); nebude roven 1 nebo
-1, bude hustota pravdépodobnosti jiz zavisla na case. Kdyz ale nastavime
hodnotu koeficientu ¢, na hodnotu 1 nebo —1, ziskame opét stacionarni
stav, tentokrat popsany vlnovou funkci 15 a hustota pravdépodobnosti bude
¢asové nezavisla.

e Pravdépodobnost naméreni energie zakladniho stavu zjistime tak, ze
umocnime velikost koeficientu, kterym nasobime stacionarni vlnovou
funkci zakladniho stavu. Tento postup je pouzitelny v ptipadé, kdyz
je superponovany stav normovany, tj. pokud je soucet druhych mocnin
velikosti koeficientti v linearni kombinaci roven jedné. Superponovany
stav v zadani ulohy ma tuto vlastnost, takze mizeme umocnit koefici-

2
ent, kterym je nasobena funkce v;. Bude tedy P(F;) = ( 13—0) = %.

« Hustota pravdépodobnosti zadaného superponovaného stavu ma tvar:

plat) = |3/ Zsin(z)eH + /T Zsin(2z)e [

Odvodme, ze casovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti uvazovaného
stavu je periodicky. Uvazujme superpozici libovolnych dvou stacionar-
nich stavi castice v jameé:

iEt

1/1($7t) = Ck Sin(”kL”)e _|_ a Sln(nlgx)e;

NEmT
L

druha mocnina velikosti vinové funkee: p(z,t) = |1(z,t)]>.
2

Oznac¢me uy = sin(™7), u; = sin(™7*). Hustota pravdepodobnostl je

—iEt —iEt

p(x,t) = |cpuge™ 7 +que ® | |
Byt —iEyt —iEt
zt) = |c; uke f +c we r |- |cpure” v+ cque k
) k 1 )
9 9 it(E,—E)) it(E;—Ey,)
x,t) = lek|” u? + ol u? + ciquiue & + cfepupue” R
; k ] k 1

p(x,t) = |exl” ud + | uf + cheupy [cos (@) + isin (@)}

+ cferug [cos (EISEEL) 4 jsin (ESE)]

pla,t) = le|* ud + el uf + [cheruu + cfepugu] cos (LE1)

+ i [GEauru + ¢ epugy] sin (@)

7, tvaru hustoty pravdépodobnosti plyne, ze vyvoj p v Case je perio-
dicky, nebot funkce sinus a kosinus jsou periodické. Frekvence ¢asového
vyvoje p je umérna rozdilu energii prislusejicich stacionarnim stavim
v linearni kombinaci. Na velikosti koeficient linearni kombinace pri-
tom frekvence casového vyvoje nezavisi.

Podobné odvozeni lze také nalézt na strance s apletem po rozkliknuti
napovédy v pravé ¢asti okna.
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3. Stavy, pro které je stfedni hodnota polohy ¢astice ¢asové nezavisla, jsou su-
perpozici zakladniho a druhého excitovaného stavu. Pro tyto stavy plati, ze
je graf odpovidajici hustoty pravdépodobnosti osové soumérny podle primky
rovnobézné s osou y a prochazejici sttedem jamy. Graf je rozdélen na dvé
poloviny tak, ze obsahy ploch pod levou ¢asti a pravou ¢asti grafu se neu-
stale rovnaji. U ostatnich superponovanych stavi je stfedni hodnota polohy
castice casove zavisla.

4. Hustoty pravdépodobnosti odpovidajici prvnim tfem vinovym funkcim jsou
sudé funkce. Tuto vlastnost maji stavy, které jsou superpozici jen sudych
nebo jen lichych stavii. Stavil v superpozici pritom muize byt vice nez dva.
Na velikosti koeficienti nezédlezi. Kdyz se vinova funkce sklada pouze z li-
chych nebo pouze ze sudych ¢lent, je druhd mocnina jeji velikosti, coz je
hustota pravdépodobnosti, sudd funkce. Uvedme tedy dalsi stav, jehoz hus-
tota pravdépodobnosti je suda funkce:

Y(x,t) = \/%1/11 + \/g% + \/gl/)r

5. Stredni hodnotu energie lze spocitat jako vazeny primér energii, kde vahami
jsou pravdépodobnosti naméreni jednotlivych energii:

_ laPEi+[c2|?E>
(E) = " artar

Pokud je stav normovany, je jmenovatel zlomku roven jedné. Lehce mizeme
ovérit, ze vSechny zadané stavy jsou normované. Ve vsech uvedenych sta-
vech mizeme namérit energii F4 a néjakou mensi energii. Nejvétsi stredni
hodnotu energie namérime castici ve stavu, kde tato mensi energie je co
nejvétsi a navic neni moc pravdépodobné jeji nameéreni. Stredni hodnota
energie bude tedy nejvétsi u stavu v, nebot koeficient u 14 je vétsi, nez
jak je tomu u stavu 1,. Stfedni hodnota energie druhého superponovaného
stavu je:

(E) = 0,24°F5 + 0,97°E; = 0,06 - Zhw + 0,94 - 2hw = 4,447hw.

Casy, za které se graf hustoty pravdépodobnosti vrati do stejné podoby,
jakou mél v pocateénim cCase (¢asy jsou zaokrouhleny):

te = 6,4fs,
t, = 6,41s,
t. = 1,6fs,
tqg = 1,61s.

Ze zmérenych casu je vidét, ze graf hustoty pravdépodobnosti se u prvnich
dvou stavii ménil stejné dlouho a o poznani déle, nez graf p prislusejici
Y. a 4. Rozdil energetickych hladin, které ptislusi vinovym funkcim, je
u prvnich dvou stavii nejmensi mozny, nebof mame dva sousedni stacio-
narni stavy. V obou pripadech vysel stejny c¢as, i kdyz koeficienty mély ji-
nou hodnotu. U druhych dvou superponovanych stavi je energeticky rozdil
mezi odpovidajicimi energetickymi hladinami vétsi. I zde jsme pozorovali,
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ze rychlost casového vyvoje hustoty pravdépodobnosti nezavisi na velikosti
koeficienti v linearni kombinaci.

Doporucuji vyzkouset napriklad stav popsany touto vlnovou funkei:

U(x,t) = J5ibs + %@@/}26-

Energeticky rozdil mezi obéma hladinami reprezentovanymi funkcemi v uve-
dené linedrni kombinaci je jesté vyraznéjsi nez v pripadé stavi ¢, a vy.
Tomu odpovida i casovy vyvoj grafu p.
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