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hlavních kapitol.
V první kapitole "Výrol<y" se student mů že seznámit s výroky, výrokovými formul emi a

formami, s r ůznými typy důkazů matematických vět a ověřit si své znalosti na interaktivních
příkladech.

Druhá kapitola .Jvlnožiny'tse věnuje teorii množin a Vennovýrn diagramům, stejně jako
první kapitola obsahuje výklad látky i interaktivní příklady.

Poslední třetí kapitola "Slovní úlohy" se zabývá řešením zajímavých slovních úloh pomocí
znalostí získaných z předchozích kapitol.
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The intent of this diploma work was to form web sites like duality didactic material with
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forrnulas and forms , with different types of proof of mathematicssentences. Farther student
can find check his knowledge in interactive examples.
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assignrnents through knowledge from first and second chapter.
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Uvod

Výroková logika a teorie množin je partie matematiky 1terá dostává oproti o tatním
partiím porněrn ě málo prostoru při výuce na střední škole. Vzhl dem k tomu že pr tupuj
celou středoškolskoumatematikou, ji považuji za její základní ta bní kárn n kt rý musí být
pevný, jinak nemá smysl stavět dál. Současné středoško l ské uč bnic s ji věnují většinou

okrajově a proto jsem se rozhodl vytvořit obsáhlý materiál pro výuk u výrokové logiky a teori
množin na střední škole.

Vzhledem k tOlTIU, že dostupnost internetu na středních ško lách se stále zvyšuj rozhodl
j sem se, že vytvořím internetové stránky, což bude mít výhodu v tom, že bude učební materiál
snadno přístupný, ale také v tom, že interaktivnost stráne k umožní studentovi aktivní kontakt
s danou látkou. Počítač tak může být dobrým pomocníkem hlavně při samostudiu.

Svou koncepcí zapadá tato práce mezi diplomové práce Lucie Šibravové (2003) , Miroslava
Pihery (2004), Marie Motyčkové (2006), Lenky Šilarové (2006), Kateřiny Dobiášové (2007),
Jany Farské (2007), Jaroslava Richtera (2007) a patří tedy do souboru prací které vznikají na
naší fakultě s úmyslem poskytnout žákům středních škol kvalitní a zajímavý učební materiál.

Doufám, že se úkol podařilo splnit a že tato diplomová práce dobře poslouží záj emcům o
dané t éma.
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Vytvořené internetové stránky

Na následujících listech se nachází tištěná podoba vytvorených int rnetových strán k.
Jejich elektronickou podobu lze nalézt na přiloženém CD .
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o smaj lících

o smajlících

rán a č . 1 z 1

Příklady na tomto webu jsou vytvořeny tak, aby se student sám mohl aktivně zapoj it do jejich řešení

a ověřovat si svoje schopnosti. Ke komunikaci mezi student m a počítač m slouží n"kolik typů

smaj líků , Abyste se v nich lépe orientovali, uvedu k nim na této stránce vysvětlivky.

Některé příklady mají formu testu, tzn. že po kliknutí myší na jednu z variant e obj ví bud' smaj lík

(~-~::@ s nápisem Špatně ! jako symbol nesprávné odpovědi
1;-) ,," "-$8\
I~)

nebo smajlík '·..d ··----:.:.) S nápisem ...Správně.' , který signalizuje že odpověd je správná.

( ~i~
Spolu s ním se někdy objeví také zamyšlený smajlík ~-.;. "S s nápisem r_~'--~J1!ll.;_ , na kterého když
klikneme, tak se zobrazí postup řešení příslušnéhopříkladu. Tento zamyšlený smajlík může mít také
v jiných příkladechnápis Řešení:, nebo jiný, nebo nápis mít nemusí, jeho význam však zůstává
stejný, postupn ě nám odhaluje řešení.

Konečně tleskající smajlíkS( který se objevuje vždy na konci řešení příkladu nám dává najevo
že je příklad vyřešen.

Přiklad pro ilustraci:
4 zranění vojáci se potřebují dostat v noci přes řeku. Vede přes ni jen uzonk á lávka, po které mohou

jít nejvýše 2 současně. Každý je jinak zraněn, a tak jeden přejde lávku za 1 minutu, další za 2, další
za 5 a poslední za 7 minut, Bohužel mají jen jednu svítilnu, kterou nezbytně potřebují k přechodu

lávky, a proto se s ní vždycky musí jeden z druhého břehu vrátit, aby mohl jít další. Za jakou
nejkratší možnou dobu se dostanou všichni 4 vojáci na druhý břeh řeky? (Na pořadí, ve kterém
vojáci lávku přejdou, nezáleží)

/ ··-r e "·/ ·"2::&."
~ .r-~ \~ v

a) 20 min y! <c:>..U- Spatně !
/"_.i81/'~

b) I 8 minut b 1?Špa tn ě !
....--;-;;;-........~

" • • f )

c) 16 minut b t?Špatn ě !
D./···-eě--····1 ,"'1" i -'\.

d) 14_min!Jt~/',Sprá l'l1ě! ~{~~JJ!P~ Označme si vojáky příznačně "1 ", "2" , "5" a "7". Je
zřejmé, že bude vhodné, aby" 1" šel s "2" , aby ho "5" nebo "7" příliš nezdržoval. Nechme
tedy přej ít "1 " a "2" na druhý břeh (upIynou 2 minuty). "1" se vrátí se svítilnou (+ 1 minuta),
předáji voj ákům "5" a "7" a ti půjdou spolu na druhý břeh (+7 minut). Tam předají svítilnu
vojákovi "2" a ten se vrátí zpět za vojákem "1" (+2 minuty) a půjdou spolu zpátky na druhý
břeh (+2 minuty). Nyní jsou l1a druhém břehu všichni 4 vojáci a toho jsme chtěli docílit.
(Dohromady uplynuly 2 minuty + 1 minuta + 7 minut + 2 minuty + 2 minuty = 14 minut).

ta ,
Tento postup není jediný možný, můžete vymyslet další. L.u~

lle ://D: \diploml<a-Petr-Kriz\stranky\logil<a-a-mnoziny\o-smajlicich.htm 10.12.2007



Výrok

Výrok

Základním pojmem matematické logiky je výrok.

tránka c. 1 z 2

Defi n ice:
Výrokem rozumíme každou oznamovací větu (nebo nějaké tvrzení) která může být bud' pravdivá
nebo nepravdivá.

Pozn ám k a :
Je-li výrok pravdivý, říkáme též, že výrok platí a přiřazujeme mu pravdivostní hodnotu "pravda" je­
li výrok nepravdivý, říkáme, že výrok neplatí a přiřazujeme mu pravdivostní hodnotu nepravda.
Výroky, o nichž nevíme, zda jsou pravdivé, či nikoliv, avšak principiálnějedna z těchto možností
musí nastat, nazýváme hypotézy (domněnky).

Přiklad :

Určete podle definice, které z následujících zápisů jsou zápisy výroků, případně určete pravdivostní
hodnotu výroku:
1) Praha je hlavní město České republiky.
2) Praha je hlavní město USA.
3) Řešte nerovnici!
4) Je každé prvočíslo liché?
5) Ve vesmíru existují rozumné bytosti i mimo Sluneční soustavu.
6) 5 -t 2 < 6

7) a2 + b2 == c2

8) Součet obsahů dvou čtverců o stranách velikosti odvěsen pravoúhlého trojúhelníka je roven
obsahu čtverce o straně délky přepony daného trojúhelníka.

9) 10-+ 12
10) V roce 2050 lidé přestanou těžit ropu.
ll) Obsah každého kruhu závisí na jeho poloměru.

'V

Rešení:

1) Praha je hlavní město Č esk é republiky.
- je to oznamovací věta, která je navíc pravdivá, jedná se tedy o výrok s pravdivostní hodnotou
pravda.

2) Praha je hlavní město USA.
- je to oznamovací věta, která je však nepravdivá, jedná se tedy o výrok s pravdivostní hodnotou
nepravda.

3) Řešte nerovnici!
- nejedná se o větu oznamovací, nýbrž rozkazovací, nemůže se tedy jednat o výrok.

4) Je každé prvočíslo liché?
- toto je věta tázací, není to výrok.

5) Ve vesmíru existují rozumné bytosti i mimo Sluneční soustavu.
- oznamovací věta, o které v tuto chvíli nevíme, jestli je pravdivá či nikoliv, principielněvšak
jedna z těchto dvou možností nastat musí, jedná se tedy o hypotézu.

6) 5 + 2 < 6
- toto je zápis nepravdivé oznamovací věty: "Pět plus dva je menší než šest." Je to zápis
nepravdivého výroku,

7) a2 + b2 == c2 .

- v tomto případě by se za určitých okolností mohlo jednat o výrok, ale z toho, co nám tento
zápis říká, nedokážeme tyto okolnosti rozpoznat, a proto ho nepovažujeme za výrok.

8) Sou čet obsahů dvou čtverců o stranách velikosti odvěsen pravoúhlého trojúhelníka je roven
obsahu čtverce o straně délky přepony daného trojúhelníka.
Pythagorova věta je pravdivý výrok.

file://D:\diplomka-Petr-Kriz\stranky\logika-a-mnoziny\vyrok.htm 10.12.2007



Výrok trán ač. 2 z 2

9) 10+12
- toto není zápis věty, nejedná se o výrok.

10) V roce 2050 lidé přestanou těžit ropu.
- oznamovací věta, u níž se můžeme pouze domnívat o její pravdivosti je to tedy domněnka

(hypotéza).
ll) Obsah každého kruhu závisí na jeho poloměru.

- oznamovací věta, která vždy platí, jedná se tedy o pravdivý výrok.

file:1ID: \diplornka-Petr-Kriz\stranky\logika-a-mnoziny\vyrok.htm 10.12.2007



Příklady 1

Příklady 1

tránka č . 1 z 5

P řík l ad 1.1:
Určete, na kterých z následujících řádků jsou zapsány výroky případn v urč t zda jsou pravdivé
nepravdivé, nebo hypotézy:
(Kl i kněte myší na možnost, o které si myslíte, že je pravdivá)

1) Olympijský triatlon seskládá z plavání, cyklistiky a běhu.

divv k /~~~~~') (' r ~, (~p tO ' ě t kter á IV. řed klda) Pn:n,,__1YY-YY[Q \:::::r.--_::;..',/ ,' p r Ol'll e . ,,~ 2J _ os ug: znarnovaci ve a . era ~~uJe pre po a

/~'
definice výroku, jedná se tedy o výrok. Zasvěcení vědí, že o pravdivý. Lc>J

..····-ri'(~
~ , ::Jř? "

b)N.~.QIg.y..g..iYÝ.__YÝIQ.k __~:::::;::;::, -' Spatně!
···-88'l ·=:J.

( ;-....... \ - '} "
c) l-I Qotéza~::::~U Spatně!

/-ra'(~

d) tlení v 'rok~.Jt?Špatně!

3) První olympijský triatlon se konal v roce 1642.
,.····-f 'i·' l ·=:J.)
l r-~ }rr "

a) Pravdiv ' v ' rok ~--:? - Spatně!

Th'·····-i8'~~ /IT\
I'~ I 1-· ~"')
'~; ....-J •• ..

b) N..~.Rr~..y..d..iYÝ_.m.YÝIQ..k. ~,.__" '. eyl~SJ}ráVllě! \st"j ,Jl Q..~.tJ!.P_;..Toto je oznamovací věta, jedná se tedy o

-'&výrok. O negravdivý výrok. dl'<-......-'>d
,/ 8 e "r~
l ·r-, ~"

c) tIy..Q.Q..t.~..?~ \~:.y Spatn ě!

(~@ v
d) N.G.n.L.YÝ.IQ1~. ...~::" -' Spatně!

4) Kdo vyhrál?

/~~ -.... -""
a) pJ-avdiv ' v' rok --.::.-.: -' Spatně!

.--." ..--.....
/' e e" J ~

b) e ravdiv 'v 'rok ~~Špatnč!
".....'i1' ....~

c) H otéza b \? Š patn ě :
.ili" " ~-i8'~ /iT~" '~

d) N~nLYýx.Qk(~~Sprtívllě! ~p.J)_~!!(!;Toto není oznamovací věta, nejedná se tedy o

de:/ID :\diplomka-Petr-Krizxstrankyvlogika-a-mnoziny\priklady-1.htm 10.12.2007



Příklady 1

/ - - - ••.....··t~$ e; -t.1
výrok. bk::;>t...~

5) V Plzni každý rok na Vánoce sněží.
.,....-f1'/~

l r-~ \ - "
a) Pravdivý výrok ~:$J[) Spatně!

~
,.....~ /~ff"L

i ~ :r. \I ~-"'..._I l )
, " ~ ~;" I '" , v 0'"::::::.) I Pb) Nepravdlv v rok '-_- ;:::;:.;"'/'"Spral'lle! n~~ ostu

á~
di , id di , , k {i~ ~ Iprav lva, J e o neprav IVY vyro , L~""I.,_J

/ ei"'B
( '~~kť "

C) Uy..p'Q.l~..z.q. \~:P Spa t ně!
.,.....-i8-~..~
l .r--,. rr' "

d) t~L~n.L .Y.ÝIQ.J~ '......_-=:;:~~.. ~ Spatn ě!

tránka Č. 2 z 5

: Oznamovací věta která zřejmě není

6) Koleda, koleda, Štěpáne, co to neseš ve džbáně?

,/~
) P d" r k \ ""'"'"', -, Š t v,a .........I~tY........)..Y.y.....yyrQ.....~.. ......::::;::.::7 --' ~. pane.

..····-88···· ··~

b) Nepravdivý výrok~rrŠpatně!
...••~<,/-=::a.

... . . ď )

I r-~ \.:;J "
c) HY120téza \---=.::i~:"L) Spatn ě!

D.L,....~$i", /~.\~

d) Není výrokC::::)~'" ~,IS'prá l 'l1 ě! \~~Postup : Toto není oznamovací věta, nejedná se tedy o

• I~výrok. (~l..·ť~:>~J

8) 5 + 2 == 6
/e~.. . .1

~ .r"'~ . "
a) PJ.9:.ygjyý... yýIQ.k .~::~~. Spatně!

~;l ('Q\
b) N.s::.~PIgy..~li.yý .....yýXQJ~6 "'d~v~SJJrá l 'Jl ě! ",···.S~::<!.· P..Q~..tup ..;. "Pět plus dva rovná se šest," Je

/~i~~I.
oznamovací věta, která neplatí, jde tedy o nepravdivý výrok.&~>d

·/ i8"'B

c) .fur.Roté~~ ~::::}tr' Špatně!
I····n'(~

d) t-J_ení v ·rok C::;;?I() Špatně!

9) Číslo 5 je prvočíslo.
II / --$. .8. ~·.\ ....1"r--\..
i~'(~· I l ::---"'JJ'/a) P d. , , k~ '~.I s~ , v, 1'"__ ,:>..PO' v I ' I r J d r...:....r.9:..y.._...J..yy._...Y.YIQ...~ .. .. .. ~Í' k .. {JraVIle. '....'--t::- . ::..... .....:.....Q-~.ly-P ..~ znamovaCI veta, ctera p at í. e 11a se o
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Příklady 1 ránka Č. 3 z 5

12) NSO( 16,48) == 16

a) pravdiv' v 'rok (}{{!)5'prdvněf~postu : Předpokládáme, že zápis "NSD(1 6,48)"
znamená "nej větš í společný dělitel čísel 16 a 48". Ten je roven 16, jedná se tedy o pravdivý

, 1 (t$ ~:~\)
vyro <, (l.!<-::..:~>t,_j

,'····-8t~···,..~

V·--~ vb) N..~.pr.a.yd.iYý yýJ.Q..k __~~i} J Spatně!
.,····--fi~ť'·=:)

l r-~tv=., y

c) IjYl1...Ql~.ZJJ. "'~-3;~' _ J Spatn ě !

@@v
d) N.~n.i.......YÝIQ.k ; ~,:)j Spatně!

13) Každý kosočtverec má všechny vnitřní úhly tupé.
' -~" .. )\ .ll""-""\ , y

a) .PJIl.YJiiYÝ_..YÝIQ..k ·,__..:::!J ' Spatn ě !

.lli···~88·~1 ....~
J -:)'-d \) I~(

b)Ne ravdiv ' v' rok 6 ....-=:::iJ\Sprá l'll ě! '1" -'::',,=:- ,:,·2 'Postu: Tato oznamovací věta říká samozřejmě
/ --...

.·~e 8~..

nesmysl, jedná se o nepravdivý výrok..l~~
/~~~

~ ./"'-" \:-:J y

c) Hypotéza ,..__~j~irr Spatn ě !
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Příklady 1 rán ač. 4 z 5

to tedy

15) Brontosauři vyhynuli kvůli srážce Země s meteoritem.
f'fi'@

a) Er<;tydiyý-_yýmk \:::;} Špatně!
/··88-(~)

b) N~.RIgyQiYÝ-YifQl~ b t.? Špatně!

~
-'I »:$ e."'" ," 'fT'"

l s I I ...... J ..'>;.
, I I S" , s t ř ("'-':.../ [ PN' k v h I' b v'" v dc) I~IY.p..Ql~z.g I•.z» f-;>-' l. pravne, i<,"'=> ;~JI _Q..~.t.!!I!..;_ a otaz u proc vy ynu I rontosaun existuje ra a

odpovědí a my se můžeme pouze domnívat, která z nich pravdivá. Toto tvrzení je tedy
......- ......

·1~~ e . e~
domněnka nebo-li hypotéza. c!.~1)J

/ ..~-,(~

d) Nen í-.v · rok \-:fi Špatně!

Přík l ad 1.2:
Vymyslete tři pravdivé, tři nepravdivé výroky a tři hypotézy.

P řík l a d 1.3:
Kone čná tabulka fotbalového turnaje je :
'fabu lli (l 1.1

1. Slavia 3 2 1 O 7:2 7
2. Bohemians 3 2 1 O 7:3 7
3. Sparta 3 1 O 2 2:5 3
4. Viktorka 3 O O 3 1:7 O

Ve sloupcích tabulky jsou postupně uvedeny pořadí v turnaji , název klubu, počty odehraných utkání,

ile. ,'ID :\di plornka-Petr-Krizxstrankyvlogika-a- mnozinyvpriklady-1.htm 10.12.2007



Příklady 1 tránka Č . 5 z 5

ýhry remízy prohry vstřelené a obdrž né branl y a bod . V turnaj i utkal každý každým. Pouze
na základě následujících informací rozhodn ě te zda uv d n é výrol y j ou pra div ' II pravdivé nebo
hypotézy:

1) Z vítězství se přidělovaly 3 body a za remízu 1.
2) p via hrála nerozhodně s Bohemkou.
3) . torka vstřelila gól Spartě i Slavii.
4) Viktorka prohrála se Slavií.
5) Zápas Slavia: Sparta skončil výsledkem 4 : 3 pro Slavii.
6) Viktorka nedostala v žádném zápase více než 4 góly .
7) Z tabulky lze poznat výsledky všech z ápasů až na skóre (tj. kdo vyhrál či zda byla remíza).
8) Bohemka vstřelila každému týmu aspoň jeden gól.
9) Zápas Slavia: Sparta se hrál jako poslední.

/f t -····,L
I I-~.I ./,,/ RV v r

\,~::- ,.: : ) ••u • • •••u~.~••~.nJ.;

1) Pravdivý výrok. Poslední Viktorka nedostala za tři prohry žádný bod za prohry se tedy body
nepřidělovaly.Z toho plyne, že Sparta získala tři body za vítězství , za vítězství se tedy
přidělovaly tři body. A protože např. Bohemka získala získala za dvě výhry ajednu remízu 7
bodů , je jasné, že za remízu se přiděloval jeden bod. Výrok j pravdivý.

2) Pravdivý výrok. Z uvedené tabulky je zřejmé, že remizov fi ien dva kluby, nutně tedy mezi
sebou. Byla to Bohemka a Slavia, výrok je pravdivý.

I
3) Nepravdivý výrok. Viktorka nemohla vstřelit gól Spartě i Slavii '!Jifotože za celý turnaj dalajen

jeden gól. Výrok je nepravdivý.
4) Pravdivý výrok. Viktorka prohrála všechny zápasy, tedy i ten se Slávií. Výrok je pravdivý.
5) Nepravdivý výrok. Slavia nemohla vyhrát nad Spartou 4:3, protože za celý turnaj dostala jen dva

góly, navíc Sparta za celý turnaj jen dva góly vstřelila.

6) Pravdivý výrok. Výrok se zdá být hypotézou, ale při podrobné ro oru možností, které mo
nastat, bychom zjistili , že je výrok pravdivý. Podrobnější rozbor ?::'Qu~

7) Pravdivý výrok. To je pravdivý výrok, Viktorka s každým prohra , Sparta vyhrála jen nad
Viktorkou, jinak tak é všechno prohrála, Slavia i Bohemka poraz' i iktorku a Spartu a vzájemný
zápas skončil nerozhodně.

8) Hypotéza. To je hypotéza, zápas se Slavií mohl skončit 0:0.
9) Hypotéza. To je též hypotéza, taková informace se z tabulky určit nedá.

"'?~~ g~:.\
) Jl) --.....> J

1..•••• • •• l._J
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Ověření pravdivosti výrol u tránka Č . 1 z 1

Ověření pravdivosti výroku"Viktorka nedostala v žádném zápa íc než 4 góly.
Budeme předpokládat, že výrok neplatí tedy že Viktorka dostal a v n ěj ak 'm zápas al spoň 5 gólů .

Jelikož má na kontě 3 prohry a skóre 1:7 musela by prohrát O:1 O:1 a 1:5.
Prohra 1:5 je možná jen se Slavií. Sparta toti ž za celý turnaj 5 gólů n vstř lila a Boh mce by po
odečten í skóre 5:1 zápasu s Viktorkou zbylo skóre 2:2 a to nemů ž odpovídat j dné remíze ajedné
výhře . Jestliže tedy Viktorka v nějakém zápase dostala alespoň 5 gólů odehrá la tyto zápasy :
Viktorka: Slavia 1:5
Viktorka: Bohemka O: 1
Viktorka: Sparta O: 1
Zápas Slavia: Bohemka skončil remízou, a to bud' 0:0, nebo 1:1. Jiná možnost není, protože Slavia
dostala za celý turnaj jen dva góly. Rozeberme tedy každou variantu zvlášť :

a) Nechť tedy Slavia: Bohemka 0:0. Potom musel zápas Slavia: Sparta dopadnout 2: 1 , protože
Slavia má celkové sk óre 7:2. Utkání Bohemka : Sparta skončilo vítězstvím Bohemky. Aby bylo
splněno celkové skóre Sparty ( 2:5), muselo by to být 3:0 avšak to neodpovídá celkovému skóre
Bohemky, které je uvedeno v tabulce (7:3 nikoliv 4:0). Varianta a) tedy nemohla nastat.

b) Nechť Slavia: Bohemka 1 : 1. Potom musel zápas a ia: Sparta dopadnout 1:0 , protože
Slavia má celkové skóre 7:2. Utkání Bohemka : Sparta on ilo vítězstvím Bohemky. Aby bylo
splněno celkové skóre Sparty ( 2:5), muselo by to být 4 1 av ak to neodpovídá celkovému skóre
Bohemky, které je uvedeno v tabulce (7:3 nikoliv 6:2). ni varianta b) tedy nemohla nastat.

TÍ1n jsme ovšem vyčerpali všechny varianty a to znamená, že předpoklad, že je výrok nesprávný,
neplatí. Z toho plyne, že výrok platí. Předvedenému postupu ověření pravdivosti se řík á důkaz

sporem (viz lQgickú .y'ý_stavba I11atc ln at ik I ).
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gace výroku

egace výroku

trán a č. 1 z 1

V předchozí části jsme si rozdělili výroky podle pravdivostní hodnoty na dvě skupiny (pravdivé a
nepravdivé). Každý výrok p mohu popřít slovy: "Není pravda že platí p ." J stliž byl původní
výrok p pravdivý, je nové tvrzení opět výrokem a tento výrok j n pravdivý a naopak. Op race
kterou jsme nyní na výrok p provedli , se nazývá negace (říkáme též ž jsme výrok negovali).

Definice:
egací výroku p rozumíme výrok q vytvořený z výroku p a popírající jeho pravdivostní hodnotu.

Místo q píšeme -.p.

Jestliže má původní výrok p hodnotu pravda, má -.p hodnotu nepravda a naopak. Jistě si domyslíte,
že výroky p a -.(-.p) (tj .dvakrát negovaný výrok p) říkají totéž. Je to podobné jako když dvakrát
vynásobíte nějaké číslo číslem -1, tal(é dostanete původní číslo.

Příkl ad :

Vytvořte negace z následujících výroků:

1) Tráva je zelená.
2) 5 + 5 == II
3) Číslo 2 je prvočíslo.

4) Číslo 6 není prvočíslo.

5) 13 - 41 < 15 1 + I3 + 41
6) Největší přirozené číslo není 124365.
7) Není pravda, že každá hodina trvá 120 minut.

I~ešcn í :

1) Není pravda, že Tráva je zelená.
2) Není pravda, že 5 + 5 == ll.
3) Není pravda, že Číslo 2 je prvočíslo.

4) Není pravda, že Číslo 6 není prvočíslo.

5) Není pravda, ž - 41 < 15 I + 1 3 + 41
6) Není pravda, ž N .j větŠ í přirozené číslo není 124365.
7) Není pravda, ž N ní pravda, že každá hodina trvá 120 minut.

Jistě jste si všimli, že předchozí formulace negací jsou zbytečně zdlouhavé a komplikované.
Místo "Není pravda, že tráva je zelená" je jednodušší říci "tráva není zelená" atd.

roto se budeme snažit negovat výroky bez předřazení skupiny slov "Není pravda, že ..".
T0111UtOzpůsobu vyjádření se říká pozitivní vyjádření negace.

)říklad :

Vyjádřete negace výroků z předchozího příkladu pozitivně:

{ešení:
1) Tráva není zelená.
2) 5 + 5 i- II

) Číslo 2 není prvočíslo.
) Číslo 6 je prvočíslo.

) 13 - 41 >1 5 1 + 13 + 4 1
) Největší přirozené číslo není 124365.

7) Každá hodina trvá 120 minut.

•
o
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říklady 2

Příklady 2

) ř ík l ad 2.1:
rčete , které výroky v pravém sloupci jsou negací výrol u v I v ' m loupci.
ahu lka 2.1

tránka č. 1 z 2

Prší. Svítí sluníčko., Je hezky. , Neprší.

Je 19:30. Není půl osmé večer. Je půl osmé v čer . ení 19:30. Začínaj í

televizní zprávy. , Je půl osmé ráno .

24 < 21 24> 21 , 24 > 21, Není pravda, že 24 je menší než 21.

Není pravda, že není Řekl jsem to. , Není pravda, že jsem to řekl. Není pravda, že není
pravda, že jsem to řekl. pravda, že není pravda, že jsem to řekl. Neřekl jsem to.

Vím, kdo to udělal. Nevím, kdo to udělal. , Vím, kdo to neudělal. Nevím kdo to
neudělal.

'~-'"
e ~ ...
_- " J f l' \I

,~~':-" .) ..J~..~.š .~.n.i;.

abu lka 2.2
a -.a
Prší. Neprší.

Je 19:30. Není půl osmé večer. Není 19:30.

24 < 21 24 > 21, Není pravda, že 24 je menší než 21.

Není pravda, že není pravda, Není pravda, že jsem to řekl., Není pravda, že není pravda, že
že j sem to řekl. není pravda, že jsem to řekl. Neřekl jsem to.

V ím, kdo to udělal. Nevím, kdo to udělal.
..- -.

ř fkl ad 2.2:
Vyjádřete pozitivně negace těchto výroků:

1) Hlavní město Austrálie je Sydney.
2) 1002 + 202 == 10400
3) Vím, že nic nevím.
4) 5: 2 == - 2 ,5
5) Slunce je žluté.
6) Není pravda, že 5/11
7) Šaty, které mám 11a sobě, jsou světlé.

/ er \ ..I. .--=::...... (~/ \I

<:>:---~~) .R..~~..~.!l!.~

1) Hlavní město Austrálie není Sydney.
2) 1002 + 202 == 10400
3) Nevím, že nic nevím.
4) 5: 2 - 2 ,5
5) Slunce není žluté .
6) 5/11
7) __ Šaty, které mám na sobě, nejsou světlé.

,./~~ Q Q....~<,

) L~~' ~'
..-:::, . / l,_)

říklad 2.3:
Zestručněte formulace těchto výroků:
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říklady 2

1) ení pravda, že kočka je savec.
2) ení pravda, že není pravda, že bagr umí létat.
~) ení pravda, že borůvky jsou žluté .

"' f~
~:::::::::!_/~/' ...,

....:~)R~_ŠJ~n íl
1) Kočka není savec.
2) Bagr umí létat.
3) Borůvky nejsou žluté .

.,..-....,
·5.{$ . ~ ~-\
( I l~" ; J.' l ..{__.,...' l,_J

>říklad 2.4:
egujte následující výroky: v

1) Není pravda, že všichni lidé žijí v Cíně.

2) Není pravda, že není pravda, že Měsíc je umělá družice Země.

J) Není pravda, že Slovensko je větší než Mad'arsko.

/tr \I .... J " " ...,\ ':--...:::..... ~ R"" ,
····.:~.3' __~~en l :

1) Všichni lidé žijí v Číně.

2) Měsíc není umělá družice Země.

3) Slovensko je větší než Mad'arsko.

,~ě~~"
I I ~~;---- . ",. J

(' L..••<_--.:.;../ L,_J

tránka č . 2 z 2

.)řík l ad 2.5:
ozmyslete si, proč nejsou výroky v prav ém sloupci negacemi výroků v levém sloupci.

Tabulka 2.3
Mám 5 kuliček. Mám 4 kuličky

Hlavním městem Španělska je Barcelona.
v

Hlavním městem Svýcarskaje Madrid.

Mám modrou sukni, Mám modré kalhoty.

Nesněd l jsem řízek. Snědl jsem řízek s bramborami.
V 19:30 začínají v televizi zprávy. V 19:30 začíná v televizi večerníček.

"Tato rovnice má 1 řešení. Tato rovnice nemá řešení.

Císlo 1 je prvočíslo. ,.~í~lo ~.!. 5e ?!.?ž~né .
' ~-' .. , i,J: ..- ........ , r

~

. , • _ 1>" ; -c .. .....-,. , ., .-
5+ 5== 9 5 +5==10
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ložené výroky

Složené výroky

tránka č. 1 z 3

V první kapitole jsme si řekli, že výrok je oznamovací věta . Tak j ako v č štině mám věty

jednoduché a souvětí , tak i ve výrokov é logice existují výrol y jednoduch é (elem ntární) a ~ložené.

podobně jako souvětí je i složený výrok vytvořen z elementárních výrol ů pomocí spoj k. Ríká se
jim logické spojky, označují se symboly a také se vyjadřují slovně vhodnými jazykovými výrazy (v
přesně dohodnutém významu). V běžné řeči se vyskytuje mnoho spojek ale v matematice si
vystačíme s šesti základními logickými spojkami a díky nim s šesti základním i typy složených
výroků. Jsou to: negace, konjunkce, disjunkce, alternativa, implikace a ekvivalence. Negaci jsme si
už zavedli dříve, nyní přejděme k ostatním.

Konjunkce

Defi nice:
Konjunkcí libovolných výroků p, q rozumíme výrok, který vznikne z výroků p,q a je,pravdivý právě

ehdy (tehdy a jen tehdy) , když jsou oba výroky p a q pravdivé. Značíme ji p r. q . Cteme: ,p a q' ,
, "'"esp. "p a zaroven q .

Konjunkci tedy vytváříme pomocí spojky a, resp. a zároveň. Ukažme si to na příkladě.

Jříli.lad:

Vytvořme konjunkci výroků p a q:
: Číslo 9 je dělitelné čtyřmi.'

q: Číslo 9 je liché.

'\ v ,
. "CSCIlI :

. /\ q : Číslo 9 je dělitelné čtyřmi a zároveň je liché.
ak je to s pravdivostí této konjunkce? Domníváte-li se, že je nepravdivá a odůvodňujete-li to tím, že

jeden z obou výroků je nepravdivý (výrok p), domníváte se správně.

isjunkce

Defi nice:
isjunkcí libovolných výroků p, q rozumíme výrok, který vznikne z výroků p,q a je pravdivý,

okud je alespoň jeden z výroků p, q pravdivý. Značíme ji p v q . Čteme: "p nebo q" .
isjunkci tedy vytváříme pomocí spojky nebo. Ukažme si to na příkladě.

říl{lad:

y tvo řme Disjunkci výroků p a q:
: Císlo 9 je dělitelné čtyřmi.

: Císlo 9 je liché.

l ešení:
\ 1 q : Číslo 9 je dělitelné čtyřmi nebo je liché.

Jak je to s pravdivostí této disjunkce? Domníváte-li se, že je pravdivá a odůvodňujete-li to tím, že
aspoň jeden z obou výroků je pravdivý (výrok q), domníváte se správně.

Iterna t iva

)(,t1n ice:

Iternativou libovolných výroků p, q rozumíme výrok, který vznikne z výroků p,q aje pravdivý
právě tehdy , když je právě jeden (alespoň jeden a nejvýše jeden) z výroků p, q pravdivý. Značíme ji
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-----------------~---

ložené výroky tránka č . 2 z 3

p ~ q . Čteme: "p, nebo q" , nebo také, bud' p nebo q .
Alternativu tedy vytváříme stejně jako disjunkci pomocí spojky nebo.V mluv né řeči lze někdy

rozlišit disjunkci a alternativu pouze podle kontextu. V psané form v jazyka se vždy píše před nebo
ve v čovacím smyslu (alternativa) čá rka . Na těchto stránkách bud m pro jistotu vždy užívat
v ástic i bud'. Ukažme si to na příkladě.

Příklad :

Vytvořme alternativu výroků p a q:
: Číslo 9 je dělitelné čtyřmi.

q: Číslo 9 je liché.

~cšcn í :
:J. q : Číslo 9 je bud' dělitelné čtyřmi, nebo je liché.

Jak je to s pravdivostí této alternativy? Domníváte-li se, že je pravdivá a odůvodňujete-li to tím, že
r áv ě jeden z obou výroků je pravdivý (výrok q), domníváte se správně.

rn plikace

mplikace je výrok, který by se dal zapsat ve tvaru: "Jestliže platí výrok p, potom platí výrok q".
v íkáme též: "z p plyne q" nebo "p implikuje q" nebo též "platí-li p, platí q"; značíme p ==} q. V této
implikaci se výrok p nazývá předpoklada výrok q závěr.Implikace je pravdivá, jestliže z platného
ředpokladuplyne platný závěr (Z neplatného předpokladumůže plynout cokoliv a implikace je také
ravdivá). Uveďme příklad: Maminka řekne malému dítěti: "Když nedojíš oběd, nedostaneš

lízátko." Dítě poctivě dojedlo oběd a lízátko stejně nedostalo. Podvedla ho maminka? Odpověd' zní:
epodvedla. Označme si výrok "Nedojíš oběd." Písmenem p a výrok "Nedostaneš lízátko"
ísmenem q. Maminka vyslovila implikaci p =} q. V situaci, která nastala, dítě oběd dojedlo, tudíž
ebyl splněn předpoklad a maminka mohla udělat cokoliv/aniž by porušila svůj slib.
ved'me si pro pořádek definici:

( " t "· •Jetinicc:
rnplikací p =} q libovolných výroků p, q rozumíme výrok, který vznikne z výroků p,q aje

pravdivý právě tehdy, když jsou oba výroky p a q pravdivé nebo když je výrok p nepravdivý.

I ř íkl ad :

Vytvořme z výroků p,q implikace p ==} q a q =} p.
p: Trojúhelník ABC je rovnostranný.
q: Trojúhelník ABC je rovnoramenný.

'( ' v ,, esem :
p =} q: Jestliže je trojúhelník ABC je rovnostranný, pakje rovnoramenný.

=} p: Jestliže je trojúhelník ABC je rovnoramenný, pak je rovnostranný.

Všimněte si , že zatímco implikace p =} q je pravdivá, obracená implikace q ==> p pravdivá není. Na
r zdí! od ostatních složených výroků zaleží u implikace na pořadí dílčích výroků p a q (jestliže platí
výrok p =} q , j e ště to nutně neznamená, že musí platit q =} p). Nastane-li pro některé výroky p,q
případ, že obě implikace p =} q, q =} p jsou pravdivé, říkáme o výrocích p, q, že jsou ekvivalentní.

Pozn ámka :
J k jsme již výše zmínili , implikace q =} p se nazývá obracená implikace k implikaci p ==} q .

) ') Z' , kiznam 'a :
ajímavou vlastností implikace je, že pro všechny výroky p a q platí: Jestliže platí p ==} q , platí i t

-.q ===> ..p. A naopak jestliže platí ---,q ==} ---,p, platí i p ==} q. Implikace ---,q =9 ---,p se nazývá
o měněná implikace implikace p =9 q. Využívá se při důkazech matematických vět, viz lQ,g.ícká

ti e:/ID: \diplomka-Petr-Krizvstrankyvlogika-a-mnoziny\slozene-vyroky .htm 10.12.2007



ložené výroky tránka č. 3 z 3

1)<: finice:
kvivaiencí libovolných výroků p, q rozumíme výrok 1terý vznikne z výroků p q a je pravdivý
r áv ě tehdy, když jsou oba výroky p a q pravdivé nebo jsou oba výroky p a q n pravdiv '. Značíme

.i p <=> q . Čteme: "p je ekvivalentní s q " resp. "p, právě tehdy když q nebo též ,p je nutná a
ostačující podmínka pro q".

Všimněte si, že zápis p {=> q napovídá, že jde o implikace p => q a q => p.
kvivalenci tedy vytváříme pomocí slovního spojení právě , tehdy, když '. Ukažme si to na
říkladě.

)řík lad :

Vytvořme ekvivalenci výroků p a q:
: Číslo lOje dělitelné 6.
: Číslo lOje dělitelné 8.

y

ešení:
{=:} q: Číslo 10 je dělitelné 6 právě tehdy, kdyžje dělitelné 8.

ak je to s pravdivostí této ekvivalence? Oba výroky p, q jsou nepravdivé, složený výrok p=q je tedy
odle definice pravdivý (i když zní dost hloupě).

."ozna m ka:
a skládání výroků lze nahlížet jako na operace. Negace je unární operací (tj. vyskytuje se v ní
ouze jeden výrok jako operand), konjunkce, disjunkce, alternativa, implikace a ekvivalence jsou
perace binární (tj. operandy jsou dva výroky).
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Příklady 3

Příklady 3

tránka č. 1 z 7

) k\/I:
11/ '--ie"\ /'lr'~

a) KareU1ebo Lenka dnes půjde do kina. (~)Správnč ! ~~~ Postullik v 1:Karel dnes
půjde do kina nebo Lenka dnes půjde do kina, Jednodušší formulace však je: Karel nebo

Lenka dnes půjde do kina.ď~
~b) DQkingQll~_~LP~JjJJ~_bltQ'J~QI~Ln@JLLtm1gl, \....~ Špatně!

11••···-0--(-...
c) DQkin~Qn~~p~ljQ~J~m.:diL~nkiJ-,~Š-ťa tn ě!

,./; 8 "',l~

( .r-"\~ "
d) Q.Q..J.5..in.~.....Q.n.~.s. Jl~.P.~J..Q.~.....J~.~I~1.....n.~..b.Q._.L~Jlk.~.~.. \..--.:::sl? Spatn ě!

4) k ~ 1 :
JJ.~(:-~~ fi>~~,

a) O k' d 'iid b d' K 1 bLl (~L . T " ~1....._._..._.Q_.._._.L!1..~L.._Jl~~J2JJJ__ .~__..1L._~__QI~ n~ ..~. ~1.1_sa. -=,~"}J SJ)ravnc! ~'::./ PostuU: k ~ I :Bud'
Karel dnes půjde do kina, nebo Lenka dnes_.~jde do kina. Jednodušší formulace však je: Do

...~.e e~·.l

kina dnes půjde bud' Karel, nebo Lenka.~J
/~

b) D_~l<i lla dnes ů.'de Karel nebo Lenka. \·?fi Špatně!
/ 88'( ::)

c) Do kina dnes nepůjde Karel nebo Lenka. \?fi Špatně!

~ ;:~ ~šp~~!
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Příllady 3 tránka Č. 2 z 7

5) k ===> I :

a)E.Ůi.ge- 1 i dnes Lenka do kina Qůjde i Kar I. (~ v patn V!

b) DoJs.inlL.-dne,~9.iůde Karel nebo Lenka.~ v patně!
c) ,Půjde- l i dnes Karel do kina ůjde i Lenka.~ prá . ně ! ~ Po tu : k ==> I :Jestliže

dnes Karel půjde do kina, potom půjde Lenka dnes do kina. J dnodušší formulace však je:

taJPůjde -li dnes Karel do kina, půjde i Lenka. l :z-5>tJ

d) Bud~Qů'de dn~s Karel i Lenka do kina nebo as oň L nka.~,v patně!
ó) I => k :

f~
a) Pú.i,Q~:tLQl1~..s,X.élr~LiliL!5iJlhmJ.i4tiknka., \:._./ -, Špatně!

b)D,QJ&inft,QD-~~,,Ql\j~ylJl~.hQJ,,-~nk~~Špatně!
,/fi~

c) KllI~1l2-tJ.iQ.e_dQJ<jlill ,Ll~nkal1~, ~J -,Špatně!
r ,~ v ',

cl) pÚ.iQe--=1i"Qn~l?,l&nkiLQQJ<ill.a J2W.ge_LKarel~Správně! ~ Postun: I ==> k : Jestliže
dnes Lenka půjde do kina, potom půjde Karel dnes do kina. Jednodušší formulace však

je.Půjde-li dnes Lenka do kina, půjde i Karel. l@J

7) k <=} I :
/'-0-'(=
\r-,~ v

a) Q.Q.J~..i.J.lg..JjJl~S...J1..új.~l~ Ka[~.L..i L.~.nJ~_~L. ~1- - ' Spatllě !
I/'IT'(~

~vb) .D..Q_...kina.....dIl~_~l1.~RJliQ~__.flniJ~:Q!~~L.~!l.L.L~l1kll~_ .~# - Spatně!

~c) J5.gI.~l ..d.n.~s R..f.l.i.~t~ d.Q..J~in.g PIá.Y.~~..J~..d.y., k.dy..~_..L..~.nJ~_~ _.d.Qk.i!}JtJJ.~.R.ítig-~..~. '~:l Špatn ě!
~) 8\

cl) Kaj1:1 Q~.PtJ.i.9~,d9_kil1J!-l2IáyLtebd)' když ta!TI dne~.,Qů.ide Lenka. \ ~7 Správně ! ~~
_PQ~t!!J'--;- k *=* 1Karel dnes půjde do kina právě tehdy, když Lenka dnes půjde do kina.
Jednodušší formulace však je: Karel dnes půjde do kina právě tehdy, když tam dnes půjde

...••-........
.·jt·ee~....r~ ~ . 'J.: 1'1

Lenka. (~..G~'/t.J

I říklad 3.2 :
Určete typ složených výroků, jež vyjadřujímatematické zápisy:

-5<0<10
U/ '-'ee--") ,"'ff\

a) I . k ~ 'S r • I,~P 5 O ,. , V". •..~.Q..DJ1JJJ..._.J~.~ - .,. / k pr ávn ě! ~....~...::)I ..__J!~..tt!P._~ - < < 10 . . .tento zapls nam řiká, ze -5 Je

~menší než Oa Qje_menší než 10. Jedná se tedy o konjunkci: - 5 < O 1\ O < 10
"fá 8')/--\

b) ~klliql~n9_~ ~.}v:JŠpa to ě!
"'-8i(~

c)Qisj!Jnk~b~tr Špatně!
11"--f8Y~

d) glt~rnati y'i} ~,'--CYtťŠpatně!

1)
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Příklady 3 tránka č. 3 z 7

2) J}43< 12

a) kQ!1jgDJ<.c~~Špatně !
b) f!JJ~JJlé!!iy~ (~SpráV ně !~ PostUlli-- .Ji43 <12 ... t nto zápis nám říká ž .Ji43 je

menší než 12, nebo .Ji43 == 12. Jedná se tedy o alternativu : .J143 < 12 ~ .Ji43 == 12

3) (3 + 5) .7 == 8 . 7 == 56
/"-f1-"'/~

a) ~kcYiYgl,l~ll(& \~:1'~ Špatně!
""~~'~~

I .r~ y
b) ~lt.~ID_~tiYl1 \'__ >",i~/ď - ' Spatně!

.....-W(~.
~ rr5 v

c) gj .$J..Y:nJ5~.G~. .< .v5/ ' _J Spatn ě !.- ...... - ..,::--...,.

fl_/ '"e$ . r r "\..
. t--)'---/') , r v, I, ~.( P (3 5) 7 8 7 56 ,., ř ík á 'oVd) kon unkce ll..=:' ........:.6> Správně! <-~ . .~l ostu: + . == . == tento zapls nam rl <a, ze

(3 + 5) . 7 == 8 . 7 a 8 .7 == 56 . Jedná se tedy o konjunkci: (3 + 5) . 7 == 8 . 7 /\ 8 .7 == 56
...~.

J-.ee:t--··I.
..r ll~ ')- l
I._L......:._-=-_..· l,_ J

ř lkl ad 3.3:

Jsou dány výroky p: J9 -:f:. 3 (nepravdivý výrok), q: 1 < 2 (pravdivý výrok). Rozhodněte, které

z následuj ících výroků jsou pravdivé a které nepravdivé:
1) p r. q

,/-.~~)

a) EIf!ydiYý \::'tr Špatně!
~~ ~>.r

b) ti~PIa.Ydiyý g":;;'J.5;·prtívJ1ěf & -:-'.) PostuJ!.;. Konjunkce dvou výroků je pravdivá pouze
v případě , že jsou oba pravdivé.To v našem příkladě není splněno (p je nepravdivý, qje

~~·tee ~
di ') V' k . d di , (I'~~)prav IVY. yro p r: q Je te Yneprav IVY /~L..:.c:~~~·l,~j

2) P \" q

a) P di ~'\' • v, (~P D" k d 'k o • d" kd v...:.....n~.Y ..__J..yy :.Y k .. /Jravne. \_~ . 0 ._-Q~.1!!U : ISJun ce vou vyro u p,q Je prav lva, yz

aspoň jeden z v..tr0kŮ p,q je pravdivý. To je splněno. Výrok p v q tedy Platí.~
68@

b) N~pmyd icYÝ l=:? Špatně!
3) p ':L q

Dl ····-e;-\ ~r'··.,l
i _l'--" I -~ /l

a) PJ:~vdj.yý. ~-=,l~'l/ l...<'J}rlÍ vllě! ~::" ~Q~tl!_n_~ Alternativa dvou výroků p,q je pravdivá, když

aspoň jeden z výroků p,q je pravdivý, To je splněno. Výrok p v. q tedy Platí.~
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říklady 3 tránka č. 4 z 7

4)

)

)

7)

p=}q
lli~" " ....~
l-J'f........J'. .,1 I~ di 'ha)pJ:f.tvgivý "..:::::/G'3i;·' ~Sprá l'ně! " "~ ~ ~::l Postu ~ Implikace platí právě tehdy 1dyž z prav lve o

předpokladu plyne pravdivý závěr nebo když z nepravdiv 'ho př dpokladu plyne cokoliv.
Předpoklad je nepravdivý, čili nás pravdivost závěru ani nemusí zajímat a víme že výrok p

, (i~~~:\
=} q platl.cl.2: '. " 0:~ .,'t.J

/-'fi~'(~

b) Nepravdivý~Špatně!

p*=*q _.-
/ e e ··~·~

(r-'\~ v

a) J?r~.y.Qj.yý. \ __.~~9 Spatoě!

o ,/ -8 $~. /f t \I~'C . .1Jl)1 I ::"-..J ,.......'d. , 8 ~\;I s~ , v, ' c-··=.." ( P Ek· Id ' k o • div á vb) "N:.~.P.Ifl..Y._.....IYY. ""::::::':~/ ~ · pravne, ~:~_' ''<!O' ._......Q.~JJ!P..~. viva ence vou vyro u Je prav lva prave
tehdy, když jsou oba pravdivé, nebo oba nepravdivé. V našem příkladu je jeden pravdivý a

...---......
k ee[)

druhý ne. Výrok p {=} q tedy neplatí.~L..J

8 -.p ==} ---,q
/·-·fi···:i·~

a) Pravdivý~""'_Špatně ! _
U ( e8) ,...ť"r ....
l--.)~.J,;) ) l .~~

b) Ne12ravdiv'_ 11•• --,J.....--..:::.:.~j~I ~SI)rá l 'l1 ě! \8::~.~.,l pos tup : Implikace platí právě tehdy, když z pravdivého
předpokladu plyne pravdivý závěr nebo když z nepravdivého předpokladu plyne cokoliv. Zde

máme pravdivý předpoklad a nepravdivý závěr. Výrok -,p =} -,q tedy nePlatí.~
I) ik lad 3.4 :

a večírek bylo pozváno pět přátel: Karel , Lenka, Michal, Nad'a a Petr.
Jej ich reakce na pozvání zněly takto:
Karel: .P řij du já i Lenka."
L nka: "Přij du já nebo Michal. "

ďa: "Jestliže přijde Michal , přijdu i já. "
Michal: "Pokud bude příznivé počasí , přijdu. "

tr: " Přij du právě tehdy, když přijde Michal."
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Příklady 3 tránka č. 5 z 7

Pro nepříznivé počasí nepřišel nikdo z nich. Rozhodněte t ří z pozvaných př sto neporušili slib.

.,"1 i"'-
::>-J// .V v ,

.~~ .,,::~I Rešen í:
._.:..._4.._ _.._···· ·_···

Slib neporušili Nad'a, Michal a Petr.
Postup řešení:

Karel řekl neplatnou konjunkci "1< J\ 1". Karel slib porušil.
Lenka řekla neplatnou disjunkci "1 v rn". Lenka slib porušila.

ad'a vyslovila implikaci "rn ==> n", která je pravdivá (má nepravdivý předpoklad). ad'a slib
1eporušila."
Michal řekl výrok "Pp ==} m".Předpoklad této implikace nebyl splněn. Michal slib neporušil.

etr vyslovil ekvivalenci "p {=} m".Ta je pravdivá, protože jsou oba dílčí výroky nepravdivé. Petr
lib neporušil.

...•.-.......•
···8··~>,·,

) I~ "~"L ~
L..,. '-_-'-:-' ' ,_J

)říl{lad 3.5:
tanovte, zdajsou pravdivé tyto implikace:

1) Je-li 5 sudé číslo,2ak 52 je sudé číslo.
D./ r-e f ..··" " ",;:;~
ť"~~ ;1 . I~ 2 v

a) l~I~YJJ.iY.á 1--=='J.....:~; :ť,'I ~Správ/1 ě! \.~~~:1Jl fQ~tu.u : Je-li 5 sudé číslo, pak 5 je sudé číslo. Císlo 5 sudé
není, tudíž není splněn předpoklad. Pravdivostní hodnota závěru nás již nemusí zajímat.

..~~\
Implikace platí.t~>J

...r-i8r~

(.....-." d ov

b) Nepravdivá \,-_~~y'L) Spatně!

2) Jestliže platí, že pes je savec, potom je jahoda ovoce.
I.·····f "i·< ; ··~,

I r,,"~\~v
a) Eravdiv~ \ ~«~;U" Spatně!

~·~88'J ('ff';~

b) N~PI9cyQiY.<:i (c:::;>~Správllě!~P9~t!!n-;- Jestliže platí, že pes je savec, potom je jahoda
ovoce. Pes je savec, předpoklad je splněn. Jahoda je ovoce a tedy i závěr platí. Z platného

~~
předpokladuplyne platný závěr. Implikace neplatí.lli~.J

3) Pokud je Berlín hlavní město Německa, potom je Německo v Africe.

/:~v
a) Pr~yQ.iyg ~:, - Spatně!

lli::·-·W·~I ....f~L
i -::::j'(.-Jt .1 I~./

b) NeQravdiv~ ll...:=:'~:~:;:~II .S'pr{ivllě! \":"s:;.d~1 PostuU: Pokud je Berlín hlavní město Německa,potom
je Německo v Africe. Berlín je hlavní město Německa, je tedy splněn předpoklad.Ale závěr

je nepravdivý, protože Německo není v Africe. Z platného předpokladutedy plyne neplatný
r:- <,

.··Zr.e e -t....,
, " , že celá i 1·1 1 ' I \'~~~ lzaver a to znamena ze ce a imp 1 cace nep atí.cz..~?9t~J

4) Je-li 6 prvočíslo ~.l?ak 6+ 5 je prvočíslo.

a') P . di r~\) S' , v, c2»p t J 1· 6 v, 1 k 6 5· v , 1 cr 1 6..:....r~.y.....J .y .q~;:~ ~· · I)ra vne• ..·..w_~:3' ......._..Q.~...J!.I'-...;_ e- 1 prvocls o, pa + Je prvocls o. lS o
není prvočíslo, tudíž není splněn předpoklad. Pravdivostní hodnota závěru nás již nemusí

/i-~

. , I 1·1 latí I(;tl;~ ,zaj írnat. mp 1cace p at í. (L:<:::r::T/ L,;.;J

·····~i8\3

b) N_~-12m.yQiYá~:,tr' Špatně!
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řík lady 3

]

) řík l ad 3.6:
lnplikace z příkladu 3.5 nahrad'te obměněnými implikacemi,

1) Je-li 5 sudé číslo, pak 52 je sudé číslo.
2) Jestliže platí, že pes je savec, potom je jahoda ovoce.
3) Pokud je Berlín hlavní město Německa, potom je Německo v Africe .
4) Je-li 6 prvočíslo, pak 6 + 5 je prvočíslo.

..{'" --lil ·........
" , ~'-.l ,:--.-.. t/ v" ,....;::;-' .;.;.Rešeni:

....-...::...--."- ~ :.~: : :.._ ~..

1) Jestliže 52 není sudé číslo, pak 5 není sudé číslo.
2) Jestliže jahoda není ovoce, potom pes není savec.
3) Jestliže Německo není v Africe, pak Berlín není hlavní město Německa.
LJ. ) Jestliže 6 + 5 není prvočíslo, pak 6 není prvočíslo.

....5r;-;~-·\
) ~l>----/)l JI L,.••••• •• ,_ .1

tránka č . 6 z 7

.)oznúln ka :
Všimn čte si, že pravdivostní hodnoty obměněných implikací jsou shodné s pravdivostními

odnotarni příslušných původních implikací.

ř t kl ad 3.7:
Implikace z příkladu 3.5 nahrad'te obrácenými implikacemi a určete pravdivost takto vzniklých
ýroků .

1) Je-li 5 sudé číslo, pak 52 je sudé číslo.
2) Jestliže platí, že pes je savec, potom je jahoda ovoce.
'"' ) Pokud je Berlín hlavní město Německa, potom je Německo v Africe.
4) Je-li 6 prvočíslo , pak 6 + 5 je prvočíslo.

,..yt r>
" 'I

I, c-:::"'''/?.\f ov ,

-~.~}' J.~~.~:H~..UJ:

1) Je-li 52 sudé číslo, pak 5 je sudé číslo. Číslo 5 sudé není, tudíž není splněn předpoklad.
Implikace platí.

2) Pokud je jahoda ovoce, pes je savec. Z platného předpokladuplyne platný závěr. I tato implikace
platí.

3) Pokud je Německo v Africe, je jeho hlavním městemBerlín. Předpoklad není splněn. Tato
implikace tedy platí.

4) Je-li 6+5 prvočíslo , pak. 6 je prvočíslo. Číslo 6+5 je prvočíslo, číslo 6 prvočíslo není. Z platného
j)ředpokl adu plyne neplatný závěr. Implikace neplatí.

.,./~~'~ $-ť:...
! ~::::~J

P 'ř íli l ad 3.8:
Rozhodněte , zda následující ekvivalence jsou pravdivé výroky.
1) Země je planeta obíhající Sluncegávě tehdy, když Slunce je žlutá hvězda.

~\ /i 'f \.
) P di l )~ ,} o , ~ f \.S,""':V'{ P Z '' · 1 blh ., , Sl , ,, hda ..:.JI tY.._.J.YY. '..=:J~::.:~.. ...)pravne .. ···<j Q~1J!_p~ eme Je p aneta o 1 ajici unce prave te y,

když Slunce je žlutá hvězda. Oba výroky jsou zároveňpravdivé. Ekvivalence Platí~
/···8$····(~

b) Ne ravdivý~Špatnč!

2) Země obíhá okolo Slunce právě tehdy, když Mars obíhá okolo Země.
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říklady 3 tránka č. 7 z 7

.J )

(..~~~-=< v

a) pJaydivý CJf:( Spatně!

b) __~Qravdivý @!l!JJspráVllěJ ~ PostuU: Země obíhá okolo Slunc právě tehdy, když
Mars obíhá okolo Země. První výrok pravdivý je druhý nikoliv. El vivalence t dy neplatí...?-.....
1f$t ~. ')
J ~·Kl ~
I._L.,. · .. -..:..:..,;.... I-J

5 . 5 == 24 právě tehdy, když každá hodina má 123 minut.
.Q./·-~I lIT"

i --..),'-...J'. ' I I ." -... J ll")

a) PI.~ly_~liyý. ~'-="-3:/i.Sprá "'lě! ,~~Po~tun : 5 . 5 == 24 právě tehdy 1dyž každá hodina má 123

"··fi~
minut. Oba výroky jsou zároveň nepravdivé. Ekvivalence platí.ť~ll) >Lj

@~v
b) ~.~.Q.r.fJ..Y.d.iy.Ý ...»13" Spatně!
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abulky pravdivostních hodnot tránka č. 1 z 2

Tabulky pravdivostních hodnot

ravdivostní hodnota složeného výroku tedy závisí jak na pravdivostních hodnotách elementárních
ýroků, tak i na spojkách, kterými jsou spojeny. Poznatky o pravdivostních hodnotách základních
ložených výroků lze shrnout v definiční tabulce:

abulka 1 - tabulka pravdivostních hodnot:

A B -.A A/\B AvB A ~B A =* B A<=+B
1 1 O 1 1 O 1 1
1 O O O 1 1 O O
O 1 1 O 1 1 1 O
O O 1 O O O 1 1

ísmena A ,B zde nepředstavujíelementární výroky, ale výrokové proměnné (tj.proměnné

astupuj ící výroky), proto je v tabulce pamatováno na všechny možné kombinace pravdivostních
odnot proměnnýchA,B ( 1 znamená pravda, Onepravda). Výrazy vytvořené z konečného počtu

ýrokových proměnných, logických spojek a popř. závorek se nazývají výrokové formule. Vyjadřují

led logických operací. Pro zápisy výrokových formulí platí tato úmluva: Logické operace
závorkách mají přednost před logickými operacemi vně závorek. Pokud přednost logické operace

ení vyznačena závorkou, pak z logických spojek -., /\ , \l , =* , <=+ v uvedeném pořadí má
řednost každá spojka předcházejícípřed všemi následujícími. Stejná úmluva platí i pro zápisy
ložitějších složených výroků.

oznám ka :
ýrokové formule budeme značit velkými písmeny, zatímco výroky malými.

řtkl d r I o" rl ay vv r o {u:
.... "

, q, -,p , P /\ q, P <=} q, (p \/ q) ==> s, (p v q) <=} (s 1\ -.q), aj.

I ř tkl ady vý rokových form ulí:

, Q, -,P, P r. Q, P ** Q, (P v Q) => S, (P v' Q) ** (S /\ -.Q), aj.

ravdivostním ohodnocením výrokové formule se rozumí zjištění jejích pravdivostních hodnot
v závislosti na pravdivostních hodnotách výrokových proměnných.Obvykle se provádí užitím výše
uvedené tabulky (resp. jí podobné) viz následující příklady.

I ř íkl ad :

rčete pravdivostní ohodnocení výrokov é formule -.(A \l B) J\ (B =* -A) pří všech možných
pravdivostních hodnotách proměnnýchA ,B.

-
~

A B -.A A v" B -.(A "vl B) B => -.A -.(A v B) J\ (B => -A)
I-..

1 1 O 1 O O O
1 O O 1 O 1 O--

PVi zj išťování pravdivostního ohodnocení takovýchto složitějšíchvýrokových formulí postupujeme
takto: Nejprve si uvědomíme, jakou posloupností logických operací daná formule vznikla, rozdělíme
si ji na dílčí výrokové formule , ze kterých je složena. V našem případě jsou to tyto výrokové
f rmule: -,A, (B => -.A), A v B, -.(A v B);
P k najdeme jejich pravdivostní ohodnocení (postupujeme od nejednodušších ke složitějším, až
? .konec dosp ějeme k celkovému výsledku). Ke hledání pravdivostních hodnot užijeme tabulku, do
Jej íž hlavičky zapíšeme jednotlivé etapy konstrukce výrokové formule.
T ' bulka 2
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abulky pravdivostních hodnot trá ač. 2 z 2

1
o

1
1

1
o

o
1

1
1

o
1

První tři sloupce tabulky jsme v podstatě opsali z tabulky 2. Čtvrtý sloupec j totožný s pátým
loupcem tabulky 2. Výroková formule v pátém sloupci je negací výrokové formule ve čtvrtém,

proto jsou nuly zaměněny za jedničky a naopak. V šestém sloupci je implikac výrokových formulí
ze druhého a třetího , její pravdivostní ohodnocení získáme z d finiční tabule 2. A konečně

posledním sloupci je zadaná výroková formule , která je konjunkcí formulí z pát ' ho a š stého
loupce, její ohodnocení opět získáme z definiční tabulky . Vidíme že j e pravdivá pouze tehdy, když

mají obě výrokové proměnnéA ,B hodnotu o.

)ř ík lad :

rčete pravdivostní ohodnocení výrokové formule (..P v Q) +=> (P ==} Q) pří všech možných
ravdivostních hodnotách proměnnýchP, Q.

"'.., ,
~csen l :

ostupujeme stejně jako v předchozím příklad ě. Tentokrát vypadá tabulka pravdivostních hodnot
akto :
abu lka 3
p Q ..P P==}Q ..P v Q (..P \/ Q) <=> (P =} Q)

1 1 O 1 1 1
1 O O O O 1
O 1 1 1 1 1
O O 1 1 1 1

ak vidíme v posledním sloupci, zadaná výroková formule je pravdivá pro všechny možné
ombinace hodnot proměnnýchP, Q. Takovýmto výrokovým formulím se říká tautologie.

alší příklady tautologií :
p \/ -,P, ..(P r. ..P), P \/ ..P, (P =} Q) <=> (-,Q =} ..P), (P =} Q) <=> (..P /\ Q)

oznán ka:
ýrok -,q =} ..p se nazývá obměna (obměněná) implikace výroku p ==} q.

rčit pravdivostní hodnotu složeného výroku, jestliže známe pravdivostní hodnoty elementárních
ý roků a způsob jejich složení, je tedy jednoduché. O to složitější je převést hovorovou řeč do řeči

1 atematické logiky.
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egování složených výroků

Negování složených výroků

tránka č. 1 z 2

Složené výroky samozřejmě také lze negovat tím nejprimitivnějším způsobem tj. předřazením slov
Není pravda, že ... ". My se ale opět budeme snažit o pozitivní vyjádření negace.

"

)říli l ad :

Určete negaci výroku: "Mám hlad nebo žízeň."

v V' ,

I{esenl:
Tento složený výrok je disjunkce, která je pravdivá v těchto případech:

-Mám hlad (a žízeň nemám).
-Mám žízeň (a hlad nemám).
- Mám hlad i žízeň.
Potřebujeme vytvořit výrok, který by popíral všechny tyto tři možnosti zároveň. Tuto podmínku
splňuje výrok: "Nemám hlad ani žízeň."

Ten je tedy pozitivním vyjádřením negace výroku "Mám hlad nebo žízeň". Píšeme .....,(p v ž) <=> (
-,h /\ -sž)

lříl{l ad :

Určete negaci výroku: "Koupím salám právě tehdy, když nebude šunka."

'{cšení:
Tento složený výrok je ekvivalence, která je pravdivá v těchto případech:

koupím salám a zároveň šunka nebude
nekoupím salám a šunka bude
otřebujeme vytvořit výrok, který by popíral tyto dvě možnosti zároveň. Tuto podmínku splňuje

výrok: "Bud' koupím salám, nebo nebude šunka." Tenje tedy pozitivním vyjádřením negace výroku
.Koupim salám právě tehdy, když nebude šunka.". Píšeme: .....,(s <=> -sš) <=> (s v -sš)

)ozná nl ka :
Všimn ěte si, že jsme v prvním příkladu negovali disjunkci dvou výroků a dostali jsme konjunkci
jejich negací a ve druh ém příkladu jsme negovali ekvivalenci dvou výroků a dostali jsme jejich
lternativu. To samozřejmě není náhoda, ale pravidlo, pomocí kterého můžeme určovat negace

těchto i dalších složených výroků.

oto pravidlo si nyní odvodíme pomocí tabulky pravdivostních hodnot, která je uvedena výše. V této
tabulce máme znázorněny pravdivostní hodnoty základních složených výroků pro všechny možné
1ornbinace pravdivostních hodnot výroků elementárních. Pokud chceme získat pravdivostní hodnoty

egací těchto složených výroků , je třeba zaměnit v příslušných sloupcích tabulky jedničky za nuly a
aopak. Tím dostáváme následující tabulku:

abulka 4: tabulka negací:

A B .....,(A /\ B) .....,(A v B) .....,(A ~ B) .....,(A =9 B) .....,(A <=> B)
1 1 O O 1 O O
1 O 1 O O 1 1

- O 1 1 O O O 1

- O O 1 1 1 O O
c

A B .....,A \/.....,B .....,A J\.....,B A<=>B A J\.....,B A~B

poslednhTI řádku tabulky je uveden zápis pozitivního vyjádření negace.Ověřte, že je tomu
s utečně tak.

I: říl{ l ad :
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gování složených výroků tránka č. 2 z 2

egujte následující složené výroky pomocí tabulky n gací:
1) tro111Y a keře jsou dřeviny.

2) Pavouci mají 5 párů končetin nebo mají křídla.

3) Trojúhelník ABC je pravoúhlý právě tehdy, když druhá mocnina d ' lky jedné zj ho stran je
rovna součtu druhých mocnin délek zbylých dvou stran.

'V V ,

{CSClll:

1) Stromy a keře jsou dřeviny. Tento výrok je konjunkce dvou výroků syrnbolicl y ho zapíšeme s
/\ k a podle tabulky určíme negaci, kteráje -.s v -.k. Slovn í formulace : tromy nebo keře

nejsou dřeviny.

2) Pavouci mají 5 párů končetin nebo mají kř ídla. Tento výrok je disjunkce dvou výroků

symbolicky ho zapíšeme 5 \1 k a podle tabulky určíme negaci, která je -,s 1\ -,l . Slovní
formulace: Pavouci nemají 5 párů končetin ani nemají křídla.

3) Trojúhelník ABC je pravoúhlý právě tehdy, když druhá mocnina délky jedné zjeho stran je
rovna součtu druhých mocnin délek zbylých dvou stran. Tento výrok je ekvivalence dvou
výroků, symbolicky ho zapíšeme p ** q a podle tabulky určíme negaci, která je -.p v -,q.
Slovní formulace: Trojúhelník ABC bud' není pravoúhlý, nebo druhá mocnina délky žádné z jeho
stran není rovna součtu druhých mocnin délek zbylých dvou stran.

)ozna m ka:
P ů vodní výroky 1) a 3) jsou pravdivé, výrok 2) nepravdivý. Příslušné negace mají logicky
ravdivostní hodnotu opačnou.

okud chceme negovat složitější složené výroky, např. výrok s ===> (p v q), musíme určit, jak vypadá
ozitivní vyjádření negace příslušné výrokové formule, v našem případě S ==} (P v Q).
ledáme tedy pozitivní vyjádření této negace: -,(S ===> (P \j Q)).Pokud mluvíme o pozitivním
yjádřen í negace výrokové formule , máme tím na mysli , že se znaménko negace objeví pouze před

ýrokovou proměnnou, nikoliv před závorkou.Docílíme toho tak, že si uvědomíme, která
z logických operací má přednost (v našem případě je to implikace) a negujeme výrokovou formuli
j dnoduše podle tabulky negací: -,(S ===> (P \l Q)) je tedy ekvivalentní s: S A -,(P V Q). Nyní už
otřebuj eme jen odstranit znaménko negace před (P v Q). To opět uděláme pomocí tabulky negací a

dostáváme, že S l\ -.(P v Q) je ekvivalentní s: S l\ -.P / ... -.Q a to je pozitivní vyjádřenínegace -.(S
==} (P \l Q)). Negací výroku s ===> (p v q) je tedy výrok: s / ... -,p r; -,q.

I řtklad:

eguj te následující výrok:
J stliže na večírek přijde Lenka nebo Marie , pak nepřijde Aleš ani Robert.

f ešen í:

Tento výrok zapíšeme symbolicky takto: (1 v 111) ===> (-.a / ... -.r). Hledáme tedy pozitivní vyjádření
n gace této výrokové formule: (L \/ M) ===> (-.A r . -.R) .Postupem uvedeným výše dojdeme k tomu,
Ž - { (L \/ M) ===> (-,A r. -,R)) se dá zapsat (L \/ M) r. -,(-.A l\ -,R) a to se dá zapsat (L v M) A

( \/ R). Hledaná negace má tedy symbolický zápis: (1 \1 m) r. (a v r). Slovní vyjádření:Na večírek
pVijde Lenka nebo Marie a zároveň přijde Aleš nebo Robert.
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aradoxy

Paradoxy

trárUka č. 1 z 1

ikantní záležitostí v logických úlohách jsou paradoxy.Jsou to taková zvláštní tvrz ní která se zdají
ýt pravdivá a nepravdivá zároveň. Nemůže se tedy jednat o výroky . Jestliže nevít proč přečtěte si
ozorně definici výroku a porozumíte. Definici paradoxu si uvádět nebudeme jen si ukážeme
ěko l i k paradoxů, aby bylo jasné o co jde.

Jříl,Jady paradoxů:

• .Lžu." Jedná se o jasný paradox, protože je-li pravda, že lžu je výrok nepravdivý. Nechť tedy
není pravda, že lžu, tedy mluvím pravdu ale pak nemohu tvrdit že lžu.

• Paradox holiče: Ve vesnici je jediný holič a ten si na dveře pověsil ceduli s nápisem: .Holim
všechny lidi v naší vesnici, kteří se neholi sami. "Kdo potom holí holiče?

• Jordanův paradox: Máme kartu na jejíž jedné straně je nápis:,,M' is na druhé straněje
pravdivý. ". Na druhé straně najdete nápis: "Nápis na druhé stra ě je nepravdivý".Budete-li
hledat na které straně je pravda, zjistíte, že jste narazili na paradox.
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trá a 1

Příklady 4

f>říklad 4.1:
Doplňte tabulku, jejíž záhlaví je uvedeno:
Ta bulka 4.1

A B C -,C A==>B ....,( A ==> B) -,(A ==> B) ==> -,

A B C -,C A==>B -,(A ==> B) -,(A ==> B) ==> -,C
1 1 1 O 1 O 1
1 1 O 1 1 O 1
1 O 1 O O 1 O
1 O O 1 O 1 1
O 1 1 O 1 O 1
O 1 O 1 1 O 1
O O 1 O 1 O 1
O O O 1 1 O 1

. .

Priklad 4.2 :
Určete pravdivostní ohodnocení následujících výrokových formulí a rozhodněte, zda se
jedná o tautologie:
1) (A /\ -,B) ==> (-,A vB)
2) A l\ (B \/ v C) ** (A /\ B) \/ (A /\ C)
3) ((A /\ B) => -,C) ==> (A /\ -,C)
4) (A ==> B) /\ (B ==> A) => (B ** A)

/"fT""L
t c-''Y t> v
\_..,~-" ,) Rešení:
1) (A JA~ -,B) ==> (-,A v B)
Ta bulka 4.3

A B -A -,B A /\ -,B -A vB (A r~ -,B) ==> (-A v B)
1 1 O O O 1 1
1 O O 1 1 O O
O 1 1 O O 1 1
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íklady 4:

[o 1 0 I 1 I 1
Toto není tautologie.

o 1 1

Strá a 2

2) A r. (B v C) *9 (A /\ B) \1 (A J\ C)
Tabulka 4.4

A B C BvC A/\B A l\ C
A J\ (B (A /\ B) v A /\ (B v C) *9 (A

v C) (A J\ C) 1\ B) v (A /\ C)

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 O 1 1 O 1 1 1

1 O 1 1 O 1 1 1 1

1 O O O O O O O 1

O 1 1 1 O O O O 1

O 1 O 1 O O O O 1

O O 1 1 O O O O 1·

O O O O O O O O 1

Toto je tautologie .

3) ((A \/ B) => -.C) => (A /\ -.C)
Ta bu lka 4.5

A B C -.C AvB A r. -.C (A v B) => ((A v B) =9 -.C) =9 (A
-.C /\ -.C)

1 1 1 O 1 O O 1

1 1 O 1 1 1 1 1

1 O 1 O 1 O O 1

I O O 1 1 1 1 1
O 1 1 O 1 O O 1
O 1 O 1 1 O 1 O
O O 1 O O O 1 O
O O O 1 O O 1 O

Toto není tautologie.

4) (A => B) r. (B =9 A) => (B *9 A)
Ta bulka 4.6

A B A B (A => B) /\ (B B (A =9 B) 1\ (B =9 A) =9

=>B =>A => A) <=>A (B *9 A)
1 1 1 1 1 1 1
1 O O 1 O O 1
O 1 1 O O O 1
O O 1 1 1 1 1

Toto je tautologie .
...~..~~;-;--"''l--.
I · . . '""\

(~~J

Přík ad 4.3 :
Negujte následující složené výroky pomocí tabulky negací:
1) Máme rohlíky i housky.
2) Dáme si čaj, nebo kávu.
3) Do okurkového salátu se přidává cukr nebo ocet .
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řík lady 4:

4) Bude-li ke koupi čerstvé ovoce nekoupím kompot.
5) Mandarinky koupím právě tehdy nebudou-li pomeranč .

/ 8~I ':':""J /.~. 'OV

' ~ ' R 'OV ,1.<:.'"1::: .3' esen I:

tránka 3

1) Máme rohlíky i housky, Symbolicky: r l\ h , negace: ..(r Ů h) podle tabulky negací
odpovídá disjunkci: --,f v ..h.. Nemáme rohlíky nebo housl y.

2) Dáme si čaj , nebo kávu...(č ~ k) <=> (č <=> k). Čaj si dáme právě tehdy když si dáme
kávu.

3) Do okurkového salátu se přidává cukr nebo ocet ...(c v o) ** (-.c /\ -.0). Do
okurkového salátu se nepřidává cukr ani ocet.

4) Bude-li ke koupi čerstvé ovoce, nekoupím kompot.-.(čo =} -.k) +=} (čo /\ k). Koupím
čerstvé ovoce i kompot.

5) Mandarinky koupím právě tehdy, nebudou-li pomeranče...(m +=} -.p) <=} (rb ~ -sp)
.Bud' koupím mandarinky, nebo nebudou pomeranče.

(6-\
(~...::_.::::~}::>Lj

Přtklad 4.4 :
Negujte následující složené výroky:
1) Bud' koupím jahodový jogurt, nebo koupím bílý jogurt a marmeládu.
2) Pokud na oslavu nepřijdePetr ani Eliška, potom nepřijde ani Vlasta ani Karel, ale přijde

Michal.
3) Hořčici si namažu na chleba právě tehdy, když nebude k dostání máslo nebo sádlo nebo

když bude zavřený obchod.

1) Bud' koupím jahodový jogurt, nebo koupím bílý jogurt a marmeládu. Symbolicky: jj ~

(bj Ů ln), negace: -.Gj ~ (bj /\ m)) nebo-li: jj +=} (bj J\ m), slovně: Jahodový jogurt
koupím právě tehdy, když koupím bílý jogurt a marmeládu.

2) Pokud na oslavu nepřijdePetr ani Eliška, potom nepřijde ani Vlasta ani Karel, ale přijde

Michal. Symbolicky; (..p /\ ..e) =} ((..v /\ -,1<) 1\ m), negace: -.((-.p /\ -,e) ===} ((..v
/\ ..k) J\ m)), neb - ...p /\ ..e) /\ -.((..v r; ..1<) J\ m), nebo-li: (-.p /\ -,e) /\ (..(..v
/\ -,1<) v -J11)), ne _.: (-,p r; ..e) J\ ((v v k) \/ -,m), slovně: Na oslavu nepřijdePetr

ani Eliška, a zároveň prijde Vlasta nebo Karel nebo Michal nepřijde.

3) Hořčici si namažu na chleba právě tehdy, když nebude k dostání máslo nebo sádlo nebo
když bude zavřený bchod. Symbolicky: h <=> ((-sm \l ..s) v z), negace: -.(h *9 ((-J11
\/ -.s) V z)), nebo-li. h ~ ((-J11 v -.s 'v' Z , slovně: Bud' si na chleba namažu hořčici,

nebo nastane asporr edna z těchto variant: ebude máslo nebo nebude chleba nebo bude
zavřený obchod.

...-.-.......
··,?c.-t·\) 13 . ,. ~ JL L...-:__~ .... L,_J

Příklad 4.5:
Negujte následující složené výroky a ověřte správnost řešení pomocí příslušnýchtabulek
pravdivostních hodnot:
1) Ca =} b) v (a ===} c)
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íklad 4:

2) a s: (b /\ c /\ -,d)
3) a =9 (b {=} (a =+ -,b))
4) a V' -.(-,a =+ (a /\ (a v -,a)))

tránka 4

/ e~
I.'~( R"" "" ,
'.<~"l;:;:; 21 . esen I:

1) -,((a =+ b) v (a =} c)) je ekvivalentní s: -,(a =+ b) /\ -,(a =+ c) a oj kvival ntní s:
(a r. -,b) r. (a )A\ -,c).( Dále budeme psát: -,((a =} b) v (a =+ c)) = -, a =+ b) /\ -,(a
=+ c) - (a r: -sb) /\ (a J\ -sc) apod.)

Tabulky pravdivostních hodnot vypadají takto:
T a bulka 4.7

A B C A A=+C (A =} B) v (A -,«A =+ B) v (A =+ C»
=+B ==> C)

1 1 1 1 1 1 O
1 1 O 1 O 1 O
1 O 1 O 1 1 O
1 O O O O O 1
O 1 1 1 1 1 O
O 1 O 1 1 1 O
O O 1 1 1 1 O
O O O 1 1 1 O

Tabull{a 4.8

A B C -,B -,C A /\ -,B A r\ -,C (A /\ -.B) /\ (A /\ -.C)
1 1 1 O O O O O
1 1 O O 1 O 1 O
1 O 1 1 O 1 O O
1 O O 1 1 1 1 1
O 1 1 O O O O O
O 1 O O 1 O O O
O O 1 1 O O O O
O O O 1 1 O O O

Z posledních sloupců tabulek 4.7 a 4.8 je vidět, že platí: -,((a => b) v (a => c)) (a /\ -sb)
l\ (a l\ -,c)

2) -,( a ~ (b /\ (c /\ -,d))) =a <=> (b )A\ (c A -,d))
Ta bulka 4.9

A B C D -,D CA B J\ (C A A s: {B /\ (C A -.(A ~ (B A (C /\
-,D -,D) -,D)) -.D»)

1 1 1 1 O O O 1 O
1 1 1 O 1 1 1 O 1
1 1 O 1 O O O 1 O
1 1 O O 1 O O 1 O
1 O 1 1 O O O 1 O
1 O 1 O 1 O O 1 O
1 O O 1 O O O 1 O
1 O O O 1 O O 1 O
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říkl ady 4: trá a 5

o 1 1 1 O O O O 1
O 1 1 O 1 1 1 1 O

O 1 O 1 O O O O 1
O 1 O O 1 O O O 1
O O 1 1 O O O O
O O 1 O 1 1 O O 1
O O O 1 O O O O 1
O O O O 1 O O O 1

Tabulka 4.10
A B C D ..D C r. ..D B /\ (C /\ ..D) A<=> (B J\ (C J\ ..D»
1 1 1 1 O O O O
1 1 1 O 1 1 1 1
1 1 O 1 O O O O
1 1 O O 1 O O O
1 O 1 1 O O O O
1 O 1 O 1 O O O
1 O O 1 O O O O
1 O O O 1 O O O
O 1 1 1 O O O 1
O 1 1 O 1 1 1 O
O 1 O 1 O O O 1
O 1 O O 1 O O 1
O O 1 1 O O O 1
O O 1 O 1 1 O 1
O O O 1 O O O 1
O O O O 1 O O 1

Z posledních sloupců tabulek 4.9 a 4.10 je vidět, že platí: ..(a v. (b /\ (c /\ ..d))) a ** (b
/\ (c r. ..d))

3) ..(a ==* (b <=} (a ==* ..b))) - a r. ..(b ** (a ==* ..b)) - a /\ (b se (a ==* ..b))
Ta bulka 4.11

A B ..B A==* B <=} (A ==* A ==} (B <=} (A ..(A ==* (B ** (A ==*
..B ..B) ==* ..B)) ..B»)

1 1 O O O O 1
1 O 1 1 O O 1
O 1 O 1 1 1 O
O O 1 1 O 1 O

Tabulka 4.12
A B ..B A ==* ..B B ~ (A ==} ..B) A J\ (B ~ (A ==* ..B»
1 1 O O 1 1
1 O 1 1 1 1
O 1 O 1 O O
O O 1 1 1 O

Z posledních sloupců tabulek 4.11 a 4.12 je vidět, že platí: ..(a ==* (b ** (a ==+ ..b))) - a
/\ (b v. (a ==* ..b))
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ř í k l ad tránka 6

4) -,(a v -,( -,a =9 (a J\ (a \/ -,a)))) - -,a J\ -,a =9 (a J\ (a v -, ))
Tabulka 4.13
A ....,A A \/ A(A v ....,A =9 (A -,(....,A =9 (A v --, ....,Ap -.( v -.(--A

....,A ....,A) J\ (A V /\ (A v /\ \/ -. ) ) ==> (A /\ (A v
-,A)) ....,A))) ) »»

1 O 1 1 1 O 1 O
O 1 1 O O 1 1 O

A ....,A A \/ A J\ (A \1 -.A =9 (A J\ (A \ 1 --A J\ (--A ==> (A /\ (A v
....,A -.A) -.A)) -.A»)

1 O 1 1 1 O
O 1 1 O O O

Z posledních SIOllPCŮ tabulek 4.13 a 4.14 je vidět, že platí: -,(a v -,(-,a =9 (a /\ (a v -.a))))
- -,a r. (-,a =9 (a r. (a v -,a)))

(~~~"'.1 ')) I)
'._~..::.:,-J
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, rolové formy

Výrokové formy

P ř"í rlad:
Určete , která z následujících tvrzení jsou výrol y:
1) Přirozené číslo n je sudé.
2) Každé přirozené číslo n je sudé.
3) Existuje alespoň jedno přirozené číslo n, které je sudé.
4) Přirozené číslo 5 je sudé.
5) Studenti rádi hrají fotbal.
6) N ěkteří studenti rádi hrají fotbal.
7) Studenti Petr a Pavel rádi hrají fotbal.
8) Všichni studenti rádi hrají fotbal.

rá a c. 1 z 1

Ř e š en í :

.Oznamovací věty 2,3,4,6,7,8 jsou výroky. Věty 1 a 5 bychom mohli po malé úpravě považovat za
výroky, ale pokud jsou vysloveny pouze takto, říká se jim výrokové fo rmy .

) ť ti rl ice:
Výrokovou formou (predikátem) rozumíme takové sdělení, které obsahuje jednu, nebo více
roměnných, a které po dosazení přípustnýchhodnot proměnných(konstant z oboru proměnných)se
távají výroky. Značíme ji V(x), resp. V(x 1,x2' · · .xn) .

)ozn á mka:
apř . z výrokové formy "přirozené číslo n je sudé." Jsme dosazením čísla 5 vytvořili nepravdivý

ýrok "přirozené číslo 5 je sudé."

"ozná mka :

ýrokovou formou obsahujíci více proměnnýchje například sdělení a2 + b2 == c2 z první kapitoly.

)ozn{ ruka:

bdobně jako se vytvářejí složené výroky, lze také spojovat logickými spojkami výrokové formy
týmiž obory proměnných, mluvíme o logických operacích s výrokovými formami , jejichž
ýsledkem j sou složené výrokové formy (predikátové formule).
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antifikované výroky

Kvantifikované výroky

trá a č . 1 z 2

Dosazení konstant za proměnné do výrokové formy není jediným způsobem jak z ní vytvořit výrok.
DalŠÍ1n významným způsobemje kvantifikace, tj. doplnění výrokové formy údaji o počtu resp.
dhadu počtu konstant, jejichž dosazením za proměnnédo výrokové formy bychom dostali výroky.

. Tato kvantifikace se provádí pomocí slovních spojení zvaných kvantifikátory.

)cťi n i cc :

Kvantifikova ným výrokem rozumíme každý výrok vzniklý kvantifikací všech proměnných ve
výrokové formě ..

)ozn ánl l{~l :
ap ř . z výrokové formy "přirozené číslo n je sudé." Jsme doplněním slovíčka (kvantifikátoru)

,Ka?dé" vytvořili nepravdivý výrok "Každé přirozené číslo n je sudé."

)oznán'lka :
P ř íkladem kvantifikovaného výroku je i výše uvedená definice. O kvantifikovaný výrok se jedná
díky.kvantifikátoru "každý".

)říl{ l a d :

alezněte v následujících výrocích kvantifikátory a určete pravdivostní hodnotu výroků:

1) Některé trojúhelníky jsou pravoúhlé.
2) Žádný člověk neviděl živého dinosaura.
3) Čtverec má právě 4 vnitřní pravé úhly.
4) Všechny obdélníky mají stejné obsahy.
5) Existuje alespoň jedno reálné číslo x, které je menší než jedna.
6) Číslo 9 je sudé.
V) Každý obdélník má aspoň 2 ostré vnitřní úhly,
) Existuje nejvýše 10 000 000 přirozených čísel.

v

leš ení:
) V této větě plní roli kvantifikátoru slovo "něl<teré", neudává sice přesný počet,

ale v íme, že existuje aspoň jeden takový trojúhelník. Výrokje samozřejměpravdivý, neboť
pravoúhlé trojúhelníky opravdu existuj í.

2) Zde je kvantifikátorem slovo "žádný". O kvantifikátor se jedná, neboť jde o slovo,
které udává počet lidí, kteří spatřili dinosaura. Výrok je pravdivý.

) Kvantifikátorem je slovní spojení "právě 4" a výrok je pravdivý.
) 1<'vantifikátorem je slovo "všechny", výrok je nepravdivý.
) 1<'vantifikátorem je slovní spojení "Existuje alespoň jedno", výrok je pravdivý.

6) Ve výroku se sice vyskytuje číslovka, ale v této souvislosti nemá význam
kvantifikátoru, výrok není kvantifikovaný. Výrok je pravdivý.

7) V tomto výroku se vyskytují hned dva kvantifikátory: "každý" a "aspoň 2". V každém
obdélníku jsou všechny vnitřní úhly pravé, tedy výrok je nepravdivý.

8) 1<'vantifikátorem je slovní výraz "existuje nejvýše 10 000 000". Čísla I, 2, 3, ... ,
1O000 000 j sou přirozenáaj e jich právě 10000000. Číslo 1O000 001 je také
přirozené, ale není z množiny všech čísel I, 2,..., 10 000 000, a tedy existuje více než
10 000 000 přirozených čísel. Výrok je nepravdivý.

ýznam některých kvantifikátorů lze dobře znázornit na číselné poloose začínající v bodě O. Jedná
s o kvantifikátory tohoto typu: "právě dva" , "aspoň dva" , "nejvýše dva" .

I říklad :

yznačme na číselné poloose všechna čísla udávající možné počty stokorun ve vlastnictví člověka,
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K antifikované výroky

který říká pravdivé výroky:
1) Má m aspoň tři stokoruny.
2) Mám právě dvě, nebo aspoň šest stol orun.
3) Mám aspoň pět, ale nejvýš deset stokorun.
4) Mám nejvýš dvě nebo aspoň osm stokorun.

trá a . 2 z 2

Kolik stokorun by měl člověk který by vyslovil pravdivou konjunkci V
V ch čtyř ýroků?

I{cšcní:
I) Mám aspoň tři stokoruny .

o '1 2 4 6 7 8 9 10 1'1 '12 13 14

2) Mám právě dvě , nebo aspoň šest stokorun.

"

I] '1 2 :3 4 5 6 7 8 9 '1O '1'1 '12 '1:3 '14

3) Mám aspoň pět, ale nejvýš deset stokorun.

'1 .-, 4
.j

r-
~I 7 8 9 '10 '1'1 '12 13 '14

4) Má m nejvýš dvě nebo aspoň osm stokorun.

I'

CI '1 2 "'J
••.1 4 5 6 7 8 9 10 1'1 12 13 14

lověk , který vysloví pravdivou konjunkci všech výše uvedených výroků má nejméně 8 a nejvýše
10 stokorun, protože tyto počty vyhovují všem výše uvedeným variantám,
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V lký a malý kvantifikátor

Velký a malý kvantifik á o

trá a . 1 z 2

Mezi všemi kvantifikátory jsou dva, které zaujímaj í v mat mati a logie vý adní mí to. Obvykle
nás zajímá, jestli nějaký objekt existuje, a už se nestarám o to kolil j ich j e n bo ná zaj ímá jestli
všechny zkoumané objekty maj í danou vlastnost.

icfi n ice:
Obecným (též velkým) kvantifikátorem rozumíme kvanti fik átor kt rý vyjadřuj že každý
uvažovaný objekt má (nebo žádný nemá) vlastnost o kterou jde. Kromě slov každý žádný
užívá me také slov "pro každé, pro všechna, všechny libovolný kt rýl oliv ani j den . Značíme ho
''d. Výrok, ve kterém je první kvantifikátor obecný, se nazývá obecný.

P ř t kladv obecnvch vvroků:
v ~ v

- s jednou proměnnou

Pro každé reálné číslo x platí , že x2 > o. (matematický zápis: \;Ix E R; x2 > O)
Žádný lichobě žník není rovnoramenný.
- s více proměnnými

Pro každé reálné číslo x existuje (aspoň jedno) reálné číslo y takové, že platí, že x > y. matematický
zápis : \lXER 3YER; x> y

Pozná mka :
Zápis x E R znamená, že x je prvkem množiny reálných čísel R, tj. že x je reálné číslo. Podrobněji se
se symbolem E můžete seznámit v první kapitole o množinách, J.nn.Q..ži.l.1.g..J~...J.~j.i......urč..ení .

Dcfinice :
Exis ten čn ím (též malým) kvantifikátorem rozumíme kvantifikátor, který vyjadřuje, že aspoň jeden
uvažovaný objekt 111á vlastnost, o kterou jde. Kromě slov "existuje aspoň jeden" užíváme také slov
"někteří , lze nalézt, existuje". Značíme ho 3. Výrok, ve kterém je první kvantifik átor existenční, se
nazývá existenční.

Přík l a dy existenčních výrok ů:

- s jednou prom ěnnou

Některé zlomky nelze zkrátit.

Existuje aspoň jedno reálné číslo x takové, že platí: x2 == 3

(matematický zápis: 3x E R ; x2 == 3)
-s více prom ěnnými:

Existuj e (aspoň jedno) reálné číslo y takové, že pro každé reálné číslo x platí, že x > y.....
n1atematický zápis: 3y E R \Ix E R; x > y

Pozná m ka :
Porovnej te oba uvedené výroky s více proměnnými.Všimněte si toho, jak malá změna (změna
pořad í kvantifikátorůa proměnných) ovlivní význam celého tvrzení. Každý výrok říká něco zcela
jiného, první je pravdivý, druhý 11e, přitom jejich matematický zápis se liší nepatrně. Proto je
v mate matické řeči třeba dbát na každý detail , všechny myšlenky a tvrzení formulovat zcela přesně.

Příklad :

U rčete , které z následujících výroků jsou výroky existenční a které obecné:
1) Všichni psi mají blechy.
2) Ex istuj í psi, kteří blechy nemají.
3) VZ E Z 3n E N; Izl ==n
4) 3 !XE R \f YE R; y+ x== y
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V lký a malý kvantifikátor ránka č . 2 z 2

pozn á m ka :
yrnbol !" v matematickém zápisu znam ná .prá .., j d n prá j dno prá .., j dna) tj aspoň

jeden a nejvýš jeden. Když tento znak ná leduje bezprostř dn i t ncní an ifi átor mluvím o
spoj ení znaků 3! jako o kvantifikátoru jednoznačnéexistenc a čt m istuj pr áv ě j dno.

'tl v ,

Ilcsen l:
1) Všichni psi mají blechy. Toto je obecný výrok díky kvantifikátoru všichni .
2) Existují psi, kteří blechy nemají. Toto je existenčnívýrok díky kvantifikátoru xistují.
3) "r:fZEZ 3nEN; Iz I= n. Toto je obecný výrok díky tomu že první kvantifikátor j obecný.
4) 3!x E R vv E R; y + x = Y. Toto je existenčnívýrok díky tomu ž první kvantifikátor je

existenční.

Př íklad :

Pokuste se následující složené výroky přetvořit na jednoduché tak, aby se zachoval jejich význam:
1) Jestliže cestuji do zahraničí, potřebuji cestovní pas.
2) Jestliže si koupíte 6-ti kilogramové balení pracího prášku, dostanete 0,5 kg zdarma.
3) Je-li troj úhelník rovnostranný, potom je také rovnoramenný.
4) nEN => nEZ
Nápověda : Pomůže nám obecný kvantifikátor.

Ř e š en í:

1) Při každé cestě do zahraničí potřebuji cestovní pas.
2) Ke každému zakoupenému 6-ti kilogramovému balení pracího prášku dostanete 0,5 kg zdarma.
3) Každý rovnostranný trojúhelník je rovnoramenný.
4) Každé přirozené číslo je celé číslo.

P OZn á lTI li-a :
Na předchozích výrocích jsme si ukázali, že obecný kvantifikátor má svým způsobemvelmi blízko
k implikaci, Některé implikace lze snadno nahradit obecnými výroky a naopak.
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egování kvantifikovaných výroků

Negování kvantifikovaných výroků

trán ač. 1 z 3

I kvantifikované výroky můžeme samozřejměnegovat pomocí př dřaz ní slov ní pravda že... .
Stej ně jako v předchozích případech se v šak budeme snažit o pozitivní vyjádř ní n gac . Musíme si
však dát pozor na to, aby byla negace výroku pravdivá, resp. nepravdivá právě tehdy kdyžje
púvodní výrok nepravdivý, resp. pravdivý. Např. pro výrok ,V naší vsi dnes ráno kokrhali aspoň 3
kohouti." ( ve žije 1Okohoutů) není negací výrok "V naší vsi dnes ráno nekokrhali aspoň 3
kohouti." (Oba výroky jsou pravdivé např. pro variantu, že 4 kohouti kokrhali a 6 ne.) právnou
negací je výrok: "V naší vsi dnes ráno kokrhali nejvýše 2 kohouti. Pro tvorbu negací
kvantifikovaných výroků je vhodné grafické znázorněnína číselné poloose.

Příl,J ad :

ZforlTIuluj te pozitivní vyjádření negací následujících výroků a využijte znázorněnína číselné

poloose:
1) Aspoň 3 okna j sou otevřená.

2) Novákovi mají 3, nebo 4 děti.

3) Rovnice 2x8 - 2 == Omá aspoň 2 reálné kořeny.
4) Nejvýše 4 prvočísla jsou jednociferná čísla.

5) Právě jedno prvočíslo je sudé.

Řešen í :

Budeme postupovat tak, že si napřed zeleně znázorníme původní výrok, a pak červeně jeho negaci.
1) Aspoň 3 okna j sou otevřená.

/

.. '") 4L. ..J 567

Negace: Nejvýše 2 okna jsou otevřená.

'1 2 '- I
.':1 4 5 6 7

2) Novákovi mají 3, nebo 4 děti.

o '1 2 3 4 5 s 7

Negace: Novákovi mají nejvýše 2, nebo aspoň 5 dětí.

/

.~

0'1234567
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gování kvantifikovaných výroků

3) Rovnice 2x8-2=O má aspoň 2 r álné koř n .

01234567

Negace: Rovnice 2xs-2=0 má nejvýše 1 reálný kořen.

I] '1234567

4) Nejvýše 4 prvočísla jsou jednociferná čísla.

rán a c. 2 z 3

'"...-

'1 5 Ei 7

Negace: Aspoň 5 prvočísel je jednociferných.
-,

I] '1234 5Ej7

5) Právě jedno prvočísloje sudé.

5 ~3 7

Negace: Žádné nebo aspoň 2 prvočísla jsou sudá.
....

/

I] '1 ') .-.
~ ..J 4 6 7

Přík lad :

Neguj te pozitivně výroky:
1) Všechny násobky osmi jsou sudá čísla.

2) Některé násobky osmi jsou násobky pěti.

3) Aspoň jeden kořen rovnice (x - 3) . (x + 5) je záporné číslo.

4) Všechny trojúhelníky mají součet délek těžnic větší než součet délek stran.
5) Některé zlomky nelze zkrátit.
6) Žádný lichoběžník není rovnoramenný.

I~eš en í :
1) ~xi stuj e aspoň jeden násobek osmi, který není sudé číslo.

2) Zádné násobky osmi nejsou násobky pěti .

3) Žádný kořen rovnice (x - 3) . (x + 5) není záporné číslo .
4) Existuje aspoň jeden trojúhelník, který má součet d élek těžnic větší než součet délek stran.
5) Všechny zlomky lze zkrátit.
6) Existuje aspoň jeden lichoběžník, který je rovnoramenný.

I)" '1fl {lad:
Zforln uluj te negace následujících výroků slovně i matematickým zápisem:
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gování kvantifikovaných výroků rá a . 3 z 3

1) Pro každé reálné číslo x platí , že x2 > O . (mat mati r zápi : 'r;f E . 2 > O)

2) Existuj e aspoň jedno reálné číslo x tal ové ž platí: 2 = 3. mat m tic Ýzápi :::3 E R· 2 = 3)

v tJ ,

I~csen l :

I) Existuje aspoň jedno reálné číslo x, pro které neplatí že x2 > O. m at matický zápis : ::3xER x2 <
O)

2) Pro všechna reálná čísla x platí že x2 f- 3. (matematický zápi : \;f E R· 2 # 3)

Pozn á m l' a :
Všimli jste si něčeho? Že se při negování zaměňuje obecný kvantifikátor za exist nční a naopak?
Správně . Pro negování výroků s kvantifik átory 'r;f ,3 lze formulovat jednoduchá pravidla, která platí
nejen tehdy, když v negovaném kvantifikovaném výroku je jediný kvantifikátor \;f resp. 3 (viz
tabulka), ale také tehdy, když je v něm více kvantifikátorůtohoto typu.

Ta b ulka 5 - tabulka ne
Kvantifikovanv v' rok
\1'x E D; V(x)
3x E D; V(x)

Pravidla negace výroků s kvantifikátory \;f, 3:
• V negovaném kvantifikovaném výroku zaměníme každý kvantifikátor tl kvantifikátorem :3 a

naopak.
• Výrokovou formu v negovaném kvantifikovaném výroku nahradíme její negací.
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Přík l ady 5:

Příklady 5

P říkl ad 5.1:
Určete , zda se jedná o kvantifikovaný výrok a pokud ano naleznět kvantifikátor:
1) Všichni lidé na Zemi potřebují k životu vodu kyslík a potravu.
2) Každé ráno vyjde Slunce.
3) Písmeno C je třetí v abecedě.

4) Někteří papoušci umí mluvit.
5) Číslo 15 je dělitelné třemi.

6) Závodník s číslem 12 doběhl šestý.
7) Žádný dopink nebyl povolen.
8) Každý rovnoramenný trojúhelník má aspoň 2 shodné vnitřní úhly.

,····f r ..·\
I I-~/?' I"~ v ,.
\ '""l-_ ••~. f \ s'f \ nI·

"'-"::-0°- " _ .... " _.... _ . _ .

ránka c. 1 z 3

1) Jedná se o kvantifikovaný výrok, kvantifikátorem je slovíčko "všichni" .
2) Jedná se o kvantifikovaný výrok, kvantifikátorem je sloví čko "všichni" .
3) Nejedná se o kvantifikovaný výrok, číslovka "třetí" není kvantifikátor.
4) Jedná se o kvantifikovaný výrok, kvantifikátorem je slovíčko "někteří" .

5) Nejedná se o kvantifikovaný výrok, číslovky ,,15" ani "třemi" nejsou kvantifik átory,
6) Nejedná se o kvantifikovaný výrok, číslovky ,,12" ani "šestý" nejsou kvantifikátory.
7) Jedná se o kvantifikovaný výrok, kvantifikátorem je slovíčko žádný" .
8) Jedná se o kvantifikovaný výrok, kvantifikátory j sou výrazy .Jcaždý" a "aspoň 2" .

...••- .......
...~;., ~ ~~.\

I~~.~. :~j

Př íl{ l ad 5.2:
Vyznačte na číselné poloose všechna čísla udávající možné počty m ěsíců majících 31 dnů podle
náslcdujic ích výroků a rozhodněte , zda jsou výroky pravdivé:
1) Aspoň 6 měsíců v roce má 31 dnů.

2) Nejvýše 9 měsíců v roce má 31 dnů.

3) Právě 5 měsíců v roce nemá 31 dnů.

4) Právě 8 měsíců v roce má 31 dnů .

5) Aspoň 8 nebo nejvý še 6 měsíců v roce má 31 dnů.

6) Aspoň 6 a ne víc než 8 měsíců v roce má 31 dnů.

(··;~..i~'··\.
I c...'-- t " "
\.~.) l~.~.š .~.!J.!.;_

1) Aspoň 6 m ěsíců v roce má 31 dnů.

CI '1 5 6 7 8 9 '1O '1'1 '12

2) Nejvýše 9 měsíc ů v roce má 31 dnů.

....

•-, '- I 4
L ..J 567 8 9 '10 1'1 '12

J'1 )
Právě 5 měsíců v roce nemá 31 dnů.
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Příl lady 5: trán a . 2z3

I

~ ~ ~/" )~ - .> ~.... - '" :~, /

IJ '1 2 .-,
..J 4 5 Ei 7 8 9 10 '11 12

4) Právě 8 měsíců v roce má 31 dnů.

IJ '1 2 3 4 5 6 7 8 9 '10 11 '12

5) Aspoň 8 nebo nejvýše 6 měs íců v roce má 3 ~ dnů.

[I '1 2 3 4 5 ~3 7 8 9 '10 '11 '12

6) Aspoň 6 a ne víc než 8 měsíců v roce má 31 dnů.

[I '1 2 'J
,_I 4 5 7 8 9 '10 '1 '1 12

P ř ík l ad 5.3 :
Neguj te pozitivně výroky:
1) Všechny houby jsou jedlé.
2) Některé houby jsou jedovaté.
3) Aspoň jedna houba je jedlá a zároveň jedovatá.
4) Na každou planetu Sluneční soustavy dorazila aspoň jedna sonda již ve 20. století.
5) Něco je ve vzduchu.
6) Nikdo se nezranil.

/lT~\..

1<~5:' .~~3~~ni:
1) Aspo ň jedna houba není jedlá.
2) Žádná houba není jedovatá.
3) Žádná houba není jedlá a zároveň jedovatá.
4) Aspoň na jednu planetu Sluneční soustavy žádná sonda ve 20. století nedorazila.
5) Nic není ve vzduchu,
6) N ě kdo se zranil.
,~i~,

) .I l) - - ':. )
1._L..o' " ' ,,' l,_J

Přík l ad 5.4 :
Zforll1uluj te negace následujících výroků slovně i matematickým zápisem:
1) Pro každé přirozené číslo n platí, že n - 1 > O. (matematický zápis: \1'11 E N; n - 1 > O)
2) Existuje aspoň jedno přirozené číslo n takov é, že platí,že číslo 2n je dělitelné dvěma

(matematický zápis : 3n E N ; 2/2n).

/'rr~\..
I, ,-:;.. ) ">,, 'V

"<:0 /1{~~.~J.1t;..

1) Existuje aspo ň jedno přirozené číslo n, pro které platí, že n - 1 >0 . (matematický zápis : 3nE N ;
11 - 1 < O)

2) Pro každé přirozené číslo n platí, že číslo 2n není dělitelné dvěma (matematický zápis.Bn e N ;
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Příklady 5:

22n)
.'1i"e a~.
J \ ~:~;----"" /'1 I
c-'-'~ ~J

Příklad 5.5:
Zformuluj te negace následujících výroků a určete pravdivost těchto n gací:

1) \fk E Z; Ik I + 1E N
2) 31 EZ; 3/(2n + 1)

/l r .....\..
I. I':'~".:-::!../(' Y v . '
-, '-.,.,.- .o~' .R c· ern :

"--.::::---""'" ~ - ~._ _-_._.._._..!..

1) -.(\fkEZ; Ik I + 1EN) tj. 3kEZ; Ik I + 1 EtN.....nepravda
2) -.(31EZ;3t(2n+ 1)) tj. VIEZ;3t(2n+ l) .....pravda

/li~,.!\F:;-- ..,. )
CL:.-'<-_ -' o" l,_j
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Logická výstavba matematiky

Logická výstavba matematiky

ránka č . 1 z 3

Jedním z hlavních rysů soudobé matematiky je axiomatická logická výstavba matematických teorií.
Jej ím základem jsou axiómy (postuláty) - výchozí matematické výrol y , které s prohlásí za pravdivé
bez dokazování. Obsahují základní (primitivní) pojmy, které se nedefinují ale pokládají se za
zavedené (úplně charakterizované) právě soustavou axi ómů. /Přitom soustava axiómů musí mít tyto
vlastnosti : bezespornost (ze soustavy axiómů není možné odvodit j eho výrok a zároveň jeho negaci),
úplnost (ze soustavy axiómů je možné odvodit pravdivost nebo nepravdivost).
Další matematické pojmy se zavádějí pomocí definic. Definice stanoví název (popř. označen í)

zaváděného pojmu a vymezuje podstatné (charakteristické) vlastnosti pojmu pomocí dříve

definovaných nebo primitivních pojmů. Jako přiklad různých forem definice .uvedeme některé

form ulace definice čtverce: .Rovnobě žník, který má všechny strany shodné a všechny vnitřní úhly
pravé, se nazývá čtverec." .Rovnobě žníku, jehož všechny strany jsou shodné a všechny vnitřní .úhly

pravé, se říká čtverec." "Čtvercem rozumíme rovnoběžník,jehož všechny strany jsou shodné a
všechny vnitřní úhly pravé."
Své výsledky formuiuje matematická teorie ve větách. Matematická věta (poučka, teorém) je
pravdivý matematický výrok, který má význam v matematické teorii nebo její aplikaci a dá se
odvodit pomocí logiky na základě axiómů, definic a-dříve dokázaných vět. Věty, které obsahují
návod k provedení výpočtu nebo konstrukce, se nazývají též pravidla. Pro pomocné věty se
v matematick é literatuře používá název lemma.
Matematické věty se dokazují, tj. ověřuje se, že představují pravdivé výroky neboli že věta platí.
D ůkaz pravdivosti výroku je logický proces, jímž ověřujemepravdivost výroku na základě

pravdivosti jiných výroků užitím logických zákonů, Speciálně důkazem věty nazýváme 'logický
proces, kterým ověřujeme její platnost pomocí axiómů, definic a dříve dokázaných vět na základě

logických zákonů.

Větš i na matematických vět má tvar obecného výroku V.. . , tzv. obecné věty, anebo existenčního

výroku :3 ... , tzv. existenční věty.

Podle druhu logických zákonů použitých v důkazu rozlišujeme tyto základní typy důkazů výroků a
obecných vět ve tvaru implikace:

A
Př ímý d ůkaz implikace p =} q spočívá v tom, že sestavíme řetězec pravdivých implikací p =} Pl ' PI

/1 (1

=} P2' . . "Pn =} q, čili p =} Pl =} P2 =} =} Pn =} q, z čehož plyne platnost dokazované

implikace p =* q.

P řík l a d př tmé ho důkazu:

Máme dokázat tuto obecnou větu: VnEN; 3/n =} 3/n2

Př ímý důkaz provedeme sestavením řetězce obecných vět ve tvaru implikací: =}

n e N ; 3/n =* 3k E N ; n == 3k =* 11
2 == 9k2 == 3 . 3k 2

=} 3/n2. Platí tedy: Vn E N; 3/n3/n2 a to jsme
chtě l i dokázat.

epřtmý dí.kaz

epř ímý důkaz implikace p =* q spočívá v přímém důkazu její obměny -,q =} -,p.

PříliJad nep římého důkazu:

Máme dokázat tuto obecnou větu: VnEN; n2 je sudé =} nje sudé.
Nepřimý důkaz provedeme jako přímý důkaz obměny dokazovan é věty. Bude to tedy přímý důkaz

věty : vn e N ; -,(nje sudé) =} _,(n2 je sudé) neboli: VnEN; nje liché =} n2 je liché

. .
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Při přímém důl azu této věty postupuj m nalo i j o pr d h zím prí I u.

~' n E : n je liché => 3k E . n = 2k + 1 => n2 = (2k + 1 2 = 2 + + 1 = 2 2 2 + _ + 1 =9 n2 j

liché. Platí tedy \fn E . n j lich é => n2 j lich é a to j m ht li do áz 1.

l) ů ka z sporem

Dúkaz sporem výroku v (např. implikace p => q) vychází z př dpo I du pl tn n a -.V·

estavime řetězec pravdivých implikací -.v => -.v1 -.v 1 => -.v2 . . . -, n =} -.z Vi li -, =>-,z

. kde výrok z neplatí (říkáme , že došlo ke sporu) odtud vyplývá ž n pl tí v r r I -. a d pl tí
dokazovaný výrok v.

Příklad důkazu sporem:

Má me dokázat tuto obecnou větu: \fr E R; r -t O =>
1:2 + ...... .,r 2 '-"~

r

ER: r # O

Vytvořme napřed negaci této věty: -.(\frER; r ::f O =} ij. 3rER: .....,(r ::f O =} r:l +-\- > 2 ) tj. 3r
r

J\ r:l +~ < 2 . Pokud jste něčemu nerozuměli vrat'te se ke kapitolám'o negování
r I

složený..~·.h a k.'ygnt.ifi.k..Q.y.qný_~.h výroků. Pak porozumíte. Vzhledem 1< tomu, že r # O, je r2 > Oa tedy

můžeme nerovnici bez problémů vynásobit r2 a dostaneme r4 + 1 < 2r2 =9 r4 - 2r2 +,1 < O => (r2

- 1)2 < O. Poslední nerovnice je jednoznačně spor , protože druhá mocnina reálného čísla nemůže
nikdy být menší než nula. Došli jsme ke sporu, důkaz je tedy hotov.

D ů kaz matematickou indukcí

Důkaz matematickou indukc í se užívá pro obecné věty typu \fn EN; n > no: Ven), kde Ven) je

výroková forma proměnné n zN, nO je dané přirozené číslo (pokud větu dokazujeme pro všechna

přirozená n, je no == 1). Metoda důkazu matematickou indukcí spočívá ve dvou krocích:

I. Dokážeme, že věta platí pro n == no' tj. platí V(no)'
II. Dokážeme pro každé přirozené číslo k > no: Jestliže platí Vek), pak platí tak é Vek + 1), tj. platí

implikace V(1<) => V(k + 1).
(II. kroku se říká indukční krok a jeho předpokladse nazývá indukční předpoklad.)

Přík l ad důkazu věty matematickou indukcí:
1

Dokažte větu: \lnEN; 1+2+ .. .+n =-t1(n +1)
2

Označme dokazovanou rovnost Ven) a součet na její levé straně sn'

I.krok: Ov ě ř íme platnost Vel) tj. do výrokové formy dosadíme za n číslo 1.
1 I

1 =-1 . (1 + 1) => I == I => V( 1) tedy platí.
2

ll.krok: Dokážeme implikaci Vek) => Vek + 1) pro každé kEN.
Předpokládejme, že dokazovaná rovnost platí pro nějaké n = kEN, tj. platí:
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Logicl á ýstavba mat matik a c. 2 z 3

Při přímém důkazu této věty postupujem analogie ja o pr d h zím pří I

\-i n E : n je liché ==> 3k E . n = 2k + 1 ==> n2 = (2k + 1 2 = - + + 1 = 2

liché. Platí tedy \In E . n je liché ==> n2 j lich é a to j m ht ě li d ' z t.

l)ů ka z. porem

Dúkaz sporem výroku v (např . implikace p ==> q) vychází z př dpokladu platn n ac -.V·

sestav ílne řetězec pravdivých implikací -.v ==> -.v l' -.v 1 ==> -.v2 ... -.vn ==> -.z "ili -.V ==> -.Z
•

kde výrok z neplatí (říkáme , že došlo ke sporu), odtud vy plývá ž n platí výrok -. a t dy platí
dokazovaný výrok v.

Prikla d důkazu sporem:

Má me dokázat tuto obecnou větu: \Ir E R; r "# O ==>

Vytvořme napřed negaci této věty: -{lfrER;r iO ==} tj. ::JrER: ..---.(r iO ==} r J +~> 2 ) tj.::Jr
I r

E R: r f-O /\ r J + -1- < 2 .. Pokud jste něčemu nerozuměli vrat'te se ke kapitolám o negování
r I

sI OŽ~.pÝ.G·.h a k..Y~ntifi.k.Q..Y.9J1.Ý.G..b výroků. Pak porozumíte. Vzhledem k tomu, že r i- O, je r2 > Oa tedy

můžeme nerovnici bez problémů vynásobit r2 a dostaneme r4 + 1 < 2r2 ==> r4 - 2r2 + 1 < O ==> (r2

- 1)2 < O. Poslední nerovnice je jednoznačněspor, protože druhá mocnina reálného čísla nemůže
nikdy být menší než nula. Došlijsme ke sporu, důkaz je tedy hotov.

Dů kaz matematickou indukcí

Důkaz matematickou indukc í se užívá pro obecné věty typu "~n EN; n > nO: Ven), kde Ven) je

výroková forma proměnné n z N , no je dané přirozené číslo (pokud větu dokazujeme pro všechna

přirozená n, je no == 1). Metoda důkazu matematickou indukcí spočívá ve dvou krocích:

I. Dokážeme, že věta platí pro n == nO ' tj. platí V(no).
II. Dok ážeme pro každé přirozené číslo k > no: Jestliže platí Vek), pak platí také Vek + 1), tj. platí

implikace Vek) ==> Vek + 1).
(II. kroku se říká indukční krok a jeho předpoklad se nazývá indukční předpoklad.)

l'řtkl , d důkazu věty matematickou indukcí:
1

Dokažte větu: \lnEN; 1 +2+ ...+n =-t1(n +1)
2

Označme dokazovanou rovnost Ven) a součet na její levé straně s .n

I.krok: Ov ě ř íme platnost Vel) tj. do výrokov é formy dosadíme za n číslo 1.

1
1 = -1 · (1 +1) =} 1 == 1 ==> Vel) tedy platí.

2

ll.krok: Dokážeme implikaci V(l<) ==> Vek + 1) pro každé kEN.

Předpokládejme, že dokazovaná rovnost platí pro nějaké n = kEN, tj. platí:
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Logická výstavba matematik

1 V.l. 1
1+ 2 + .. .+1::=-k(k+l) Cll Sl:=-}~(k+ l ) .

') 2
~

ranka c. 3 z 3

áme dokázat že za tohoto předpokladudokazo aná ro no t V n) platí k ' pro n== +1
1 1

1+ 2 +.. ,+ k + (k + 1) = - (k + 1)(k + 2) čili s1.. +1 = - (k + 1) (k + 2) .2 ( ~ 2

tj . platí:

Dosad'me do levé strany rovnosti V(k+ 1) za 1+2+ .. .+k pravou tranu ro no ti V k).

Tedy platí: ~ k(k + 1) + (k + 1) = ~ (k + 1) (k + 2) .. ..roznásobím závorky

1 ~ 1 1 2
-1~" +-k +1~ + 1 = - (1~ + k +2k+ 2) .. .a dále upravím
2 2 2

1 .-. 1 ')
- (1~ M + 3k + 2) = - (1~ ~ + 31:: + 2) a to jsme potřebovali dostat. Rovnost Ven) tedy
') '")
.::.. ~

platí i pro n==k+1 a důkaz je hotov.

DII)(az ekv iva le n ce

Důkaz ekvivalence výroků p ** q lze provést tak, že dokážeme implikaci p ==} q a obrácenou
implikaci q ==} p. Obě implikace je nutno dokazovat zvlášť, neboť z platnosti implikace ještě

neplyne platnost obrácené implikace.

Přík l ad d ůkazu ekvivalence :
Dokažme tuto větu: \;fn E Z; 6/n ** 3/11 r; 2/n
I.krok : Dokážeme větu: \;fn E Z; 6/n ==} 3/n /\ 2/n
Předpokládejme, že \;fn E N; 6/n. To znamen á, že l<e každému číslu n existuje číslo 1< E Z takové, že
platí: 11 == 6k , potom pro čísla 1 == 2k a m == 3k platí: n == 31 a n == 2m. Tj. 3/n /\ 2/n. Provedli jsme
tedy p ř írný důkaz obecné věty , podobně budeme postupovat i ve II. Kroku.
II.krok: Dokážeme větu: \;fn E Z: 3/n J\ 2/n =* 6/n
Předpokládejme, že \;fn E Z; 3/11 I, 2/n z toho plyne, že \;fn E Z 31, mEZ; n == 31 I, n == 2m =* 31 == 2m

~ 7
~I .J

=} m =::-1 Vzhledem k tomu, že m je celé číslo, musí být i -1 celé číslo, tj. 1musí být dělitelné
2 2

dvěma =* :=Je E Z; 1== 2c =* n == 31 == 6c =* 6/n Tím jsme provedli i důkaz obrácené implikace a
, důkaz ekvivalence je tedy hotov.
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Příl l ady 6: . 1 z 3

Příklady 6

P řík lad 6.1:
Určete , které z následujících výroků jsou definice a kter é v ěty stř doškol ' mat mati y:
1) Celé číslo, jehož ciferný součet je dělitelný devíti je dělit ln ' d víti.

a) Q~fmi~~_~Špatně!
() /--88'1 ~;-;"'~

b) Y~l~L~vSprá l " lě!dl9J

2) Kruh se středem S a poloměrem r je množina všech bodů kter é maj í od bodu vzdá lenost
men ší, nebo rovnu r.

- . ......~ ......-......
Ul 8 8 ) ~ 8 8 -"t-)

a) Q~fmi~~~' Správně!áBJ
,/ ie ····( :::::)

b) Věta~ Špatně !

3) Ostroúhlý trojúhelník je trojúhelník, jehož všechny vnitřní úhly jsou ostré. I

r;">; ..- ....

D.l 8 8 \ .W'8 8 :t....
a) D.~fini.~~ (=á~)'Sf)rtivně!L~J

~-r8-'(~

(r-.. :Ju' v

b) .Y_~l~.._'--~::,/ Spatn ě !

6) Prvočíslo je každé číslo, které má právě 2 dělitele.

II<~'l ,f~ks\
a)Qd'injG~ ~jSprávně!~;"JL.J

ll····-·i g ../~
I .r- ,"\ \ -s v

b):Y~.t~L\__~_....,U" Spatn ě!

7)

j

8) Obdélník je rovnoběžník, který !11~ všechny vnitřní úhly pravé a nemá všechny strany shodné.
.I~ f'/~ ...~~~e e"\-.

) D fini (-=;.-J I s~ , '" I~L )a ~.._J)JJ..Q.~_. "0_ - ,-_-::- .J {)raVll e . (L.-'~:.J' J

/-re';/~

~ .....-"'\ \ --i v

b) Y..~J~l. .. '--:~u- Spatně!
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Příllady 6:

Př íl{l ad 6.2:
Podejte přímý důkaz věty: Druhá mocnina libovoln 'ho sud 'ho Ví la j op ět čí 10 ud é.

rá a
V

.2 z3

Symbolicky : \fnEN; 2/n ~ 2/n2

Přímý důkaz provedeme sestavením řetězce obecných vět ve tvaru implikací:

\:ln EN; 2/n ~ 3k EN; n == 2k ~ n2 == 4k2 == 2.2k2 ~ 2/n2. Platí tedy \In E . 2/n ~ 2/n2 a to jsme
chtě l i dokázat.

)fť~l
I.~..(' -,'/ \.:J

P říl{l ad 6.3:
Podejte nepřímý důkaz věty: Pro každé přirozené n platí , že jestli n3-n není dělitelné 30ti, potom n
není dělitelné Sti.

Nepřímý důkaz provedeme jako přímý důkaz obměny dokazované věty. Bude to tedy přímý důkaz
~

věty: \fnEN;S/n ~ 30/(n-'-n).

Předpokládámetedy, že S/no To znamená, že n = Sk, kde kEN. Výraz n3 - n lze rozložit na součin (n

- 1)n(n + 1), což je součin tří po sobě následujících činitelů, čili právě jeden z nich musí být
dělitelný třemi a aspoň jeden z nich musí být dělitelný dvěma. A protože prostřední z nich je
dělitelný pěti, musí být celý součin dělitelný součinemprvočísel 3.2.5, tedy 30ti. Platí tedy: VneN;

~

S/n ~ 30/(n-' - n) a to jsme chtěli dokázat.
..·f;-;···~~·i

H~jd

P ř'ík l ad 6.4:

Dokažte sporem výrok: " J2 je iracionální číslo".

Vyjdeme z negace daného výroku, tedy z výroku: "J2je racionální číslo". To ovšem znamená, že

I)
Ji lze zapsat ve tvaru , kde p , q jsou dvě nesoudělnácelá čísla.

cl

P r::;
Platí tedy: - == \{ 2 ... umocníme celou rovnici na druhou

q

p2 == 2q 2 p2 == 2q 2 Jelikož qje celé číslo, q2 je také celé číslo ==} p2 je sud é ~ p musí být také sudé,

protože druhá mocnina lichého číslo nemůže být sudé číslo. Mužem to tedy zapsat ve tvaru p = 2k

=} p2 = 4k2 . A protože p2 = 2q2 , platí: 2q2 = 4k2, tedy q2 = 21(2. A jestliže q2 je sudé ==} q musí
být také sudé. Došli jsme k tomu, že obě čísla p,q jsou sudá. To je ovšem ve sporu s předpokladem,

že jsou nesoudělná. Došli jsme l(e sporu a tím je výrok dokázán.

fl~~
(1.z-:;\ ..~
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Příklady 6:

Př íli- I ad 6.5:
Dokažte matematickou indukcí větu: \fn E : 1 + 3 + 5 + ... + 2n - 1 = n-

ránka č . 3 z 3

Označme dokazovanou rovnost Ven) a součet na její levé stran v sn'

l.krok: Ověříme platnost V(I) tj. do výrokové formy dosadíme za n císlo 1.
1 == 1 =} V(l) tedy platí.
ll.krok: Dokážeme implikaci Vek) =} Vek + 1) pro každé k e N.

Předpokládejme, že dokazovaná rovnost platí pro nějaké n == k e tj. platí: 1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1) -
\

== k2 .
Máme dokázat, že za tohoto předpokladudokazovaná rovnost Ven) platí také pro n = k + 1

tj. platí: 1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1) + (2(k + 1) - 1) = (k + 1)2 .

Stačí snadné úpravy a dostaneme: 1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1) + (21< + 1) = k2 +2k + 1
Když do pravé strany dosadíme za k 2 součet 1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1) ,

dostaneme platnou rovnost: 1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1) + (21< + 1) = 1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1) + (2k +
1)
a to jsme potřebovali dostat. Rovnost Ven) tedy platí i pro n == k + 1 a důkaz je hotov.

.....-.....
/ff ~ ~~-\
) I~ )' ~
I._ L....... . " l,_J
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Množina ajejí urč ní

Množina a její určení

rán ač. 1 z 2

Kromě jednotlivých objektů se v matematic často zabývám tak ' j jich oubory. a názoru
představě souboru objektů jako jednoho určitého celku j zaloz no intuiti ní poj tí pojmu mnozina:
Množina je soubor nějakých objektů (předmětů) jenž je chápán jako j d n cIk. Množinu
pokládáme za určenou, je-li možno o každém objel tu jednoznačn v ro zhodnout zda do ní patří či

nikoliv. Každý objekt, který patří do množiny se nazývá prvek množiny . Patří-li ji tý obj kt a do
množiny A, vyjadřujeme to zápisem a E A, který čteme: a je pr k ( I ln nt m) množiny n patří-

li jistý objekt b do množiny A, vyjadřujeme to zápisem b 4. A kt rý čt ln : b n ní prv k ( r m nt m)
množiny A. Jestliže množina obsahuje alespoň jeden prvek nazývá se neprázdná množina.
D ůležitou množinou, bez které se V matematice neobejdeme j množina která n ob ahuj žádný
prvek-tzv. prázdná množina; označuje se symbolem ,,0", někdy též {} . Příklady prázdné množiny:
Množina všech přirozenýchčísel menších než jedna, množina všech reálných čísel pro kt rá platí:

?x- < O.
Množina, která má konečný počet prvků (tj. je bud' prázdná, nebo je počet jejích prvl ů dán
přirozeným číslem), se nazývá konečnámnožina. Množina, která nemá konečný počet prvků, se
nazývá nekonečnámnožina.

Způsoby určení (zadání) množin

Množinu určujeme obvykle jedním ze dvou následujících způsobů:

I. Výčtem prvk ů, tj . uved ením všech prvků množiny, což je ovšem možné jen pro konečné

množiny. Matematický zápis zadání množiny M výčtem prvků vypadá takto: M==={x l,x2, · .. ,x
n

}

(Pokud je některé z čísel x1,x2' . ",xn desetinné, píšeme mezi ně středníky a ne čárky).Čteme:"Mje

množina prvků Xl ' x2' atd. až xn." Při určení množiny výčtem prvků nezáleží na pořadí prvků a

každý z těchto prvků musí být ve výčtu zastoupen právě jednou (aspoň jednou a nejvýše jednou).
Napřík l ad množinu A, jejímiž prvky jsou právě čísla 1,2 ,3 , můžeme zadat např. těmito způsoby: A==
{I ,2,3 }, A=={2,3 ,1}, A=={ 3,2,1}; není však možné ji zadat např. takto: A=={ 1,2,1,3}.

Příklad :

Určete, která z následujících zadání jsou zadání množiny výčtem prvků:

1) A == {Praha,Bratislava,Varšava,Riga,Vilnius, Minsk, Kyjev, Moskva, Lublaň, Záhřeb, Bělehrad,

Sofia}
2) B == {I ;2;0,5}

3) B == {2 -1.1'2'0 5}, , , ,
4) M == {I ,2, 13 ,J4, J2}
5) M == {1,2, 13 , J2 }

ľ{t'š en í :

1) A == {Praha, Bratislava, Varšava, Riga, Vilnius, Minsk, Kyjev, Moskva, Lublaň, Záhřeb,
Bělehrad, Sofia} je zápisem množiny výčtem prvků.

2) B == {I ;2; 0, 5} je zápisem množiny výčtem prvků.

3) B == {2 -1; 1;2 ;0,5} není zápisem množiny protože 0,5 a 2 -1 je tentýž prvek.

4) M == {I ,2, 13,J4 , J2} není zápisem množiny protože 2 a J4 je tentýž prvek.

5) M == {I ,2, 13 ,J2 } je zápisem množiny výčtem prvků.
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nožina ajejí určení trá a č . 2 z 2

II. Uvedením charakteri tické vla tno ti pr ků množin oz zn m né ž u d ln tako ou
vlastnost, kterou mají všechny prvky dané množiny a žádný j iný pr tuto la tno t n má. Přitom
zj i šťování uvažované vlastnosti se provádí pouz tzv. zá ladn í množin ě kt rá ob ahuj v chny
prvky které nás v dané situaci zajímají. apř. množinu A= 1 2 3 můž m tr ba ur č it tak ž
řekneme, že je to množina všech přirozených číse l m nších n ž 4 ož zapí m ta t : A = { E .

< 4}. Inebo můžeme říci , že je to množina všech celých čís I kt rá jsou m nší n z 4 a zárov ň vě tší

než °a zapsat to takto: A = {x E Z; x < 4 /\ x > O} možno tí j víc .I V tomto případ v j základní
množinou množina přirozených čísel. Obecně zapisujeme zadání množiny M uv d ním
charakteristické vlastnosti takto : M = {X EU; V(x)} Ctem : Mj množina v" h z množiny U pro
které platí V(x).

P řík l ad :

Pokuste se určit následující množiny uvedením charakteristické vlastno ti:
1) A = {Praha, Bratislava, Varšava, Riga, Vilnius, Minsk Kyjev Moskva Lublaň Záhřeb

Bělehrad, Sofia} je zápisem množiny.
2) D == {-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}

3) M == {I ,2, 13 ,12 }
4) B =={1;2;0,5}
5) C == {2,4,6, .. .}

Pozná mka:
Určení množiny C připomíná zadání vý čtem. Není to však zadání výčtem, jedná se pouze o
symbolický zápis nekonečné množiny.

I~cšcn í:
1) Kdo zná trochu zeměpis, ten si může všimnout, že se jedná o hlavní města všech slovanských

st átů. A je tedy množina všech hlavních měst, pro která platí, že jsou to hlavní města
slovanského státu (Základní množinou je množina všech hlavních měst.).

2) D =={xEZ; Ixl <6}
3) M == {xER; x < 2 /\ x2EN}

4) B == {x E R; x == 2", kde n E N /\ In I < 2}
5) C == {n E N; 2/n }

POZ n ÚITlka :
Předchozí řešení jsou pouze jedna z mnoha variant, samozřejmě by se uvedené množiny daly určit

mnoha jinými způsoby.
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Množinové vztahy a operace

Množinové vztahy a operace

tránka č. 1 z 8

M ějme dánu základní množinu U. Prvky všech dalších uvažovaných množin A B atd. bud m vybírat z prv ů

základní množiny U.

Množinové vzra hv.'
Množiny A,B atd. mohou být navz áj em v různých vztazích , které znáte ji ž ze zák ladní školy. Pře to si je
nadefinujeme.

Definice:
Množina B se nazývá podmnožinou množiny A (píšeme S e A) právě tehdy , když každý prvek množiny S je
záro veň prvkem mno žiny A (tj. neexistuje prvek množiny S , který není prvkem mno žiny A).

Platí tedy: SeA <=> (\iXEU; xEB =} xEA)

( ~ ra f:
SeA

U

I ozná II ka :
Symbolu , ~ C" se také říká inkluze.

Pozná III ka :
Pokud množina B není podmnožinou množiny A, píšeme S e: A.

(; ra f:
B.e.' A
U

S~A

U

A B

P řfk l a d y :

• Množina přirozených čísel je podmnožinou množiny celých čísel , ta je podmno žinou množiny racionálních
č íse l , ta je podmnožinou mno žiny reálných č i s e l . P í š eme : (N cZ) /\ (Z e Q) /\ (Q cR), nebo stručně N c Z c Q
c R.

• Množina všech reálných čísel x, pro která platí: 5x < - 3 je podmnožinou mno žiny reálných čísel.Píšeme: {x
E R; 5x < -3}c R

Všimn ěme siještě dvou krajních případů vztahujících se k podmnožin ě.

1) Protože každý prvek libovolné množiny A je prvkem množiny A, je každá mno žina A podmnožinou sebe sama,

file://D:\diplomka-Petr-Kriz\stranl<y\logika-a-mnoziny\mnozinove-vztahy-a-operace.h. .. 10.12.2007



Množinové vztahy a operace tránka Č. 2 z 8

tj. platí A c A.
2) Protože každý prvek prázdné množiny je prvkem libovolné mno žiny A ( prázdná mno žina toti ž žádné prvky

nem á).je prázdná množina podmnožinou každé množiny A tj. platí 0 c A . Jinými slovy: existuje prvek
mno žiny 0, který není prvkem množiny A; proto je 0 c A.

P řík lad :

Zapište všechny podmnožiny mno žiny { I,2,3} .

Ř eš e n i :

0, { I}, {2}, {3}, { 1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.

Podmno žinou dané množiny je samozřejm ě prázdná množina, všechny jednoprvkové množiny, které lze vytvořit

z prvk ů 1,2,3, všechny dvouprvkové množiny , které lze vytvořit z prvků 1,2,3 a daná mno žina.

V případě , že mno žina B je podmnožinou mno žiny A, zav ádíme pojem doplněk .

Defin ice:
Nechť Bc A. Potom množinu všech prvků z A, které nepatří do B nazýváme doplněk množiny B v množině A
(znač íme BA')'

(; ra f:

u

.I
)

Př'íI - l ad :

U rčete doplněk mno žiny B v mno žin ě A:
I) A = {XEZ;X > -7},B =N.
2) A =R,B = {XER; Ixl > S}.

3) A=Z, B={x E Z; x2 2: O}.

ľ{eše n í:

I) B '={- 6 - S - 4-3-2- 1}
A " ' "

2) BA'={XER; Ixl ~ S }

3) B
A

'={}

Po znúm ka:

Pokud se bavíme o doplňku nějaké mno žiny A v základní mno žině U, nazýv áme ho prostě dopl ňkem množiny A a
zna číme A '.

~ r a f:
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Množinové vztahy a operace

A'
u

tránka č. 3 z 8

Dcfi fl ice:
Ř ekn eme , že množiny A,B se rovnají (píšeme A = B) právě tehdy , když každý prvek mno žiny A je prvkem množiny
B a zároveň každý prvek množiny B je prvkem množiny A.

Platítedy:A=B <=> C~lXElJ;XEA <=> xEB)

Užit ím pojmu podmno žina m ů žeme rovnost A = B vyjádřit tak, že platí A c B a zároveň B c A (píšeme: A = B *=> A
c B r. B c A). Této vlastnosti se využívá při důkazu rovnosti množin.

fal':
U

Pozná rn ka :

Pokud mno žina A nerovná mno žin ě B, píšeme A t B.

Př' ik l a d :

Určete, které z následujících množin se rovnají:
{x E N; x :s; O}
{O}
{x E R; / x / < 3}
-( - 3,-2 ,- 1,0, 1,2,3 )
Q)

{x E Z; x > - 4 /\ X < 4}
{ X E Z; Ix / :s O}

J{ťŠt~ní :
fXE N· x < O} = G:~t , - ..'

{O}={ X E Z; / x / <O}
{x E R; / x / :s 3}= { XE R; - 3 :s; x :s 3}
{- 3, - 2, - 1,O, I ,2,3} = {x E Z; x > - 4 /\ X < 4 }

Pozná1l11{a:
O intervalech.. .
N ěkte ré množiny reálných čísel se daj í snadno znázornit na reálné ose. Například mno žina ze 3. řádku předchozího
př ík lad u je zobrazena červenou ú se č kou v následuj ícim obrázku.

I
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Množinové vztahy a operace

• •

tránka č . 4 z 8

-3 O 3

Červené tečky v krajních bodech úsečky naznačují , že krajní body také patří do množiny.
Symbolicky se takováto množina dá také zapsat takto: (-3,3). Takov ému zápisu se říká uzavřený interval od mínus 3
do 3. Uzavřený proto, že krajní body intervalu také patří do množiny. Platí tedy: {x E R; Ix I S 3 }= (-3,3)
Pokud máme znázornit např. množinu {x E R; Ix I < 3}, kde krajní body do úsečky nepatří , naznačíme to
"prázdnÝln i" te čkami na v krajních bodech úsečky viz obrázek.

( }b rá zck :
I I

-3 O 3

Symbolicky se takováto mno žina dá také zapsat takto: (-3,3). Takovému zápisu se říká otevřený interval od mínus 3
do 3. Otevřený proto , že krajní body intervalu nepatří do mno žiny. Platí tedy: {x E R; Ix I < 3}= (-3,3)

Pomocí reálné osy m ů žeme zobrazit i jiné množiny, např. {x E R; x < 3} viz obrázek:

( lh rázck:

o --I

..J

I takováto množina, která se znázorňuje na ose polopřímkou , se dá zapsat pomocí intervalu a sice takto: (- 00 ,3).

Č teme : zleva uzavřený interval od 3 do nekonečna. Platí tedy: {x E R; x S 3} = (- 00 ,3)

V následující tabulce jsou uvedeny všechny druhy intervalů s krajními body a,b E R, a-cb:

Tab ulka 6: Tabulka i n terval ů:

zápis množiny zápis intervalu znázornění na ose název intervalu

• •{x E R; a S x S b} ( a,b) uzavřený
a b

--O •{x e Rt a c x v b} (a,b)
a b

zleva otevřený, zprava uzavřený

• o----
{ X E R; a :S x < b} (a,b) zleva uzavřený, zprava otevřený

a b
...... -.

{x E R; á < x < b} (a,b)
...,

~

otevřený
a b

• -,

{x e Ri x > a} ( a, 00 )
"

zprava neornezen ý"
.'

a

(a, (0 ) --o -,

J X F R' x > a1.
) zprava neornezenýI I - , I J a

",
,.'

{xE R;x :S a} ( -00 ,a) \, • zleva neomezenýa

{x e Rr x « a} ( -00 ,a)
...•...

o zleva neornezený~-,
a

R (-00,00)
,I

~) oboustranně neomezenýI
'. .,'

Poznúln ka :
Pokud B c A a zároveň B I- A, ř íl áme, že B je vlastní podmnožinou množiny A.

Pozná m ca:
V, n~kte rýc h zdroj ích je možno se setkat s odlišným značením pro podmno žiny. Místo Bc A taln je psáno BC A,
zapis B c A tam pak mů že znamenat, že B je vlastní podmno žinou mno žiny A
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Množinové vztahy a operace

tvlno žinové ope ace

tránka č. 5 z 8

Defin ice:
Pr ůnik množin A,B (píšeme A rl B) se nazývá množina všech prvků , které patří zárov ň do obou množin.

Platí tedy : AnB = {XEU; XEA J\ XES}

Z definice průniku vyplývá, že průnik každé mno žiny s prázdnou mno žinou je prázdná mno žina, tj. A rl 0 = 0.
Pr ůnikem každých dvou mno žin, které nemaj í žádné společné prvky , je prázdná množina, Množiny A,S, pro které
platí A rl B = 0, nazýváme disjunktní.

(~ra f :

u
AnB
/

P říklad :

U rčete průnik mno žin A a B, jestliže:
A = {0,2,4,6,8}, S = {0,4,8, 12, 16}
A = {x E N; x :s 9}, B = {-1,0,1,2,3,6,9,10,14}
A = N, B = (4,8)
A =N,B = {XEZ; Ixl = -x}

Řešen í:
1) A rl B = {0,4,8}
2) A n B = { 1,2,3,6,9 }
3) A rl B = {5,6,7,8}
4) AnB = {}

PO'l1 Úm ka :

Množiny, které nernaji průnik, resp. Jejichž průnikje prázdná množina, se nazývají disjunktní

Dcľll ic .:
Sjednocení množin A,B (p íšeme A u B) se nazývá množina všech prvků, které patří do množiny A nebo do
množiny B (aspoň do jedné z nich).

Platí tedy: A u B = {x E U; x EA \/ x ES}

Z definice sjednocení vyplývá, že sjednocení libovolné mno žiny A s prázdnou množinou je opět množina A, tj. A u0
== A. '

( ~ ra f:
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Množinové vztahy a op rac

AuB

ránka .6 z 8

II

Př í k l a d :

Určete sjednocení množin A a S , jestliže:
1) A = {0,2,4,6,8}, S = {0,4,8, 12,16}
2) A = {xEN; x :::; 9}, S = {-1,0,1,2,3,6,9,10,14}
3) A = {0,5}, S = (0,5)
4) A =N,B ={XEZ; Ixl = -x}

Řeše n í:
1) AuS = {0,2,4,8,12 ,16}
2) AuB = {-1 ,0,1 ,2,3 ,4,5,6,7, 8,9,10,14}
3) AuB =(0,5)
4) AuB =Z

Defi n ice:
Rozd íl množin A,B (píšeme A - S) se nazývá množina všech prvků množiny A, které nepatří do množiny S.
Platí tedy: A - S = {XEU; XEA /\ x4S}

(~ ra f:
SeA:

U

P ř ík l a d :

U rčete rozdíl mno žin A-S a ,S-A jestliže:
1) A = {0,2,4,6,8}, S = {0,4,8 ,12,16}
2) A={x EN; x s 9}, B = {-1,0,1,2,3,6,9,10,14}
3) A = (0,5), B = (0,3)
4) A = N, S = {x EZ; I x I = - x}

I~eše n í:
1) A -B ={2,6 },S -A ={12,16}
2) A - S = {7,8}, S - A = {- 1,0,10,14}
3) A - S = (3,5), B - A ={}
4) A -S =N,B -A = {XEZ;X :::;O}

S~zA:

u

Al

Poz ná n ka :
Ve 3. řádku si v šimn ěte , že speciálně pro případ, kdy Bc A, je rozdíl A - S roven doplňku množiny S v množině A a
rozdíl B - A je v tomto případě logicky prázdná množina,

Ve 4 . řád ku si mů žeme všimnout toho, že pokud jsou množiny A,S disjunktní, tj. pokud je A n S = 0, je A - B = A a
B - A = S.

fi le://D :\diplomka-Petr-Kriz\stranky\logika-a-mnoziny\mnozinove-vztahy-a-operace.h... 10.12.2007



Množinové vztahy a operace

Množinové operace průnik a sjednocení lze zobecnit pro systém množin.

Dcťinice :

tránka č . 7 z 8

n
Průnik systému množin Ml'M2,... ,Mn (píšeme MIn M2n . . . n Mn nebo též Ir IMi ) e nazývá množina vs ch

i-l

prvků , které patří z árove ň do každé z množin M l' M2,· · .,Mn.
n

Platí tedy: r-- "'11',Jl i
= {XEU ; xEM 1 1\ x EM2 1\ ... 1\ XEM n }

i -I

n=3 :

u

Dcfin icc:

n=4 :

u

n,

Sjednocení systém u množin M l'M2,· .. ,Mn (píšeme Ml U M2U ... U Mn nebo též t_..J l"~i ) se nazývá množina všech
i-I

prvků, které patří alespoľí do jedné z mno žin Ml ,M2, · · .,M
n

.

n,

Platí tedy: L) l\.fi = {XEU; xEM 1 v xEM2 v ... v XEM n}
i-I

(I ra ť:

n=3 : II n=4 : II

UM j UMj

i= \ i=l

U

Pozná n ka:

Logické symboly r . , V' . Jsou zám ěrn ě zvoleny tak, aby připomínaly množinové symboly n , u. Jejich vzájemnou
vazbu vyj ad řuj í následuj ící množinov ě-logick é vztahy:
x E M I l\ X E M2 /\ 1\ XE Mn znamená totéž jako: x E MIn M2n n Mn.

X E M I \/ X E M2 V V X E Mn znamen á totéž jako: x E M I U M2u u Mn.

D ů kazy množinových rovností

Chceme-li dokázat množinovou rovnost A=B, kde A,B jsou množiny, vych ázíme obvykle z pravidla uvedeného u
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Množinové vztahy a operac tránka č. 8 z 8

definice rovnosti tj. z tvrzení: : A = B <=> A c B /\ B cA
Důkaz rovnosti mno žin A,B si tedy rozd ěl íme na 2 části: Dokáž me zvlášt Ac B (tj. \;f EU : E A =9 x E B ) a B c A
(tj. \:fx E U: x E B => x E A ).

Pří k l a d :

Dokažme, že platí:
(A u B) '=A ' n B '

Ř e š e n í :

l.část: dok ážeme , že platí: (A u B) c A ' n B'
-provederne p ř ím ý důkaz:

xE(AuB) ' => xEt(AuB) => (x e A) /\ (xEtB) => (xEA ') /\ (xEB ') => x EA 'nB '
Platí tedy: CA u B)' c A.' n B '
2 . část: dok ážeme, že platí: A ' n B ' cCA u B) '
-provederne přímý důkaz:

x E A ' n B ' => (xEA') /\ (xEB') => (xEtA) /\ (x e B) => xEt(AuB) => xE(AuB)'
Platí tedy: A'nB'c(AuB)'
D ůkaz je hotov.
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Příklady 7:

Příklady 7

tránka č. 1 z 5

I> řík lad 7.1:
Určete výčtem prvků následující množiny:
1) M , kde M je množina všech přirozených čísel menších než 50 která jsou dělitelná 6ti.
2) P, kde P je množina všech prvočíselmenších než 20.
3) A == {XEZ;lxl <3 }

4) B == {x E N ; x2 + 2 < 1}

1) M == {6,12,18,24,30,36,42,48}
2) P == {2,3,5,7,11,13,17,19}
3) A == {- 3,- 2,- 1,0, 1,2,3}
4) B =={}
~i::-;,

) I:-~ .. ,.. '~,\ l
I,-'-~'.~' ,.J

l> říklad 7.2:
Určete následující mno žinypomocí jejich charakteristické vlastnosti:
1) A == {1,3,9,27,81}
2) B == {5,10, 15,20,25}
3) M == {1 ,4;27,256 ,3125}
4) N == Q~

" " 1T~\,-I r-.__1 (/••, V

" I. --..;.;..../ . R v ,
.....:~- ..J' esen):

..._.-•..._......•...•__....__.._----

1) A == {x E N ; x == 3n, kde n E Z J\ n ) -1 .l\ n < 6}

2) B == {x E N; x < 25 .l\ 5/n }

3) M == { X E N ; x == nn, kde n E N /\ n < 6}

4) Např. N == {x E N; x < O}
r: - ....

/ťt!~\
I~L.'.:'__ ~. /'t.J

Přík lad 7.3:
Rozhodněte , zda jsou následující zápisy v pořádku:

1) !/3 .= {1,2,3}
Di":~" ....f i~
i~. ) I ~ r' J

a) J.~...._Y. J2Q.ř.gJj..l~..1L.. ~,.=, ···_-...::;;....·) .\j)}'á Fnť ! \~~)~~, rQ_~tYJ~-;- Prázdná množina i {I ,2,3} jsou dvě množiny,

pro které platí uvedený vztah.~ ,/rreW
b) T'J~nLy.pQ.ř<!g.1\1L..l,.J - Špa tn ě !

2) !~l E {O}
11····-8a'l~

a) Je v )ořádku .~ Š patně !
.n /~ /fi\.

b) N~nLy ..pQřfÍJl..k.lJ . (~i Správne! ~~KPQlli!1!.!. Žádná množina nemůže být prvkem jiné
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Př íklady 7:

množiny.(Může však být podmnožinou to by zápis vypadal takto : 0c

tránka č . 2 z 5

3) {1} E { 1,2,3}
/--~

a) J~YJ)ořáQku_, ~..::::'ft Špatně!
~~ /~

b) ~_~!lL~I_J)Qřádlill, (~\:3/ Správné ! \.§;f1 Po typ...,.;, Žádná množina nemůž být prv miin '
..~'-e 8

množiny. (Může však být podmnožinou to by zápis vypadal takto: {I} c {I 2 3}) !Jf2 ~

4) 0 1={O}
/ 88'(3
i ...--"'\ trr' >J

a) J.e......y....p..Q.ř.á.Q.kJL. \.__.::-;..JI Spa toě!
••- ..... .;:;r--...Jl.(-r ee!...." / ""; T "
~d I "'.,J I?

b) "N.~ni......"~.J2.Q.t..á.d.l~!J..~ '-:~ ~'SI )rÚ vné/ \S;-'~~I P.Q~tun .~. Prvek nemůže být podmnožinou nějaké
..~

množiny.( Správný zápis faktu, že Oje prvkem množiny {O} vypadá takto: OE {O}.) g-ť,>Lu

Příklad 7.4:
Zapište všechny platné inkluze mezi množinami A,B,C, kde:
1) A ==r) B=={125} C==N... , " ,
2) A ==ej, B=={O} ,C =={-l,l}
3) A == {1,2}, B == {1 ,2}, C == R
4) A =={-5,-2} ,B =={-4,-3} ,C==N
5) A je množina všech čtverců, B je množina všech čtyřúhelníků, jejichž úhlopříčkyjsou na sebe

kolmé, C je množina všech kosočtverců.

....,;r--...

""'1 r:I - r .....\ c.'v t ,..' >J

'.:..';;'::-".) .R.~..Š..~..D.i;.

1) A c B, B c C, A c C
2) A(=B, AcC
3) Ac B, Bc A , Ac C, Bc C
4) Tyto tři množiny jsou navzájem disjunktní.
5) AcB,CcB
fP;-;'~

J I p~-." >/c""'<-:... ~J

P ř fkl ad 7.S:
Určete všechny podmnožiny množiny A, kde:
1) A ==ej
2) A == {- 2,-1,1}

1) !V
2) (~J {-2}, {- I}, {I}, {-2,-1} , {-2,1 }, {-1,1}, {-2,-1 ,1 }

...•..---.......
(-(r88~~\

.' I~ JI._L...•'.,::_,,:,•••' L,_j

P říklad 7.6:
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Příklady 7: rán ač. 3 z 5

Určete všechny podmnožiny množiny A , které jsou zárov ň podmnožin mi množiny B kd :
1) A =={O },B ==N
2) A == {- 2,- 1,1,2}, B == {0,1,2,3,4,5}

II říliJad 7.7:
Zjistěte , které z následujicích množin se rovnají:
Z - {O}
(21 O, (0) u {x E R; x < 21 O}

(210, (0) u {x E R; x < 21O}

(210, (0 ) u {x E R; x < 21 O}

R
(-00 , 00)

R-{210}
Nu{xEZ;x<l}

z - {O} == Nu {x E Z; x < 1}
(21 O, (0 ) u {x E R; x < 21 O} == (21 O, (0) u {x E R; x < 21 O} == R == ( -00 , 00 )

(210, (0 ) u {x E R; x < 210}== R - {210}

(~~&.'J
.' . _ ' N~ J
1,_ .... z:/ l,,-J

P ř fkl ad 7.8:
Určete doplněk množiny B v množině A, jestliže:
1) A == Z, B == N
2) A == R, B == N

3) A == R, B == (2 , (0 )

4) A == R, B == {1,2}

Příklad 7.9:
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Příklady 7:

Určete průnik a sjednocení množin A a B, jestliže:
1) A == (-00 ,2), B == {I 2,3,4 5 6}

2) A == Z, B == N
3) A == (-00 ,1) u(2 , (0 )' B == {1,2}

4) A == (-00 ,1 )u(2, (0 )' B == {1,2}

1) A n B == {I} , A u B == ( -00 ,4) u {3,4,5,6}

2) AnB ==N,AuB ==Z
3) A n B == Qj, A u B == ( -00 ,4) u (2, 00 )

4) A n B == {1,2}, A u B == ( -00 ,4) u (2, 00 )

(~e e) \
c.:.2~-::~_::..>tj

I) ř íli l ad 7. t O:

Určete rozdíly A - BaB - A množin A a B, jestliže:
1) A == (-00 ,2), B == {I ,2,3,4,5,6}

2) A == Z , B == N
3) A == (-00 ,I)u(2, (0 )' B == {1,2}

4) A == (-00 ,1)u(2, (0 )' B == {1 ,2}

1) A - B == ( -00 ,1) u (1 ,2), B - A == {2,3,4,5 ,6}

2) A-B =={XEZ;X<O} , B-A=={}
3) A - B == ( - 00 ,1) u (2, (0 )' B - A == {1 ,2}

4) A - B == ( -00 ,1) u (2 , (0 )' B - A == {}

..·5~~·~-~~i.
) II l~~---' '-> l
1._'-..<" .....' ~_j

tránka č. 4 z 5

]l říklad 7.11:
Určete mno žiny A,B, nebo aspoň stanovte podmínky, které musí být splněny tak, aby platilo:

1) A n B == (2,4), A u B == ( - 00 ,5), A == (0,4)

2) AuB == A
3) AnB ==0,AuB ==A
4) A u B == A, A - S == ej

...;;::--......
.····1 'f \
l --.:....,...J 0' v

I ---::..ft }") v ,
\.::'~."::~' _~es~n l :

1) A == (0,4), B == ( -00 ,O) u (2,5)

2) SeA
3) S == 0
4) B == A

,~.~
c~>L..-~
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Grafické znázorněnímnožin

Grafické znázornění množin

tránka Č. 1 z 3

Ke znázornění problémů popsaných pomocí množin užíváme grafické znázornění množin v rovině,

se kterým jsme se již všichni setkali v 1. třídě na zá kladní škole tzv. množinové diagramy. Množiny,
např. A,B, které obsahují n ěkteré z prvků uvažované základní množiny U se znázorňuj í kruhy nebo
jinými, obvykle oválnými obrazci zakreslenými v obd élníku, který znázorňuj e základní množinu U.
Do těchto obrazců zakreslujeme např. křížky nebo kroužky jako různé prvl y podle toho, do které
množiny patří. My se však budeme zabývat diagramy, pomocí nichž se dají dobře znázornit
množinové vztahy a operace. Říká se jim Vennovy diagramy a již jste se s nimi setkali na těchto
stránk ách v předchozí kapitole.

J) říklad :

Znázorněme si ještě jednou pomocí Vennových diagramůvšechny mo žné varianty vzájemných
vztahů dvou množin A,B, tedy tyto varianty:
1) B cA:

a) Bc: A /\ A -# B
b) B(=A/\A ==B

2) B ,!z'A:
a) B ,~zA/\AnB ==(~

b) B,!zA/\AnB-#ei /\AfZB
c) BfC.'A /\ A(=B r . A -# B

I~cšcní :

u
Bc:AJ\A-#B

tj

BcA/\A==B

B {T ' A '."- .
BfC.'A J\ AnB == ~j

1....1

,A,
B
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Grafické znázorněnímnožin

BJZ:'AJ\AnB=F0 J\AJZB
u u

BJZA J\ AcB 1\ A =F B

tránka Č . 2 z 3

A,

Jestliže chceme Vennovým diagramem znázornit 2 zcela libovolné množiny A,B (tj. množiny, které
nejsou předem zadány a nemáme žádnou informaci o jejich vztahu), nakreslíme si obecný Vennův

/ .
diagram, ve kterém jsou obě množiny A,B znázorněny v obecné poloze, aby bylo možné znázornit
jejich průnik, rozdíl atd.(viz obrázek).

u

(AuB)' = A'nB'

Množiny ve Vennově diagramu samozřejměnemusí být znázorněnypouze elipsami. Často se
využívá také následující způsob:

{) II rávc k:

u

(AuB)' =A'nB'

Podobně se postupuje při znázorněnítří nebo více libovolných množin (na obrázcích máme Vennovy
diagramy pro 3, resp. 4 libovolné množiny). Principem diagramůje zakreslení všech množin, tak že
se v diagramu objeví oblasti představujícívšechny možné průniky daných množin. Kontrola

správnosti nakreslení diagramu je, že pro n množin získáme 2n oblastí, kde jedna z oblastí
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Grafické znázornění mno žin

znázorňuj e prázdnou množinu.

O b rá zek :

U

A

U

A

tránka Č. 3 z 3
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Příklady 8

Příklady 8
Příklad 8.1:
Pomocí Vennových diagramů znázornětemnožiny:

1) (AuB)'uA
2) A'u(BnC)uB'
3) Au(Bu(CuD)')')

tránka č. 1 z 4

Řešení :

/fr\~
r I-~'/'

1) (AuB)' uA \.::~ !Z'
Budeme znázorňovat postupně od jednodušších množin ke složitějším, začneme tedy znázorněním

fi""',
množiny A u B, dále pokračujeme znázorněním(Au B)', atd. č!;;;'/l

U U

(AuB)'

(BnC)'

AuB

U

(AuB)' u A
,,·..fr...·..\...

2) A'u(BnC)uB'~«
1....1

BnC

l..J
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Příklady 8

u u

tránka č. 2 z 4

A' A 'u(BnC)'

u

(ff"~',

3) A u (B u (e u Dr r) ~S?::·1
u
1- ,A,

CuO

u

Bu(CuD)'

""'fr-"L
I' I~("'"
.....~~.3'

u

u

A'u(BnC)'uB'

(CuD)'

(Bu(CuD)') ,
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Příklady 8

u

Au(Bu(CuD) ')'

l)říklad 8.2:
Dokažte, že platí rovnost (ArtB)'==A' uB' a graficky znázorněte.

Řešení:
/ fi-" \
I -'. . r:. 1-"::- ..' I o

I<X~ ,j' Dltliaz....
I.část: dokážeme, že platí: (A rt B)' cA' u B'
-provedeme přímý důkaz:

xE(AnB)' =} xtt(AnB) => (xttA) v (x e B) => (xEA') \1 (xEB') => xEA'uB'
Platí tedy: (AnB)' cA' uB'
2.část: dokážeme, že platí: A' u B' c (A n B)'
-provedeme přímý důkaz:

xEA'uB' =} (xEA') \ 1 (xEB') =} (xttA) \ 1 (x e B) =} xtt(AnB) => xE(AnB)'
Platí tedy: A' u B' (= (A rt B)'
D ůkaz je hotov.
...:%é-;-~\

) ~. r-~i--"> J
1._'-'.<"___.-- t...:)

....--=; i -'\
I -'. J ( ,.....,,' .

...~..s QIg.t1.Ql~.y__:...Nejprve zn ázorníme množinu A' u B' a potom (A n B)':

,~: ři---,
.. .. ~

I _-. J ",,/

A 'uB: ' \~

ránka č. 3 z 4

IJ u

B'

1
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Příklady 8

LI

LI

AnB

A'uB'

LI

(AnB)'

tránka c. 4 z 4

/~r~

I".E~X Vidíme, že Vennovy diagramy pro množiny A'uB' a (AnB)' jsou stejné a proto platí: A'

~~ '~
uB'= (A n B)' Uc>J

loznárnka:
Vztahům (AuB) '==A' nB ' a (AnB)'==A' uB' se říká de Morganovy vzorce.

1
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Metody řešení slovních úloh

etody řešení slovních úloh

tránka 1

Existuje mnoho metod, jimiž se daj í řešit slovní úlohy zaměř né na výrokovou logiku. My
se budeme zabývat jen některými z nich.

Úsudková metoda

Úsudková metoda spočívá ve správném pochopení souvislostí ze zadání. Klíčový j e jistý
nadhled nad úlohou. Při řešení obvykle zkusíme, zdaje nějaké tvrzení ze zadání pravdivé
nebo nepravdivé tak, že sledujeme, co by se stalo, kdyby dané tvrzení bylo pravdivé a co by
se stalo v opačném případě. Úloha se nám může větvit, neboť vždy musíme prozkoumat
obě možnosti pravdivostních hodnot. Některé větve nás dovedou k výsledku a jiné skončí

jako slepé (dojdeme ke sporu). Úsudkovou metodu je vhodné použít u lehčích příkladů.

Často se setkáme s elegantními úvahami, které nás jednoduše dovedou 1< výsledku, ale jejich
objevení vyžaduje určité zkušenosti s řešením logických úloh. Na některé příklady lze
rozumně použít i jiné metody. Nevýhodou této metody je neexistence algoritmu, který by
bylo možno použít na všechny příklady.

Příklad:

Na jednom ostrově ve středomoří žijí notoričtí lháři a věčně pravdomluvní ostrované. Na
pohled je od sebe nelze rozeznat. Jeden cizinec jednou potkal tři ostrovany. První povídá:
"Všichni tři jsme lháři.", druhý dodá: "Právě jeden z nás zbývajících dvou je
pravdomluvný." a třetí věděl , že ať řekne cokoliv,jsou už stejně všichni tri odhaleni, a tak
mlčel. Určete, kdo je pravdomluvný, a kdo lhář.

y

Rešení:
První je lhář, protože pravdomluvný by o sobě nikdy neřekl, že je lhář. Platí tedy negace
jeho výroku: "Aspoň jeden z nás je pravdomluvný." Druhý říká, že jeden ze zbývajících je
pravdomluvný a má pravdu, neboť ji musí mít aspoň jeden z dvojice druhý a třetí. Kdyby
lhal , má pravdu třetí, ale pak by měl pravdu i druhý, cožje spor. Třetí je podle tvrzení
druhého lhář. Pravdomluvný j e pouze druhý z ostrovanů.

Tabulky pravdivostních hodnot

S tabulkami pravdivostních hodnot jste sejiž setkali na těchto stránkách ve stejnojmenné
kapitole. Pomocí těchto tabulek jsme zjišťovalipravdivostní hodnoty různých složených
výroků. To se nám bude hodit při řešení následujících slovních úloh. Princip této metody
tkví v tom, že nalezneme symbolický zápis výroku a v tabulce pravdivostních hodnot
hledáme řešení. Tato metoda má na rozdíl od úsudkov é metody tu výhodu, že není třeba,

aby řešitel "viděl" do všech vztahů mezi jednotlivými výroky. Pro objasněnímetody
vyřešme následující příklad .

Přílilad:

Z noční loupeže v bance jsou 3 podezřelí: Vrána, Straka a Čáp. Pan Vrána měří 187 cm,
váží 120 kg a kulhá, Pan Straka měří 162 cm, váží 65 kg a nemá levou ruku. Pan Čáp měří

190 cm, váží 87 kg aje hrbatý. Loupež viděli tři svědci, kteří toho moc nevědí, ale přesto
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Metody řešení slovních úloh tránka 2

se snaží pomoci a pravdivě vypovídají. První svědek vzpomíná: Každý d n v době

přepadení jezdím okolo tramvají a skoro nikdo tam takhl pozd v noci n bý á al minulý
týden si dva
dny po sobě dva lidé prohlíželi zabezpečení banky. První byl vysoký n bo tlu tý rozhodn v
nápadný a ten druhý den tam byl takový malý člověk, co n m vl j dnu ruku j d n z nich to
musel být!" Druhý svědek viděl vše z dálky a vzpomíná si , že to byla taková velká osoba.
Třetí svědek říká: "Bud' byl malý , nebo měl hrb, ale nekulhal. " Čtvrtý Sv

V

dek tvrdí : ,Jestliž
to udělal malý člověk, měl s sebou hrbatého komplice. " Divné výpovědi. Dokážete z nich

určit, kdo je pachatel?

Řešení:
Příklad byste jistě poměrně lehce rozluštili úsudkovou metodou, ale mi si uk ážeme řešení s
použitím algebry pravdivostních hodnot. Určeme si význam jednotlivých výpovědí a
zapišme je symbolicky:
1. svědek: (V \1 Č) v S <=> V V' Č \1 S
2. svědek: -,Č

3. svědek: (S ~ Č) l\ -,V
3. svědek:Č ~ S
Všichni svědci vypovídali pravdivě, a tedy pravdivá je i konjunkce všech jejich výroků: (V
\/ Č "v' S) r. -,Č /\ ((S ~ Č) l\ -,V) /\ (Č ==} S).

V tabulce jednička symbolizuje účast na loupeži a nula neúčast.

Tabulka 7:
v Č S

~

-,Č -,V S (8 »: Č) /\ Č Konjunkce "tučnýchV \1 C
"vf 8 vČ -,V ~8 výroků"

1 1 1 1 O O O O 1 O
1 1 O 1 O O 1 O O O
1 O 1 1 1 O 1 O 1 O
1 O O 1 1 O O O 1 O
O 1 1 1 O 1 O O 1 O
O 1 O 1 O 1 1 1 O O
O O 1 1 1 1 1 1 1 1
O O O O 1 1 O O 1 O

Výsledkem je pouze jedna jedničkaa to pro ohodnocení (V,Č , S) == (0 ,0 ,1). Pouze v tomto
případě mohli všichni svědci mluvit pravdu. Viníkem je pan Straka.Banku vyloupil pan
Straka.

Vennovy diagramy

Poslední metodou řešení logických slovních úloh, kterou si na těchto stránkách ukážeme, je
metoda Vennových diagramů , se kterými jsme se setkali v předchozí kapitole. Jak souvisejí
Vennovy diagramy s matematickou logikou? Odpověd' najdeme v souvislostech mezi
výroky a množinami. Velké množství výroků přiřazuje nějakým objektům(prvkům)

nějakou vlastnost (množinu). Množinou všech takovýchto vlastností je základní množina U ,
kterou zn ázorňujeme ve Vennově diagramu celým čtvercem, do něhož jsou následně

zakresleny jednotlivé množiny. Některé výroky popisují prvky množin, a proto je pro ně

použití Vénnových diagramůvhodné. Poznamenejme, že na konjunkci lze nahlížet jako na
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Metody řešení slovních úloh tránka 3

průnik, na disjunkci jako na sjednocení a na negaci jako na dopln "k . Vše lépe pochopíte na
příkladech.

Příklad:

3 zemědělci se domlouvají, jakou zeleninu budou pěstovat příští sezonu. V úvahu připadají

brambory, okurky, rajčata dýně.

1. říká: "Rozhodně bych zasadil brambory a ještě okurky nebo dýně."

2. říká: "Souhlasím s bramborami aještě chci zasadit rajčata."

3.říká: "Jenom prosím nesázejme zároveň brambory, rajčata a dýně."

Je možné vyhovět všem? Pokud ano, co by se mělo zasadit?

l
y) y ,

xesem:
Zapišme si nejprve symbolicky výroky zemědělců:

l.b /\ (o v d)
2.b J\ r
3.(b /\ r /\ d)
A nyní si znázorníme odpovídající Vennovy diagramy:

1. bn(oud)
U

b1----__

2. b n r
tj

b1------

3. (b rir o d)'
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Metody řešení slovních úloh

tj

Stránka 4

Protože chceme vyhovět všem třem zemědělcům,hledáme takové řešení aby platily
všechny tři výroky zároveň, tj. aby platila konjunkce (b A (o v d)) A (b A r) A (-,(b A r
/\ d)). Ve Vennově diagramu znázorníme konjunkci jako průnik, Znázorněme tedy průnik

tří předchozíchmnožin:
(b n (ou d)) n (b u r) n (b ~ r n d)'

u
b1--- __

Červeně vybarvené pole označuje, co je třeba zasadit, aby byli všichni zemědělci spokojeni.
Je to průnik okurek, rajčat a brambor, nikoliv však dýní. Aby bylo vyhověno všem, je třeba

zasadit brambory, rajčata a okurky a nesázet dýně.
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Příklady 9:

Příklady 9

ránka č . 1 z 3

t)říklad 9.1 :
Dnes již víme, jak to u Svatého Petra chodí. Posadí vás do místnosti z které vedou dvoje dveře

jedny do nebe a druhé do pekla. U dveří do nebe stojí vždy pravdomluvný and "1a u dv ří do pekla
stoji věčný lhář čert. Od pohledu není poznat, kdo je kdo.Vstoupíte-li do j dněch dv ří není návratu.
Byl jste dobrý člověk, a tak máte právo položit jednomu ze strážných jakoukoliv otázku al pouze
jednu. Dokážete se dostat do nebe?

Na přímou otázku, které dveře kam vedou, budou oba odpovídat stejně, ale jen jeden říká pravdu.
Nikdo nám nikdy neřekne, že jeho dveře vedou do pekla. Položíme otázku: "Co mi odpoví druhý
strážný, když se ho zeptám, zda stojí u dveří do pekla?" Zeptáme-li se anděla, popravdě nám odpoví,
že ne a můžeme vstoupit do jeho dveří. Zeptáme-li se čerta, změní původní andělovu odpověd' ne na
ano a víme, že máme vstoupit do druhých dveří.

Do nebe se dostanete správným rozluštěním významu odpovědi na otázku: "Co mi odpoví
druhý strážný, když se ho zeptám, zda stojí u dveří do pekla?"

.......-"
<~;..~ e~,

) ~I ~;--· · )L l
1._1.." ..._~. , ,_J

Příklad 9.2:
Při návštěvě New Yorku si pan Holub se svými přáteli nad sklenicí dobrého moku povídalo
svých cestách.
Alan:"V Africe byl Joe, nebo Dan"
Bob:"Byl tam Dan."
Joe.i.Já tam bohužel nebyl."
Dan.i.Ani já ne."
Pan Holub věděl, že aspoň 3 z jeho přátel vždy mluví pravdu. Kdo z dvojice Joe a Dan byl tedy
v Africe?

Víme, že aspoň 3 z výpovědí jsou pravdivé. Všechny 4 pravdivé být nemohou, protože výpovědi

Boba a Danajsou navzájem ve sporu. Bud' tedy mluví pravdu Bob, nebo Dan. Jestliže Bob lže a Dan
mluví pravdu, znamená to, že Dan v Africe nebyl. Podle Joa tam nebyl ani on. To je však v rozporu
s tím co říká Alan. Našli jsme tedy dva, kteří neříkají pravdu a to je spor s tím, že aspoň 3
z Holubových přátel vždy mluví pravdu. Nechť má tedy pravdu Bob. Dan tedy Africe byl. Joe má
pravdu, on tam nebyl. To odpovídá i výpovědi Alana.
Dan v Africe byl, Joe nikoliv

.>- - .......

(f~~\
.' I .' . )- J
I._L...•~..._-.:._, .' L,_J

I-)říklad 9.3:
Na schodišti sedí za sebou tři dívky. Jmenují se Hana, Jana a Dana. Hana sedí nejvýš a vidí na obě

děvčata před sebou, uprostřed sedí Jana, která vidí pouze na Danu a nejníže sedí Dana, která nevidí
na nikoho. Všechny tři mají perfektní úsudek. Přišel pan učitel s krabicí, ve které je pět čepic, 3 bílé
a 2 černé-to děvčata vědí. Každé dívce dal na hlavu jednu náhodně vybranou čepici tak, aby
nevěděla, jakou má barvu. Zeptal se Hany, jestli podle toho, co vidí na hlavách zbylých holek může

určit, jakou má ona sama čepici. Hana odpověděla,že ne.Pak se zeptal Jany, zda podle toho, co vidí
a podle toho co slyšela Hanu, může určit jakou čepici ona sama má. Jana odpověděla,že ne.Pak se
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Příklady 9: trá ač. 2 z 3

zeptal Dany zda podle toho co slyšela Hanu a Janu může určit ja ou č pici ona sama má. Co mu
Dana odpověděla?Jakou měla na hlavě čepici?

V krabici bylo původně 5 čepic-3 bílé a 2 černé. Existují tedy 3 možné varianty trojic vybraných
čepic, které mohli nastat. .Jsou to tyto varianty:

A. 3 bílé čepice

B. 2 bílé a 1 černá

C. 1 bílá a 2 černé

Budeme zkoumat odpovědi děvčat a některé varianty postupně vyvracet. Vycházíme samozřejmě

z toho, že děvčata mají naprosto správný úsudek. Díky odpovědi Hany můžeme vyloučit variantu C.
Kdyby totiž Hana viděla, že obě holky před ní mají černé čepice, bylo by jí jasné že ona musí mít
bílou. To však Hana neřekla. Zbývají tedy pouze 2 varianty A a B. Vzhledem k tomu že ani Jana
nemohla určit, jakou má čepici, můžeme tedy vyloučit i variantu B, protože kdyby Jana před sebou
viděla černou čepici, bylo by jí jasné, že ona sama má bílou. Zbývá tedy varianta A která je jediná
možná. Všechny tři dívky měly na hlavách bílé, čepice. Dana tedy odpověděla, že může určit, jakou
má čepici , měla bílou čepici.

-:-......,
.j2 ~ ~ . ~" I

Jll r"~ l1._("..:.(_--::......' l,_J

Příklad 9.4:
Detektiv Babočka se svými muži už dlouho sleduje podvodníka, který vyhledává své oběti v šesti
kavárnách města, jež jsou v zájmu utajení označeny písmeny A, B, C, D, E, F. Babočka z dlouhých
pozorování ví , že podvodník navštíví v témž dni vždy kavárnu A nebo C, dále kavárnu B nebo F a
také nikdy nevynechá kavárnu O nebo E. Nikdy však v témž dni nenavštíví současně kavárny D a B,
také vždy vynechá návštěvu alespoň jedné z kaváren C, F. Dnes 110 chce Babočkadopadnout při

činu. Od svých mužů, kteří hlídají vchody kaváren, dostal hlášení, že podvodník již navštívil kavárny
A, E a F. Babočka se rozjíždí do kavárny B. Míří tam podvodník také? (Předpokládejte,že
podvodník neporuší Pravidelnost "obchůzek".

Ř ešme příklad tabulkovou metodou. V zadání lze nalézt 5 výroků o kavárnách, které podvodník
navštěvuje. .Jsou to tyto výroky:
A \/ C~ B \1 F, O \/ E, -,(B 1\ D), -,(C 1\ F)
Všechny výroky platí zároveň, musí tedy být pravdivá konjunkce:
cp (A \/ C) /\ (B \/ F) /\ (D 1\ E) r. -.(B /\ D) /\ -.(C 1\ F)
My víme, že již navštívil kavárny A, E a F, což znamená, nevýrokové proměnnéoznačené stejnými
písmeny jsou pravdivé. Ptáme se , zda podvodník nyní dorazí do kavárny B. Přejdeme-li k
výrokovým formulím, zajímá nás, zda při ohodnocení A, E a F pravdou, je výroková formule cp
pravdivá právě tehdy, když B je také pravda. Tabulku nemusíme psát celou, neboť víme, že A, E a F
jsou pravdivé.

T abulka 9.1:

A B C D E F AvC BvF DvE BI\D -.(B CI\F -.(C
cp

1\ D) A F),

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 O 1 O O
1 1 1 O 1 1 1 1 1 O 1 1 O O
1 1 O 1 1 1 1 1 1 1 O O 1 O
1 1 O O 1 1 1 1 1 O 1 O 1 1
1 O 1 1 1 1 1 1 1 O 1 1 O O
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Příklady 9: tránka č . 3 z 3

1 O 1 O 1 1 1 1 1 O 1 1 O O
1 O O 1 1 1 1 1 1 O 1 O 1 1
1 O O O 1 1 1 1 1 O 1 O 1 1

Formule<pjepravdivápřiohodnocení(A,BC,DEF)e{(Il 00 11) (100111) (1000 ll)}. V
reálné interpretaci řekneme, že dnes navštívil kavárny A E a F (víme již ze zadání) aještě navštíví
kavárnu B, nebo D, nebo již žádnou kavárnu nenavštíví. Podvodník tedy do kavárny B dorazit můž
ale nelTIUSÍ.

..---....
(í~~.' \',J '>L J.

I,_L.~ ,- " , ,_J
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Rejstřík

Pojem

A.I!ern~.t iYf!.

.D..ef..nice

Důk az

Důkaz ekvivalence

QÚ.k.4?..n.l.a..t~..IJJ~.t..i.G.k..QJJ..
.iJJ..Q.1:tkG...Í.

.Q_~.k~l?.....n.~:pti..m.i~

.Q..~.k.~tz.....p..ř..Lcný
r) ůkaz~renl

Ekvivalence
H'yQ9téza
InlQlikace
Jnlolikace obm ěn ěn á

ln.J.p.J..i..k..f.tG..~.....Q.bIá.G_~.n.á

J.~ .Q.1.1iJJ.nk.G~

I'Y.~ln1.j..n.k.ó..t..Q.ry

symbol

v

.: (,)
/\

Rejstřík

celý zápis
a':L b

a vb

a<=> b

a ==} b

b ~ a

(a,b), (a,b)
a/\b

tránka č . 1 z 1

čtem

Sud' platí výrok a, nebo platí výrok b.

Platí výrok a nebo výrok b.
Doplněk množiny B v množině A

Výrok a platí právě tehdy, když platí b.

Jestliže platí a, platí I b.
Jestliže neplatí b, neplatí ani a.
Jestliže platí b, platí I a.
Uzavřený , otevřený interval od a do b.

Platí a a zároveň platí b.

1<'vantifik átor-velkv (obecný) ''r;j

J\'.Y.a.D..1..i.tJ..Is.át.Q..r.:.nJ..~l.l.ý 3
(ex i s ten čn í)

\;Ix; \;Ix:

3x;,3x:

pro každé x platí:
Existuje x, pro které platí:

K.Y.mJ..t.Lfi..kg.t. .Q..r. .j.~_.Q.n..Q.?.n.q.G..n..~
~:X..i..s..l.~..n~~.
.M.n.Q.~..i..I.J..a.
N..~g~1.G.~....Y)~.r.Q.kJI.

N.~gqG.~ ....s...l.Q..ž..~JJ.ý:G.b.....yý..r.Q..k..(1.
N euace kvantifikovanvch.. ... .;:, , ." ..

y~Joky

Podnlnož ina

Prázdná množ ina

PIy.Q..Is.....m..nQ.~jny

Rovnost 1l1nožin

,R,Q,?.Q.,[I.....nJ..I.J..9..žin
S.i~.q.n.Q .G.GJJ...í.

S. 1.Q?~.D. .é...yý.r..Q.k.y
.I fJ.b.J.l.J..k..9:...D..Ggn.G...Í

1f!.b,.l..1...I..k..9:. ,.n,Gg.~.G...í...Y)~.J~Q .k.(l...,..$
kvantifi kátory ''r;j~3

Ia..b..HJ..k..a...PJ~.qy.g ..i..y.o.~ln..iG..h.
hQ.q..n.Qt{~.l..Q ..ž..~.n):.Q.b..._y.Ý..rQ.k(l)

Vennovv cl iaaramv..........................._ ,.., ~.., .

.V ý rok

Vvrok-existenčn í

Vvrokové formule......... J .._ _ .

3!

....

c .e:

0,{}

E,~

=;:j:.

u

3!x;,3!x:

....a

Ac S,AfZ.S

AnS

xEA, x e »:
A=B,AtS

A-S
AuB

Existuje právě jedno x, pro které platí:

Neplatí výrok a.

Množina A je podmno žina množiny S., A
není podmnožinou množiny S.

Průnik množin A a S

x je prvkem množiny A.,x není prvkem A
Množina A se rovná množině B., Množina
A je různá od B.

Rozdíl množin A a S

Sjednocení množin A a S
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Odkazy

Odkazy

tránka č . 1 z 1

Na této stránce uvádím několik odkazů na doplňl ovou rozšiřující n bo alternativní literaturu a
www-stránky .

L ite ratura :

• J. Bušek, L. Boček, E. Calda: Matematika pro gymnázia - Základní poznatky
z matematiky. Praha, Prométheus 1992

• J. Polák: Přehled středoškolskématematiky. Praha, Prométheus 2005
• J. Polák: Středoškolská matematika v úlohách I. Praha, Prométheus 2002
• J. Šedivý, J. Lukátšová, O. Odvárko, M. Zoldy: Úlohy o výrocích a množinách pro I.
Ročník gymnázia. SPN Praha 1972

www-stránky:

• l)oslou12l1osti a řad ! - diplomová práce Lucie Šibravové
• Lin1ita _a SRO' itost - diplomová práce Miroslava Pihery
• Goniome trie a tri Jonon1etrie - diplomová práce Marie Motyčkové

• .K:.QnlP.l~.~.n.L ...č.i..s. .l.a - diplomová práce Lenky Šilarové
• f.~QInbj.n~J1Q.rik.g. - diplomová práce Jany Farské
• Q~.Q.rn~.t.Ii.GJs..á....z.Q.bX~1.z.~.n.f - diplomová práce Kateřiny Dobiášové
• f .lJ.nJs..G..~ - diplomová práce Jaroslava Richtera
• Stránka katedry didaktiky matematiky MFF UK - s..t.y.d..~.D1S..k.~.....p.rá_G.~.

• Ostravský školáček ( blog pro školáky nejen o matematice) - Y.ÝIQk.Q.Y_'Í.JQgjJ~_ftfl....nJ110žiny
• Filosofická fakulta Masarykovy university - s.Jr.á.n..ky.....Q......lQ.gi.g_~.

• \yikip..~.Q..i~ - internetová encyklopedie, v kategorii matematika je spousta pojmů z nJ~t~Jnflti cké

[ogjky a .t.~.Q.ri~.. .. DJJJ.Q..žin
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Závěr

Vytvořil jsem internetové stránky věnované výrokové logic a teorii množin o rozsahu
mírně přesahujícím učivo střední školy. Obsah stránek je rozdělen do tří hlavních kapitol.

V první kapitole "Výroky" se student může seznámit s výrol y, výrokovými formulemi a
formami, s různými typy důkazů matematických vět a ověřit si své znalosti na interaktivních
příkladech. Druhá kapitola "Množiny"se věnuje teorii množin a Vennovým diagramům

stejně jako první kapitola obsahuje výklad látky i interaktivní příklady a poslední třetí kapitola
"Slovní úlohy" se zabývá řešením zajímavých slovních úloh pomocí znalostí získaných
z předchozích kapitol.

Kladl jsem důraz na to, aby se studenti dobře seznámili s matematickými symboly, aby si
osvojovali matematický .jazyk", Myslím, že jim to přijde vhod při dalším studiu matematiky
na střední, případně na vysoké škole.

Stránky jsou optimalizovány pro prohlížeče Internet Explorer, Mozilla Firefox a Netscape
Browser.
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