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Diplomova prace pana Tomase Rauniga se zabyva analyzou Lipschitz-free prostoru ve
dvou nezavislych smérech: prvnim je otazka, kdy je kanonické vnoteni Lipschitz-free
p-prostoru na podmnoziné generujictho metrického prostoru do Lipschitz-free p-prostoru
na celém metrickém prostoru ve skutec¢nosti izomorfizmem, a druhym je studium akci grup
na prostorech Lipschitzovskych funkci prostfednictvim linearnich izometrii indukovanych
linearizaci akci na metrickych prostorech.

Pro dany metricky prostor (M,d) s libovolné pevné zvolenym pocatkem 0 € M
nazyvame Lipschitz-free prostorem na M jedineény (az na linedrni izometrii) redlny
Banachuv prostor F (M) spliujici nasledujici univerzalni vlastnost:

(1) existuje izometrické vnoteni 6 : M — F(M) takové, ze §(0) =0, a
(2) pro libovolny Banachuv prostor X a Lipschitzovské zobrazeni f : M — X spliujici
f(0) = 0 existuje jednozna¢né urceny omezeny linearni operator Ty : F(M) — X
takovy, ze Ty o0 = f a ||T¢|| = Lip(f).
Rozsitenim tohoto konceptu do kategorii p-metrickych prostori a p-Banachovych prostoru
pro libovolné p € (0, 1] ziskdvdme zobecnéni v podobé takzvanych Lipschitz-free p-prostori
Fp(M) (predchozi definice odpovidé pifpadu p = 1).

Zatimco pro 0 € N C M a klasické“ Lipschitz-free prostory plati, ze F(N) se
izometricky vnotuje do F(M) jednoduse diky existenci rozsiteni Lipschitzovskych funkei
na metrickych prostorech (McShane, 1934), pro p < 1 nenf ani zfejmé, zda je kanonické
svnofeni“ F,(N) do F,(M), definované univerzalni vlastnosti aplikovanou na ¢, vitbec
injektivni. V hlavnim vysledku prvni kapitoly prace (Theorem 1.29) autor dokazuje,
ze pokud M je metricky prostor, potom je toto vnofeni izomorfizmem s konstantou
izomorfizmu zavislou pouze na p. V Example 1.26 také ilustruje, ze se obecné nemusi jednat
o izometrii. Klicem k pozitivnimu vysledku je opét existence rozsiteni Lipschitzovskych
zobrazeni z metrickych prostoru, tentokrat do p-Banachovych prostoru, ktera je zaruc¢ena v
pripadé metrickych stromu (Matousek, 1990; Bima, 2024). Aby bylo mozné toto aplikovat,
autor dokazuje redukci problému na koneéné metrické prostory a ukazuje, ze vypocet
normy v Lipschitz-free p-prostorech je mozné provadét na metrickych stromech. Tento
vysledek je sdm o sobé zajimavy i pro Lipschitz-free (1-)prostory.

Druhé kapitola prace je motivovana otazkou, zda je kazdy funkciondl na Banachové
prostoru X, ktery je ,témétr* invariantni na dudlni akci diskrétni grupy G linedrnimi
izometriemi na X*, aproximovatelny G-invariatnim funkcionalem (Kazhdan and Yom Din,
2022). Autor se zabyvé timto problémem v prostiedi Lipschitz-free a Lipschitzovskych
prostoru. Po fadném zavedeni kontextu predstavi charakterizace invariantnich a ,,témér
invariantnich Lipschitzovskych funkci, které mu umozni odpovédét pozitivné v pripadé
Lipschitzovskych prostort nad volnymi grupami s word metrikou pusobicimi na sobé
levou translaci. Déle dokazand stabilita na prechody ke grupovym kvocientum vede také
ke (slabsi) pozitivni odpovédi pro koneéné prezentované grupy.

Diplomové prace obsahuje puvodni a zajimavé vysledky vysoké trovné, z nichz nékteré
byly dokonce jiz i publikovany, ma Siroky zabér a potencidl pro navazani dalsim vyzkumem.
Préce zaroven poskytuje jasnou motivaci a vSechny potiebné souvislosti. Je dobfe struk-
turovéna, napsdna peclivé a srozumitelné a (nakolik muzu posoudit) velmi dobrou
angli¢tinou, bez faktickych chyb, pouze s néjakymi preklepy. Literatura je fadné citovana.
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Celkové, dle mého ndzoru pan Tomas Raunig jednoznacéné prokazal vybornou schopnost
pro tvuréi védeckou ¢innost a jeji prehlednou prezentaci, a vysledna diplomova prace
dosahuje velmi vysoké trovné. Doporucuji ji tedy k obhajobé a navrhuji hodnoceni
znamkou vyborné.

Komentare:

(1) Myslim, ze v angli¢tiné se obvykle nepouziva slovosled ,for any p € F,(N) holds
el 7,0y < llpll7y vy (napf. strana 11 fddek 9 nebo strana 43 fddek -2) a
bylo by vhodnéjsi tyto fraze preformulovat, napiiklad jako ,for any pu € F,(NN),
el 7,0y < Nl 7, vy holds® nebo for any u € Fp(N) we have ||ullz, ) <
el 7,3y mebo for any p € Fp(N) it holds that ||ul| 7, < [[pll7, (v

(2) V Proposition 1.31 by bylo vhodné specifikovat vyznam hodnoty ||| v pifpadé

nekoneénych metrickych prostort.

Pokud se nemylim, v dikazu Proposition 1.31 by stacilo se odvolat na Fact 1.14.
Uvitala bych upfesnéni reference k Example 2.4. Je také zminén v [10]?
Pted Corollary 2.27 by bylo ndpomocné piripomenout pojem orbit.
Nekteré preklepy:

s.4, 1.3: Kazhdan,

s.8, 1.3: ,,be & p-metric spaces”,

s.15, 7.-12: véta zac¢ind malym pismenem,

s.16, 1.7,16,17: starting, depend, switching,

s.17, .5: index u posledniho E; by mél byt 3,

s.17, £.3,7: mélo by byt (ii) misto (iii) a opakuje se slovo p-norm,
s.24, 1.3,8: chybi exponent p,

8.32, 1.9: M =, en, 4ns

.38, ©.21: mélo by byt F' misto G,

s.40, .12: ,,G on a Banach space”,

.45, 7.-3: limy 00 tin,

8.2, 1.-3: y >z,

.57, .-1,-2: mélo by byt k misto n.

Otazky a tivahy inspirované vysledky préce:

(1) Vzhledem na Example 1.26 a Theorem 1.29, je zndma néjaka t¥ida metrickych
prostort, pro které je vnoreni ¢ : F,(N) — Fp(M), kde p < 1, izometrie?

(2) V teorii optimélniho transportu existuje pojem takzvané cyklické monotonie.
Specidlné, pro prvek ze span(d(M)) C F(M) plati, ze jeho reprezentace v bazi
z B (znaceni z prace) je normové optimdalni pravé tehdy kdyz je nosi¢ této
reprezentace cyklicky monotonni. Zajimalo by mé, jestli by to bylo mozné vyuzit k
(urychlen{) hleddn{ stromu a vah, které realizuji normu, nebo jestli néco podobného
muze platit i v Lipschitz-free p-prostorech.

(3) Existuji néjaké negativni piiklady ke Question 2.3, pokud bychom uvazovali akci
grupy na Lipschitzovském prostoru dudlni k akci grupy na Lipschitz-free prostoru,
ktera nevznika linearizaci akce grupy na generujicim metrickém prostoru?
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