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Úvod

Jeden z klasických výsledk̊u teorie modul̊u minulého stolet́ı je fakt, že pro
každý modul nad daným okruhem existuje jeho injektivńı obal. Přirozeně se
tak objevila stejná otázka ohledně duálńıho pojmu, a to projektivńıho pokryt́ı.
V pr̊uběhu 50. let se vědělo, že na rozd́ıl od injektivńıho obalu projektivńı po-
kryt́ı modul̊u nad daným okruhem nutně nemuśı existovat. Okruhy, nad kterými
tato pokryt́ı existuj́ı, se začaly nazývat (zprava/zleva) perfektńı. Roku 1959 přǐsel
americký matematik Hyman Bass ve svém článku Finistic dimensions and ho-
mological generalisation of semi-primary rings ([1]) s větou (Teorém P), která
netriviálńım zp̊usobem charakterizuje tř́ıdu perfektńıch okruh̊u.

V této práci zpracováváme d̊ukaz této věty. Tvrzeńı s d̊ukazy z [1] rozepisu-
jeme, doplňujeme o detaily a využ́ıváme pouze elementárńıch nástroj̊u z teorie
modul̊u. Vyhýbáme se využit́ı tenzorového součinu modul̊u, jeho derivovanému
funktoru Tor a dále derivovanému funktoru Ext. Snaž́ıme se přitom dodržovat
značeńı zavedená právě v [1] a dále v [2].

Prvńı kapitola obsahuje základńı pojmy z teorie modul̊u, které budeme využ́ı-
vat skrze celou práci. Dále zde uvád́ıme zněńı Teorému P. Ten obsahuje šest
ekvivalentńıch podmı́nek včetně podmı́nky pravé perfektnosti okruhu.

Druhá kapitola se soustřed́ı na řetězec implikaćı (4 ), (5 ), (6 ), (1 ).
Ve třet́ı kapitole dokazujeme ekvivalenci podmı́nek (1 ) a (2 ) spolu s charak-

terizaćı slabš́ı vlastnosti, než je perfektnost, a to semi-perfektnosti.
Ve čtvrté kapitole dokážeme zbylé implikace pro dokončeńı cyklu. V d̊ukazech

těchto implikaćı se od článku [1] odlǐśıme, nebot’ Bass v jejich d̊ukazech využ́ıvá
tenzorového součinu a jeho derivovaného funktoru Tor.

V páté kapitole uvád́ıme Bergman̊uv př́ıklad okruhu, který je perfektńı pouze
z jedné strany, což ukazuje, že perfektnost neńı symetrická vlastnost. Dále se
věnujeme vztahu perfektnosti s noetherovskost́ı, artinovskost́ı a ukážeme, že per-
fektńı obor je nutně nekomutativńı těleso.

2



Kapitola 1

Základńı definice a věty

Na začátek si připomeňme některé základńı pojmy a definice z teorie modul̊u.

1.1 Základńı definice

Uvažme okruh R. Kategorii všech pravých R-modul̊u spolu s R-lineárńımi
zobrazeńımi mezi nimi znač́ıme Mod-R. Obdobně R-Mod znač́ı kategorii levých
R-modul̊u s R-lineárńımi zobrazeńımi.

Dále připomeňme, že pro fixńı okruh jsou tyto kategorie preaditivńı, čili pro
M,N ∈ Mod-R je HomR(M,N) abelovská grupa. Pro M ∈ Mod-R znač́ıme
EndR(M) okruh R-lineárńıch zobrazeńı na M . Násobeńı je zde definováno jako
skládáńı zobrazeńı. V př́ıpadě R-Mod už́ıváme stejné značeńı.

Epimorfismy v Mod-R jsou právě surjektivńı R-lineárńı zobrazeńı a mono-
morfismy v Mod-R jsou právě prostá R-lineárńı zobrazeńı. Obdobně pro katego-
rii R-Mod. Obě kategorie jsou balancované, tj. izomorfismy jsou právě morfismy,
které jsou epimorfismy a zároveň monomorfismy.

Nebude-li uvedeno jinak, všechny moduly uvažujeme jako pravé R-moduly.
Pravý regulárńı modul budeme občas značit RR a levý regulárńı modul RR.

Definice 1 (Jednoduchý modul). Nenulový S ∈ Mod-R nazveme jednoduchý,
pokud je generován každým svým nenulovým prvkem.

Poznámka. Neńı těžké ověřit, že S je jednoduchý R-modul právě tehdy, když
nemá netriviálńı podmoduly.

Definice 2 (Sokl). Necht’ jeM ∈ Mod-R. Podmodul moduluM generovaný všemi
jeho jednoduchými podmoduly nazýváme sokl a znač́ıme Soc(M)

Definice 3 (Totálně rozložitelný modul). Modul M ∈ Mod-R nazveme totálně
rozložitelný, pokud M = Soc(M).

Lemma 1. ([2, Theorem 9.6]) Pro M ∈ Mod-R jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvi-
valentńı

(i) M = Soc(M).

(ii) M je izomorfńı direktńı sumě jednoduchých pravých R-modul̊u.

(iii) Každý podmodul M je direktńı sč́ıtanec v M .

(iv) Každá krátká exaktńı posloupnost v Mod-R s prostředńım členemM se štěṕı.
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Dı́ky této charakterizaci si neńı těžké rozmyslet, že direktńı suma totálně
rozložitelných modul̊u je totálně rozložitelná a faktormodul totálně rozložitelného
modulu je opět totálně rozložitelný.

Definice 4 (Totálně rozložitelný okruh). Okruh R je totálně rozložitelný, pokud
je modul RR totálně rozložitelný.

Poznámka. Okruh R je totálně rozložitelný právě tehdy, když je každý modul
M ∈ Mod-R totálně rozložitelný.

Obdobně lze definovat totálńı rozložitelnost pro levé moduly, jde ovšem o sy-
metrickou vlastnost. To lze nahlédnout např́ıklad z Weddernburnovy–Artinovy
věty, která je k nalezeńı např́ıklad v [2, Theorem 13.6].

Lemma 2. Je-li R totálně rozložitelný okruh, pak je každý cyklický R-modul
izomorfńı pravému ideálu v R.

D̊ukaz. Každý cyklický modul je izomorfńı faktormodulu regulárńıho modulu RR,
tedy je z bodu (iv) v lemmatu 1 izomorfńı direktńımu sč́ıtanci v RR.

Definice 5 (Jacobson̊uv radikál). Necht’ M ∈ Mod-R. Potom definujeme radikál
modulu M jako Rad(M) =

T
{N ⊆ M | N je maximálńı pravý podmodul v M}.

Pokud M neobsahuje maximálńı podmoduly, definujeme Rad(M) = M . Obdobně
definujeme radikál levých modul̊u. Nakonec definujeme Radikál okruhu, značeno
J(R), jako radikál regulárńıho pravého modulu RR.

Následuj́ıćı tři lemmata obsahuj́ı vlastnosti Jacobsonova radikálu, které jsou
ovšem notoricky známé. Z toho d̊uvodu tato tvrzeńı nedokazujeme, ale pouze
odkazujeme na d̊ukazy v literatuře.

Lemma 3. Pro M,N ∈ Mod-R plat́ı:

(i) je-li f ∈ HomR(M,N), pak f(Rad(M)) ⊆ Rad(N),

(ii) Rad(M/Rad(M)) = 0,

(iii) J(R) = Rad(RR),

(iv) J(R) je oboustranný ideál v R,

(v) J(R) = {x ∈ R | ∀s, r ∈ R, ∃t ∈ R : t(1− sxr) = (1− sxr)t = 1},
(vi) M J(R) ⊆ Rad(M).

D̊ukaz. Body (i), (ii) jsou dokázány v [2, str. 120–121] a d̊ukaz bod̊u (iii), (v)
nalezneme v [2, str. 166–167]. Bod (iv) plyne z bodu (i) a faktu, že násobeńı
prvkem r ∈ R zleva je endomorfismus. Nakonec bod (vi) je v [2, Corollary 15.18].

Lemma 4 (Nakayamovo lemma). Necht’ je M ∈ Mod-R konečně generovaný.
Je-li M netriviálńı, pak je Rad(M) ⊊M .

D̊ukaz. Plyne př́ımo z [2, Corollary 10.5].

Lemma 5. ([2, Proposition 9.19]) Necht’ (Ai | i ∈ I) je soubor R-modul̊u, pro
indexovou množinu I. Potom Rad(

L
i∈I Ai) =

L
i∈I Rad(Ai).
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Definice 6 (Anihilátor). Necht’ M ∈ Mod-R, uvažme N libovolnou podmnožinu
modulu M . Anihilátorem množiny N rozumı́me podmnožinu okruhu R definova-
nou jako Ann(N) = {r ∈ R | ∀n ∈ N : nr = 0}.

Poznámka. Pro podmnožinu N pravého R-modulu M je Ann(N) pravý ideál
a Ann(M) oboustranný ideál.

Definice 7 (Volný modul). At’ M ∈ Mod-R. Podmnožinu X modulu M nazveme
volnou báźı modulu M , pokud generuje M a jde o R-nezávislou množinu, tj.
kdykoliv x1, . . . xn ∈ X, r1, . . . , rn ∈ R jsou takové, že

Pn
i=1 xiri = 0, pak je

r1 = · · · = rn = 0. Modul M nazveme volný, pokud má nějakou volnou bázi.

Definice 8. Necht’ P ∈ Mod-R. Řekneme, že P je projektivńı, pokud je funktor
HomR(P,−) : Mod-R → Z -Mod exaktńı.

Definice 9. Necht’ I ∈ Mod-R. Řekneme, že I je injektivńı, pokud je funktor
HomR(−, I) : Mod-R → Z -Mod exaktńı.

Lemma 6. ([2, str. 192–193]) Necht’ P,M,N ∈ Mod-R. Potom jsou následuj́ıćı
podmı́nky ekvivalentńı.

(i) P je projektivńı.

(ii) Pro každý epimorfismus f : M → N je HomR(P, f) rovněž epimorfismus.

(iii) P je izomorfńı direktńımu sč́ıtanci volného modulu.

(iv) Pro každý epimorfismus f : M → P existuje g : P →M , že f ◦ g = idP .

Definice 10 (Nepodstatný podmodul). Necht’ R je okruh, M ∈ Mod-R a N je
podmodul modulu M . Řekneme, že N je nepodstatný v M , znač́ıme N ≪ M ,
pokud pro libovolný podmodul K modulu M plat́ı: (N +K =M) ⇒ (K =M).

Př́ıklad 1. Necht’ n ∈ N. V grupě Zpn jsou všechny netriviálńı podgrupy nepod-
statné. To plyne z toho, že je svaz podgrup této grupy lineárně uspořádaný.

Lemma 7. Necht’M ∈ Mod-R, pak Rad(M) =
P

N≪M N . Je-li nav́ıcM konečně
generovaný, plat́ı Rad(M) ≪M

D̊ukaz. Prvńı část je [2, Proposition 9.13] a druhá plyne z [2, Proposition 9.18].

Definice 11 (Projektivńı pokryt́ı). At’ P ∈ Mod-R je projektivńı a M ∈ Mod-R.
Řekneme, že surjektivńı R-lineárńı zobrazeńı π : P → M je projektivńı pokryt́ı
modulu M , pokud je Ker π ≪ P .

Př́ıklad 2. Pro moduly nad Z neexistuj́ı netriviálńı projektivńı pokryt́ı. V abe-
lovských grupách jsou projektivńı grupy právě volné grupy. Jelikož J(Z) = 0,
pro každou volnou grupu F plat́ı Rad(F ) = 0. Kdykoliv tak máme epimorfismus
π : F ↠ G pro nějakou G ∈ Z -Mod, který má nepodstatné jádro, muśı platit
Ker π ⊆ Rad(F ) = 0, tedy jde o izomorfismus.

Dı́ky tomuto př́ıkladu vid́ıme, že netriviálńı projektivńı pokryt́ı modul̊u nad
okruhem R obecně nemuśı existovat.
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Definice 12 (Perfektńı okruh). Okruh R nazveme zprava perfektńı, pokud pro
každý pravý R-modul existuje jeho projektivńı pokryt́ı. Okruh R nazveme zprava
semi-perfektńı, pokud pro každý cyklický pravý R-modul existuje jeho projektivńı
pokryt́ı. Obdobně definujeme levou perfektnost a semi-perfektnost.

Lemma 8. Necht’ je A,B,C ∈ Mod-R. Potom plat́ı

(i) A≪ B ̸= 0 ⇒ A ⊊ B,

(ii) A≪ B ⊆ C ⇒ A≪ C,

(iii) A ⊆ B ≪ C ⇒ A≪ C,

(iv) A≪ C & B ≪ C ⇒ A+B ≪ C.

D̊ukaz. (i) Kdyby A = B, tak A+ 0 = B. Z nepodstatnosti źıskáme B = 0.

(ii) KdybyM ⊆ C takový, že A+M = C, ukážeme, že A+(M ∩B) = B. Kdyby
b ∈ B ⊆ C, tak existuj́ı a ∈ A, m ∈M , že b = a+m. Protože a, b ∈ B, tak muśı
být m ∈ B. Naopak je-li a +m ∈ A + (M ∩ B), pak a ∈ A ⊆ B, m ∈ B ∩M ,
tedy je jejich součet v B. Z nepodstatnosti A v B źıskáme M ∩ B = B, čili je
B ⊆M . Máme, že A ⊆ B ⊆M , tud́ıž C = A+M =M .

(iii) Kdyby M ⊆ C splňoval A+M = C, tak je C = A+M ⊆ B+M ⊆ C, tedy
B +M = C a z nepodstatnosti B v C źıskáme M = C.

(iv) Kdyby M ⊆ C takový, že (A + B) +M = C, tak z asociativity sč́ıtáńı je
A + (B +M) = C, čili z faktu A ≪ C máme B +M = C. Pak ale z B ≪ C
ihned plyne M = C.

Tvrzeńı 9 (Ekvivalentńı definice pokryt́ı). Necht’ P ∈ Mod-R je projektivńı,
M ∈ Mod-R a π ∈ HomR(P,M). Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(i) π je projektivńı pokryt́ı,

(ii) π je surjektivńı a každý α ∈ EndR(P ) splňuj́ıćı π ◦ α = π je bijekce.

D̊ukaz. At’ π : P → M je projektivńı pokryt́ı. Pak je z definice surjektivńı. Nyńı
mějme α ∈ EndR(P ) splňuj́ıćı π ◦ α = π. Chceme ukázat, že jde o bijekci. Pro
surjektivitu ukážeme, že P = Imα + Kerπ. Z nepodstatnosti Kerπ v P pak
dostaneme Imα = P . At’ p ∈ P , potom p = α(p) + (p − α(p)). To je hledaný
rozklad, nebot’ α(p) ∈ Imα a dále

π(p− α(p)) = π(p)− π(α(p)) = π(p)− π(p) = 0,

čili p− α(p) ∈ Ker π.
Protože je α surjektivńı, tak z projektivity P existuje g ∈ EndR(P ) takové,

že α ◦ g = idP (obr. 1.1a). Dı́ky tomu je P = Im g ⊕ Kerα. Všimněme si, že
Kerα ⊆ Ker π, nebot’ pro a ∈ Kerα je π(a) = π(α(a)) = π(0) = 0. Proto
z lemmatu 8 plat́ı Kerα ≪ P . Źıskáme tak Im g = P , z čehož ihned plyne
Kerα = 0.
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Obrázek 1.1

Naopak předpokládejme podmı́nku (ii). Ověř́ıme, že Kerπ ≪ P . Uvažme L
podmodul v P takový, že P = L+Ker π. Ukážeme, že π ↾L je surjektivńı. At’ je
m ∈ M . Pak existuje p ∈ P takové, že π(p) = m. Protože P = L + Kerπ, tak
existuj́ı a ∈ L a b ∈ Ker π splňuj́ıćı p = a+ b. Potom

m = π(p) = π(a+ b) = π(a) = (π ↾L)(a).

Protože je π ↾ L epimorfismus, tak z projektivity P existuje α ∈ HomR(P,L)
takové, že π = (π ↾L) ◦ α = π ◦ α (obr. 1.1b). Nyńı se na α pod́ıváme jako na
zobrazeńı do P . Pak je z předpokladu α bijekce, tedy L = Imα = P .

Definice 13 (T-nilpotence). Necht’ R je okruh a I je oboustranný ideál v R.
Řekneme, že I je zprava T-nilpotentńı ideál, pokud pro libovolnou posloupnost
{an} v I existuje n ∈ N takové, že an · · · a1 = 0. Obdobně řekneme, že I je zleva
T-nilpotentńı ideál, pokud pro libovolnou posloupnost {an} v I existuje n ∈ N
takové, že a1 · · · an = 0.

Definice 14 (idempotent). Řekneme, že e ∈ R je idempotent, pokud e2 = e.
Řekneme, že idempotenty e1, . . . , en ∈ R jsou ortogonálńı, pokud pro všechna
i, j ∈ {1, . . . , n} plat́ı: eiej = ejei = 0.

1.2 Zněńı Teorému P

Věta 10 (Teorém P). At’ je R okruh. Potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

(1) J(R) je zprava T-nilpotentńı a R/ J(R) je totálně rozložitelný.

(2) R je zprava perfektńı.

(3) Každý plochý R-modul je projektivńı.

(4) Direktńı limita projektivńıch pravých R-modul̊u je projektivńı.

(5) V R neńı ostře klesaj́ıćı řetězec levých hlavńıch ideál̊u.

(6) V R neńı žádná nekonečná množina ortogonálńıch idempotent̊u a každý ne-
nulový levý R-modul má netriválńı sokl.

Poznámka. Podmı́nku (4 ) lze zobecnit. At’ n ∈ N. Direktńı limita pravých R-
modul̊u s projektivńı dimenźı menš́ı nebo rovnou n má projektivńı dimenzi menš́ı
nebo rovnou n.
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Kapitola 2

Řetězec implikaćı mezi
podmı́nkami (4), (5), (6) a (1)

V této kapitole se soustřed́ıme na d̊ukaz implikaćı z (4 ) do (5 ), z (5 ) do (6 )
a z (6 ) do (1 ) ve větě 10. Neńı-li řečeno jinak, všechna tvrzeńı jsou převzata
z článku [1, str. 468–470]. Důkazy jsou rovněž převzaty a doplňeny o př́ıpadné
chyběj́ıćı detaily.

2.1 Implikace z (4) do (5)

Definice 15. Necht’ {an} je posloupnost v R. Zápis [F, {an}, G] znač́ı

(i) volný R-modul F = RN s volnou báźı {xn | n ∈ N}, tj. pro n ∈ N je prvek
xn posloupnost konstantńıch nul s jednotkou na n-té pozici,

(ii) podmodul G modulu F generovaný množinou {xn − xn+1an | n ∈ N}.

Modul F/G nazveme Bass̊uv modul. Dále v této sekci využ́ıváme značeńı
π : F ↠ F/G pro projekci mod G a následně zn = π(xn) pro n ∈ N.

Definice 16 (nahoru usměrněná množina). Částečně uspořádaná množina (I,≤)
je nahoru usměrněná, pokud pro každé i, j ∈ I existuje k ∈ I takové, že i, j ≤ k.

Definice 17 (usměrněný soubor modul̊u). Necht’ (I,≤) je nahoru usměrněná
množina. Soubor D = (Mi, fji | i ≤ j ∈ I) nazveme nahoru usměrněný soubor
pravých R-modul̊u, pokud pro všechny i ∈ I je Mi ∈ Mod-R, pro každé i ≤ j ∈ I
je fji : Mi →Mj, dále fii = idMi

a pro všechny i ≤ j ≤ k ∈ I plat́ı fki = fkj ◦ fji.

Definice 18 (Direktńı limita). Necht’ D = (Mi, fji | i ≤ j ∈ I) je nahoru
usměrněný soubor pravých R-modul̊u. Uvažme diagram F vedoućı do Mod-R,
který na objektech vraćı právě Mi a na morfismech právě fji. Dvojici (M, ι)
nazveme direktńı limitou systému D, značeno lim−→D = (M, ι), pokud jde o kolimitu
diagramu F .

Poznámka. Pro jednoduchost budeme občas mı́sto značeńı lim−→D = (M, ι) značit
M = lim−→D a kolimitńı injekce ι dodefinujeme stranou.

Dále nám přijde k užitku následuj́ıćı lemma, které hovoř́ı o tom, kdy je modul
direktńı limita fixovaného nahoru usměrněného systému modul̊u.
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Lemma 11. ([3, Lemma 2.3]) Necht’ D = (Mi, fji | i ≤ j ∈ I) je nahoru
usměrněný soubor pravých R-modul̊u. Dvojice (M, (fi | i ∈ I)), která splňuje
fi = fj ◦ fji pro každé i ≤ j ∈ I a M ∈ Mod-R, je direktńı limita systému D
právě tehdy, když M =

S
i∈I Im fi a zároveň plat́ı následuj́ıćı: Pro každé x ∈ Mi

je fi(x) = 0 právě tehdy, když existuje i ≤ j ∈ I takové, že fji(x) = 0.

Tvrzeńı 12. Pro každou posloupnost {an} v R je modul G volný a F/G je direktńı
limita projektivńıch modul̊u.

D̊ukaz. Definujme si pro n ∈ N modul Gn = ⟨{xi − xi+1ai | i ∈ {1, . . . , n}}⟩.
Ukážeme, že je Gn volný a zvolená množina generátor̊u je rovněž jeho volná báze.
Z definice množina {xi − xi+1ai | i ∈ {1, . . . , n}} generuje Gn. Chceme tedy jej́ı
R-nezávislost. Je-li

Pn
i=1(xi − xi+1ai)ri = 0, pro r1, . . . , rn ∈ R, pak je

x1r1 +
nX
i=2

xi(ri − ai−1ri−1) = 0.

Z R-nezávislosti volné báze modulu F je r1 = 0 a ri = ri−1ai−1, i ∈ {2, . . . n}.
Dohromady r1 = r2 = · · · = rn = 0. Jde tedy o R-nezávislou množinu. Všimněme
si, že G =

S
n∈NGn. Pro každé g ∈ G tak existuje n ∈ N takové, že g ∈ Gn, což

nám dává R-nezávislost množiny {xn − xn+1an | n ∈ N}. Jedná se tedy o volnou
bázi modulu G, pročež je G volný.

Nyńı ukážeme, že je F/Gn projektivńı modul. Necht’ je n ∈ N. Označme
Hn = ⟨{xk | k ∈ N \ {1, . . . , n}}⟩. Očividně plat́ı, že F = Gn + Hn. Nav́ıc je
pr̊unik obou sč́ıtanc̊u triviálńı. Kdyby nebyl, tak existuj́ı k > n a ri ∈ R pro
i ≤ k takové, že

Pn
i=1(xi − xi+1ai)ri =

Pk
i=n+1 xiri. Dostáváme

nX
i=1

(xi − xi+1ai)ri +
kX

i=n+1

xi(−ri) = 0,

tedy užit́ım R-nezávislosti volné báze F źıskáme r1 = ri = 0 pro n + 1 ≤ i ≤ k.
Dále pro 1 ≤ i ≤ n plat́ı ri+1 = riai, čili i ta jsou nulová. Nakonec

F/Gn = (Gn ⊕Hn)/Gn ≃ Hn/(Gn ∩Hn) ≃ Hn.

Proto je F/Gn projektivńı modul (dokonce volný).
Necht’ D = (F/Gi, fji | i ≤ j ∈ N), kde pro i ≤ j je fji : F/Gi → F/Gj změna

faktoru, tj. pro a ∈ F je fji(a+Gi) = a+Gj. To lze, nebot’ pro i ≤ j je Gi ⊆ Gj.
Očividně jde o nahoru usměrněný systém pravých R-modul̊u.

Stejným zp̊usobem zadefinujme pro n ∈ N zobrazeńı ιn : F/Gn → F/G jako
změnu faktoru. Položme ι = (ιn | n ∈ N). Můžeme si všimnout, že každé ιn je
epimorfismus a plat́ı ιj ◦ fji = ιi. Ukážeme, že lim−→D = (F/G, ι).

Stač́ı nám ověřit podmı́nky lemmatu 11. Protože jsou všechny ιn epimorfismy,
podmı́nka F/G =

S
i∈N Im ιi plat́ı triviálně. Nyńı at’ x ∈ F/Gi. Plat́ı, že ιi(x) = 0

právě tehdy, když x ∈ Ker ιi = G/Gi. Protože je G =
S
n∈NGn, tak podmı́nka

x ∈ G/Gi plat́ı právě tehdy, když existuje nějaké j ≥ i takové, že x ∈ Gj/Gi.
Nakonec z faktu Ker fji = Gj/Gi źıskáme, že x ∈ Gj/Gi právě tehdy, když
fji(x) = 0. T́ım jsme ukázali, že F/G je dirketńı limita projektivńıch modul̊u.
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Tvrzeńı 13. Pro k ∈ N označme Jk = {r ∈ R | ∃n ∈ N : ak+n · · · ak · r = 0}.
Potom plat́ı, že Jk = Ann(zk)

D̊ukaz. Zvolme k ∈ N. Protože π(xk − xk+1ak) = 0, tak zk = zk+1ak. Iteraćı
tohoto vztahu dostaneme, že pro n ≥ k je zk = zk+n+1an · · · ak. To nám dává
inkluzi Jk ⊆ Ann(zk), nebot’ zkr = zk+n+1an · · · akr = 0. Pro opačnou inkluzi
mějme r ∈ Ann(zk). Potom 0 = zkr = π(xkr), čili xkr ∈ G. Můžeme tak vyjádřit
xkr pomoćı generátor̊u G. Existuje proto n > k a ri ∈ R pro i ≤ n takové, že

xkr =
nX
i=1

(xi − xi+1ai)ri = x1r1 +
nX
i=2

xi(ri − ai−1ri−1).

BÚNO rn = 0. Ověř́ıme, že rk = r. Z R-nezávislosti volné báze modulu F plat́ı:
pokud je k = 1, tak rk = r a pokud je k > 1, tak r1 = 0, r = rk − ak−1rk−1 a pro
1 < i < k plat́ı ri = ai−1ri−1. Dı́ky tomuto rekurzivńımu vztahu źıskáme rovnost
r1 = · · · = rk−1 = 0, tedy je r = rk − ak−1rk−1 = rk.

Nyńı źıskáme opětovným využit́ım R-nezávislosti volné báze modulu F na
rovnost výše, že pro všechny k < i ≤ n plat́ı ri = ai−iri−1. Iteraćı tohoto vztahu
źıskáváme rovnost

0 = rn = an−1rn−1 = an−1an−2rn−2 = · · · = an−1 · · · akrk = an−1 · · · akr.

Našli jsme tak m = n− k − 1 ∈ N takové, že ak+m · · · akr = 0, čili r ∈ Jk.

Tvrzeńı 14. Je-li G direktńım sč́ıtanem v F , pak je řetězec {R(an · · · a1) | n ∈ N}
hlavńıch levých ideál̊u v R konečný.

D̊ukaz. At’ je F = Q ⊕ G. Označme ρ : F ↠ Q projekci na Q. Potom máme
izomorfismus ι : F/G → Q takový, že ι ◦ π = ρ. Pro k ∈ N položme qk = ι(zk).
Tyto prvky si můžeme vyjádřit ve volné bázi modulu F , tedy pro každé k ∈ N
źıskáme vzorec qk =

P
i∈N xici,k. Poznamenejme, že pro každé k ∈ N existuje

pouze konečně mnoho i ∈ N takových, že ci,k ̸= 0. Pomoćı těchto vzorc̊u jsme
schopni vyjádřit, jak vypadá ρ na prvćıch. Uvažme tak

P
i xiri ∈ F . Potom

ρ
X
i∈N

xiri =
X
i∈N

qiri =
X
i∈N

X
j∈N

xjcj,iri =
X
j∈N

xj
X
i∈N

cj,iri .

Nyńı využijeme faktu, že qk = ρ(qk) a oboje rozeṕı̌seme do volné báze modulu F .
Źıskáme tak rovnostX

i∈N

xicik = ρ
X
i∈N

xicik =
X
j∈N

xj
X
i∈N

cj,ici,k .

Užit́ım R-nezávislosti volné báze modulu F źıskáváme identitu cj,k =
P

i∈N cj,ici,k.
Dále z faktu π(xi − xi+1ai) = 0 máme, že zi = zi+1ai. Iteraćı této rovnosti
pro n ≥ k źıskáme zk = zn+1an · · · ak. Následná aplikace izomorfismu ι na tuto
rovnost nám dává qk = qn+1an · · · ak. Speciálně rozepsáńım do volné báze modulu
F a následným využit́ım R-nezávislosti dostaneme ∀i ∈ N : ci,k = ci,n+1an · · · ak.

Nyńı definujme levý ideál I v R jako I = ⟨{ci,1 | i ∈ N}⟩. Z minulého odstavce
máme, že pro všechna n ∈ N plat́ı ci,1 = ci,n+1an · · · a1, tedy pro všechna n ∈ N
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máme I ⊆ R(an · · · a1). Najdeme-li m ∈ N takové, že am · · · a1 ∈ I, tak bude
platit R(ak · · · am · · · a1) ⊆ I pro všechna k ≥ m. Speciálně

I = R(am · · · a1) = R(am+1am · · · a1) = · · ·

a řetězec {R(an · · · a1) | n ∈ N} tak bude konečný.
Uvažme n ∈ N takové, že pro všechna k ≥ n plat́ı ck,1 = 0. Z prvńı části

d̊ukazu máme rovnost cj,1 =
Pn

k=1 cj,kck,1. Přidáme-li fakt, že ci,k = ci,n+1an · · · a1
pro všechny i ∈ N a n ≥ k, dostaneme

cj,1 =
nX
k=1

cj,kck,1 =
nX
k=1

cj,n+1an · · · akck,1 = cj,n+1

nX
k=1

an · · · akck,1.

Položme γ =
Pn

k=1 an · · · akck,1. Potom je cj,1 = cj,n+1γ. Všimněme si, že γ ∈ I.
To protože prvky cj,1 jsou generátory I a jde o levý ideál. Dále plat́ı

q1 =
nX
i=1

xici,1 =
nX
i=1

xici,n+1γ =
nX
i=1

xici,n+1 γ = qn+1γ.

Připomeňme, že q1 = qn+1an · · · a1. Našli jsme tak druhý zp̊usob vyjádřeńı q1,
a proto qn+1an · · · a1 = qn+1γ. Úpravou pak źıskáváme, že an · · · a1−γ ∈ Ann(qn+1).
Jelikož máme izomorfismus ι a tvrzeńı 13, plat́ı Ann(qn+1) = Ann(zn+1) = Jn+1.
Existuje proto k ∈ N takové, že an+k · · · an+1(an · · · a1 − γ) = 0. Našli jsme
m = n+ k ∈ N takové, že am · · · a1 = am · · · an+1γ ∈ I.

Nyńı již můžeme přistoupit k d̊ukazu implikace z (4 ) do (5 ) ve větě 10.

(4) ⇒ (5). Uvažme nekonečný klesaj́ıćı řetězec R levých hlavńıch ideál̊u v R.
BÚNO at’ je R spočetný, tj. R = {Rxi | xi ∈ R, i ∈ N}. Označme a1 = x1.
Mějme dáno i ∈ N a ai ∈ R. Jelikož je R klesaj́ıćı řetězec, pro xi+1 ∈ Rxi existuje
r ∈ R takové, že xi+1 = rxi. Polož ai+1 = r. Vytvořili jsme tak posloupnost {an}
v R splňuj́ıćı xi = ai · · · a1, i ∈ N. Dı́ky tomu můžeme řetězec R vyjádřit jako
R = {R(an · · · a1) | n ∈ N}. Nyńı uvažme trojici [F, {an}, G] definuj́ıćı Bass̊uv
modul F/G. Tvrzeńı 12 nám dá, že F/G je direktńı limita projektivńıch modul̊u,
čili je z předpokladu projektivńı. Dı́ky tomu se krátká exaktńı posloupnost

0 −→ G
⊆−→ F

π−→ F/G −→ 0

štěṕı, speciálně je G direktńı sč́ıtanec v F . Nakonec je z tvrzeńı 14 řetězec R
konečný.

2.2 Implikace z (5) do (6)

V této sekci budeme předpokládat, že v R neńı žádný nekonečný ostře klesaj́ıćı
řetězec levých hlavńıch ideál̊u. Budeme dokazovat, že v R neńı spočetná množina
ortogonálńıch idempotent̊u. Nejprve začněme následuj́ıćım lemmatem.

Lemma 15. Necht’ e, f ∈ R jsou dva navzájem r̊uzné ortogonálńı idempotenty.
Potom je Re ⊆ R(1− f).
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D̊ukaz. Protože je f idempotent, máme rozklad R = Rf ⊕ R(1 − f). Můžeme
si proto vyjádřit e ∈ R jako e = rf + t(1 − f), pro nějaké r, t ∈ R. Rovnost
vynásob́ıme zprava prvkem f a z ortogonality e s f pak dostaneme

ef = rf 2 + t(1− f)f

0 = rf,

tedy je e ∈ R(1− f). Proto je Re ⊆ R(1− f).

Nyńı se můžeme přesunout k d̊ukazu implikace z (5 ) do (6 ) ve větě 10.

(5 ) ⇒ (6 ). Důkaz budeme dělat sporem. Předpokládejme, že máme k dispozici
M = {e1, e2, e3, . . . } ⊆ R spočetnou množinu navzájem ortogonálńıch idempo-
tent̊u. Bez újmy na obecnosti 0 ̸∈ M . Využijeme lemmatu 15 ke konstrukci
nekonečného ostře klesaj́ıćıho řetězce levých hlavńıch ideál̊u. Budeme postupovat
indukćı.

Pro n ∈ N si označme e =
Pn

i=1 ei. Můžeme si všimnout, že z ortogonality
prvk̊u M jsou eie = eei = ei, pokud i ≤ n a eie = eei = 0, pokud i > n.
Speciálně je e idempotent ortogonálńı ke všem ei pro i > n. Nyńı chceme, že
R(1 − e − en+1) ⊊ R(1 − e). Nejprve ukážeme inkluzi. K tomu nám stač́ı, že
en+1 ∈ R(1−e). To ale plyne ihned z lemmatu 15. Proto je 1−e−en+1 ∈ R(1−e).

Nyńı ukážeme, že jde o ostrou inkluzi. Již v́ıme, že en+1 ∈ R(1− e). Sporem
nahlédneme, že nemůže být v R(1− e− en+1). Kdyby byl en+1 ∈ R(1− e− en+1),
tak existuje r ∈ R takové, že en+1 = r(1− e− en+1). Rovnost vynásob́ıme zprava
prvkem en+1. Źıskáme

e2n+1 = r(1− e− en+1)en+1

en+1 = r(en+1 − e2n+1)

en+1 = 0.

To je ale spor s t́ım, že 0 ̸∈M .
Zkonstruovali jsme nekonečný ostře klesaj́ıćı řetězec {R(1−

Pn
i=1 ei) | n ∈ N}

levých hlavńıch ideál̊u v R, což je spor. Proto M nemůže být nekonečná.
Ted’ chceme ukázat, že 0 ̸= A ∈ R-Mod má netriviálńı sokl. Předpokládejme,

že Soc(A) = 0. Protože A ̸= 0, máme 0 ̸= α ∈ A. Dále z faktu Soc(A) = 0 nemůže
být Rα jednoduchý. Proto existuje a1 ∈ R takové, že a1α ̸= 0 negeneruje modul
Rα, tj. 0 ̸= Ra1α ⊊ Rα. Indukćı pak z předpokladu 0 ̸= R(an · · · a1α) nemůže
být jednoduchý, tedy existuje prvek, který ho negeneruje. Máme tak an+1 ∈ R
takové, že 0 ̸= R(an+1an · · · a1α) ⊊ R(an · · · a1α). To je ale spor, nebot’ jsme
takto vytvořili nekonečný ostře klesaj́ıćı řetězec levých hlavńıch ideál̊u. Proto
Soc(A) ̸= 0.

2.3 Implikace z (6) do (1)

V této sekci znač́ı On tř́ıdu ordinálńıch č́ısel. Dı́ky podmı́nce (6 ) z věty 10
se v této sekci budeme zabývat sṕı̌se levými R-moduly. Chceme ukázat, že za
podmı́nky (6 ) je J(R) zprava T-nilpotentńı a R/J(R) totálně rozložitelný. Pro
d̊ukaz tohoto faktu budeme potřebovat následuj́ıćı konstrukci.
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Definice 19 (Sokl posloupnost). Necht’ M ∈ R-Mod. Položme Soc0(M) = 0.
At’ α ∈ On, označme πα : M → M/ Socα(M) projekci mod Socα(M) a položme
Socα+1(M) = π−1

α (Soc(M/ Socα(M))). Je-li α ∈ On limitńı ordinál, definu-
jeme Socα(M) =

S
β<α Soc

β(M). Sokl posloupnost pravých R-modul̊u definujeme
obdobně. Dále pro α ∈ On využ́ıváme značeńı Socα = Socα(J(R)), kde J(R)
chápeme jako na levý R-modul.

Poznámka. At’ M ∈ Mod-R. Sokl posloupnost modulu M z definice ostře roste,
dokud nemá pro nějaké α ∈ On modul M/ Socα(M) triviálńı sokl. V takovém
př́ıpadě se r̊ust zastav́ı, tj. posloupnost bude od tohoto α dále konstantńı. Nav́ıc
tato situace muśı nastat, nebot’ jde o rostoućı posloupnost podmodul̊u moduluM
indexovanou tř́ıdou ordinálńıch č́ısel a kardinalita žádného členu sokl posloupnosti
nemůže přer̊ust kardinalitu modulu M .

Nás bude zaj́ımat situace, kdy plat́ı podmı́nka (6 ) z věty 10, tj. situace, kdy
má každý netriviálńı levý R-modul netriviálńı sokl. Dı́ky tomu se r̊ust sokl po-
sloupnosti každého levého modulu M zastav́ı až tehdy, když Socα(M) = M , pro
nějaké α ∈ On. Dı́ky tomu máme následuj́ıćı pozorováńı.

Pozorováńı. Má-li má každý netriviálńı levý R-modul netriviálńı sokl, pak je pro
každé a ∈ J(R) tř́ıda {α ∈ On | a ∈ Socα} neprázdná.

Definice 20. Definujme zobrazeńı h : J(R) → On následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’

a ∈ J(R), položme h(a) = min{α ∈ On | a ∈ Socα}.

Poznámka. Za předpokladu podmı́nky (6 ) z věty 10 a pozorováńı výše jde o dobře
definované zobrazeńı.

Pozorováńı. Pokud J(R) ̸= 0, pak pro a ∈ J(R) neńı h(a) limitńı ordinál.

D̊ukaz. Kdyby byl h(a) limitńı, máme že a ∈ Soch(a) =
S
β<h(a) Soc

β, čili existuje

β < h(a) takové, že a ∈ Socβ. To je ale spor s definićı h(a).

Poznámka. Jelikož je pro a ∈ J(R) ordinál h(a) izolovaný, budeme pro a ̸= 0
psát, že h(a) = β + 1 pro nějaké β ∈ On.

Lemma 16. Pro nenulové a ∈ J(R) plat́ı J(R) Socβ+1 ⊆ Socβ.

D̊ukaz. Uvažme πβ : J(R) ↠ J(R)/ Socβ projekci mod Socβ+1. Dı́ky vlastnostem
radikálu máme J(R) Socβ+1 ⊆ Rad(Socβ+1). Ověř́ıme, že Rad(Socβ+1) ⊆ Socβ.

Definice sokl posloupnosti nám dává πβ ↾Soc
β+1 : Socβ+1 → Soc(J(R)/ Socβ).

Jelikož je radikál totálně rozložitelného modulu nulový, máme

πβ(Rad(Soc
β+1)) ⊆ Rad(Soc(J(R)/ Socβ)) = 0.

T́ım jsme źıskali požadovanou inkluzi.

Lemma 17. Pro libovolná a, b ∈ J(R), kde a ̸= 0 plat́ı h(ba) < h(a).

D̊ukaz. Z definice h je a ∈ Soch(a) = Socβ+1. Proto ba ∈ J(R) Socβ+1 ⊆ Socβ.
Proto h(ba) = min{α ∈ On | ba ∈ Socα} ≤ β, tedy h(ba) < β + 1 = h(a).
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Tvrzeńı 18. Má-li každý netriviálńı levý R-modul netriviálńı sokl, pak je J(R)
zprava T-nilpotentńı ideál.

D̊ukaz. Mějme danou posloupnost {an} v J(R). Kdyby pro všechna n ∈ N platilo,
že an · · · a1 ̸= 0, tak je z lemmatu 17 řetězec {h(an · · · a1) | n ∈ N} ⊆ On
nekonečný a ostře klesaj́ıćı, což je spor.

Lemma 19. At’ je R okruh a I je nil ideál v R. Potom lze zvedat idempotentńı
prvky mod I. Pokud máme nav́ıc dáno g ∈ R takové, že g+I ∈ R/I je idempotent,
pak existuj́ı t ∈ R, n ∈ N taková, že gntn = tngn ∈ R je ono zvednut́ı g + I, tj.
gntn je idempotent v R a gntn + I = g + I.

D̊ukaz. Důkaz prvńı části je k nalezeńı v [2, Proposition 27.1] a zbytek plyne
př́ımo z uvedeného d̊ukazu.

Lemma 20. Jednoduché podmoduly modulu R/J(R) jsou generované idempo-
tentńımi prvky okruhu R/J(R).

D̊ukaz. Označme S = R/J(R). Necht’ 0 ̸= I ⊆ S je jednoduchý. Pak existuje
0 ̸= a ∈ S, takové že I = aR. Jelikož je Rad(S) = 0, tak a ̸∈ Rad(S). Dı́ky
tomu existuje maximálńı pravý ideál M v S takový, že a ̸∈ M . Plat́ı I ̸⊆ M . To
nám spolu s maximalitou M dává S = I +M . Dokonce I ∩M = 0. Kdyby totiž
0 ̸= b ∈ I ∩M , tak I = bR ⊆ I ∩M ⊆ M , což je spor. Máme tak S = I ⊕M .
Pod́ıváme-li se pak na S jako na S-modul, tak je I direktńı sč́ıtanec v regulárńım
S-modulu. Proto je generován idempotentem.

Definice 21. Konečnou množinu {ei | i ∈ I} ortogonálńıch idempotent̊u v R
nazveme kompletńı, pokud je

P
i∈I ei = 1.

Tvrzeńı 21. At’ v R neńı žádná nekonečná množina ortogonálńıch idempotent̊u
a každý nenulový levý R-modul má netriválńı sokl. Potom je R/J(R) totálně
rozložitelný.

D̊ukaz. Označme S = R/J(R). Kdyby S = 0, tak tvrzeńı plat́ı. Předpokládejme,
že S ̸= 0. Označme π : R ↠ S projekci mod J(R). Z předpokladu existuje jedno-
duchý podmodul v S, který je z lemmatu 20 generovaný idempotentem f1 ̸= 0.
Dı́ky tvrzeńı 18 je J(R) nil ideál, a tak lze z lemmatu 19 zvednout f1 na idempo-
tent e1 ∈ R, tj. f1 = π(e1). Proto v R existuje idempotent e1 takový, že je Sπ(e1)
jednoduchý podmodul modulu S.

Mějme pro n ∈ N dány e1, . . . , en nenulové ortogonálńı idempotenty takové,
že pro každé i ∈ {1, . . . , n} je 0 ̸= Sπ(ei) jednoduchý podmodul v S. Označme
fi = π(ei). Pokud

Pn
i=1 fi = 1, tak plat́ı S = Soc(S) =

Ln
i=1 Sfi a máme hotovo.

Pokud
Pn

i=1 fi ̸= 1, polož e0 = 1 −
Pn

i=1 e1 a f0 = π(e0) ̸= 0. Můžeme si
všimnout, že {e0, e1, . . . , en} a {f0, f1, . . . , fn} jsou kompletńı množiny navzájem
ortogonálńıch idempotent̊u v R, resp. v S. Jelikož je Sf0 levý modul, existuje
z předpokladu jeho jednoduchý podmodul Sf generovaný idempotentem f ̸= 0.

At’ je g ∈ π−1(f). Protože je f ∈ Sf0, existuje r ∈ R takové, že f = π(re0),
tedy můžeme uvažovat g ∈ Re0. Z lemmatu 19 existuj́ı n ∈ N a t ∈ R taková,
že e = tngn ∈ R je idempotent splňuj́ıćı f = π(e). Protože je f nenulový, muśı
být e nenulový a dále máme, že e = tngn = (tngn−1)g ∈ Re0. Máme tak rozklad
R = Re⊕R(1− e), speciálně je

Re0 = Re0 ∩ Re⊕R(1− e) = Re⊕ Re0 ∩R(1− e) .
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Posledńı rovnost plat́ı, nebot’ Re ⊆ Re0, a tedy kdykoliv r1e + r2(1 − e) ∈ Re0,
jelikož r1e ∈ Re0, muśı být r2(1−e) ∈ Re0. Opačná inkluze je triviálńı. Dı́ky této
rovnosti máme e0 = e0e + e0(1 − e), kde e0(1 − e) ∈ Re0. Položme en+1 = e0e.
Můžeme si všimnout, že z faktu e = re0, pro nějaké r ∈ R, je en+1 idempotent

e2n+1 = e0re0e0re0 = e0re0re0 = e0e
2 = e0e = en+1.

Nav́ıc je ortogonálńı se všemi idempotenty z {e1, . . . , en} a neńı nulový. Kdyby
byl, tak je pro ρ : Re0 ↠ Re projekci do složky ρ(e0) = e0e = en+1 = 0, čili je
e = ρ(re0) = 0, což je spor. Nav́ıc je Sπ(en+1) jednoduchý v S. To proto, že 0 ̸=
π(en+1) = π(e0)π(e) = π(e0)f ∈ Sf , tedy z jednoduchosti Sf je Sπ(en+1) = Sf .
Máme tak nenulové ortogonálńı idempotenty e1, . . . , en, en+1 takové, že pro každé
i ∈ {1, . . . , n+ 1} je 0 ̸= Sπ(ei) jednoduchý modul v S.

Dále induktivně pokračujme v konstrukci idempotent̊u. Jelikož v R neexistuje
nekonečná množina ortogonálńıch idempotent̊u, muśı existovat m ∈ N takové, žePm

i=1 fi = 1, a tedy S = Soc(S) =
Lm

i=1 Sfi

Důkaz implikace z (6 ) do (1 ) ve větě 10 už je jen spojeńı dokázaných tvrzeńı.

(6 ) ⇒ (1 ). Předpokládejme podmı́nku (6 ). Potom je J(R) z tvrzeńı 18 zprava
T-nilpotentńı a R/J(R) je z tvrzeńı 21 totálně rozložitelný.
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Kapitola 3

Ekvivalence podmı́nek (1) a (2)

Tato kapitola obsahuje d̊ukaz ekvivalence podmı́nek (1) a (2) z věty 10.
Následně je uveden d̊ukaz věty charakterizuj́ıćı semi-perfektnost. Neńı-li řečeno
jinak, všechna tvrzeńı v této kapitole jsou převzata z [1, str. 471–476]. Důkazy
jsou rovněž převzaty, náležitě přizp̊usobeny a doplněny o chyběj́ıćı detaily.

Věta 22. Pro okruh R jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

(a) R je zprava semi-perfektńı,

(b) R/ J(R) je totálně rozložitelný okruh a idempotenty lze zvedat mod J(R),

(c) každý konečně generovaný pravý R-modul má projektivńı pokryt́ı.

Nav́ıc je R je zprava perfektńı právě tehdy, když plat́ı podmı́nka (b) a k tomu je
J(R) zprava T-nilpotentńı ideál.

Poznámka. Tato věta plat́ı obdobně i pro levé R-moduly. Podmı́nka (b) je ovšem
totožná s tou pro pravé R-moduly. Vid́ıme tak, že semi-perfektnost je symetrická
vlastnost.

Předpoklad zvedáńı idempotent̊u v podmı́nce (b) je nutný. Uvažme následuj́ıćı
př́ıklad.

Př́ıklad 3. At’ je M množina všech přirozených č́ısel, která nejsou dělitelná
dvěma ani třemi. Jde o multiplikativńı množinu v Z. Uvažme okruh ZM =M−1Z.

Necht’ k
m

∈ ZM takové, že k > 0 neńı dělitelné dvěma ani třemi, potom je m
k

jeho inverz. Obdobně pro k < 0. Uvažme vlastńı ideál I v ZM . Z výše dokázaného
je čitatel každého prvku z I dělitelný dvěma nebo třemi. Dokonce děĺı dvojka nebo
trojka čitatel každého prvku z I. BÚNO at’ v I existuje prvek, jehož čitatel neńı
dělitelný třemi, tj. existuje 2k

m
∈ I takové, že 3 ∤ k. Kdyby existovalo 3l

n
∈ I

takové, že 2 ∤ l, tak čitatel prvku 3l
n
+ 2k

m
= 3lm+2kn

mn
neńı dělitelný dvěma ani

třemi, čili je I = ZM , což je spor. Proto je I ⊆ 2ZM nebo I ⊆ 3ZM . Speciálně,
je-li I maximálńı, źıskáme I = 2ZM , nebo I = 3ZM . Ideály 2ZM a 3ZM jsou
maximálńı, nebot’ když 2ZM ⊆ I ⊊ ZM , plat́ı 2ZM ⊆ I ⊆ 2ZM , tj. I = 2ZM ,
nebo 2ZM ⊆ I ⊆ 3ZM , což nám dá spor. Obdobně pro 3ZM . Proto má okruh
ZM právě dva maximálńı ideály a J(ZM) = 2ZM ∩ 3ZM = 6ZM . Nav́ıc plat́ı, že
ZM/6ZM ≃ Z6, čili je totálně rozložitelný a 3 + 6ZM je netriviálńı idempotent,
který nelze zvednout, nebot’ je ZM obor, a tak neobsahuje netriviálńı idempotenty.
Z věty o semi-perfektnosti pak vyplyne, že nejde o semiperfektńı okruh.
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3.1 Lemmata k větě o semi-perfektnosti

Pozorováńı. Necht’ je I oboustranný ideál v okruhu R a M ∈ Mod-R. Pak je
vztahem m(r + I) = mr na M korektně definována struktura R/I-modulu právě
tehdy, když MI = 0.

Tvrzeńı 23. At’ je R okruh a I je oboustranný ideál v R. Necht’ A je R/I-modul
a π : P → A je jeho R-projektivńı pokryt́ı. Potom je zobrazeńı ρ : P/PI → A,
indukované zobrazeńım π, jeho R/I-projektivńı pokryt́ı. Speciálně faktorokruhy
(semi-)perfektńıch okruh̊u jsou (semi-)perfektńı.

D̊ukaz. Nejprve si všimněme, že (P/PI)I = 0, čili jde o R/I-modul. Uvažme
M,N ∈ Mod -R/I, f ∈ HomR/I(M,N) epimorfismus. At’ g ∈ HomR/I(P/PI,N).
Pak jde rovněž o R-lineárńı zobrazeńı. Označme σ ∈ HomR(P, P/PI) projekci
mod PI. Z projektivity P existuje h′ ∈ HomR(P,M) takové, že f ◦ h′ = g ◦ σ.
Pro libovolné p ∈ P a i ∈ I plat́ı h′(pi) = h′(p)i = h′(p)(i + I) = 0. Věta
o homomorfismu nám tak dá existenci h ∈ HomR/I(P/PI,M) splňuj́ıćı h◦σ = h′.
Dohromady je f ◦ h ◦ σ = f ◦ h′ = g ◦ σ, ale σ je epimorfismus, čili f ◦ h = g.
Proto je P/PI projektivńı R/I-modul.

A je R/I-modul, tedy AI = 0. Z toho máme, že pro všechny p ∈ P a pro
všechny i ∈ I je π(pi) = π(p)i = 0, tedy je PI ⊆ Ker π. Proto je z věty o homo-
morfismu zobrazeńı

ρ : P/PI → A

p+ PI 7→ π(p)

dobře definované R/I-lineárńı zobrazeńı. Nav́ıc je surjektivńı, nebot’ Im ρ = Imπ,
a také Ker ρ = Ker π/PI. Zbývá tak ukázat, že Ker ρ ≪ P/PI. Uvažme tedy
B ⊆ P/PI podmodul takový, že P/PI = B+Ker ρ. Potom existuje C podmodul
v P takový, že PI ⊆ C a B = C/PI. Jsme tak schopni rovnost rozepsat jako:

P/PI = B +Ker ρ = C/PI +Ker π/PI = (Kerπ + C)/PI.

Užit́ım nepodstatnosti Kerπ v P dostaneme C = P , pročež je B = P/PI.

Tvrzeńı 24 (Jednoznačnost projektivńıho pokryt́ı). Necht’ A ∈ Mod-R a dál
je P ∈ Mod-R projektivńı. Necht’ ρ : P ↠ A je epimorfismus a π : PA ↠ A je
projektivńı pokryt́ı. Pak existuj́ı Q podmodul v P , D podmodul v Ker ρ takové, že:

(i) P = Q⊕D,

(ii) ρ↾Q je projektivńı pokryt́ı modulu A,

(iii) existuje izomorfismus ι : Q→ PA takový, že ρ↾Q = π ◦ ι.
Je-li nav́ıc ρ projektivńı pokryt́ı modulu A, tak Q = P .

D̊ukaz. Z projektivity P existuje f ∈ HomR(P, PA) takové, že ρ = π◦f . Obdobně
z projektivity PA existuje g ∈ HomR(PA, P ) takové, že π = ρ ◦ g, viz obrázek 3.1.
Spojeńım těchto rovnost́ı źıskáme π = ρ◦g = π◦f ◦g, tedy z tvrzeńı 9 je zobrazeńı
f ◦ g bijekce. Ukážeme, že plat́ı P = Im g ⊕Ker f . At’ p ∈ P , potom

p = (g ◦ (f ◦ g)−1 ◦ f)(p) + p− (g ◦ (f ◦ g)−1 ◦ f)(p).
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Obrázek 3.1

Prvńı člen je v Im g a f(p − [g ◦ (f ◦ g)−1 ◦ f ](p)) = f(p) − f(p) = 0. Kdyby
p ∈ Im g ∩Ker f , tak existuje q ∈ PA takové, že 0 = f(p) = (f ◦ g)(q). Protože je
f ◦ g bijekce, tak q = 0. Z toho je p = g(q) = 0. Nakonec Ker f ⊆ Ker ρ, protože
pro p ∈ Ker f je ρ(p) = π(f(p)) = 0. Položme Q = Im g a D = Ker f . Našli jsme
tak rozklad P = Q⊕D. Speciálně je Q projektivńı R-modul.

Označme ι = f ↾ Q. Potom Ker ι = Ker f ∩ Im g = 0. Dále v́ıme, že f je
epimorfismus. Proto pro p ∈ PA existuj́ı q ∈ Q, d ∈ D takové, že

p = f(q + d) = f(q) + f(d) = f(q) = ι(q).

Z faktu ρ = π ◦ f pak dostaneme ρ↾Q = π ◦ ι. Hledaný izomorfismus je ι.
Zbývá ukázat, že ρ ↾ Q je projektivńı pokryt́ı. V prvńı řadě je ρ ↾ Q epi-

morfismus. To protože pro a ∈ A existuj́ı q ∈ Q, d ∈ D ⊆ Ker ρ takové, že
a = ρ(q + d) = (ρ ↾ Q)(q). Dále si všimneme, že ι(Ker ρ ∩ Q) = Kerπ. At’

q ∈ Ker (ρ ↾Q). Pak je π(ι(q)) = (ρ ↾Q)(q) = 0. Naopak pro p ∈ Ker π existuje
q ∈ Q takové, že p = ι(q). Potom (ρ↾Q)(q) = π(ι(q)) = π(p) = 0.
At’ S+Ker (ρ↾Q) = Q. Potom obrazem přes ι źıskáme rovnost ι(S)+Ker π = PA.
Užit́ım nepodstatnosti Kerπ v PA je ι(S) = PA. Proto muśı být S = ι−1(PA) = Q.

Nakonec at’ je ρ projektivńı pokryt́ı. Potom je g ◦ f bijekce, tud́ıž jsou f a g
izomorfismy. Z toho Q = Im g = P .

Tvrzeńı 25. At’ je I pravý ideál v okruhu R. At’ π : R → R/I je projekce mod I.
Projekce π je projektivńı pokryt́ı právě tehdy, když I ⊆ J(R). Je-li nav́ıc R zprava
semi-perfektńı, tak nastane právě jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

(i) I ⊆ J(R),

(ii) I obsahuje netriviálńı direktńı sč́ıtanec regulárńıho modulu R.

D̊ukaz. At’ je π projektivńı pokryt́ı modulu R/I, tj. Ker π = I ≪ RR. Z vlastnost́ı
radikálu máme J(R) =

P
N≪RR

N , tedy I ⊆ J(R). At’ je naopak I ⊆ J(R). Jelikož
je RR konečně generovaný, plat́ı J(R) ≪ RR. Speciálně nám lemma 8 dává I ≪ R.

Nyńı at’ je R semi-perfektńı. R/I je cyklický R-modul. Proto existuje jeho
projektivńı pokryt́ı ρ : P → R/I. Dále vezměme krátkou exaktńı posloupnost

0 −→ I
⊆−→ R

π−→ R/I −→ 0. Z tvrzeńı 24 máme Q,D pravé ideály v R takové,
že D ⊆ I, R = Q⊕D a π ↾Q je projektivńı pokryt́ı. Kdyby D ̸= 0, tak I obsahuje
netriviálńı direktńı sč́ıtanec v R, totiž D. Kdyby D = 0, tak R = Q, čili je π
projektivńı pokryt́ı a z prvńı části dostáváme I ⊆ J(R).

Předchoźı tvrzeńı nám tak ř́ıká, že nad semi-perfektńımi okruhy jsou nepod-
statné ideály právě ty ideály, které neobsahuj́ı nenulové idempotenty.

Tvrzeńı 26. Je-li R zprava semi-perfektńı a J(R) = 0, je R totálně rozložitelný.
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D̊ukaz. Kdyby Soc(R) ⊊ R, existuje M maximálńı pravý ideál v R takový, že
Soc(R) ⊆ M . Ze semi-perfektnosti R existuje ρ : P → R/M projektivńı pokryt́ı
modulu R/M . Uvažme π : R ↠ R/M projekci mod M . Jelikož R je projektivńı,
z tvrzeńı 24 existuj́ı pravé ideály Q a D v R takové, že D ⊆ M a R = Q ⊕ D.
Nav́ıc je π ↾Q projektivńı pokryt́ı. Dı́ky tomu je M ∩Q nepodstatný v Q.

Nyńı ukážeme, že M neobsahuje žádný netriviálńı direktńı sč́ıtanec modulu
Q. Kdyby Q = A⊕B, A ⊆M , pak

Q = A⊕B ⊆ (Q ∩M) +B = Q.

Z nepodstatnosti Q ∩M v Q je B = Q, tedy je A triviálńı. Protože v M nejsou
netriviálńı direktńı sč́ıtance modulu Q, takM ∩Q neobsahuje netriviálńı direktńı
sč́ıtance regulárńıho modulu R. Kdyby totiž R = A ⊕ B, kde A ⊆ M ∩ Q, tak
z předchoźıho A = 0. Z tvrzeńı 25 tak muśı nastat situace M ∩ Q ⊆ J(R) = 0.
Máme tedy

Q ≃ Q/(M ∩Q) ≃ R/M.

Jelikož jeM maximálńı, Q je jednoduchý, čili Q ⊆ Soc(R) ⊆M . Dostáváme tak,
že R = Q⊕D ⊆M ⊊ R, což je spor.

Následuj́ıćı dvě tvrzeńı jsou alternativńı př́ıstup k [1, Proposition 2.7], který
je jako možnost zmı́něn již v článku [1]. Ćılem je ukázat, že pro netriviálńı pro-
jektivńı modul P muśı vždy platit P J(R) ⊊ P .

Tvrzeńı 27. At’ M ∈ Mod-R, x ∈M . At’ existuje k ∈ N, m1, . . . ,mk ∈ Rad(M)
a f1, . . . , fk ∈ HomR(M,RR) takové, že x =

Pk
i=1mifi(x). Potom je x = 0.

Speciálně kdykoliv 0 ̸=M = Rad(M), pak M neńı projektivńı.

D̊ukaz. Indukćı podle k ∈ N. Nejprve at’ je k = 1, tedy mějme pro x ∈ M dané
m ∈ Rad(M) a f ∈ HomR(M,RR) takové, že x = mf(x). Pak je

f(x) = f(mf(x)) = f(m)f(x).

Jelikož m ∈ Rad(M), tak z vlastnost́ı radikálu je f(m) ∈ J(R) a existuje t ∈ R
takové, že t(1− f(m)) = (1− f(m))t = 1. Proto máme

0 = f(x)− f(x) = f(x)− f(m)f(x) = (1− f(m))f(x)

0 = t(1− f(m))f(x) = f(x)

Źıskáme tak, že x = mf(x) = m · 0 = 0.
Nyńı mějme k ≥ 2 a předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechny l ∈ N, l < k.

Mějme dané x ∈M a k němu m1, . . . ,mk ∈ Rad(M) s f1, . . . , fk ∈ HomR(M,RR)
takové, že x =

Pk
i=1mifi(x). Pod́ıvejme se na obraz x při fk:

fk(x) = fk

kX
i=1

mifi(x) =
kX
i=1

fk(mifi(x)) =
kX
i=1

fk(mi)fi(x). (3.1)

Potom, opět jako v př́ıpadu pro k = 1, je fk(mk) ∈ J(R) a existuje t ∈ R takové,
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že t(1− fk(mk)) = (1− fk(mk))t = 1. Upravme si rovnici (3.1) do tvaru

fk(x)− fk(mk)fk(x) =
k−1X
i=1

fk(mi)fi(x)

(1− fk(mk))fk(x) =
k−1X
i=1

fk(mi)fi(x)

t(1− fk(mk))fk(x) = t

k−1X
i=1

fk(mi)fi(x)

fk(x) =
k−1X
i=1

tfk(mi)fi(x).

Posledńı člen ve vyjádřeńı x tak lze rozepsat jako R-lineárńı kombinaci prvk̊u
z radikálu, tj.

x =
k−1X
i=1

mifi(x) +mkfk(x) =

=
k−1X
i=1

mifi(x) +
k−1X
i=1

mktfk(mi)fi(x) =

=
k−1X
i=1

(mi +mktfk(mi))fi(x).

Protože mi +mktfk(mi) ∈ Rad(M), z indukčńıho předpokladu obdrž́ıme x = 0.
Uvažme R-modul M splňuj́ıćı 0 ̸=M = Rad(M). Kdyby byl projektivńı, tak

z lemmatu o duálńı bázi máme pro každé x ∈ M vyjádřeńı x =
Pkx

i=1m
x
i f

x
i (x),

kde kx ∈ N a fxi ∈ HomR(M,RR), m
x
i ∈M = Rad(M) pro i ≤ kx. Z dokázaného

pak x = 0, čili M = 0, což je spor.

Lemma 28. Pro P projektivńı R-modul je Rad(P ) = P J(R).

D̊ukaz. Inkluze P J(R) ⊆ Rad(P ) plat́ı z lemmatu 3. Pro opačnou inkluzi, protože
je P projektivńı, máme z lemmatu o duálńı bázi pro každé x ∈ P vyjádřeńı
x =

Pkx
i=1m

x
i f

x
i (x), kde kx ∈ N a fxi ∈ HomR(P,RR), m

x
i ∈ P pro i ≤ kx.

Z lemmatu 3 bod (i) pro x ∈ Rad(P ) a i ≤ kx dostáváme fxi (x) ∈ J(R). Proto je
x =

Pkx
i=1m

x
i f

x
i (x) ∈ P J(R).

Tvrzeńı 29. At’ je R/J(R) totálně rozložitelný okruh a každý idempotent lze
zvednout mod J(R). Modul A ∈ Mod-R má projektivńı pokryt́ı, pokud je splněna
následuj́ıćı podmı́nka: Je-li B ∈ Mod-R netriviálńı modul, který nemá v́ıce ge-
nerátor̊u, než A, pak B J(R) ⊊ B.

D̊ukaz. Nejprve si označme S = R/J(R). Pod́ıvejme se na R-modul A/A J(R).
Ten splňuje, že

A/A J(R) J(R) = ⟨{(a+ A J(R))r | a ∈ A, r ∈ J(R)}⟩ =
= ⟨{(ar + A J(R)) | a ∈ A, r ∈ J(R)}⟩ =
= A J(R)/A J(R) = 0,
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čili tvoř́ı S-modul. Jelikož je S totálně rozložitelný, tak je A/A J(R) totálně
rozložitelný. Proto existuje množina I a pro i ∈ I jednoduchý S-modul Mi

splňuj́ıćı A/A J(R) ≃
L

i∈IMi. Z lemmatu 2 je pak pro každé i ∈ I modul
Mi izomorfńı nějakému pravému ideálu Ki v S. Z komplementarity svazu pod-
modul̊u S je pak každý tento ideál direktńım sč́ıtancem. Proto pro něj existuje
idempotent fi ∈ S takový, že Ki = fiS. Složeńım těchto rovnost́ı a izomorfismů
dostaneme A/A J(R) ≃

L
i∈I fiS ⊆ S(I).

Označme π : R ↠ S projekci mod J(R). Z předpokladu pro každé i ∈ I
existuje idempotent ei ∈ R takový, že π(ei) = fi. Dále pro i ∈ I označme
σi = π ↾eiR. Pak pro r ∈ R máme π(eir) = π(ei)r = fir = fi(r + J(R)) ∈ fiS,
čili σi : eiR ↠ fiS je epimorfismus. Zaj́ımá nás, co je jeho jádro.

Kerσi = Kerπ ∩ eiR = J(R) ∩ eiR = ei J(R),

kde posledńı rovnost plat́ı, nebot’ pro eir ∈ J(R) ∩ eiR je eir = ei(eir) ∈ ei J(R).
Naopak pro eir, kde r ∈ J(R) je eir ∈ J(R) ∩ eiR, protože je J(R) oboustranný
ideál. Dostáváme eiR/ei J(R) ≃ fiS, a proto

A/A J(R) ≃
M
i∈I

eiR/ei J(R).

Definujme si P =
L

i∈I eiR. Protože R = eiR ⊕ (1 − ei)R, tak jsou eiR
projektivńı. P je pak projektivńı jako direktńı suma projektivńıch modul̊u. Dı́ky
tomu, že jde o projektivńı moduly, z lemmatu 5 a lemmatu 28 źıskáme

P J(R) = Rad(P ) =
M
i∈I

Rad(eiR) =
M
i∈I

ei J(R).

Nyńı chceme ukázat, že P/P J(R) ≃
L

i∈I eiR/ei J(R). Pro každé i ∈ I
označme ψi : eiR ↠ eiR/ei J(R) projekci mod J(R) a uvažme krátkou exaktńı
posloupnost

0 → ei J(R)
⊆−→ eiR

ψi−↠ eiR/ei J(R) → 0.

Jejich direktńım součtem přes i ∈ I źıskáme novou krátkou exaktńı posloupnost

0 → P J(R)
⊆−→ P

ψ
−↠

M
i∈I

eiR/ei J(R) → 0,

kde ψ =
L

i∈I ψi. Využili jsme předešlé rovnosti a definice P . Z prvńı věty o izo-
morfismu pro ψ tak dostáváme požadovaný výsledek. Dohromady máme

A/A J(R) ≃ P/P J(R).

Definujme si ρ : P → A/A J(R) jako projekci P → P/P J(R) mod P J(R)
složenou s izomorfismem P/P J(R) → A/A J(R). Proto jde o epimorfismus a
Ker ρ = P J(R). At’ je π : A ↠ A/A J(R) projekce mod A J(R). Z projektivity P
pak existuje f ∈ HomR(P,A) takové, že ρ = π ◦ f , jako na obrázku 3.2.
Chceme ukázat, že f je projektivńı pokryt́ı. Nejprve nahlédneme, že f je surjek-
tivńı za předpokladu Kerπ ≪ A. At’ a ∈ A. Ze surjektivity ρ pak existuje
p ∈ P takové, že ρ(p) = π(a). Potom a = f(p) + a − f(p). Všimneme si, že
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P A/AJ(R)

A

f

ρ

π

Obrázek 3.2

π(a − f(p)) = π(a) − ρ(p) = 0. Dostáváme tak, že A = Im f + Ker π. Užit́ım
nepodstatnosti Kerπ v A źıskáme Im f = A.

Plat́ı, že Ker f ⊆ Ker ρ, nebot’ pro a ∈ Ker f je ρ(a) = π(f(a)) = 0. Dı́ky
lemmatu 8 tak stač́ı ukázat, že Ker ρ je nepodstatné v P .

Zbývá tak dokázat, že A J(R) ≪ A a P J(R) ≪ P . At’ C ∈ {A,P}. Uvažme
K podmodul modulu C takový, že K+C J(R) = C. Ukážeme, že C/K = 0. Plat́ı

C/K J(R) = ⟨{(c+K)r | c ∈ C, r ∈ J(R)}⟩ =
= ⟨{cr +K | c ∈ C, r ∈ J(R)}⟩ =
= ⟨{(cr + k) +K | c ∈ C, k ∈ K, r ∈ J(R)}⟩ =
= C J(R) +K /K =

= C/K.

V př́ıpadě C = A nemá modul A/K větš́ı počet generátor̊u než A. Z předpokladu
tedy A/K = 0. Pro př́ıpad C = P rozlǐśıme dva př́ıpady. Vı́me, že A ≃

L
i∈I fiS.

Je-li A konečně generovaný, potom je I konečná, čili jsou P a P/K konečně gene-
rované. Z Nakayamova lemmatu je pak P/K = 0. Neńı-li A konečně generovaný,
potom I neńı konečná množina. Pro M ∈ Mod-R označme gen(M) nejmenš́ı
kardinál takový, že M je generován množinou této kardinality. Potom

gen(P/K) ≤ gen(P ) = |I| = gen(A/A J(R)) ≤ gen(A).

Využili jsme definice P =
L

i∈I eiR a faktu, že eiR je cyklický. Z předpokladu
dostáváme, že P/K = 0.

3.2 Důkaz věty o semi-perfektnosti

Než se dostaneme k d̊ukazu věty 22 o semi-perfektnosti, budeme potřebovat
následuj́ıćı lemma. To nám dá podmı́nku na to, kdy se rovnaj́ı dva idempotenty.

Lemma 30. Necht’ R je okruh a e, f ∈ R jsou idempotenty. Pokud eR = fR a
zároveň (1− e)R = (1− f)R, tak e = f .

D̊ukaz. Z předpoklad̊u můžeme vyjádřit f ∈ fR = eR jako násobek e a stejně
tak 1− f ∈ (1− f)R = (1− e)R, čili existuj́ı r1, r2 ∈ R takové, že

er1 = f

(1− e)r2 = 1− f.
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Sečteńım rovnic dostaneme:

r2 − er2 + er1 = 1

e(r1 − r2) = 1− r2.

Nyńı vynásob́ıme rovnici zleva e a využijeme toho, že je e idempotent. Dostaneme:

e2(r1 − r2) = e(1− r2)

e(r1 − r2) = e(1− r2)

er1 = e

Tedy máme e = er1 = f .

D̊ukaz věty 22. (b) ⇒ (c): At’ je M ∈ Mod-R konečně generovaný. At’ B nemá
v́ıce generátor̊u než M a splňuje B J(R) = B. Z Nakayamova lemmatu źıskáme
B = 0. Z tvrzeńı 29 tak existuje projektivńı pokryt́ı modulu M .
(c) ⇒ (a): cyklický modul je konečně generovaný.
(a) ⇒ (b): Předpokládejme, že R je zprava semi-perfektńı. Protože J(R) je obou-
stranný ideál, z tvrzeńı 23 je R/J(R) semi-perfektńı. Z vlastnost́ı radikálu je
J(R/J(R)) = 0, čili nám tvrzeńı 26 dává, že R/J(R) je totálně rozložitelný. Nyńı
označme S = R/J(R) a mějme daný f ∈ S idempotent. Chceme f zvednout na
idempotent v R. Uvažme rozklad S na

S = fS ⊕ (1− f)S.

Označme A = fS a B = (1− f)S. Protože jde o cyklické R-moduly, tak ze semi-
perfektnosti R existuj́ı α : P ↠ A projektivńı pokryt́ı R-modulu A a β : Q ↠ B
projektivńı pokryt́ı R-modulu B. Definujme zobrazeńı:

φ : P ⊕Q→ S

(p, q) 7→ α(p) + β(q).

To je zřejmě dobře definovaný epimorfismus pravých R-modul̊u. Nyńı ukážeme,
že Kerφ≪ P ⊕Q. Plat́ı, že Kerφ = Kerα⊕Ker β. To protože

Kerφ = {(p, q) ∈ P ⊕Q | f((p, q)) = 0} =

= {(p, q) ∈ P ⊕Q | α(p) + β(q) = 0} =

= {(p, q) ∈ P ⊕Q | α(p) = 0, β(q) = 0} =

= Kerα⊕Ker β.

Třet́ı a čtvrtá rovnost plat́ı, protože A ∩ B = 0. Protože je Kerα ≪ P , tak je
Kerα⊕0 ≪ P⊕0 ⊆ P⊕Q. Stejně tak je 0⊕Ker β ≪ 0⊕Q ⊆ P⊕Q. Z lemmatu 8
je pak Kerα⊕Ker β ≪ P ⊕Q. Proto je φ projektivńı pokryt́ı.

Máme S = A ⊕ B, z tvrzeńı 25 je π : R ↠ S projekce mod J(R) také pro-
jektivńı pokryt́ı. Z tvrzeńı 24 obdrž́ıme izomorfismus ι : R → P ⊕ Q takový, že
π = φ ◦ ι. Pomoćı tohoto izomorfismu dostaneme rozklad R = C ⊕D, kde

C = ι−1(P ⊕ 0)

D = ι−1(0⊕Q).

23



Nyńı at’ j : R ↠ C je projekce na C. Pak j ∈ EndR(R) je idempotent. Označme
e = j(1). Potom jsou e a 1− e idempotenty a nav́ıc z faktu Ker j = D dostaneme

C = j(R) = j(1)R = eR,

D = (id−j)(C +D) = (id−j)(1)R = (1− e)R.

Z lemmatu 30 je pak e touto vlastnost́ı jednoznačně určen. Nakonec

π(e)S = π(eR) = π(C) = fS, π(1− e)S = π((1− e)R) = π(D) = (1− f)S.

Využili jsme definic C a D spolu s faktem π = φ◦ι. Z lemmatu 30 plyne π(e) = f .
T́ım jsme zvedli f ∈ R/J(R) idempotent na e ∈ R idempotent. Posledńı část
věty dokážeme, až budeme mı́t k dispozici ekvivalenci prvńıch dvou podmı́nek
Teorému P.

3.3 Důkaz ekvivalence (1) a (2) z Teorému P

Nyńı máme dostatečné prostředky pro d̊ukaz obou implikaćı prvńıch dvou
podmı́nek ve větě 10. Začneme implikaćı z (1 ) do (2 ).

(1) ⇒ (2). At’ je R/J(R) totálně rozložitelný a J(R) je zprava T-nilpotentńı.
Ukážeme, že pro každý netriviálńı R-modul B nastane situace B J(R) ⊊ B. Pro
každý R-modul tak budou splněny předpoklady tvrzeńı 29, čili bude mı́t nějaké
projektivńı pokryt́ı. Mějme dán netriviálńı modul B takový, že B = B J(R).
Potom existuje nenulové b ∈ B. Protože b ∈ B = B J(R), můžeme b zapsat jako
konečnou J(R)-lineárńı kombinaci prvk̊u z B:

b =
X
i1

bi1ri1 , bi1 ∈ B, ri1 ∈ J(R).

Nyńı postupujme indukćı podle počtu sč́ıtaćıch index̊u. Mějme vyjádřeńı b jako

b =
X
i1

· · ·
X
ik

bi1···ikri1···ik · · · ri1i2ri1 , bi1···ik ∈ B, ri1···ik , . . . , ri1 ∈ J(R). (3.2)

Protože bi1···ik ∈ B = B J(R), tak existuj́ı bi1···ikik+1
∈ B a ri1···ikik+1

∈ J(R) takové,
že bi1···ik =

P
ik+1

bi1···ikik+1
ri1···ikik+1

je konečný součet. Dosazeńım této rovnosti

do (3.2) dostaneme:

b =
X
i1

· · ·
X
ik

X
ik+1

bi1···ikik+1
ri1···ikik+1

ri1···ik · · · ri2i1ri1 . (3.3)

Protože je b ̸= 0, tak je v každém kroku nějaký sč́ıtanec nenulový. Speciálně tak
existuje posloupnost po sobě jdoućıch index̊u ij1 , . . . , ijn taková, že

rij1 ,··· ,ijn · · · rij1 ij2rij1 ̸= 0.

Nyńı si vytvořme graf, kde každý vrchol bude takováto posloupnost index̊u a jehož
hrany odpov́ıdaj́ı připojeńı nového indexu do posloupnosti stejně, jako se přidává
př́ıslušný prvek z J(R) do sumy ve (3.3). Dı́ky induktivńı konstrukci jde o ne-
konečný strom. Nav́ıc má každý jeho vrchol konečný index. To proto, že v (3.3)
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přidáváme konečný součet, tedy jen konečně nových index̊u. Těch co nám daj́ı
nenulový součin tak může být také pouze konečně. Z Kőnigova lemmatu pak
má tento strom nekonečnou větev. Našli jsme tak nekonečnou posloupnost prvk̊u
J(R) takovou, že pro libovolné n ∈ N je rij1 ,··· ,ijn · · · rij1 ij2rij1 ̸= 0. To je ale spor
s T-nilpotenćı J(R).

(2) ⇒ (1). Necht’ je R zprava perfektńı okruh. Pak je R semi-perfektńı, tedy
z prvńı části věty 22 je R/J(R) totálně rozložitelný. Chceme, že J(R) je zprava
T-nilpotentńı. Uvažme libovolnou posloupnost {an}n∈N v J(R). Vezměme tro-
jici [F, {an}, G] určuj́ıćı Bass̊uv modul F/G, tj. F je volný R-modul s volnou báźı
{x1, x2, . . . } a G ⊆ F je jeho podmodul generovaný prvky xn−xn+1an pro n ∈ N.
Z perfektnosti máme σ : P ↠ F/G projektivńı pokryt́ı. Dál máme krátkou exaktńı
posloupnost

0 G F F/G 0,
⊆ ρ

kde ρ : F ↠ F/G je projekce modG. Pak ale z tvrzeńı 24 existuj́ıQ,D podmoduly
v F takové, že D ⊆ G, F = Q⊕D a ρ↾Q je projektivńı pokryt́ı modulu F/G, tj.
G∩Q≪ Q a Q je projektivńı. Dále plat́ı F = G+F J(R). To protože pro všechny
n ∈ N je prvek xn − xn+1an jeden z generátor̊u modulu G a xn+1an ∈ F J(R),
tedy

xn = (xn + xn+1an)− (xn+1an) ∈ G+ F J(R).

Modul G + F J(R) tak obsahuje celou volnou bázi F , tedy obsahuje F . Opačná
ikluze je triviálńı. Máme tak:

F = G+ F J(R) =

= [G ∩ (Q⊕D)] + [(Q⊕D) J(R)] =

= [(G ∩Q)⊕ (G ∩D)] + [Q J(R) +D J(R)] = (3.4)

= [(G ∩Q)⊕D] + [Q J(R) +D J(R)] =

= (G ∩Q) +D +Q J(R) +D J(R) =

= [(G ∩Q) +Q J(R)] + [D +D J(R)] =

= [(G ∩Q) +Q J(R)]⊕ [D +D J(R)] = (3.5)

= [(G ∩Q) +Q J(R)]⊕D.

Pro rovnost (3.4) uvažme q ∈ Q, d ∈ D ⊆ G. Je-li q+d ∈ G, tak q = q+d−d ∈ G;
naopak je-li q, d ∈ G, tak q+d ∈ G. Pro druhou polovinu rovnosti je prvńı inkluze
z distributivity a opačná z faktu Q J(R) ⊆ F J(R) a D J(R) ⊆ F J(R).
Rovnost (3.5) plat́ı, protože G∩Q+Q J(R) ⊆ Q, D+D J(R) ⊆ D a Q∩D = 0.
Máme tak rovnost

Q⊕D = [(G ∩Q) +Q J(R)]⊕D.

Tu protneme s Q, č́ımž dostaneme Q = (G ∩ Q) + Q J(R). Protože je G ∩ Q
nepodstatný v Q, tak Q = Q J(R), což je z projektivity Q a z lemmatu 28 rovno
Rad(Q). Využit́ım tvrzeńı 27 tak źıskáme Q = 0. Dı́ky tomu je F = D ⊆ G ⊆ F ,
čili F = G a F/G = 0. Proto je ρ(x1) · 1 = 0, neboli 1 ∈ Ann(ρ(x1)). Z tvrzeńı 13
pak existuje k ∈ N takové, že ak · · · a1 · 1 = 0. Našli jsme tak hledaný index
a proto je J(R) zprava T-nilpotentńı.

D̊ukaz zbytku věty 22 o semi-perfektnosti. Nyńı ukážeme, že R je perfektńı, právě
když plat́ı podmı́nka (b) a J(R) je zprava T-nilpotentńı. Je-li R zprava perfektńı,
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tak je z věty 10 J(R) zprava T-nilpotentńı ideál a R/J(R) je totálně rozložitelný.
Speciálně je J(R) nil ideál, čili z lemmatu 19 lze zvedat idempotenty mod J(R).
Naopak, je-li R/J(R) totálně rozložitelný, J(R) je zprava T-nilpotentńı a jsme-li
schopni zvedat idempotenty mod J(R), pak je z věty 10 R zprava perfektńı.
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Kapitola 4

Implikace mezi podmı́nkami (2),
(3) a (4)

V této kapitole se soustřed́ıme na implikace z (2 ) do (3 ) a z (3 ) do (4 ) ve
větě 10. V jejich d̊ukazu se odlǐśıme od článku [1]. Zp̊usob, kterým obě implikace
dokazujeme neńı nejkratš́ı, avšak je elementárńı a vyhýbáme se přitom využit́ı
tenzorového součinu a derivovaného funktoru Tor.

4.1 Implikace z (2) do (3)

V celé této sekci uvažujeme, že okruh R je zprava perfektńı.

Definice 22 (Modul charakter̊u). Necht’ M ∈ Mod-R. Modul charakter̊u modulu
M definujeme jako M+ = HomZ(M, Q/Z).

Poznámka. 1) Pro M ∈ Mod-R je M+ ∈ R-Mod s násobeńım definovaným
následovně. Pro f ∈M+, r ∈ R definujeme ∀m ∈M : (r · f)(m) = f(m · r).
2) Kontravariantńı funktor (−)+ : Mod-R → R-Mod je exaktńı. Nav́ıc je grupa
Q/Z kogenerátor kategorie Z -Mod, čili jde o věrný funktor.

Definice 23 (Plochý modul). M ∈ Mod-R je plochý, pokud je M+ injektivńı.

Poznámka. Projektivńı moduly jsou ploché.

Definice 24. At’ je I levý ideál v R,M ∈ Mod-R. PakMI znač́ı abelovskou grupu
generovanou všemi součiny prvk̊u M a I, tj. MI = ⟨{m · i | m ∈M, i ∈ I}⟩.

Uvažme situaci, kdy máme dán netriviálńı M ∈ Mod-R spolu s jeho projek-
tivńım pokryt́ım π : P ↠ M . Označme K = Kerπ. Naš́ım ćılem je ukázat, že
za předpokladu pravé perfektnosti R a plochosti M bude K = 0. T́ım źıskáme,
že je toto projektivńı pokryt́ı izomorfismus, tedy bude M projektivńı. Začneme
několika pozorováńımi.

Lemma 31. Necht’ M,P ∈ Mod-R, π : P ↠M je epimorfismus a I je levý ideál
v R. Plat́ı Im (π ↾ PI) = MI. Je-li nav́ıc π projektivńı pokryt́ı modulu M ̸= 0
s jádrem K, máme K ⊆ P J(R).
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D̊ukaz. Máme-li
P

j pjij ∈ PI, tak je π
P

j pjij =
P

j π(pj)ij ∈ MI. Naopak
mějme dané

P
jmjij ∈MI. Ze surjektivity π pro každé mj ∈M existuje pj ∈ P

takové, že π(pj) = mj. Proto
P

jmjij = π(
P

j pjij).
Nyńı chceme, že K ⊆ P J(R). Z vlastnost́ı radikálu je Rad(P ) =

P
N≪P N .

Jelikož je K nepodstatný v P , źıskáme K ⊆ Rad(P ). Nakonec nám z projektivity
modulu P lemma 28 dává, že K ⊆ Rad(P ) = P J(R).

Lemma 32. Necht’ 0 ̸= M,P ∈ Mod-R, kde P je projektivńı a π : P ↠ M je
projektivńı pokryt́ı modulu M s jádrem K. Potom plat́ı P/P J(R) ≃ M/M J(R),
M J(R) ⊊M a M J(R) = Rad(M).

D̊ukaz. Z 1. věty o izomorfismu a lemmatu výše dostáváme, že P/K ≃ M
a P J(R)/K ≃M J(R). Použit́ım 2. věty o izomorfismu źıskáme

M/M J(R) ≃ P/K

P J(R)/K
≃ P/P J(R).

Z tvrzeńı 27 a lemmatu 28 je P J(R) = Rad(P ) ⊊ P , čili P/P J(R) ̸= 0. Dı́ky
tomu aniM/M J(R) neńı triviálńı, a takM J(R) ⊊M . Jelikož Rad(P/P J(R)) =
0, tak Rad(M/M J(R)) = 0, č́ımž źıskáme Rad(M) ⊆ M J(R). Naopak z vlast-
nost́ı radikálu je M J(R) ⊆ Rad(M), takže máme M J(R) = Rad(M).

0 P/P J(R) M/M J(R) 0

0 K P M 0

0 K P J(R) M J(R) 0

≃

⊆ π

π↾P J(R)⊆

idK

Obrázek 4.1: Lemmata 31 a 32

Mějme R zprava perfektńı a M plochý. Abychom ukázali, že je projektivńı
pokryt́ı π modulu M izomorfismus, uvažme ρ : Q ↠ K projektivńı pokryt́ı jeho
jádra. Kdyby K ̸= 0, máme z lemmatu 32, že K J(R) ⊊ K. Ukážeme-li, že za
těchto podmı́nek plat́ı K J(R) = K, dostaneme spor a K = 0. Rovnost ukážeme
tak, že ověř́ıme platnost rovnosti KI = K ∩ PI pro každý levý ideál I v R.

Tvrzeńı 33. Uvažme krátkou exaktńı posloupnost 0 −→ K
⊆−→ P

π−→ M −→ 0
v Mod-R, kde P je projektivńı modul. Je-li M plochý modul, pro každý levý ideál
I v R plat́ı KI = K ∩ PI.

Abychom byli schopni dokázat tvrzeńı 33, budeme nejprve potřebovat vybu-
dovat př́ıslušný aparát. Začneme následuj́ıćı definićı.

Definice 25. Necht’ I je levý ideál v R. Definujme kontravariantńı funktory
GI , FI : Mod-R → Z -Mod následuj́ıćım zp̊usobem

(i) GI = HomR(I,−) ◦ (−)+,

(ii) FI : Mod-R → Z -Mod, kde

(a) FI(M) = (MI)+, pro M ∈ Mod-R,

(b) FI(α) = (α↾MI)+, pro α : M → N a uvažujeme α↾MI : MI → NI.
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Pozorováńı. Pro každý levý ideál I v R je FI funktor a GI zleva exaktńı funktor.

D̊ukaz. GI je složeńı exaktńıho a zleva exaktńıho funktoru. Proto jde o zleva
exaktńı funktor. FI je nejprve restrikce, která respektuje skládáńı, s následnou
aplikaćı funktoru (−)+.

Definice 26. Necht’ je I levý ideál v R a M ∈ Mod-R. Definujme zobrazeńı
τ IM : (MI)+ → HomR(I,M

+) následuj́ıćım zp̊usobem. Pro g ∈ (MI)+ definujeme

τ IM(g) : I →M+

i 7→ i · g,

kde (i · g)(m) = g(m · i), kdykoliv m ∈M . Položme τ I = (τ IM |M ∈ Mod-R).

Poznámka. Je-li ideál I jasný z kontextu, budeme mı́sto τ I , τ IM , GI a FI už́ıvat
značeńı τ , τM , G a F .

Tvrzeńı 34. Pro I levý ideál v R je soubor τ přirozená transformace τ : F → G
a každá jej́ı složka je prostá.

D̊ukaz. Nejprve ověř́ıme podmı́nky kompatibility pro τ , viz obr. 4.2. Uvažme
proto libovolné M,N ∈ Mod-R, α ∈ HomR(M,N) a g ∈ F (N). Máme

(τM ◦ F (α))(g) = τM((α↾MI)+(g)) = τM(g ◦ (α↾MI)),

(G(α) ◦ τN)(g) = α+ ◦ τN(g).

Z definic plat́ı, že pro všechna i ∈ I a m ∈M je

τM(g ◦ (α↾MI))(i)(m) = g((α↾MI)(mi)) = (g ◦ α)(mi),
α+(τN(g)(i))(m) = α+(i · g)(m) = i · g(α(m)) = (g ◦ α)(mi).

Nakonec chceme ukázat, že každá složka τ je prostá. Vezměme protoM ∈ Mod-R
a g ∈ F (M) takové, že τM(g) = 0. Pak ale pro všechna i ∈ I plat́ı τM(g)(i) = 0,
tj. i · g = 0. Proto

∀i ∈ I,∀m ∈M : g(mi) = (i · g)(m) = 0,

čili g = 0.

F (N) G(N)

F (M) G(M)

τN

F (α) G(α)

τM

Obrázek 4.2
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Tvrzeńı 35. Necht’ M ∈ Mod-R. Modul M je plochý právě tehdy, když pro každý
levý ideál I v R je τ IM surjektivńı.

D̊ukaz. Nejprve si uvědomı́me, že τRM je surjektivńı, tedy jde o izomorfismus. To
plyne jednoduše z linearity zobrazeńı v GR(M). At’ r ∈ R a g ∈ GR(M). Potom

g(r) = r · g(1) = τRM(g(1))(r).

At’ I je levý ideál v R. Označme si µI : MI →M a νI : I → R identická vnořeńı.
Uvažme diagram 4.3. Ukážeme, že je komutativńı. T́ım nahlédneme, že je τ IM
epimorfismus právě tehdy, když je HomR(νI ,M

+) epimorfismus.

(MI)+ M+

HomR(I,M
+) HomR(R,M

+)

τIM

µ+I

τRM

HomR(νI ,M
+)

Obrázek 4.3

Nyńı ke komutativitě diagramu 4.3. At’ α ∈M+. Potom

(τ IM ◦ µ+
I )(α) = τ IM(α ◦ µI),

(HomR(νI ,M
+) ◦ τRM)(α) = τRM(α) ◦ νI .

Pro všechna i ∈ I plat́ı

τ IM(α ◦ µI)(i) = i · (α ◦ µI) = i · α = τRM(α)(νI(i)),

kde druhá rovnost plat́ı, nebot’ µI je identické vnořeńı. S touto př́ıpravou už jsme
schopni ukázat ekvivalenci ze zněńı věty.

At’ jeM plochý modul. Potom jeM+ injektivńı, tedy je pro každý levý ideál I
v R zobrazeńı HomR(νI ,M

+) epimorfismus. Z již dokázaného je proto τ IM rovněž
epimorfismus.

Naopak, je-li pro každý levý ideál I v R zobrazeńı τ IM epimorfismus, pak je pro
každý levý ideál I v R zobrazeńı HomR(νI ,M

+) epimorfismus a užit́ım Baerova
testu injektivity dostaneme, že M+ je injektivńı. Proto je M plochý.

Chceme se dostat k d̊ukazu tvrzeńı 33. Uvažme tak situaci z jeho zněńı.
Ve zbytku této sekce budou ν : K → P , α : KI → K a β : K ∩ PI → PI iden-
tická vnořeńı. Všimněme si, že ν ↾KI = β ◦ α. Nyńı se pod́ıvejme na následuj́ıćı
komutativńı diagram.

0 (MI)+ (PI)+ (K ∩ PI)+ 0

0 HomR(I,M
+) HomR(I, P

+) HomR(I,K
+)

F (π)

τM

β+

τP

G(π) G(ν)

ψ

Obrázek 4.4
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Pozorováńı. Diagram 4.4 má exaktńı řádky.

D̊ukaz. Pod́ıvejme se nejprve na prvńı řádek diagramu 4.4. Z lemmatu 31 je
Im (π ↾PI) =MI a Ker (π ↾PI) = K ∩ PI. Dı́ky tomu je

0 → K ∩ PI β−→ PI
π↾PI−→MI → 0

exaktńı posloupnost. Jelikož je (−)+ exaktńı kontravariantńı funktor, obraz této
posloupnosti je opět exaktńı. To je ale právě prvńı řádek diagramu 4.4. Druhý
řádek diagramu je obraz krátké exaktńı posloupnosti 0 → K

ν−→ P
π−→ M → 0

funktorem G, který je zleva exaktńı.

Tvrzeńı 36. Uvažujme stejné předpoklady, jako v tvrzeńı 33. Potom pro každý
levý ideál I v R existuje monomorfismus ψ : (K ∩ PI)+ → HomR(I,K

+) takový,
že ψ ◦ β+ = G(ν) ◦ τP , tj. diagram 4.4 komutuje.

D̊ukaz. Vezměme levý ideál I v R a označme h = G(ν) ◦ τP . Komutativita levé
části diagramu 4.4 a fakt Im ν = Kerπ nám dává

h ◦ F (π) = G(ν) ◦ τP ◦ F (π) = G(ν) ◦G(π) ◦ τM = G(π ◦ ν) ◦ τM = 0,

čili Kerh ⊇ ImF (π) = Ker β+. Z věty o homomorfismu existuje jednoznačné
ψ : (K ∩ PI)+ → G(K) takové, že h = ψ ◦ β+.

Nyńı ukážeme, že je ψ prosté. Necht’ je γ ∈ Kerψ. Jelikož je β+ surjekce,
existuje δ ∈ (PI)+ takové, že β+(δ) = γ. Máme tak, že

0 = (ψ ◦ β+)(δ) = (G(ν) ◦ τP )(δ).

Tud́ıž τP (δ) ∈ KerG(ν) = ImG(π). Dı́ky tomu existuje η ∈ HomR(I,M
+) takové,

že G(π)(η) = τP (δ). Jelikož je M plochý, z tvrzeńı 34 je τM epimorfismus. Máme
tak ζ ∈ (MI)+ takové, že τM(ζ) = η. Dohromady

τP (δ) = G(π)(η) = (G(π) ◦ τM)(ζ) = (τP ◦ F (π))(ζ).

Nakonec využijeme fakt, že je τP monomorfismus, čili F (π)(ζ) = δ. Proto máme
z exaktnosti řádk̊u diagramu 4.4 rovnost

γ = β+(δ) = (β+ ◦ F (π))(ζ) = 0.

S těmito prostředky se můžeme přesunout na d̊ukaz tvrzeńı 33.

D̊ukaz tvrzeńı 33. Inkluze KI ⊆ K ∩ PI je triviálńı, nebot’ KI ⊆ K a zároveň
KI ⊆ PI. Naopak máme z tvrzeńı 36 a diagramu 4.4, že

ψ ◦ β+ = G(ν) ◦ τP =

= τK ◦ F (ν) =
= τK ◦ (ν ↾ KI)+ =

= τK ◦ (β ◦ α)+ =

= τK ◦ α+ ◦ β+,

kde druhá rovnost jsou podmı́nky kompatibility pro τ : F → G, viz obr. 4.5.
Protože je β+ epimorfismus, dostaneme ψ = τK ◦α+, tedy je α+ monomorfismus.
Z věrnosti funktoru (−)+ tak źıskáme, že je identické vnořeńı α : KI → K ∩ PI
epimorfismus, tj. KI = K ∩ PI.
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(PI)+ (KI)+

HomR(I, P
+) HomR(I,K

+)

F (ν)

G(ν)

τP τK

Obrázek 4.5: Podmı́nky kompatibility pro τ

S dokázaným tvrzeńım 33 jsme schopni ukázat implikaci z (2 ) do (3 ) ve větě 10.
Důkaz je přitom shrnut́ım myšlenky popsané dř́ıve v této sekci.

(2 ) ⇒ (3 ). Necht’ je R zprava perfektńı okruh a M ∈ Mod-R je plochý. Potom
existuje π : P ↠ M projektivńı pokryt́ı modulu M , jehož jádro označ́ıme K.
Z pravé perfektnosti R źıskáme ρ : Q↠ K projektivńı pokryt́ı modulu K. Kdyby
byl K netriviálńı, máme z lemmatu 32, že K J(R) ⊊ K. Jelikož je ale J(R)
oboustranný ideál, obdrž́ıme z tvrzeńı 33 a lemmatu 31, že

K J(R) = K ∩ P J(R) = K.

To je spor, tedyK = 0. Máme tak, že π je izomorfismus, a proto jeM projektivńı.

4.2 Implikace z (3) do (4)

Nejprve připomeňme, že se každá direktńı limita dá sestrojit pomoćı kosoučin̊u
a kojádra. At’ je D = (Mi, fji | i ≤ j ∈ I) nahoru usměrněný systém pravých
R-modul̊u. Uvažme kosoučin

L
i≤jMi s injekcemi η = (ηji | i ≤ j ∈ I) a ko-

součin
L

i∈IMi s injekcemi ν = (νi | i ∈ I). Z univerzálnosti kosoučinu existuj́ı
α, β :

L
i≤jMi →

L
i∈IMi taková, že α ◦ ηji = νi a β ◦ ηji = νj ◦ fji pro všechna

i ≤ j ∈ I. Využili jsme kokužely, viz obrázek 4.6.
Nyńı definujme f = α−β a dále (M,π) = coker(f). Polož ιi = π ◦νi pro i ∈ I

a označ ι = (ιi | i ∈ I). Potom pro všechna i ≤ j ∈ I plat́ı f ◦ ηji = νi − νj ◦ fji
a lim−→D = (M, ι). Máme tak exaktńı posloupnostM

i≤j

Mi
f−→

M
i∈I

Mi
π−→ lim−→D → 0. (4.1)

L
i∈I Ni

L
i≤j Ni

Nl Np

Nk Nm

α β
νl νp

νk

ηlkflk

νm

ηpm fpm

Obrázek 4.6
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Tvrzeńı 37. At’ je (I,≤) nahoru usměrněná množina a D = (Mi, fji | i ≤ j ∈ I)
je nahoru usměrněný systém pravých R-modul̊u. Mějme exaktńı posloupnost (4.1)
z poznámky nad zněńım a označme Ker π jako K. Potom pro každé k ∈ K existuje
hk :

L
i∈IMi → K takové, že hk(k) = k.

D̊ukaz. Uvažme
L

i≤jMi s injekcemi η = (ηji | i ≤ j ∈ I),
L

i∈IMi s injekcemi
ν = (νi | i ∈ I) a f :

L
i≤jMi →

L
i∈IMi z poznámky výše. Dále označme

kolimitńı injekce modulu lim−→D jako ι = (ιi | i ∈ I).
Vezměme libovolné k ∈ K = Im f . Existuje x ∈

L
i≤jMi takové, že f(x) = k.

Jelikož je x ∈
L

i≤jMi, existuje n ∈ N, konečně index̊u i1 ≤ j1, . . . , in ≤ jn
a dále xil ∈ Mil pro každé l ∈ {1, . . . , n} takové, že x =

Pn
l=1 ηjlil(xil). Můžeme

tak rozepsat k jako

k = f(x) = f
nX
l=1

ηjlil(xil) =
nX
l=1

(f ◦ ηjlil)(xil) =
nX
l=1

νil(xil)− (νjl ◦ fjlil)(xil).

Z usměrněnosti množiny I nalezneme m ∈ I takové, že plat́ı il ≤ m pro
všechna l ∈ {1, . . . , n}. Zadefinujme podmodul D modulu

L
i∈IMi následovně:

D =
M
i∈I

Di, kde Di =

(
Mi, pokud i ≤ m;

0, jinak.

Nyńı definujme ρ : D →Mm na kolimitńıch injekćıch jako ρ◦νi = fmi, pro i ≤ m.
Všimněme si, že plat́ı k ∈ Ker ρ. To proto, že i1, . . . , in, j1, . . . jn ≤ m, tedy d́ıky
vyjádřeńı k výše máme k ∈ D a dále plat́ı

ρ(k) =
nX
l=1

(ρ ◦ νil)(xil)− (ρ ◦ νjl ◦ fjlil)(xil) =

=
nX
l=1

fmil(xil)− (fmjl ◦ fjlil)(xil) =

=
nX
l=1

fmil(xil)− fmil(xil) = 0.

Nav́ıc je ρ ◦ νm = fmm = idNm , čili je ρ štěpitelný epimorfismus. Krátká exaktńı
posloupnost

0 −→ Ker ρ
⊆−→ D

ρ−→Mm −→ 0

proto štěṕı, speciálně štěṕı i identické vnořeńı Ker ρ do D. Dı́ky tomu existuje
epimorfismus σ : D → Ker ρ splňuj́ıćı σ ↾ Ker ρ = idKer ρ. T́ım źıskáváme, že
σ(k) = k. Zbývá si tak uvědomit, že Ker ρ ⊆ K, což nám dovoĺı zadefinovat hk.
Označme θ = π ↾D. Potom je Ker θ ⊆ K a nav́ıc pro i ≤ m plat́ı

ιm ◦ ρ ◦ νi = ιm ◦ fmi = ιi = π ◦ νi = θ ◦ νi.

Jelikož jde o rovnost na kolimitńıch injekćıch, plat́ı ιm ◦ ρ = θ, což nám dává
Ker ρ ⊆ Ker θ ⊆ K. Nyńı zadefinujme hk :

L
i∈IMi → K na kolimitńıch injekćıch

hk ◦ νi =

(
σ ◦ νi pokud i ≤ m;

0, jinak.

Očividně pak plat́ı, že hk ↾D = σ, čili je hk(k) = σ(k) = k.
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Tvrzeńı 38. Necht’ je 0 → K
⊆−→ P

π−→ M → 0 krátká exaktńı posloupnost
v Mod-R, kde P je projektivńı modul. Jestlǐze pro každý levý ideál I v R plat́ı, že
KI = K ∩ PI, pak je M plochý.

D̊ukaz. Označme si ν : K → P identické vnořeńı. Chceme ukázat, že je pro každý
levý ideál I v R zobrazeńı τ IM z definice 26 surjektivńı. Potom totiž z tvrzeńı 35
źıskáme, že je M plochý. Zvolme I levý ideál v R. Jelikož je ν ↾ KI prosté
a Im (π ↾PI) =MI, uvažme následuj́ıćı posloupnost abelovských grup

0 → KI
ν↾KI−→ PI

π↾PI−→MI → 0.

Ta je exaktńı, nebot’ plat́ı Im (ν ↾KI) = KI = K ∩PI = Ker (π ↾PI). Následnou
aplikaćı funktoru (−)+ tak znovu dostaneme exaktńı posloupnost. Ta je ale obraz
posloupnosti 0 → K

ν−→ P
π−→M → 0 funktorem FI . Nav́ıc je funktor GI zleva

exaktńı, d́ıky čemuž máme následuj́ıćı komutativńı diagram s exaktńımi řádky.

0 (MI)+ (PI)+ (KI)+ 0

0 HomR(I,M
+) HomR(I, P

+) HomR(I,K
+)

FI(π)

τIM

FI(ν)

τIP τIK

GI(π) GI(ν)

Obrázek 4.7

Jakožto projektivńı modul je P plochý, tedy je τ IP d́ıky tvrzeńı 35 izomorfismus.
Nyńı ukážeme, že je τ IM surjektivńı. Uvažme γ ∈ HomR(I,M

+). Jelikož je τ IP
izomorfismus, existuje δ ∈ (PI)+ takové, že τ IP (δ) = GI(π)(γ). Nyńı ověř́ıme, že
je δ ∈ ImFI(π) = KerFI(ν). Komutativita diagramu 4.7 nám dává

(τ IK ◦ FI(ν))(δ) = (GI(ν) ◦ τ IP )(δ) = (GI(ν) ◦GI(π))(δ) = 0.

Z tvrzeńı 34 ale máme, že je τ IK monomorfismus, tedy źıskáváme FI(ν)(δ) = 0.
Existuje proto η ∈ (MI)+ takové, že FI(π)(η) = δ. Nakonec tak máme

(GI(π) ◦ τ IM)(η) = (τ IP ◦ FI(π))(η) = τ IP (δ) = GI(π)(γ).

Dı́ky tomu, že je GI(π) monomorfismus obdrž́ıme τ IM(η) = γ.

Poznámka. Všimněme si, že tvrzeńı 38 nám dává opačnou implikaci k tvrzeńı 33.

Máme-li krátkou exaktńı posloupnost 0 −→ K
⊆−→ P

π−→ M −→ 0 v Mod-R
takovou, že P je projektivńı, plat́ı že M je plochý právě tehdy, když pro každý
levý ideál I v R plat́ı KI = K ∩ PI.

Nyńı se můžeme přesunout k d̊ukazu implikace z (3 ) do (4 ) ve větě 10.

(3 ) ⇒ (4 ). At’ je (J,≤) nahoru usměrněná množina. Mějme nahoru usměrněný
systém pravých R-modul̊u D = (Mi, fji | i ≤ j ∈ J) takový, že pro každé j ∈ J je
modul Mj projektivńı. Ćılem je ukázat, že lim−→D je projektivńı modul. Označme
ι = (ιj | j ∈ J) kolimitńı injekce do lim−→D. Označme M = lim−→D a uvažme
modul P =

L
j∈JMj spolu s jeho kosoučinovými injekcemi ν = (νj | j ∈ J).
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Potom je P projektivńı. Dále uvažme epimorfismus π :
L

j∈JMj →M z exaktńı
posloupnosti (4.1). Ten nám dává krátkou exaktńı posloupnost

0 → K
⊆−→ P

π−→M → 0.

Je-li M = 0, máme hotovo. Nyńı at’ je M ̸= 0. Ukážeme-li, že pro každý levý
ideál I v R plat́ı KI = K∩PI, dostaneme z tvrzeńı 38, že jeM plochý, speciálně
nám dá podmı́nka (3 ) projektivitu M . Mějme dán libovolný levý ideál I v R.
Inkluze KI ⊆ K ∩ PI plat́ı triviálně. Na stranu druhou uvažme k ∈ K ∩ PI.
Z tvrzeńı 37 máme existenci hk : P → K takového, že hk(k) = k. Nav́ıc máme,
že hk ↾PI : PI → KI, tedy k = hk(k) = (hk ↾PI)(k) ∈ KI.
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Kapitola 5

Př́ıklady a vztahy s daľśımi
okruhovými vlastnostmi

V této kapitole se budeme soustředit na př́ıklad okruhu, který je perfektńı
zleva, ale nikoliv zprava. Dualizaćı pak dostaneme př́ıklad okruhu, který je per-
fektńı zprava, ale neńı perfektńı zleva. Zněńı př́ıkladu je převzato z [2, str. 322].
Dále se pod́ıváme na vztah perfektnosti s artinovskosti a noetherovskosti a na
perfektńı obory.

5.1 Okruhy perfektńı z právě jedné strany

Nejprve se pod́ıvejme na př́ıklady okruh̊u perfektńıch pouze z jedné strany.

Př́ıklad 4. Označme R okruh všech N-čtvercových dolńıch trojúhelńıkových ma-
tic nad Q, které maj́ı konstantńı diagonálu a pouze konečně mnoho nenulových
prvk̊u mimo diagonálu.

V následuj́ıćı části bude R označovat okruh z př́ıkladu 4. Nyńı si definujme dvě
d̊uležité podmnožiny okruhu R.

1) I = {A ∈ R | A má nulovou diagonálu}
2) S = {A ∈ R | A je nulová všude mimo diagonálu}.

Poznámka. Protože jsou prvky S právě diagonálńı matice z R, tak jsou jedno-
značně určeny racionálńım č́ıslem, které maj́ı na diagonále. Takovéto matice proto
budeme značit diag(λ), kde λ ∈ Q, to je S = {diag(λ) | λ ∈ Q}.

Tvrzeńı 39. I je maximálńı ideál v R a S je podokruh okruhu R izomorfńı s Q.

D̊ukaz. Očividně plat́ı, že R = S+ I a S ∩ I = 0. Neńı těžké ověřit, že I je obou-
stranný ideál v R a S je okruh. Nav́ıc je S ≃ Q přes izomorfismus ι : diag(λ) 7→ λ.
To je očividně okruhový homomorfismus, nebot’ násobeńı diagonálnách matic je
pouze násobeńı prvk̊u na diagonále. Máme tak

R/I = (S + I)/I ≃ S/(S ∩ I) ≃ S ≃ Q,

tedy je R/I těleso. Dı́ky tomu je I maximálńı.

Důsledek. R/I je jednoduchý R-modul.
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Definice 27 (subdiagonály). Necht’ A ∈ R. At’ n ∈ N0. Pak n-tou subdiagonálou
matice A nazveme posloupnost (ai+n,i | i ∈ N) prvk̊u matice A. Řekneme, že
n-tá subdiagonála je nulová, pokud jde o posloupnost nul. Matice A má nulové
subdiagonály až do n-té subdiagonály, pokud má nulovou i-tou subdiagonálu pro
všechna i ≤ n.

Lemma 40. Necht’ A,B ∈ I. At’ existuje n ∈ N takové, že B má nulové subdia-
gonály až do n-té subdiagonály. Potom maj́ı matice AB i BA nulové subdiagonály
až do (n+ 1)-ńı subdiagonály.

D̊ukaz. Označme C = BA = (ci,j)
∞
i,j=1. At’ 0 ≤ m ≤ n+1. Pod́ıvejme se na prvky

m-té subdiagonály matice C. Pro i ∈ N je ci+m,i =
P

j bi+m,j · aj,i. Plat́ı ale, že(
aj,i = 0 pro j ≤ i

bi+m,j = 0 pro j > i,

tedy jde o součet nul. Obdobně u matice D = AB = (dij)
∞
ij=1 jsou prvky m-té

subdiagonály tvaru di+m,i =
P

j ai+m,j · bj,i, ale(
ai+m,j = 0 pro j ≥ i+m

bj,i = 0 pro j < i+m,

čili jde opět o součet nul. Obě dvě matice tak maj́ı nulové subdiagonály, až do
(n+ 1)-ńı subdiagonály.

Lemma 41. I je zleva T-nilpotentńı, ale neńı zprava T-nilpotentńı ideál.

D̊ukaz. Uvažme posloupnost {An}∞n=1 Definovanou následuj́ıćım zp̊usobem. Polož

an,i,j =

(
1 pokud i = n+ 1, j = n;

0 jinak.
An = (an,i,j)

∞
i,j=1.

Potom pro všechny n ∈ N je An · · ·A1 ̸= 0, nebot’ má na pozici (n+1, 1) jedničku.
To můžeme nahlédnout tak, že se budeme na násobeńı matic zleva d́ıvat jako na
elementárńı řádkové úpravy.

Nyńı mějme danou posloupnost {An}∞n=1 v I, kde An = (an,i,j)
∞
i,j=1. Chceme

ukázat, že existuje n ∈ N takové, že A1 · · ·An = 0. Nejdř́ıve si povšimněme
následuj́ıćı vlastnosti násobeńı matic z I libovolnou jinou matićı z I zprava.

Mějme dvě matice A,B ∈ I. Protože má A = (ai,j)
∞
i,j=1 na diagonále nuly

a mimo ni pouze konečně nenulových prvk̊u, existuje k ∈ N takové, že ai,j = 0,
kdykoliv i > k a j ∈ N. To źıskáme např́ıklad jako

k = min{n ∈ N | ∀j ∈ N,∀i > n : ai,j = 0}.

Dı́ky tomu můžeme zapsat matice A a B blokově jako

A =
A0 0
0 0

B =
B0 0
B1 B2

,
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kde matice A0 a B0 jsou řádu k a horńı pravé bloky A a B jsou nulové, nebot’

jde o dolńı trojúhelńıkové matice. Z blokového násobeńı je pak vidět, že

AB =
A0 0
0 0

B0 0
B1 B2

=
A0B0 0
0 0

,

tedy řádky AB budou od k-tého řádku dále nulové, stejně jako u matice A. Tato
vlastnost neplat́ı pro násobeńı z levé strany.

Nyńı uvažme takové k ∈ N pro matici A1. Iteraćı lemmatu 40 źıskáme, že
matice A1 · · ·Am má nulové subdiagonály až do k-té subdiagonály. Speciálně má
nulových prvńıch k řádk̊u. Iteraćı pozorováńı źıskáme, že řádky od k-tého dále
muśı být také nulové. Proto je A1 · · ·Am = 0.

Lemma 42. Pro okruh R plat́ı, že J(R) = I, tj. R je lokálńı okruh.

D̊ukaz. Z lemmatu 39 je I maximálńı v R, pročež J(R) ⊆ I. Můžeme si všimnout,
že I obsahuje právě všechny nilpotentńı prvky okruhu R. To proto, že I je z lem-
matu 41 zleva T-nilpotentńı, tedy nil ideál. Naopak kdykoliv A ̸∈ I, tak má
nenulovou diagonálu. Dı́ky tomu má pro všechny n ∈ N matice An nenulovou
diagonálu.

Nyńı ukážeme, že každá matice A splňuj́ıćı A ̸∈ I je invertibilńı, tedy nemůže
být v žádném maximálńım ideálu. Z toho už plyne, že I ⊆ J(R). BÚNO at’ má
A na diagonále jedničku. Má-li A na diagonále a ∈ Q a matice A · diag(a−1) má
inverz B, tak je B · diag(a−1) inverz matice A.

Označme I ∈ R jednotkovou matici. Potom A − I ∈ I, tedy existuje n ∈ N
takové, že (A − I)n = 0. Protože −I komutuje se všemi maticemi z R, můžeme
použ́ıt binomickou větu. Dostaneme

nX
k=0

n
k

An−k(−I)k = 0

n−1X
k=0

(−1)k
n
k

An−k = (−1)n+1I

A
n−1X
k=0

(−1)n+k+1 n
k

An−k−1 = I

n−1X
k=0

(−1)n+k+1 n
k

An−k−1 A = I.

Našli jsme tak inverz k matici A, a to matici
Pn−1

k=0(−1)n+k+1 n
k

An−k−1(−1)k.

Tvrzeńı 43. R je zleva perfektńı, ale neńı zprava perfektńı.

D̊ukaz. Z d̊usledku za tvrzeńım 39 a lemmatu 42 máme, že R/J(R) je totálně
rozložitelný. Dále máme z lemmatu 41, že J(R) je zleva T-nilpotentńı, ale neńı
zprava T-nilpotentńı. Dı́ky tomu je z věty 10 okruh R zleva perfektńı, ale neńı
zprava perfektńı.
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Př́ıklad 5. Necht’ T je okruh všech N-čtvercových horńıch trojúhelńıkových matic
nadQ, které maj́ı konstantńı diagonálu a pouze konečně mnoho nenulových prvk̊u
mimo diagonálu.

Tvrzeńı 44. T je zprava perfektńı, ale neńı zleva perfektńı.

D̊ukaz. Můžeme si všimnout, že transpozice matic nám dává okruhový izomor-
fismus mezi T a Rop. Stač́ı tak ukázat, že Rop je zprava perfektńı, ale neńı
zleva perfektńı. Nejprve si uvědomı́me, že z definice násobeńı v opačném okruhu
odpov́ıdaj́ı pravé ideály v R právě levým ideál̊um v Rop. Stejně si odpov́ıdaj́ı
levé ideály v R a pravé ideály v Rop. Nav́ıc nám tato korespondence zachová
maximálńı ideály. To plat́ı, nebot’ R a Rop sd́ıĺı společnou nosnou množinu. Proto
máme z vlastnost́ı radikálu

J(Rop) = Rad(RopRop) = Rad(RR) = J(R).

Jde o rovnost nosných množin, nebot’ formálně jde o ideály v jiných okruźıch.
Protože je J(R) maximálńı v R, muśı být J(Rop) maximálńı v Rop. Z toho
d̊uvodu je Rop/J(Rop) těleso, tedy i jednoduchý Rop modul. Speciálně je totálně
rozložitelný. Nakonec nám definice násobeńı v Rop spolu s faktem, že J(R) je
zleva T-nilpotentńı, ale neńı zprava T-nilpotentńı dává, že J(Rop) je zprava T-
nilpotentńı, ale neńı zleva T-nilpotentńı. Z věty 10 je pak Rop zprava perfektńı,
ale neńı zleva perfektńı.

5.2 Artinovskost, noetherovskost a perfektnost,

perfektńı obory

Nyńı se pod́ıváme na perfektńı obory a vztah artinovskosti a noetherovskosti
s perfektnost́ı. Budeme přitom využ́ıvat Hopkinsovy–Levitzkého věty, jej́ıž d̊ukaz
je k nalezeńı v [2, str. Theorem 15.20].

Definice 28 (artinovský okruh). Okruh R je zprava artinovský, pokud neobsahuje
ostře klesaj́ıćı řetězec pravých ideál̊u. Obdobně pro levou artinovskost.

Definice 29 (noetherovský okruh). Okruh R je zprava noetherovský, pokud ne-
obsahuje ostře rostoućı řetězec pravých ideál̊u. Obdobně pro levou noetherovskost.

Věta 45 (Hopkins–Levitzky). Okruh R je zprava artinovský právě tehdy, když je
zprava noetherovský, J(R) je nilpotentńı a R/J(R) je totálně rozložitelný.

Tvrzeńı 46. Je-li R zprava perfektńı obor, pak je R nekomutativńı těleso.

D̊ukaz. Necht’ 0 ̸= a ∈ R. Najdeme jeho inverzńı prvek v R. Uvažme řetězec

Ra ⊇ Ra2 ⊇ · · · ⊇ Ran ⊇ · · · .

Z věty 10 máme, že R neobsahuje nekonečné ostře klesaj́ıćı řetězce levých hlavńıch
ideál̊u. Proto existuje n ∈ N takové, že Ran = Ran+1. Dále existuje nenulové
r ∈ R takové, že an = ran+1. Protože je R obor, tak an ̸= 0 a můžeme ho
zkrátit. Źıskáváme 1 = ra, čili je r levý inverz prvku a. Jelikož muśı být r
nenulové, identickým zp̊usobem źıskáme t ∈ R levý inverz prvku r. Protože má
r oba jednostranné inverzy, jsou si nutně rovny a jde o oboustranný inverz, tj.
ra = ar = 1. Našli jsme tak inverzńı prvek k a.
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Tvrzeńı 47. Necht’ je R zleva nebo zprava artinovský. Potom je zprava i zleva
perfektńı.

D̊ukaz. Z Hopkinsovy–Levitzkého věty máme, že J(R) je nilpotentńı ideál a okruh
R/J(R) je totálně rozložitelný. Z nilpotence radikálu ale vyplývá jeho levá i pravá
T-nilpotence. To protože existuje n ∈ N takové, že J(R)n = 0. Pro libovolnou
posloupnost {ak} v J(R) tak plat́ı, že a1 · · · an = an · · · a1 = 0. Z věty 10 je proto
R zprava i zleva perfektńı.

Tvrzeńı 48. Necht’ je R zprava noetherovský a zároveň zleva perfektńı okruh.
Potom je zprava artinovský.

D̊ukaz. Kdyby R = 0, máme hotovo. Uvažujme tak, že R ̸= 0. Zkonstruujeme
kompozičńı řadu modulu RR, č́ımž źıskáme, že jde o zprava artinovský modul.
Z levé perfektnosti a věty 10 dostáváme, že existuje S1 jednoduchý podmodul
modulu RR. Nyńı uvažme, že existuje řada

0 = S0 ⊊ S1 ⊊ S2 ⊊ · · · ⊊ Sn

taková, že Si/Si−1 je jednoduchý pravý R-modul pro i ∈ {1, . . . , n}. Uvažme
pravý modul R/Sn. Pokud R/Sn = 0, plat́ı R = Sn a našli jsme tak kompozičńı
řadu. Pokud R/Sn ̸= 0, existuje z věty 10 jednoduchý podmodul Ŝn+1 modulu
R/Sn. Pro ten ale existuje pravý modul Sn+1 ⊆ R takový, že Ŝn+1 = Sn+1/Sn.
Našli jsme tak daľśı člen řady.

Dı́ky pravé noetherovskosti okruhu R se tato konstrukce zastav́ı, tj. existuje
k ∈ N takové, že Sk = R.

Pro d̊ukaz následuj́ıćıho tvrzeńı využijeme argument s řetězcem anihilátor̊u
pravých ideál̊u, který je převzat z [4, Proposition 1].

Tvrzeńı 49. Necht’ je R zprava noetherovský a zároveň zprava perfektńı okruh.
Potom je zprava artinovský.

D̊ukaz. Z věty 10 máme, že je R/J(R) totálně rozložitelný. Jelikož je R zprava
noetherovský, zbývá ukázat nilpotence J(R). Hopkinsova–Levitzkého věta nám
pak dá, že je R artinovský okruh. Označme si J = J(R). Z definice anihilátoru
máme

Ann(J) ⊆ Ann(J2) ⊆ · · · ⊆ Ann(Jn) ⊆ · · · .
Z pravé noetherovskosti R existuje k ∈ N takové, že A = Ann(Jk) = Ann(Jk+1).
Protože je A oboustranný ideál, je R/A okruh. Kdyby R/A triviálńı okruh, tj.
Ann(Jk) = R, plat́ı Jk = 0. Kdyby R/A ̸= 0, pod́ıvejme se na R/A jako na levý
R-modul. Z věty 10 existuje jednoduchý levý podmodul S modulu R/A. Pak je
S tvaru S = I/A pro nějaký levý ideál I v R. Dále nám jednoduchost S dává, že
JS ⊆ Rad(S) = 0, čili je JS = 0. Máme tak JI ⊆ A = Ann(Jk), speciálně

0 = Jk · J · I = Jk+1 · I.

Proto je I ⊆ Ann(Jk+1) = Ann(Jk) = A, tj. S = I/A = 0, což je spor.

Alternativně můžeme obě tvrzeńı sloučit do jednoho a využ́ıt Levitzkého věty,
která nám dává, že v zprava noetherovských okruźıch jsou jednostranné nil ideály
nilpotentńı. Naleznete ji např́ıklad v [2, Theorem 15.22].
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