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Uvod

Jeden z klasickych vysledku teorie modulu minulého stoleti je fakt, ze pro
kazdy modul nad danym okruhem existuje jeho injektivni obal. Pfirozené se
tak objevila stejna otdzka ohledné dudlniho pojmu, a to projektivniho pokryti.
V prubéhu 50. let se védélo, ze na rozdil od injektivniho obalu projektivni po-
kryti modultu nad danym okruhem nutné nemusi existovat. Okruhy, nad kterymi
tato pokryti existuji, se zacaly nazyvat (zprava/zleva) perfektni. Roku 1959 ptisel
americky matematik Hyman Bass ve svém clanku Finistic dimensions and ho-
mological generalisation of semi-primary rings ([1]) s vétou (Teorém P), kterd
netrivialnim zpusobem charakterizuje tridu perfektnich okruhu.

V této praci zpracovavame dukaz této véty. Tvrzeni s dukazy z [I] rozepisu-
jeme, doplnujeme o detaily a vyuzivame pouze elementdrnich nastroju z teorie
modulti. Vyhybame se vyuziti tenzorového soucinu modulu, jeho derivovanému
funktoru Tor a déle derivovanému funktoru Ext. Snazime se pritom dodrzovat
znaceni zavedend prave v [I] a dale v [2].

Prvni kapitola obsahuje zakladni pojmy z teorie modulu, které budeme vyuzi-
vat skrze celou praci. Déale zde uvadime znéni Teorému P. Ten obsahuje Sest
ekvivalentnich podminek véetné podminky pravé perfektnosti okruhu.

Druhé kapitola se sousttedi na tetézec implikact [(4 )}, [(5)], [(6)} [(1)}

Ve tteti kapitole dokazujeme ekvivalenci podminek a spolu s charak-
terizaci slabsi vlastnosti, nez je perfektnost, a to semi-perfektnosti.

Ve ¢tvrté kapitole dokazeme zbylé implikace pro dokonceni cyklu. V dukazech
téchto implikaci se od ¢ldnku [I] odlisime, nebot Bass v jejich dukazech vyuziva
tenzorového soucinu a jeho derivovaného funktoru Tor.

V paté kapitole uvadime Bergmanuv priklad okruhu, ktery je perfektni pouze
z jedné strany, coz ukazuje, ze perfektnost neni symetrickda vlastnost. Dale se
vénujeme vztahu perfektnosti s noetherovskosti, artinovskosti a ukazeme, ze per-
fektni obor je nutné nekomutativni téleso.




Kapitola 1

Zakladni definice a véty

Na zacatek si pripomenme nékteré zakladni pojmy a definice z teorie modulu.

1.1 Zakladni definice

Uvazme okruh R. Kategorii vSech pravych R-modultu spolu s R-linearnimi
zobrazenimi mezi nimi znacime Mod-R. Obdobné R-Mod znaci kategorii levych
R-modulu s R-linedrnimi zobrazenimi.

Déle ptipomenme, ze pro fixni okruh jsou tyto kategorie preaditivni, ¢ili pro
M, N € Mod-R je Homg(M,N) abelovskd grupa. Pro M € Mod-R zna¢ime
Endg(M) okruh R-linedrnich zobrazeni na M. Nésobeni je zde definovano jako
skladani zobrazeni. V ptipadé R-Mod uzivame stejné znaceni.

Epimorfismy v Mod-R jsou pravé surjektivni R-linedrni zobrazeni a mono-
morfismy v Mod-R jsou pravé prosta R-linearni zobrazeni. Obdobné pro katego-
rii R-Mod. Obé kategorie jsou balancované, tj. izomorfismy jsou pravé morfismy,
které jsou epimorfismy a zaroven monomorfismy.

Nebude-li uvedeno jinak, vSechny moduly uvazujeme jako pravé R-moduly.
Pravy regularni modul budeme obcas znacit Rr a levy regularni modul ,R.

Definice 1 (Jednoduchy modul). Nenulovy S € Mod-R nazveme jednoduchy,
pokud je generovan kazdym svym nenulovym prvkem.

Pozndamka. Neni tézké overit, ze S je jednoduchy R-modul pravé tehdy, kdyz
nema netrivialni podmoduly.

Definice 2 (Sokl). Necht je M € Mod-R. Podmodul modulu M generovanyj vsemi
jeho jednoduchymi podmoduly nazijvame sokl a znacime Soc(M)

Definice 3 (Totélné rozlozitelny modul). Modul M € Mod-R nazveme totdlné
rozloZitelny, pokud M = Soc(M).

Lemma 1. (|2, Theorem 9.6]) Pro M € Mod-R jsou ndsledujici podminky ekvi-
valentni

(i) M = Soc(M).
(i) M je izomorfni direktni sumé jednoduchych pravgch R-moduli.
(111) Kazdy podmodul M je direktni s¢itanec v M.

(iv) Kazdd krdtkd exaktni posloupnost v Mod-R s prostrednim clenem M se $tépi.



Diky této charakterizaci si neni tézké rozmyslet, ze direktni suma totalné
rozlozitelnych modulu je totalné rozlozitelnd a faktormodul totalné rozlozitelného
modulu je opét totalné rozlozitelny.

Definice 4 (Totalné rozlozitelny okruh). Okruh R je totdlné rozlozitelny, pokud
je modul Rg totdlné rozlozZitelny.

Pozndmka. Okruh R je totalné rozlozitelny pravé tehdy, kdyz je kazdy modul
M € Mod-R totalné rozlozitelny.

Obdobné lze definovat totalni rozlozitelnost pro levé moduly, jde ovSem o sy-
metrickou vlastnost. To lze nahlédnout naptiklad z Weddernburnovy—Artinovy
véty, kterd je k nalezeni napiiklad v [2, Theorem 13.6].

Lemma 2. Je-li R totdlné rozlozZitelny okruh, pak je kazZdy cyklicky R-modul
1zomorfni pravému idedlu v R.

Diikaz. Kazdy cyklicky modul je izomorfni faktormodulu regularniho modulu Rg,
tedy je z bodu (iv) v lemmatu 1| izomorfni direktnimu sc¢itanci v Rp. ]

Definice 5 (Jacobsonuv radikal). Necht M € Mod-R. Potom definujeme radikdl
modulu M jako Rad(M) = (\{N C M | N je maximdlni pravy podmodul v M }.
Pokud M neobsahuje mazximalni podmoduly, definujeme Rad(M) = M. Obdobné
definujeme radikal levijch moduli. Nakonec definujeme Radikdl okruhu, znaceno
J(R), jako radikdl reguldrniho pravého modulu Rp.

Nasledujici tfi lemmata obsahuji vlastnosti Jacobsonova radikalu, které jsou
ovSem notoricky znamé. Z toho duvodu tato tvrzeni nedokazujeme, ale pouze
odkazujeme na dukazy v literatufte.

Lemma 3. Pro M, N € Mod-R plati:

(i) je-li f € Homg(M,N), pak f(Rad(M)) C Rad(V),

(i) Rad(M/Rad(M)) =0,

(i1i) J(R) = Rad(zR),

(iv) J(R) je oboustranny idedl v R,

(v) J(R)={x € R|Vs,r € R, 3t € R: t(1 — sxr) = (1 — sar)t = 1},

(vi) M J(R) C Rad(M).

Diikaz. Body (i), (ii) jsou dokézany v [2, str. 120-121] a dukaz bodu (iii), (v)
nalezneme v [2 str. 166-167]. Bod (iv) plyne z bodu (i) a faktu, ze nésobeni

prvkem r € R zleva je endomorfismus. Nakonec bod (vi) je v [2, Corollary 15.18].
[

Lemma 4 (Nakayamovo lemma). Necht je M € Mod-R koneéné generovany.
Je-li M netrividlni, pak je Rad(M) C M.

Diikaz. Plyne primo z [2, Corollary 10.5]. O

Lemma 5. ([2, Proposition 9.19]) Necht (A; | i € I) je soubor R-moduli, pro
indezovou mnozinu I. Potom Rad(@,.; Ai) = @,; Rad(A;).



Definice 6 (Anihilator). Necht M € Mod-R, wvazme N libovolnou podmnoZinu
modulu M. Anihilatorem mnoziny N rozumime podmnozinu okruhu R definova-
nou jako Ann(N) = {r € R|Vn € N : nr = 0}.

Pozndamka. Pro podmnozinu N pravého R-modulu M je Ann(N) pravy ideal
a Ann(M) oboustranny idedl.

Definice 7 (Volny modul). A¢ M € Mod-R. PodmnoZinu X modulu M nazveme
volnou bdzi modulu M, pokud generuje M a jde o R-nezduvislou mnoZinu, tj.
kdykoliv xy,...x, € X, r1,...,7, € R jsou takové, ze > .  xir; = 0, pak je
ry=---=1r, =0. Modul M nazveme volny, pokud md nejakou volnou baz.

Definice 8. Nechi P € Mod-R. Rekneme, Ze P je projektivni, pokud je funktor
Hompg(P,—): Mod-R — Z-Mod ezaktni.

Definice 9. Necht I € Mod-R. Rekneme, ze I je injektivnd, pokud je funktor
Hompg(—,7): Mod-R — Z-Mod ezaktni.

Lemma 6. ([2, str. 192-193]) Necht P, M, N € Mod-R. Potom jsou ndsledugici
podminky ekvivalentni.

(i) P je projektivni.
(ii) Pro kazdy epimorfismus f: M — N je Homg(P, f) rovnéz epimorfismus.
(iii) P je izomorfni direktnimu sc¢itanci volného modulu.

(iv) Pro kazdy epimorfismus f: M — P existuje g: P — M, Ze fog=idp.

Definice 10 (Nepodstagtny podmodul). Necht R je okruh, M € Mod-R a N je
podmodul modulu M. Rekneme, Ze N je nepodstatny v M, znacime N << M,
pokud pro libovolny podmodul K modulu M plati: (N + K = M) = (K = M).

Priklad 1. Necht n € N. V grupé Z,. jsou vSechny netrividln{ podgrupy nepod-
statné. To plyne z toho, ze je svaz podgrup této grupy linearné usporadany.

Lemma 7. Necht M € Mod-R, pakRad(M) = 3"\, N. Je-li navic M konecné
generovany, plati Rad(M) < M

Diikaz. Prvni ¢ast je [2, Proposition 9.13] a druhd plyne z [2, Proposition 9.18].
]

Definice 11 (Projektivni pokryti). Af P € Mod-R je projektivni a M € Mod-R.
Rekneme, Ze surjektivni R-linedrni zobrazeni w: P — M je projektivni pokryti
modulu M, pokud je Kerm < P.

Priiklad 2. Pro moduly nad Z neexistuji netrivialni projektivni pokryti. V abe-
lovskych grupach jsou projektivni grupy pravé volné grupy. Jelikoz J(Z) = 0,
pro kazdou volnou grupu F plati Rad(F') = 0. Kdykoliv tak méme epimorfismus
m: F — G pro ngjakou G € Z-Mod, ktery ma nepodstatné jadro, musi platit
Kerm C Rad(F') = 0, tedy jde o izomorfismus.

Diky tomuto ptikladu vidime, ze netrivialni projektivni pokryti modulu nad
okruhem R obecné nemusi existovat.



Definice 12 (Perfektni okruh). Okruh R nazveme zprava perfekini, pokud pro
kazdy pravy R-modul existuje jeho projektivni pokryti. Okruh R nazveme zprava
semi-perfektni, pokud pro kaZdy cyklicky pravy R-modul existuje jeho projektivni
pokryti. Obdobneé definujeme levou perfektnost a semi-perfektnost.

Lemma 8. Necht je A, B,C € Mod-R. Potom plati
(i) A B#0= AC B,

(i) A« BCC = A< C,

(i) ACB<C= A<C,

(i) A< C & B<C=A+B<C.

Diikaz. (i) Kdyby A = B, tak A+ 0 = B. Z nepodstatnosti ziskame B = 0.
(ii) Kdyby M C C takovy, ze A+ M = C, ukdzeme, ze A+ (M NB) = B. Kdyby
be B CC,tak existujia € A, m € M, ze b= a+ m. Protoze a,b € B, tak musi
byt m € B. Naopak je-lia+m € A+ (MNB),pakae AC B, me BNM,
tedy je jejich soucet v B. Z nepodstatnosti A v B ziskame M N B = B, cili je
BC M. Mame, 7¢e AC BC M, tudiz C = A+ M = M.
(iii) Kdyby M C C spliioval A+ M = C, takje C = A+ M C B4+ M C C, tedy
B+ M = C a z nepodstatnosti B v C' ziskame M = C.
(iv) Kdyby M C C takovy, ze (A+ B) + M = C, tak z asociativity scitani je
A+ (B+ M) =C,cili z faktu A < C mdme B+ M = C. Pak alez B < C
ihned plyne M = C.

O

Tvrzeni 9 (Ekvivalentni definice pokryti). Necht P € Mod-R je projektioni,
M € Mod-R a m € Homg(P, M). Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) w je projektivni pokryti,

(ii) m je surjektivnd a kazdy o € Endg(P) spliujici m o o = 7 je bijekce.

Dikaz. At m: P — M je projektivni pokryti. Pak je z definice surjektivni. Nyn{
méjme o € Endg(P) splaujici m o a« = 7. Checeme ukézat, ze jde o bijekci. Pro
surjektivitu ukazeme, ze P = Ima + Kerw. Z nepodstatnosti Kerm v P pak
dostaneme Ima = P. Af p € P, potom p = a(p) + (p — a(p)). To je hledany
rozklad, nebot a(p) € Ima a dale

m(p — a(p)) = 7(p) = 7(a(p)) = 7(p) — 7(p) = 0,

¢ili p — a(p) € Ker.

Protoze je a surjektivni, tak z projektivity P existuje g € Endg(P) takové,
ze ao g = idp (obr. [l.1a). Diky tomu je P = Img @ Ker . VSimnéme si, ze
Kera C Kerm, nebot pro a € Kera je w(a) = 7w(afa)) = «(0) = 0. Proto
z lemmatu |8 plati Keraw < P. Ziskame tak Img = P, z ¢ehoz ihned plyne
Kera = 0.
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Obrazek 1.1

Naopak predpokladejme podminku (i7). Ovéiime, ze Kerm < P. Uvazme L
podmodul v P takovy, ze P = L + Ker 7. UkdZeme, Ze 7 | L je surjektivni. At je
m € M. Pak existuje p € P takové, ze m(p) = m. Protoze P = L + Ker, tak
existuji @ € L a b € Ker 7 spliujici p = a 4+ b. Potom

m = n(p) = w(a+b) = n(a) = (v L)(a).

Protoze je m | L epimorfismus, tak z projektivity P existuje o € Hompg(P, L)
takové, ze m = (7w [ L) o« = w o « (obr. [L.1b]). Nyni se na a podivame jako na
zobrazeni do P. Pak je z predpokladu « bijekce, tedy L = Ima = P. O

Definice 13 (T-nilpotence). Necht R je okruh a I je oboustranny idedl v R.
Rekneme, ze I je zprava T-nilpotentni idedl, pokud pro libovolnou posloupnost
{a,} v I ezistuje n € N takové, Ze a, ---ay; = 0. Obdobné rekneme, Ze I je zleva
T-nilpotentni idedl, pokud pro libovolnou posloupnost {a,} v I existuje n € N
takové, Ze aq - - - a, = 0.

Definice 14 (idempotent). Rekneme, Ze e € R je idempotent, pokud e* = e.
Rekneme, Ze idempotenty ey, ...,e, € R jsou ortogondlni, pokud pro vsechna
i,j €{1l,...,n} plati: e;e; = eje; = 0.

1.2 Znéni Teorému P

Véta 10 (Teorém P). At je R okruh. Potom jsou ndsledugici turzeni ekvivalentni:
(1) J(R) je zprava T-nilpotentni a R/ J(R) je totdlné rozloZitelny.

(2) R je zprava perfektni.

(8) Kazdy plochy R-modul je projektivni.

(4) Direktni limita projektivnich pravich R-moduli je projektivnd.

(5) V R nent ostre klesajici retézec levych hlavnich idedli.

(6) V R neni Zddnd nekoneénd mnozina ortogondlnich idempotenti a kazdy ne-
nulovy levy R-modul md netrivalni sokl.

Pozndmka. Podminku (/) lze zobecnit. At n € N. Direktn{ limita pravych R-
modulu s projektivni dimenzi mensi nebo rovnou n mé projektivni dimenzi mensi
nebo rovnou n.



Kapitola 2

Retézec implikaci mezi
podminkami (4), (5), (6) a (1)

V této kapitole se soustiedime na dikaz implikaci z (4) do (5), z (5) do (6)
az (6) do (1) ve véte Neni-li feceno jinak, vSechna tvrzeni jsou pfevzata
z clanku [I, str. 468-470]. Dukazy jsou rovnéz pievzaty a dopliieny o piipadné
chybéjici detaily.

2.1 Implikace z (4) do (5)
Definice 15. Necht {a,} je posloupnost v R. Zdpis [F,{a,}, G] znaci

(i) volng R-modul F = RN s volnou bdzi {z, | n € N}, tj. pron € N je prvek
Ty, posloupnost konstantnich nul s jednotkou na n-té pozict,

(i) podmodul G modulu F generovany mnozZinou {x, — xyi1a, | n € N}.

Modul F/G nazveme Bassuv modul. Déle v této sekci vyuzivame znaceni
7: F'— F/G pro projekci mod G a nésledné z, = w(x,) pron € N.

Definice 16 (nahoru usmérnénd mnozina). Cdstecéné usporddand mnoZina (I,<)
je nahoru usmernend, pokud pro kazdé i,7 € I existuje k € I takové, Ze 1,7 < k.

Definice 17 (usmérnény soubor modulu). Necht (I, <) je nahoru usmérnénd
mnozina. Soubor D = (M;, f; | i < j € I) nazveme nahoru usmérnény soubor
praviych R-moduli, pokud pro vsechny i € I je M; € Mod-R, pro kazdé i < j € 1
je fjit My — M;, ddle fi; = idy;, a pro vsechny i < j < k € I plati fr; = fr; o fii-

Definice 18 (Direktn{ limita). Necht D = (M;, fj; | i < j € I) je nahoru
usmernény soubor pravych R-moduliu. Uvazme diagram F vedouci do Mod-R,
ktery na objektech vraci prdvé M; a na morfismech prdvé f;;. Dvojici (M, 1)
nazveme direktni limitou systému D, znaceno @D = (M, 1), pokud jde o kolimitu
diagramu F'.

Pozndamka. Pro jednoduchost budeme obcas misto znaceni ligD = (M, ) znacit
M = ling a kolimitni injekce ¢ dodefinujeme stranou.

Déle ndam prijde k uzitku nasledujici lemma, které hovoii o tom, kdy je modul
direktni limita fixovaného nahoru usmérnéného systému modula.



Lemma 11. ([3, Lemma 2.3]) Necht D = (M, f;; | @« < j € I) je nahoru
usmeérnény soubor pravych R-modulu. Dvojice (M, (f; | i € I)), kterd spliuje
fi = fjofjprokazdé i < j el aM e Mod-R, je direktni limita systému D
prave tehdy, kdyz M = |J,c;Im f; a zdroven plati ndsledugjici: Pro kaZdé x € M,
je fi(x) = 0 prdvé tehdy, kdyz existuje i < j € I takové, zZe f;;(x) = 0.

Tvrzeni 12. Pro kaZdou posloupnost {a,} v R je modul G volnyj a F'/G je direktni
limita projektivnich moduli.

Diikaz. Definujme si pro n € N modul G,, = ({x; — x;010; | i € {1,...,n}}).
Ukéazeme, ze je G, volny a zvolend mnozina generatoru je rovnéz jeho volna baze.
Z definice mnozina {x; — z;11a; | i € {1,...,n}} generuje G,,. Chceme tedy jeji
R-nezévislost. Je-li )" (x; — x;41a;)r; =0, pro r1,...,r, € R, pak je

n
17 + E JZZ‘(TZ‘ — ai_lri_l) = O
=2

Z R-nezdvislosti volné baze modulu F je ry = 0 a r; = r;_1a;,.1, 1 € {2,...n}.
Dohromady ry =ry =--- =1, = 0. Jde tedy o R-nezavislou mnozinu. VSimnéme
si, ze G = (U, ey G- Pro kazdé g € G tak existuje n € N takové, ze g € Gy, coz
ndm davé R-nezavislost mnoziny {x, — z,11a, | n € N}. Jedna se tedy o volnou
bazi modulu G, procez je G volny.

Nyn{ ukdzeme, 7ze je F/G, projektivni modul. Necht je n € N. Oznacme
H, = ({zx | k € N\ {1,...,n}}). Ocividné plati, ze F = G,, + H,. Navic je
prunik obou s¢itancu trividlni. Kdyby nebyl, tak existuji k > n a r; € R pro

; . k A
i <k takové, ze > " (x; — xipra:)r; = > izni1 TiTi. Dostavame

n k
Z(ZL‘z — xz’—f—lai)Ti + Z C(]Z‘(—’f’i> = 0,
i=1 i=n-+1

tedy uzitim R-nezavislosti volné baze F' ziskdme ry =r; =0pron+1 <7 < k.
Daéle pro 1 <1 < n plati r;,1 = r;a;, ¢ili i ta jsou nulova. Nakonec

F/G,=(G,® H,)/G, ~ H,/(G,NH,) ~ H,.

Proto je F'/G,, projektivni modul (dokonce volny).

Necht D = (F/G;, fj; | i < j € N), kde proi < j je fji: F/G; — F/G; zména
faktoru, tj. pro a € F' je f;i(a+G;) = a+G;. To lze, nebot pro i < j je G; C G;.
Ocividné jde o nahoru usmérnény systém pravych R-moduli.

Stejnym zpusobem zadefinujme pro n € N zobrazeni ¢,: F'/G,, — F/G jako
zmeénu faktoru. Polozme ¢ = (v, | n € N). Muzeme si vdimnout, ze kazdé ¢, je
epimorfismus a plati ¢; o f;; = 1;. Ukdzeme, ze 1i_n>qD = (F/G,u).

Staci ndm ovérit podminky lemmatu |11} Protoze jsou vSechny ¢,, epimorfismy;,
podminka /G = |J,cy Im¢; plati trividlne. Nyni at « € F/G;. Plati, ze ¢;(x) =0
pravé tehdy, kdyz x € Kery; = G/G;. Protoze je G = |J,, oy G, tak podminka
r € G/G,; plati prave tehdy, kdyz existuje néjaké j > i takové, ze x € G,/G;.
Nakonec z faktu Ker f;; = G;/G; ziskdme, ze € G;/G; pravé tehdy, kdyz
fji(z) = 0. Tim jsme ukézali, ze F'/G je dirketni limita projektivnich moduld. O



Tvrzeni 13. Pro k € N oznacme J, = {r € R | In € N: agyp---ax -7 = 0}.
Potom plati, zZe J, = Ann(zy,)

Diikaz. Zvolme k € N. Protoze m(xy — xpy1ax) = 0, tak zp = zpyqap. Iteract
tohoto vztahu dostaneme, ze pro n > k je zx = zZpint1an - --ag. To ndm dava
inkluzi J; C Ann(z;), nebot zpr = 241n41a, - - air = 0. Pro opacnou inkluzi
meéjme r € Ann(zy). Potom 0 = zpr = m(xgr), ¢ili xxr € G. Muzeme tak vyjadrit
xpr pomoci generatoru G. Existuje proto n > k a r; € R pro i < n takové, ze

n n

T = Z(l’z — ZEZ'_HCLZ')TZ' = 1" + Zl'l(?"l — (li_l’l“i_l).

i=1 =2

BUNO r, = 0. Ovérime, ze r, = r. Z R-nezavislosti volné baze modulu F' plati:
pokud je k =1, tak rp = r a pokud je k > 1, tak ry =0, r = ry — ag_17rx_1 a pro
1 < < k plati r; = a;_17r;_1. Diky tomuto rekurzivnimu vztahu ziskdme rovnost
ri=---=1r,_1=0,tedy jer =ry — ap_17p_1 = k.

Nyni ziskdme opétovnym vyuzitim R-nezavislosti volné baze modulu F' na
rovnost vyse, ze pro vSechny k < ¢ < n plati r; = a;,_;r;_1. Iteraci tohoto vztahu
ziskavame rovnost

0="7p,=0p_1Tn—1 = Ap_1Gp_9Tp_2 =+ = Qp_1 " ATk = Ap_1 """ QT
Nasli jsme tak m =n — k — 1 € N takové, ze agip, ---apr =0, ¢ili r € Ji. O

Tvrzeni 14. Je-li G direktnim séitanem v F', pak je retézec {R(ay,, ---ay) | n € N}
hlavnich leviyjch idedli v R konecny.

Diikaz. At je F = Q ® G. Oznaéme p: F — @Q projekci na ). Potom méme
izomorfismus ¢: F/G — @ takovy, ze t om = p. Pro k € N polozme ¢, = t(z).
Tyto prvky si muzeme vyjadrit ve volné bazi modulu F, tedy pro kazdé k € N
ziskdme vzorec g = ), . %iCi- Poznamenejme, ze pro kazdé k € N existuje
pouze koneéné mnoho ¢ € N takovych, ze ¢; # 0. Pomoci téchto vzorct jsme
schopni vyjadrit, jak vypada p na prvcich. Uvazme tak ) . x;7; € F. Potom

,0( Z xm) = Z qiri = Z Z TiCj T = Z x; < Z cj7im~> .

ieN ieN ieN jeN jeN ieN

Nyni vyuzijeme faktu, ze g = p(qx) a oboje rozepiseme do volné baze modulu F.
Ziskame tak rovnost

Z TiCik = P( Z iUiCik) = Z Zj ( Z Cj,ici,k> .

ieN ieN jeN ieN

Uzitim R-nezavislosti volné béze modulu F ziskdvame identitu c;, = ). en CjiiCi k-
Déle z faktu w(z; — z;410;) = 0 mame, ze z; = z;1a;. lteraci této rovnosti
pro n > k ziskdme 2z, = z,.1a, - - - a;. Naslednd aplikace izomorfismu ¢ na tuto
rovnost nam dava gy = ¢u1a, - - - ax. Specialné rozepsanim do volné baze modulu
F' a naslednym vyuzitim R-nezéavislosti dostaneme Vi € N : ¢, = ¢ i1y - - - Q.

Nyn{ definujme levy idedl I v R jako I = ({¢;1 | i € N}). Z minulého odstavce
méme, ze pro vsechna n € N plati ¢;; = ¢; pt10y - - - a1, tedy pro vSechna n € N
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mame [ C R(a,---ay). Najdeme-li m € N takové, ze a,,---a; € I, tak bude
platit R(ag - am,---a1) C I pro vSechna k > m. Specidlné

I:R(am-.-al):R(am+1am...a1):_“

a fetézec {R(ay, ---a1) | n € N} tak bude konecny.

Uvazme n € N takové, Ze pro vSechna k > n plati ¢,; = 0. Z prvni casti
dukazu mame rovnost ¢j; = > _,_, ¢ xCx1. Piiddme-li fakt, ze ¢, = ¢;pi1an -+ ay
pro vSechny 7 € N a n > k, dostaneme

n n

n
Ci1 = E CjkCk1 = E Cin+1Qn * - AECr1 = Cjn41 g Qp -« - QgC,1-
k=1

k=1 k=1

Polozme v = Zzzl ap - - - aiCi 1. Potom je ¢;1 = ¢jpq17y. VSimnéme si, Zze v € 1.
To protoze prvky c; jsou generdtory I a jde o levy idedl. Dale plati

n n n
Q1 = E XTiCi1 = E TiCin+17 = < E xiCi,n+1)7 = dn+17-
i=1 i=1 i=1

Pfipomenme, Ze ¢ = ¢ui1G, - --a;. Nasli jsme tak druhy zpusob vyjadreni ¢,
a proto ¢u41ay, - - - a1 = gn117- Upravou pak ziskavame, ze a,, - - - a;—y € Ann(gp41).

Jelikoz mdme izomorfismus ¢ a tvrzenf [13] plat{ Ann(g,41) = Ann(z,41) = Jpt.
Existuje proto k& € N takové, ze a,.g---api1(an---a; — ) = 0. Nasli jsme
m=n-+k € N takové, ze a,, - - a1 = Q- - - apy1y € 1. n

Nynf jiz muzeme pfistoupit k dikazu implikace z (4) do (5) ve vété [10]

(4) = (5). Uvazme nekoneény klesajici fetézec R levych hlavnich idedla v R.
BUNO af je R spocetny, tj. R = {Rz; | 2; € R, i € N}. Oznaéme a; = 1.
Meéjme dano ¢« € N a a; € R. Jelikoz je R klesajici fetézec, pro x;11 € Rx; existuje
r € R takové, ze x;11 = rx;. Poloz a;41 = r. Vytvorili jsme tak posloupnost {a,}
v R splhujici x; = a;---ay, ¢ € N. Diky tomu muzeme fetézec R vyjadiit jako
R = {R(a,---a1) | n € N}. Nyni uvazme trojici [F, {a,}, G] definujici Bassuv
modul F'/G. Tvrzeni|[12{nam d4, ze F//G je direktni limita projektivnich modulu,
¢ili je z predpokladu projektivni. Diky tomu se kratkd exaktni posloupnost

0—G-SF-F/G—0
stépi, specidlné je GG direktni scitanec v F. Nakonec je z tvrzeni fetézec R
koneény. O
2.2 Implikace z (5) do (6)

V této sekci budeme predpokladat, ze v R neni zadny nekonecny ostie klesajici
retézec levych hlavnich idealt. Budeme dokazovat, ze v R neni spocetnd mnozina
ortogonalnich idempotentu. Nejprve zacnéme nasledujicim lemmatem.

Lemma 15. Necht e, f € R jsou dva navzdjem mizné ortogondini idempotenty.
Potom je Re C R(1 — f).
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Diikaz. Protoze je f idempotent, mame rozklad R = Rf @ R(1 — f). Muzeme
si proto vyjadrit e € R jako e = rf + t(1 — f), pro néjaké r,t € R. Rovnost
vynasobime zprava prvkem f a z ortogonality e s f pak dostaneme

ef =rf*+t(1—f)f
0=rf,

tedy je e € R(1 — f). Proto je Re C R(1 — f). O
Nyni se muzeme piesunout k dukazu implikace z (5) do (6) ve vété[L0]

(5) = (6). Dukaz budeme délat sporem. Predpokladejme, ze mame k dispozici
M = {ej1,es,e3,...} C R spotetnou mnozinu navzajem ortogonalnich idempo-
tentu. Bez tGjmy na obecnosti 0 ¢ M. Vyuzijeme lemmatu ke konstrukci
nekonecného ostte klesajiciho fetézce levych hlavnich idealt. Budeme postupovat
indukeci.

Pro n € N si oznaéme e = Y ., e;. Muzeme si vSimnout, ze z ortogonality
prvku M jsou e;e = ee; = ¢;, pokud i < n a ee = ee; = 0, pokud ¢ > n.
Specialné je e idempotent ortogonalni ke vsem e; pro ¢ > n. Nyni chceme, ze
R(1 —e—e,41) © R(1 — e). Nejprve ukdzeme inkluzi. K tomu ndm staci, ze
en+1 € R(1—e). To ale plyne ihned z lemmatu[15] Proto je 1—e—e,1 € R(1—e).

Nyni ukézeme, ze jde o ostrou inkluzi. Jiz vime, ze e,,1 € R(1 — e). Sporem
nahlédneme, ze nemuze byt v R(1 —e—e,.1). Kdyby byl e,11 € R(1—€e—e€,41),
tak existuje r € R takové, ze e, = (1 — e — e,41). Rovnost vyndsobime zprava
prvkem e, . Ziskame
e = (1 —€—ent1)ens
ent1 = T(Cnt1 — €i+1)

Cnt+1 = 0.

To je ale spor s tim, ze 0 ¢ M.

Zkonstruovali jsme nekonecny ostie klesajici fetézec {R(1 -1, e;) | n € N}
levych hlavnich idedlu v R, coz je spor. Proto M nemuze byt nekonec¢na.

Ted chceme ukdzat, ze 0 # A € R-Mod m4 netrividlni sokl. Piedpoklddejme,
ze Soc(A) = 0. Protoze A # 0, mdme 0 # a € A. Déle z faktu Soc(A4) = 0 nemuze
byt Ra jednoduchy. Proto existuje a; € R takové, ze a;av # 0 negeneruje modul
Ra, tj. 0 # Raja € Ra. Indukci pak z predpokladu 0 # R(a,, - - - a;a) nemuze
byt jednoduchy, tedy existuje prvek, ktery ho negeneruje. Mame tak a,.1 € R
takové, ze 0 # R(ani1a,---a1a) C R(a,---aja). To je ale spor, nebot jsme
takto vytvorili nekonecny ostie klesajici fetézec levych hlavnich ideali. Proto
Soc(A) # 0. O

2.3 Implikace z (6) do (1)

V této sekei znacéi On tiidu ordindlnich ¢isel. Diky podmince (6) z veéty
se v této sekci budeme zabyvat spiSe levymi R-moduly. Chceme ukéazat, ze za
podminky (6) je J(R) zprava T-nilpotentni a R/J(R) totalné rozlozitelny. Pro
dukaz tohoto faktu budeme potiebovat nasledujici konstrukei.
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Definice 19 (Sokl posloupnost). Necht M € R-Mod. Polozme Soc’(M) = 0.
At a € On, oznaéme mo: M — M/ Soc®(M) projekci mod Soc®(M) a polozme
Soc®*H (M) = w71 (Soc(M/Soc*(M))). Je-li a € On limitni ordindl, definu-
jeme Soc*(M) = U, Soc?(M). Sokl posloupnost praviich R-moduli definujeme
obdobné. Ddle pro o« € On wvyuZivame znaceni Soc® = Soc*(J(R)), kde J(R)
chapeme jako na levy R-modul.

Pozndmka. At M € Mod-R. Sokl posloupnost modulu M z definice ostie roste,
dokud nemd pro néjaké o € On modul M/ Soc®(M) trividlni sokl. V takovém
pripadeé se rust zastavi, tj. posloupnost bude od tohoto « déale konstantni. Navic
tato situace musi nastat, nebot jde o rostouci posloupnost podmoduli modulu M
indexovanou tfidou ordinalnich ¢isel a kardinalita zadného clenu sokl posloupnosti
nemuze prerust kardinalitu modulu M.

Nés bude zajimat situace, kdy plat{ podminka (6) z véty [L0} tj. situace, kdy
ma kazdy netrividlni levy R-modul netrividlni sokl. Diky tomu se rust sokl po-
sloupnosti kazdého levého modulu M zastavi az tehdy, kdyz Soc®(M) = M, pro
néjaké a € On. Diky tomu mame nésledujici pozorovani.

Pozorovani. Ma-li md kazdy netrivialni levy R-modul netrividlni sokl, pak je pro
kazdé a € J(R) trida {a € On | a € Soc®} neprdzdnd.

Definice 20. Definujme zobrazeni h: J(R) — On ndsledujicim zpiisobem. Necht
a € J(R), polozme h(a) = min{a € On | a € Soc*}.

Pozndmka. Za predpokladu podminky (6) z véty [10]a pozorovani vyse jde o dobfe
definované zobrazeni.

Pozorovani. Pokud J(R) # 0, pak pro a € J(R) neni h(a) limitni ordindl.

Dikaz. Kdyby byl h(a) limitni, mame ze a € SocM@ = U B<h(a) Soc?, ¢ili existuje
B < h(a) takové, ze a € Soc”. To je ale spor s definici h(a). O

Pozndmka. Jelikoz je pro a € J(R) ordinal h(a) izolovany, budeme pro a # 0
psét, ze h(a) = 5+ 1 pro néjaké 5 € On.

Lemma 16. Pro nenulové a € J(R) plati J(R) Soc’™ C Soc”.

Diikaz. Uvazme 7g: J(R) — J(R)/Soc” projekci mod Soc”™. Diky vlastnostem
radikdlu méame J(R) Soc’™ C Rad(Soc?™). Ovéifme, ze Rad(Soc”®™) C Soc”.

Definice sokl posloupnosti ndm dava 7 [ Soc”™: Soc”™ — Soc(J(R)/ Soc?).
Jelikoz je radikal totalné rozlozitelného modulu nulovy, méame

m5(Rad(Soc?™)) € Rad(Soc(J(R)/ Soc?)) = 0.

Tim jsme ziskali pozadovanou inkluzi.
Lemma 17. Pro libovolnd a,b € J(R), kde a # 0 plati h(ba) < h(a).

Diikaz 7 definice h je a € Soc"® = Soc?*. Proto ba € J(R)Soc’™ C Soc”.
Proto h(ba) = min{a € On | ba € Soc*} < B, tedy h(ba) < 8+ 1 = h(a). O
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Tvrzeni 18. Md-li kazdy netrividlni levy R-modul netrividalni sokl, pak je J(R)
zprava T-nilpotentnt idedl.

Diikaz. Méjme danou posloupnost {a,,} v J(R). Kdyby pro vsechna n € N platilo,
Ze a,---a; # 0, tak je z lemmatu [17] fetézec {h(a,---a;) | n € N} C On
nekonecny a ostie klesajici, coz je spor. O

Lemma 19. Af je R okruh a I je nil idedl v R. Potom lze zvedat idempotentni
proky mod I. Pokud mame navic dino g € R takové, Ze g+1 € R/I je idempotent,
pak existuji t € R, n € N takovd, Ze g"t" = t"¢" € R je ono zvednuti g + I, tj.
g't"™ je idempotent v R a g"t" + 1 =g+ 1.

Diikaz. Dukaz prvni ¢asti je k nalezeni v [2 Proposition 27.1] a zbytek plyne
primo z uvedeného dukazu. O

Lemma 20. Jednoduché podmoduly modulu R/J(R) jsou generované idempo-
tentnimi proky okruhu R/J(R).

Diikaz. Ozna¢me S = R/J(R). Necht 0 # I C S je jednoduchy. Pak existuje
0 # a € 5, takové ze I = aR. Jelikoz je Rad(S) = 0, tak a ¢ Rad(S). Diky
tomu existuje maximalni pravy ideal M v S takovy, ze a ¢ M. Plati I < M. To
nam spolu s maximalitou M dava S = I + M. Dokonce I N M = 0. Kdyby totiz
0£belInNM,tak I =bR CINM C M, coz je spor. Mame tak S = I & M.
Podivame-li se pak na S jako na S-modul, tak je I direktni s¢itanec v regularnim
S-modulu. Proto je generovan idempotentem. n

Definice 21. Konec¢nou mnozinu {e; | i € I} ortogondlnich idempotenti v R

nazveme kompletni, pokud je Y .. e; = 1.

Tvrzeni 21. At v R neni Zddnd nekonecnd mnozina ortogondlnich idempotentii

a kazdy nenulovy levy R-modul md netrivdlni sokl. Potom je R/J(R) totdlné
rozlozitelny.

Diikaz. Oznacme S = R/J(R). Kdyby S = 0, tak tvrzeni plati. Predpokladejme,
ze S # 0. Ozna¢me m: R — S projekci mod J(R). Z predpokladu existuje jedno-
duchy podmodul v S, ktery je z lemmatu [20| generovany idempotentem f; # 0.
Diky tvrzeni[18|je J(R) nil idedl, a tak lze z lemmatu [19| zvednout f; na idempo-
tent e; € R, tj. fi = m(ey). Proto v R existuje idempotent e; takovy, ze je S7(e;)
jednoduchy podmodul modulu S.

Méjme pro n € N dény ey, ..., e, nenulové ortogonalni idempotenty takové,
ze pro kazdé ¢ € {1,...,n} je 0 # Sw(e;) jednoduchy podmodul v S. Oznaéme
fi = m(e;). Pokud Y " | f; = 1, tak plati S = Soc(S) = @, Sf; a mdme hotovo.

Pokud Y77 | fi # 1, poloz eg = 1 — 3" e1 a fo = m(ep) # 0. Muzeme si
véimnout, ze {eg,e1,...,e,} a {fo, f1,--., fu} jsou kompletni mnoziny navzdjem
ortogonalnich idempotentu v R, resp. v .S. Jelikoz je Sfy levy modul, existuje
z predpokladu jeho jednoduchy podmodul Sf generovany idempotentem f # 0.

At je g € 771(f). Protoze je f € Sfy, existuje r € R takové, ze f = m(reg),
tedy muzeme uvazovat g € Req. Z lemmatu [19| existuji n € N a t € R takova,
ze e = t"g" € R je idempotent spliujici f = 7(e). Protoze je f nenulovy, musi
byt e nenulovy a dale mame, ze e = t"g" = (t"g" ')g € Rey. Mdme tak rozklad
R = Re® R(1 — e), specidlné je

Reg = RegN (Re ® R(1 —¢)) = Re ® (Reg N R(1 —¢)).
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Posledni rovnost plati, nebot Re C Rey, a tedy kdykoliv rie + ro(1 — €) € Rey,
jelikoz e € Reg, musi byt m3(1 —e) € Rey. Opacnd inkluze je trividlni. Diky této
rovnosti mame eg = epe + eo(1 — €), kde eo(1 — €) € Rey. Polozme e, 11 = ege.
Muzeme si vSimnout, ze z faktu e = reqg, pro néjaké r € R, je e,,1 idempotent

€i+1 = €gTrepgeoreg = €gregreg = 6062 = €pe = €np41-

Navic je ortogondlni se vSemi idempotenty z {ej,...,e,} a neni nulovy. Kdyby
byl, tak je pro p: Rey — Re projekci do slozky p(eg) = ege = e,41 = 0, ¢ili je
e = p(reg) = 0, coz je spor. Navic je Sw(en+1) jednoduchy v S. To proto, ze 0 #
m(ent1) = m(eg)m(e) = m(eo)f € Sf, tedy z jednoduchosti Sf je Sm(en1) = Sf.
Mame tak nenulové ortogondlni idempotenty ey, ..., e,, e,+1 takové, ze pro kazdé
ie{l,...,n+1} je 0 # Sr(e;) jednoduchy modul v S.

Dale induktivné pokracujme v konstrukci idempotentt. Jelikoz v R neexistuje
nekonecnd mnozina ortogonalnich idempotentu, musi existovat m € N takové, ze

Yo fi=1,atedy S =Soc(S) =B, S O
Dukaz implikace z (6) do (1) ve véte [L0[uz je jen spojeni dokdzanych tvrzeni.

(6) = (1). Predpoklddejme podminku (6). Potom je J(R) z tvrzeni |18 zprava
T-nilpotentni a R/J(R) je z tvrzeni [21| totdlné rozlozitelny. O
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Kapitola 3

Ekvivalence podminek (1) a (2)

Tato kapitola obsahuje dikaz ekvivalence podminek (1) a (2) z véty [10]
Nasledné je uveden dukaz véty charakterizujici semi-perfektnost. Neni-li feceno
jinak, vSechna tvrzeni v této kapitole jsou prevzata z [Il, str. 471-476]. Dukazy
jsou rovnéz prevzaty, nalezité prizpusobeny a doplnény o chybéjici detaily.

Veéta 22. Pro okruh R jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

(a) R je zprava semi-perfekind,

(b) R/ J(R) je totdlné rozlozitelny okruh a idempotenty lze zvedat mod J(R),

(c) kazdy konecné generovany pravy R-modul md projektivni pokryti.

Navic je R je zprava perfektni pravé tehdy, kdyz plati podminka (b) a k tomu je
J(R) zprava T-nilpotentni idedl.

Pozndmka. Tato véta plati obdobné i pro levé R-moduly. Podminka (b) je ovsem
totoznd s tou pro pravé R-moduly. Vidime tak, ze semi-perfektnost je symetricka
vlastnost.

Predpoklad zvedani idempotentti v podmince (b) je nutny. Uvazme nésledujic
priklad.

Piiklad 3. Af je M mnozina vsech piirozenych &isel, kterd nejsou délitelna
dvéma ani tfemi. Jde o multiplikativni mnozinu v Z. Uvazme okruh Z,; = M~Z.

Necht % € Zy takové, ze k > 0 neni délitelné dvéma ani tfemi, potom je 7
jeho inverz. Obdobné pro k < 0. Uvazme vlastni idedl I v Z,,. Z vyse dokazaného
je citatel kazdého prvku z I délitelny dvéma nebo tifemi. Dokonce déli dvojka nebo
trojka citatel kazdého prvku z I. BUNO af v I existuje prvek, jehoz ¢itatel neni
délitelny tfemi, tj. existuje % € I takové, ze 3 1 k. Kdyby existovalo %l el
takové, ze 2 t [, tak citatel prvku %l + % = W neni délitelny dvéma ani
tremi, ¢ili je I = Zyy, coz je spor. Proto je I C 27Zy; nebo I C 37Z,,. Specialng,
je-li I maximalni, ziskdme I = 2Zj;, nebo I = 3Zy,. 1dedly 27y, a 3Z,; jsou
maximéalni, nebot kdyz 2Zy; C I C Zyy, plati 2Zy; C I C 2Zyy, tj. I = 27y,
nebo 2Zy; C I C 3Zy;, coz nam da spor. Obdobné pro 3Z,,;. Proto ma okruh
Zyy prave dva maximalni idedly a J(Zy) = 2Zy; N 3Zy; = 6Zy,. Navic plati, ze
Ly |67y ~ Zg, Cili je totalné rozlozitelny a 3 + 6Zy; je netrividlni idempotent,
ktery nelze zvednout, nebot je Z,; obor, a tak neobsahuje netrivialni idempotenty.
Z véty o semi-perfektnosti pak vyplyne, ze nejde o semiperfektni okruh.
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3.1 Lemmata k vété o semi-perfektnosti

Pozorovani. Necht je I oboustranny idedl v okruhu R a M € Mod-R. Pak je
vztahem m(r + I) = mr na M korektné definovina struktura R/I-modulu prdvé

tehdy, kdyz M1 = 0.

Tvrzeni 23. At je R okruh a I je oboustranny idedl v R. Necht A je R/I-modul
am: P — A jejeho R-projektivni pokryti. Potom je zobrazeni p: P/PI — A,
indukované zobrazenim w, jeho R/I-projektivni pokryti. Specidlné faktorokruhy
(semi- )perfektnich okruhi jsou (semi-)perfekind.

Diikaz. Nejprve si vdimnéme, ze (P/PI)I = 0, ¢ili jde o R/I-modul. Uvazme
M,N € Mod-R/I, f € Hompg, (M, N) epimorfismus. At g € Hompg,(P/PI,N).
Pak jde rovnéz o R-linedrni zobrazeni. Ozna¢me o € Hompg(P, P/PI) projekci
mod PI. 7Z projektivity P existuje b’ € Hompg(P, M) takové, ze foh' = goo.
Pro libovolné p € P a i € I plati W'(pi) = W(p)i = W(p)(i + I) = 0. Véta
o homomorfismu ndm tak dé existenci h € Hompg,;(P/P1, M) splijici hoo = k.
Dohromady je fohoo = foh' = goo, ale o je epimorfismus, ¢ili foh = g.
Proto je P/PI projektivni R/I-modul.

A je R/I-modul, tedy AI = 0. Z toho mame, ze pro viechny p € P a pro
vechny i € [ je m(pi) = w(p)i = 0, tedy je PI C Ker7. Proto je z véty o homo-
morfismu zobrazeni

p: P/PI — A
p+ PI — m(p)

dobte definované R/I-linearni zobrazeni. Navic je surjektivn{, nebot Im p = Im,
a také Kerp = Kern/PI. Zbyva tak ukézat, ze Kerp <« P/PI. Uvazme tedy
B C P/PI podmodul takovy, ze P/PI = B+Ker p. Potom existuje C' podmodul
v P takovy, ze PI C C' a B = (C/PI. Jsme tak schopni rovnost rozepsat jako:

P/PI =B+ Kerp=C/PI+Kern/PI = (Kerm+ C)/PI.
Uzitim nepodstatnosti Ker 7 v P dostaneme C' = P, procez je B = P/PI. O]

Tvrzeni 24 (Jednoznacnost projektivniho pokryti). Necht A € Mod-R a ddl
je P € Mod-R projektivni. Necht p: P — A je epimorfismus a m: Py — A je
projektivni pokryti. Pak existuji Q) podmodul v P, D podmodul v Ker p takové, Ze:
(i) P=Q & D,

(i) plQ je projektivni pokryti modulu A,

(iii) existuje izomorfismus v: Q — Py takovy, Ze p[Q = wo .

Je-li navic p projektivni pokryti modulu A, tak QQ = P.

Dikaz. 7 projektivity P existuje f € Hompg (P, P4) takové, ze p = wo f. Obdobné
z projektivity P, existuje g € Hompg(Pa, P) takové, ze m = po g, viz obrazek .
Spojenim téchto rovnosti ziskdme m = pog = mwo fog, tedy z tvrzeni[J]je zobrazeni
f o g bijekce. Ukazeme, Ze plati P = Im g @ Ker f. At p € P, potom

p=(g9o(fog) o f)p)+p—(90(fog) " of)p).
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Obréazek 3.1

Pryvnf ¢len je v Img a f(p —[go (fog)™' o fl(p)) = f(p) — f(p) = 0. Kdyby
p € ImgNKer f, tak existuje ¢ € P4 takové, ze 0 = f(p) = (f o g)(q). Protoze je
f o g bijekce, tak ¢ = 0. Z toho je p = g(¢q) = 0. Nakonec Ker f C Ker p, protoze
pro p € Ker f je p(p) = 7n(f(p)) = 0. Polozme @ = Img a D = Ker f. Nasli jsme
tak rozklad P = ) & D. Specidlné je () projektivni R-modul.

Oznacme ¢ = f | Q). Potom Ker: = Ker f NImg = 0. Dale vime, ze f je
epimorfismus. Proto pro p € P, existuji ¢ € Q, d € D takové, ze

p=flg+d)=f(q)+ f(d) = f(q) = ()

Z faktu p = mo f pak dostaneme p[(Q) = 7 o ¢. Hledany izomorfismus je ¢.
Zbyva ukazat, ze p [ Q) je projektivni pokryti. V prvni tadé je p | () epi-
morfismus. To protoze pro a € A existuji ¢ € Q, d € D C Kerp takové, ze
a = plg+d = (p|Q)(g). Déle si viimneme, ze t(Kerp N Q) = Kerm. At
q € Ker(p[ Q). Pak je m(c(q)) = (p [ Q)(¢q) = 0. Naopak pro p € Kerr existuje
q € Q takové, ze p = 1(q). Potom (p[Q)(q) = 7(c(q)) = m(p) = 0.
At S+Ker (p] Q) = Q. Potom obrazem pres ¢ ziskdme rovnost +(S)+Ker 7 = Pj.
Uzitim nepodstatnosti Ker m v Py je 1(S) = Pa. Proto musi byt S = 71 (P4) = Q.
Nakonec at je p projektivni pokryti. Potom je g o f bijekce, tudiz jsou f a g
izomorfismy. Z toho ) =Img = P. O

Tvrzeni 25. At je I pravy idedl v okruhu R. A 7: R — R/I je projekce mod I.
Projekce m je projektivni pokryti prdvé tehdy, kdyz I C J(R). Je-li navic R zprava
semi-perfektni, tak nastane prdvé jedna z ndsledujicich podminek:

(1) I < J(R),

(i) I obsahuje netrivialng direktni sc¢itanec requldrniho modulu R.

Diikaz. At je 7 projektivni pokryti modulu R/I, tj. Kerm = I < Rp. Z vlastnosti
radikdlu mame J(R) = "y . NV, tedy I C J(R). At je naopak I C J(R). Jelikoz
je Rp konetné generovany, plati J(R) < Rp. Specidlné ndm lemmaf§|dévd I < R.

Nyn{ at je R semi-perfektni. R/I je cyklicky R-modul. Proto existuje jeho
projektivni pokryti p: P — R/I. Déle vezméme kratkou exaktni posloupnost
0—1-5R-" R/I — 0. 7Z tvrzenl' mame @), D pravé idedly v R takové,
7e D CI, R=Q®D an|Q je projektivni pokryti. Kdyby D # 0, tak I obsahuje
netrivialni direktni s¢itanec v R, totiz D. Kdyby D = 0, tak R = @, cili je 7
projektivni pokryti a z prvni ¢asti dostdvame I C J(R). O

Ptedchozi tvrzeni nam tak 7ikd, ze nad semi-perfektnimi okruhy jsou nepod-
statné idedly pravée ty idedly, které neobsahuji nenulové idempotenty.

Tvrzeni 26. Je-li R zprava semi-perfekini a J(R) = 0, je R totdlné rozloZitelny.
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Dikaz. Kdyby Soc(R) € R, existuje M maximdlni pravy idedl v R takovy, ze
Soc(R) C M. Ze semi-perfektnosti R existuje p: P — R/M projektivni pokryti
modulu R/M. Uvazme m: R — R/M projekci mod M. Jelikoz R je projektivni,
z tvrzeni 24| existuji pravé idealy Q a D v R takové, ze D C M a R=Q ® D.
Navic je 7 [ @ projektivni pokryti. Diky tomu je M N @ nepodstatny v Q).

Nyni ukazeme, ze M neobsahuje zadny netrividlni direktni s¢itanec modulu

Q. Kdyby Q@ =A@ B, A C M, pak
Q=AdBC(QNM)+B=0Q.

Z nepodstatnosti Q@ N M v @Q je B = @, tedy je A trividlni. Protoze v M nejsou
netrivialni direktni s¢itance modulu @, tak M N neobsahuje netrivialni direktni
scitance regularntho modulu R. Kdyby totiz R = A® B, kde A C M N Q, tak
z predchoziho A = 0. Z tvrzeni 25| tak musi nastat situace M N Q C J(R) = 0.
Mame tedy

Q~Q/(MNQ)~R/M.
Jelikoz je M maximélni, @ je jednoduchy, ¢ili @ C Soc(R) C M. Dostavame tak,
ze R=Q®D C M C R, coz je spor. m

Nésledujici dvé tvrzeni jsou alternativni piistup k [I, Proposition 2.7], ktery
je jako moznost zminén jiz v ¢lanku [1]. Cilem je ukazat, ze pro netrividlni pro-
jektivni modul P musi vzdy platit P J(R) C P.

Tvrzeni 27. A{ M € Mod-R, v € M. At existuje k € N, my,...,my € Rad(M)
a fi,..., fr € Homg(M, Rg) takové, Ze x = Zle m; fi(z). Potom je x = 0.
Specidlné kdykoliv 0 # M = Rad(M), pak M neni projektivni.

Diikaz. Indukef podle & € N. Nejprve af je k = 1, tedy méjme pro x € M dané
m € Rad(M) a f € Homg(M, Rg) takové, ze x = mf(x). Pak je

f(x) = f(mf(x)) = f(m)f(z).

Jelikoz m € Rad(M), tak z vlastnosti radikdlu je f(m) € J(R) a existuje t € R
takové, ze t(1 — f(m)) = (1 — f(m))t = 1. Proto mame

v) = f(x) = f(m)f(x) = (1 = f(m))[(z)
=t(1 = f(m)f(z) = [(z)

Ziskéame tak, ze x = mf(x) =m-0=0.

Nyni méjme k > 2 a predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vsechny [ € N, [ < k.
Méjme dané x € M ak nému my, ..., my € Rad(M) s fi,..., fr € Homg(M, RR)
takové, ze x = Zle m; fi(z). Podivejme se na obraz x pii fj:

k
= fk(zmzfl > ka m; fi(x ka m;) fi(x (3.1)

Potom, opét jako v pripadu pro k = 1, je fr(my) € J(R) a existuje t € R takové,
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ze t(1 — fi(my)) = (1 — fr(my))t = 1. Upravme si rovnici do tvaru
Je(@) = frlm) fr(z kamzfz
(1= felmp)) fulx Zhwﬁ

(Pﬁwkh-JZﬁmﬁ

k—1

fil@) =Y thi(mi) fi(x).

i=1

Posledni clen ve vyjadreni = tak lze rozepsat jako R-linedrni kombinaci prvku
z radikalu, tj.

= > (mi+myt fr(ms)) fi(x).
i=1
Protoze m; + myt fr.(m;) € Rad(M), z indukéniho piedpokladu obdrzime x = 0.
Uvazme R-modul M splaujici 0 # M = Rad(M). Kdyby byl projektivni, tak
z lemmatu o dudlni bazi mame pro kazdé x € M vyjadieni x = Zfil m? f¥(x),
kde k, € N a ff € Homg(M, Rg), m¥ € M = Rad(M) pro i < k,. Z dokdzaného
pak z =0, ¢ili M = 0, coz je spor. O

Lemma 28. Pro P projektivni R-modul je Rad(P) = P J(R).

Diikaz. Inkluze P J(R) C Rad(P) plati z lemmatu[3] Pro opa¢nou inkluzi, protoze
je P prOJektivni mame z lemmatu o dudlni bazi pro kazdé x € P vyjadieni
r = Y% m (e ) kde k, € N a f* € Homg(P,Rgr), m{ € P pro i < k,.
Z lemmatul 3 bod (i) pro x € Rad(P) a i < k, dostavame fF(z) € J(R). Proto je
x—zz xfx()EPJ(R). O
Tvrzeni 29. Af je R/J(R) totdlné rozloZitelny okruh a kaZdy idempotent lze
zvednout mod J(R). Modul A € Mod-R md projektivni pokryti, pokud je splnéna

nasledugici podminka: Je-li B € Mod-R netrividlni modul, ktery nemd vice ge-
nerdtoru, nez A, pak BJ(R) C B.

Diikaz. Nejprve si oznac¢me S = R/J(R). Podivejme se na R-modul A/AJ(R).
Ten splnuje, ze
(A/JAJ(R)) J(R) = ({(a+ AJ(R))r |a€ A, r € J(R)}) =
= ({(ar + AJ(R)) | acA relJR)}) =
=AJ(R)/AJ(R) =
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¢ili tvoii S-modul. Jelikoz je S totélné rozlozitelny, tak je A/AJ(R) totdlné
rozlozitelny. Proto existuje mnozina I a pro ¢ € I jednoduchy S-modul M;
spliwjici A/AJ(R) ~ @,.; M;. Z lemmatu [2| je pak pro kazdé i € I modul
M; izomorfni néjakému pravému idealu K; v S. Z komplementarity svazu pod-
moduli S je pak kazdy tento ideal direktnim s¢itancem. Proto pro néj existuje
idempotent f; € S takovy, ze K; = f;S. Slozenim téchto rovnosti a izomorfismu
dostaneme A/AJ(R) ~ @, , ;S C SU.

Ozna¢me 7: R — S projekci mod J(R). Z predpokladu pro kazdé i € I
existuje idempotent e; € R takovy, ze m(e;) = f;. Dédle pro i € I ozna¢me
o; =7 [e;R. Pak pro r € R méme 7(e;r) = w(e;)r = fir = fi(r + J(R)) € f;5,
¢ili o;: ;R — [;S je epimorfismus. Zajima néas, co je jeho jadro.

Kerai = KerﬂﬂeiR: J(R) ﬂeiR = GzJ(R),

kde posledni rovnost plat{, nebot pro e;r € J(R) Ne;R je e;r = e;(e;r) € e; J(R).
Naopak pro e;r, kde r € J(R) je e;r € J(R) Ne;R, protoze je J(R) oboustranny
idedl. Dostavame e;R/e; J(R) ~ f.S, a proto

AJAJ(R) ~ P eiR/e; J(R).
iel
Definujme si P = @, ,;e;R. Protoze R = ¢;,R ® (1 — ¢;)R, tak jsou ¢;R
projektivni. P je pak projektivni jako direktni suma projektivnich modulu. Diky
tomu, ze jde o projektivni moduly, z lemmatu 5[ a lemmatu [28] ziskame

P J(R) = Rad(P) = @ Rad(e;R) = P e; I(R).
iel icl
Nyni chceme ukazat, ze P/PJ(R) ~ @, ;e;R/e; J(R). Pro kazdé i € [
oznacme ;: ;R — e;R/e; J(R) projekci mod J(R) a uvazme kratkou exaktni
posloupnost

0= e J(R) - e;R 2 e;R/e; J(R) — 0.

Jejich direktnim souc¢tem pies ¢ € I ziskame novou kratkou exaktni posloupnost

0= PIR) - P25 P eRfe; J(R) — 0,
iel
kde ¢ = €B,.; ;. Vyuzili jsme pfedeslé rovnosti a definice P. Z prvni véty o izo-
morfismu pro ¢ tak dostavame pozadovany vysledek. Dohromady mame

A/AJ(R) ~ P/PJ(R).

Definujme si p: P — A/AJ(R) jako projekci P — P/P J(R) mod P J(R)
slozenou s izomorfismem P/P J(R) — A/AJ(R). Proto jde o epimorfismus a
Kerp = PJ(R). At je m: A — A/AJ(R) projekce mod A J(R). Z projektivity P
pak existuje f € Homp(P, A) takové, ze p = o f, jako na obrdzku [3.2]

Chceme ukézat, ze f je projektivni pokryti. Nejprve nahlédneme, ze f je surjek-
tivni za piedpokladu Kerm < A. Af a € A. Ze surjektivity p pak existuje
p € P takové, ze p(p) = m(a). Potom a = f(p) + a — f(p). Vsimneme si, ze
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P s » AJAJ(R)

Obréazek 3.2

m(a — f(p)) = w(a) — p(p) = 0. Dostavame tak, ze A = Im f + Kernw. Uzitim
nepodstatnosti Ker 7 v A ziskdme Im f = A.

Plati, ze Ker f C Kerp, nebot pro a € Ker f je p(a) = 7(f(a)) = 0. Diky
lemmatu |8 tak staci ukazat, ze Ker p je nepodstatné v P.

Zbyva tak dokézat, ze AJ(R) < A a PJ(R) < P. At C € {A, P}. Uvazme
K podmodul modulu C' takovy, ze K +C J(R) = C. Ukazeme, ze C/K = 0. Plati

(C/K)J(R)={{(c+K)r|ceC, relJ(R)}) =
={ar+K|ceC, relJR)}) =
={(er+k)+K|ceC, ke K, reJR)}) =
= (CJ(R)—I—K)/K:

=C/K.
V piipadé C' = A nemd modul A/K vétsi pocet generatoru nez A. Z predpokladu
tedy A/K = 0. Pro piipad C' = P rozlisime dva piipady. Vime, ze A ~ @, ; fiS.
Je-li A kone¢né generovany, potom je I konecnd, ¢ili jsou P a P/K konetné gene-
rované. Z Nakayamova lemmatu je pak P/K = 0. Neni-li A konecné generovany,

potom [ neni koneénd mnozina. Pro M € Mod-R ozna¢me gen(M) nejmensi
kardinal takovy, ze M je generovan mnozinou této kardinality. Potom

gen(P/K) < gen(P) = |I| = gen(A/AJ(R)) < gen(A).
Vyuzili jsme definice P = @,.;e; R a faktu, Ze ;R je cyklicky. Z pfedpokladu
dostdvame, ze P/K = 0. O
3.2 Dukaz véty o semi-perfektnosti

Nez se dostaneme k dukazu véty 22| o semi-perfektnosti, budeme potiebovat
nasledujici lemma. To ndm d& podminku na to, kdy se rovnaji dva idempotenty.

Lemma 30. Necht R je okruh a e, f € R jsou idempotenty. Pokud eR = fR a
zdaroven (1 —e)R=(1— f)R, tak e = f.

Diikaz. 7 predpokladu muzeme vyjadiit f € fR = eR jako nasobek e a stejné
tak 1 — fe (1—f)R=(1—e)R, cili existuji r,75 € R takové, ze

er1 = f

(1—e)rg=1—f.
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Sec¢tenim rovnic dostaneme:

r9 —erg+erp =1

e(ry —ry) =1—rs.
Nyni vynasobime rovnici zleva e a vyuzijeme toho, ze je e idempotent. Dostaneme:

e2(ry —12) = e(1 —1ry)
e(r; —ry) =e(l — 1)

ery=e

Tedy mame e = er; = f. O]

Diikaz véty[29 (b) = (c): At je M € Mod-R konetné generovany. At B nemd
vice generdtoru nez M a spliuje B J(R) = B. Z Nakayamova lemmatu ziskdme
B = 0. Z tvrzeni 29| tak existuje projektivni pokryti modulu M.

(¢) = (a): cyklicky modul je kone¢né generovany.

(a) = (b): Predpokladejme, ze R je zprava semi-perfektni. Protoze J(R) je obou-
stranny idedl, z tvrzeni [23| je R/J(R) semi-perfektni. Z vlastnosti radikalu je
J(R/J(R)) = 0, ¢ili ndm tvrzeni 26) dévd, ze R/J(R) je totdlné rozlozitelny. Nynf
oznacme S = R/J(R) a méjme dany f € S idempotent. Chceme f zvednout na
idempotent v R. Uvazme rozklad S na

S=fSao(1-f)s.

Oznatme A = fS a B = (1— f)S. Protoze jde o cyklické R-moduly, tak ze semi-
perfektnosti R existuji a: P — A projektivni pokryti R-modulu A a g: @ - B
projektivni pokryti R-modulu B. Definujme zobrazeni:

p:PoQ— S
(p,q) = a(p) + B(q).

To je ziejmé dobte definovany epimorfismus pravych R-moduli. Nyni ukazeme,
ze Ker p < P @ Q. Plati, ze Ker p = Ker a & Ker 3. To protoze

Kerp={(p,q) €c P2 Q| f((p,q) =0} =
={pg) e PoQ|a(p)+B(qg) =0} =
0, B(q) =0} =

)
={(r.9) e PaQ|alp)
= Kera & Ker 5.

Treti a ¢tvrtd rovnost plati, protoze A N B = 0. Protoze je Kera < P, tak je
Kera®0 < PO0 C POQ. Stejné tak je 0bKer f§ < 00Q C P®Q. Z lemmatulg]
je pak Kera @ Ker f < P @ (). Proto je ¢ projektivni pokryti.

Méme S = A & B, z tvrzeni 25] je 7: R — S projekce mod J(R) také pro-
jektivni pokryti. Z tvrzeni [24] obdrzime izomorfismus ¢: R — P & @ takovy, ze
m = o . Pomoci tohoto izomorfismu dostaneme rozklad R = C' & D, kde

C=1YP®0)
D=.:0aQ).
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Nynf at j: R — C je projekce na C'. Pak j € Endg(R) je idempotent. Oznatme

e = j(1). Potom jsou e a 1 — e idempotenty a navic z faktu Ker j = D dostaneme
C=j(R)=j(1)R=eR,
D=(@{d—j)(C+D)=(id—j)(1)R=(1—-¢)R.

Z lemmatu 30 je pak e touto vlastnosti jednoznacné urcen. Nakonec
w(e)S =m(eR)=7n(C)=fS, n(l—e)S=7n((1—¢e)R)=mn(D)=(1—-f)S.

Vyuzili jsme definic C' a D spolu s faktem 7 = pou. Z lemmatuplyne m(e) = f.
Tim jsme zvedli f € R/J(R) idempotent na e € R idempotent. Posledni ¢dst
vety dokdzeme, az budeme mit k dispozici ekvivalenci prvnich dvou podminek
Teorému P. O

3.3 Dtikaz ekvivalence (1) a (2) z Teorému P

Nyni mame dostateéné prostiedky pro dukaz obou implikaci prvnich dvou
podminek ve vété [L0] Zacneme implikaci z (1) do (2).
(1) = (2). At je R/J(R) totalné rozlozitelny a J(R) je zprava T-nilpotentni.
Ukazeme, ze pro kazdy netrividlni R-modul B nastane situace B J(R) C B. Pro
kazdy R-modul tak budou splnény piedpoklady tvrzeni 29] ¢ili bude mit néjaké
projektivni pokryti. Méjme dan netrividlni modul B takovy, ze B = BJ(R).
Potom existuje nenulové b € B. Protoze b € B = B J(R), muzeme b zapsat jako
kone¢nou J(R)-linearni kombinaci prvku z B:

b= byri, by €B, 1, €J(R).
i1

Nyni postupujme indukei podle poctu séitacich indexu. Méjme vyjadieni b jako

b= Z s Z bil"'ikril"'ik C o Tiyia Ty s bl11k € B, Titeigs - Tip € J(R) (32)
i1 ik

Protoze b;,..;,, € B = B J(R), tak existuji by, ..; i, € B a1 ..ipi,,, € J(R) takové,
ze by..i, = Zik+1 biy iy, 1 Tir-inin,, J€ Konecny soucet. Dosazenim této rovnosti

do (3.2) dostaneme:
b = Z s Z Z bil"'ikik+1ril"'ikik-;_lril"'ik R rig’hr’il' (33)
11

ik Tkt1
Protoze je b # 0, tak je v kazdém kroku néjaky scitanec nenulovy. Specidlné tak
existuje posloupnost po sobé jdoucich indexu 7;,,...,1;, takova, ze
Tih"" g rihijzrijl 7& 0.

Nyni si vytvorme graf, kde kazdy vrchol bude takovato posloupnost indexu a jehoz
hrany odpovidaji pfipojeni nového indexu do posloupnosti stejné, jako se pridava
prislusny prvek z J(R) do sumy ve (3.3). Diky induktivn{ konstrukci jde o ne-
kone¢ny strom. Navic ma kazdy jeho vrchol kone¢ny index. To proto, ze v
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pridavame kone¢ny soucet, tedy jen kone¢né novych indexu. Téch co nam daji
nenulovy sou¢in tak muze byt také pouze konecné. Z Konigova lemmatu pak
ma tento strom nekonec¢nou vétev. Nasli jsme tak nekoneénou posloupnost prvki
J(R) takovou, ze pro libovolné n € N je Tij it Ty iy, iy, 7 0. To je ale spor
s T-nilpotenci J(R). O
(2) = (1). Necht je R zprava perfektni okruh. Pak je R semi-perfektni, tedy
z prvii ¢asti véty [22] je R/J(R) totalné rozlozitelny. Chceme, ze J(R) je zprava
T-nilpotentni. Uvazme libovolnou posloupnost {a,}nen v J(R). Vezméme tro-
jici [F, {a,}, G] ur¢ujici Bassuv modul F//G, tj. F' je volny R-modul s volnou bézi
{1, 29,...} a G C F je jeho podmodul generovany prvky x, —z,1a, pron € N.
Z perfektnosti méame o: P — F'/G projektivni pokryti. D4l mame kratkou exaktni
posloupnost

0 y G —S5 F "% F/G > 0,

kde p: F' — F/G je projekce mod G. Pak ale z tvrzem’existujl’ @, D podmoduly
v F takové, ze D C G, F = Q@ D a p[(Q je projektivni pokryti modulu F'/G, tj.
GNQR < Q a @ je projektivni. Dale plati F' = G+ F J(R). To protoze pro vSechny
n € N je prvek x,, — x,11a, jeden z generatoru modulu G a z,1a, € F J(R),
tedy

Ty = (Tp + Tps10y) — (Tpyra,) € G+ FJ(R).

Modul G + F J(R) tak obsahuje celou volnou bazi F', tedy obsahuje F. Opacnd
ikluze je trivialni. Mame tak:

F=G+FJR)=

=[GNQ® D)+ [(Qe D)J(R)] =

(GNQ)® (GND)]+[QJ(R)+ DIJR)] = (3.4)

(GNQ)® D]+ [QI(R) + DI(R)
=(GNQ)+D+QIJR)+DIR)=
(GNQ)+ QIR+ [D+ DIR)
(GNQ)+QI(R)] & [D+ DIR)
(GNR)+QI(R)] @ D.

Pro rovnost uvazme g € Q,d € D C G. Je-liq+d € G, tak g = g+d—d € G;
naopak je-li ¢,d € G, tak ¢+d € G. Pro druhou polovinu rovnosti je prvni inkluze
z distributivity a opacnd z faktu Q J(R) C FFJ(R) a DJ(R) C F J(R).

Rovnost plati, protoze GNQ+QJ(R) CQ,D+DIJ(R) CDa@nND=0.
Mame tak rovnost

(3.5)

QeD=[(GNQ)+QIJR)|&D.

Tu protneme s @, ¢imz dostaneme ) = (G N Q) + Q J(R). Protoze je G N Q
nepodstatny v @, tak Q = Q J(R), coz je z projektivity @ a z lemmatu [28 rovno
Rad(Q). Vyuzitim tvrzen{[27] tak ziskdme @ = 0. Diky tomu je F =D C G C F,
¢ili F =G a F//G = 0. Proto je p(z1) -1 =0, neboli 1 € Ann(p(z1)). Z tvrzeni [13]
pak existuje £ € N takové, ze ar---a; -1 = 0. Nasli jsme tak hledany index
a proto je J(R) zprava T-nilpotentni. O

Dukaz zbytku vety [29 o semi-perfektnosti. Nyni ukdzeme, ze R je perfektni, prave
kdyz plati podminka (b) a J(R) je zprava T-nilpotentni. Je-li R zprava perfektni,
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tak je z véty [L0| J(R) zprava T-nilpotentni idedl a R/J(R) je totalné rozlozitelny.
Specialné je J(R) nil ideél, ¢ili z lemmatu [19|1ze zvedat idempotenty mod J(R).
Naopak, je-li R/J(R) totélné rozlozitelny, J(R) je zprava T-nilpotentni a jsme-li
schopni zvedat idempotenty mod J(R), pak je z véty [L0| R zprava perfektni. [
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Kapitola 4

Implikace mezi podminkami (2),

(3) a (4)

V této kapitole se soustfedime na implikace z (2) do (8) a z (3) do (4) ve
vete [10] V jejich dakazu se odlisime od ¢lénku [I]. Zpusob, kterym obé implikace
dokazujeme neni nejkratsi, avsak je elementarni a vyhybame se ptritom vyuziti
tenzorového soucinu a derivovaného funktoru Tor.

4.1 Implikace z (2) do (3)
V celé této sekci uvazujeme, ze okruh R je zprava perfektni.

Definice 22 (Modul charakteru). Necht M € Mod-R. Modul charakteri modulu
M definujeme jako M = Homy(M, Q/Z).

Pozndamka. 1) Pro M € Mod-R je M*™ € R-Mod s ndsobenim definovanym
nésledovné. Pro f € M*, r € R definujeme Ym € M : (r- f)(m) = f(m-r).

2) Kontravariantni funktor (—)*: Mod-R — R-Mod je exaktni. Navic je grupa
Q/Z kogenerator kategorie Z-Mod, ¢ili jde o vérny funktor.

Definice 23 (Plochy modul). M € Mod-R je plochy, pokud je M injektioni.
Poznamka. Projektivni moduly jsou ploché.

Definice 24. At je I levyjidedl v R, M € Mod-R. Pak M I znac¢i abelovskou grupu
generovanou viemi souciny proku M a I, tj. MI = {({m-i|m € M,i € I}).

Uvazme situaci, kdy mame dén netrividlni M € Mod-R spolu s jeho projek-
tivnim pokrytim 7: P — M. Oznacme K = Kerm. Nasim cilem je ukazat, ze
za predpokladu pravé perfektnosti R a plochosti M bude K = 0. Tim ziskame,
ze je toto projektivni pokryti izomorfismus, tedy bude M projektivni. Zacneme
nékolika pozorovanimi.

Lemma 31. Necht M, P € Mod-R, w: P — M je epimorfismus a I je levy idedl
v R. Plati Im (7 | PI) = MI. Je-li navic ® projektivni pokryti modulu M +# 0
s jaddrem K, mdme K C P J(R).
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Diikaz. Méme-li 3, pji; € PI, tak je W(Zj pjij) = >_;m(pj)i; € MI. Naopak
méjme dané Zj mji; € MI. Ze surjektivity m pro kazdé m; € M existuje p; € P
takové, ze m(p;) = my. Proto > . myi; = w(32; pjis)-

Nyni chceme, ze K C P J(R). Z vlastnosti radikédlu je Rad(P) = > y.p N
Jelikoz je K nepodstatny v P, ziskame K C Rad(P). Nakonec ndm z projektivity
modulu P lemma 28| d4va, ze K C Rad(P) = P J(R). O

Lemma 32. Necht 0 # M, P € Mod-R, kde P je projektivni a m: P — M je
projektivnd pokryti modulu M s jadrem K. Potom plati P/P J(R) ~ M /M J(R),
MIJ(R) C M a M J(R) = Rad(M).

Dikaz. 7 1. véty o izomorfismu a lemmatu vyse dostdvame, ze P/K ~ M
a PJ(R)/K ~ M J(R). Pouzitim 2. véty o izomorfismu ziskdme

_P/E
PIJ(R)/K
Z tvrzeni 27 a lemmatu R§] je PJ(R) = Rad(P) C P, ¢ili P/P J(R) # 0. Diky
tomu ani M /M J(R) nenf trividlni, a tak M J(R) C M. Jelikoz Rad(P/P J(R)) =
0, tak Rad(M/M J(R)) = 0, ¢imz ziskdme Rad(M) C M J(R). Naopak z vlast-

M/M J(R) ~ ~ P/PJ(R).

nosti radikélu je M J(R) C Rad(M), takze mame M J(R) = Rad(M). O
0 » P/PJ(R) —=— M/MJ(R) — 0
0 » K = 5P - » > 0
el ]
0 —— K —=— PJ(R) — 2% MI(R) — 0

Obrézek 4.1: Lemmata a

Méjme R zprava perfektni a M plochy. Abychom ukazali, ze je projektivni
pokryti m modulu M izomorfismus, uvazme p: @) - K projektivni pokryti jeho
jadra. Kdyby K # 0, mame z lemmatu , ze KJ(R) C K. Ukazeme-li, ze za
téchto podminek plati K J(R) = K, dostaneme spor a K = 0. Rovnost ukézeme
tak, ze ovérime platnost rovnosti K1 = K N PI pro kazdy levy ideal I v R.

Tvrzeni 33. Uvazme krdatkou exakini posloupnost 0 — K SsP 5 M —0
v Mod-R, kde P je projektivni modul. Je-li M plochy modul, pro kazdy levy idedl
I v R plati KI = KN PI.
Abychom byli schopni dokézat tvrzeni 33 budeme nejprve potiebovat vybu-
dovat prislusny aparat. Zacneme nasledujici definici.
Definice 25. Necht I je levy idedl v R. Definujme kontravariantni funktory
Gr, Fr: Mod-R — Z-Mod ndsledugicim zpusobem
(Z) G[ == HOHlR(I, —) o (—)+7
(ii) Fr: Mod-R — Z-Mod, kde
(a) Fi(M)= (MI)", pro M € Mod-R,
(b) Fr(a) = (a|MD)*t, proa: M — N a wwaZujeme ao| MI: MI — NI.
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Pozorovani. Pro kazdy levy idedl I v R je Fy funktor a G zleva exaktni funktor.

Dikaz. G; je slozeni exaktniho a zleva exaktniho funktoru. Proto jde o zleva
exaktni funktor. F7 je nejprve restrikce, ktera respektuje skladani, s naslednou
aplikaci funktoru (—)*. O

Definice 26. Necht je I levyj idedl v R a M € Mod-R. Definujme zobrazeni
i (MI)Y — Hompg(I, M) ndsledujicim zpiisobem. Pro g € (MI)* definujeme

m(g): I — M*
1—=1-g,
kde (i - g)(m) = g(m - 1), kdykoliv m € M. Polozme 77 = (i, | M € Mod-R).

Pozndmka. Je-li idedl I jasny z kontextu, budeme misto 7!, 7i,, G; a Fy uzivat
znaceni 7, Ty, G a F.

Tvrzeni 34. Pro I levy idedl v R je soubor T prirozend transformace 7: FF — G
a kazda jeji sloZka je prostd.

Diikaz. Nejprve ovérime podminky kompatibility pro 7, viz obr. 1.2l Uvazme
proto libovolné M, N € Mod-R, o € Homg(M,N) a g € F(N). Mdme

(7ar 0 F(e))(9) = s (T MI)™(g)) = Tar(g © ([ M),
(G(@) o 7v)(g) = @™ o 7w (g).

7 definic plati, ze pro vSechna i € I am € M je

(g o ([ MI))(i)(m) = g((o [ MI)(mi)) = (g o o) (mi),

o’ (v (g)(#))(m) = ™ (i - g)(m) =i - g(a(m)) = (g © a)(mi).
Nakonec chceme ukéazat, ze kazdé slozka 7 je prosta. Vezméme proto M € Mod-R
a g € F(M) takové, ze Tas(g) = 0. Pak ale pro vSechna i € I plati 7p/(g)(i) = 0,
tj. i+ g = 0. Proto

Vie I,Yme M: g(mi)=(i-g)(m) =0,

éili g = 0.

F(M) ———— G(M)

Obrézek 4.2
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Tvrzeni 35. Necht M € Mod-R. Modul M je plochyj prdvé tehdy, kdyz pro kazdy
levy idedl I v R je 11, surjektivni.

Diikaz. Nejprve si uvédomime, 7e 71 je surjektivni, tedy jde o izomorfismus. To
plyne jednoduse z linearity zobrazeni v Gr(M). At r € R a g € Gr(M). Potom

g(r) =7 -g(1) = 77 (g(1))(r).

At I je levy idedl v R. Oznacme si py: MI — M a v;: [ — R identickd vnofend.
Uvazme diagram Ukdzeme, Ze je komutativni. Tim nahlédneme, 7e je 7i,

epimorfismus pravé tehdy, kdyz je Hompg (v, M) epimorfismus.

+

(MI)* « a M+
T]IV[ Tﬁ

HOIHR([, MJr) W HOHIR(R, MJr)

Obrézek 4.3

Nyni ke komutativité diagramu [4.3] Af o € M*. Potom

(Tas © 17 )(a) = Ty (evo pur),
(Hompg (v, M%) o 78) () = 1i () o vy

Pro vSechna ¢ € [ plati

a0 ur)(i) =i (oo pur) =i a=my(e)(vi(i),

kde druhé rovnost plati, nebot p; je identické vnoteni. S touto pifpravou uz jsme
schopni ukazat ekvivalenci ze znéni véty.

At je M plochy modul. Potom je M injektivni, tedy je pro kazdy levy idedl I
v R zobrazeni Hompg(v;, M) epimorfismus. Z jiz dokazaného je proto 71, rovnéz
epimorfismus.

Naopak, je-li pro kazdy levy idedl I v R zobrazeni 71, epimorfismus, pak je pro
kazdy levy idedl I v R zobrazeni Hompg(v;, M) epimorfismus a uzitim Baerova
testu injektivity dostaneme, ze M je injektivni. Proto je M plochy. ]

Chceme se dostat k dukazu tvrzeni [33, Uvazme tak situaci z jeho znéni.
Ve zbytku této sekce budou v: K — P, a: KI — K a f: KN PI — PI iden-
tickd vnoreni. Vsimnéme si, ze v [ KI = [ o a. Nyni se podivejme na nasledujici
komutativni diagram.

0 ——— nt — "2 s pryr — 2 (kP —— 0

TMl G() Tpl GWw) b
0 —— Hompg(I, M+) —=% Hompg(I, P*) —— Hompg(I,K™")

Obrézek 4.4
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Pozorovani. Diagram [[.4 md exakini rddky.

Dikaz. Podivejme se nejprve na prvni radek diagramu 4.4l Z lemmatu je
Im (7 [PI)= MI aKer (7| PI) = KN PI. Diky tomu je

0= KNPl pr™ v o

exaktni posloupnost. Jelikoz je (—)" exaktni kontravariantni funktor, obraz této
posloupnosti je opét exaktni. To je ale pravé prvni fadek diagramu 4.4, Druhy
fadek diagramu je obraz kratké exaktni posloupnosti 0 = K —+ P "+ M — 0
funktorem G, ktery je zleva exaktni. O

Tvrzeni 36. Uvazujme stejné predpoklady, jako v tvrzeni 33 Potom pro kazdy
levy idedl I v R existuje monomorfismus v : (K N PI)T™ — Homg(I, KT) takovy,
Ze o T = G(v)oTp, tj. diagram komutuge.

Diikaz. Vezmeéme levy idedl I v R a ozna¢me h = G(v) o 7p. Komutativita levé
¢asti diagramu [.4] a fakt Im v = Ker 7 ndm déva
hoF(m)=Gw)otpo F(r) =G(v)oG(m)oty = G(mov)ory =0,

¢ili Kerh O Im F(w) = Ker . Z véty o homomorfismu existuje jednoznacné
Y. (KN PI)T — G(K) takové, ze h =1 o 5+,

Nyni ukdzeme, Ze je 1 prosté. Necht je v € Kert. Jelikoz je B+ surjekce,
existuje § € (PI)* takové, ze 57 (0) = . Méme tak, ze

0= (o B7)(6) = (G(v) o7p)(9).

Tudiz 7p(0) € Ker G(v) = Im G (7). Diky tomu existuje n € Homg(I, M) takové,
ze G(m)(n) = 7p(6). Jelikoz je M plochy, z tvrzeni[34] je Tas epimorfismus. Mdme
tak ¢ € (MI)" takové, ze Tas(¢) = 1. Dohromady

7p(0) = G(7)(n) = (G(7) 0 Tar)(C) = (7p © F())(C)-

Nakonec vyuzijeme fakt, Ze je 7p monomorfismus, ¢ili F(7)(¢) = d. Proto méme
z exaktnosti radku diagramu [.4] rovnost

v =B7(6) = (8" o F(m))(¢) = 0.

S témito prostiedky se muzeme presunout na dikaz tvrzeni

Diikaz tvrzeni[33. Inkluze K1 C K N PI je trividlni, nebof KI C K a zaroven
KI C PI. Naopak méme z tvrzeni [36) a diagramu [4.4], ze

ot =G)orp=
=10 F(v) =
=70 (v | KI)T =
=7k o(Boa)t =
=71 oatofT,
kde druha rovnost jsou podminky kompatibility pro 7: F' — G, viz obr. 4.5]
Protoze je 8 epimorfismus, dostaneme ¢ = 7 oa™, tedy je ™ monomorfismus.

Z vérnosti funktoru (—)* tak ziskdme, ze je identické vnotreni a: K1 — K N PI
epimorfismus, tj. KI = K N PI. O
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Homp(I, PT) — s Homp(l, K*)

Obrazek 4.5: Podminky kompatibility pro 7

S dokézanym tvrzenim[33]jsme schopni ukézat implikaci z (2) do (3) ve véte[10]
Dukaz je pritom shrnutim myslenky popsané diive v této sekci.

(2) = (3). Necht je R zprava perfektni okruh a M € Mod-R je plochy. Potom
existuje m: P — M projektivni pokryti modulu M, jehoz jadro oznacime K.
Z pravé perfektnosti R ziskame p: @) — K projektivni pokryti modulu K. Kdyby
byl K netrividlni, mdme z lemmatu 32| ze KJ(R) C K. Jelikoz je ale J(R)
oboustranny ideél, obdrzime z tvrzen{ 33 a lemmatu [31], ze

KJ(R)=KnPJR) =K.

To je spor, tedy K = 0. Mame tak, ze 7 je izomorfismus, a proto je M projektivni.
O

4.2 TImplikace z (3) do (4)

Nejprve pripomenme, ze se kazda direktni limita d& sestrojit pomoci kosouc¢int
a kojadra. At je D = (M;, f;; | © < j € I) nahoru usmérnény systém pravych
R-moduli. Uvazme kosoucin P,; M; s injekcemi n = (n;; | i < j € I) a ko-
soucin @,.; M; s injekcemi v = (v; | i € I). Z univerzalnosti kosoucinu existuji
a, B @,<; Mi = Dy M; takova, ze aony; = v; a fon;; = v;o fj; pro viechna
i < j € I. Vyuzili jsme kokuzely, viz obrdzek [4.6]

Nyni definujme f = a— 3 a ddle (M, ) = coker(f). Poloz ;, = mov; proi € I
a oznaC ¢ = (1; | © € I). Potom pro vsechna ¢ < j € I plati fon; =v; —v;0 f
alimD = (M, ). Mame tak exaktni posloupnost

P L P Ml D 0. (4.1)

i<j icl

Obréazek 4.6
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Tvrzeni 37. At je (I, <) nahoru usmérnénd mnoZina a D = (M;, f;; |1 < j € )
je nahoru usmérnény systém praviych R-moduliu. Méjme exaktni posloupnost
z poznamky nad znénim a oznacme Ker w jako K. Potom pro kazZdé k € K existuje
hi: @, My — K takové, Ze hy(k) = k.

Diikaz. Uvazme @,.; M; s injekcemi n = (n;; | i < j € I), @,c; M; s injekeemi
v=wl|iel)a f: @igj M; — @,.; M; z poznamky vyse. Déle oznacme
kolimitnf injekce modulu lim D jako ¢ = (¢; | i € I).

Vezméme libovolné k € K = Im f. Existuje z € ,; M; takové, ze f(x) = k.
Jelikoz je x € ®i§j M;, existuje n € N, konecné indexu i3 < ji,...,%0, < Jjn
a dale x;, € M;, pro kazdé | € {1,...,n} takové, ze x = > ' | nj;(z4,). Muzeme
tak rozepsat k jako

k=f(z)= f(znjm(xiz)) = Z(f © 77jm () Z vi,(%;) ij © fjm)(xll)
=1

I=1
7 usmérnénosti mnoziny I nalezneme m € [ takové, ze plati i; < m pro
viechna I € {1,...,n}. Zadefinujme podmodul D modulu &, ; M; nasledovne:

D =P D, kde D; =

iel

M;, pokud i < m;
0, jinak.

Nyni definujme p: D — M, na kolimitnich injekcich jako pov; = f,.;, proi < m.

Vsimnéme si, ze plati k& € Ker p. To proto, ze i1, ...,%n,J1,---Jjn < m, tedy diky

vyjadieni k vySe mame k € D a déle plati

n

pk) = (povy)(wy) = (povy o fiu)lwy) =

=1

= mezl 33” fm]l o fjm)(xlz) -

- Z Jmi(Ti) = frmiy (3,) = 0.
=1

Navic je po vy, = frm = idy,,, ¢ili je p Stépitelny epimorfismus. Kratka exaktni
posloupnost
0—>Kerp£>DL>M — 0

......

eplmorﬁsmus o: D — Kerp spliujici o | Kerp = idkerp- T1m ziskdavame, ze
o(k) = k. Zbyva si tak uvédomit, ze Ker p C K, coz nam dovoli zadefinovat hy.
Oznacéme 6 = 7| D. Potom je Kerf C K a navic pro ¢ < m plati

b O POV; =1y O frni =t =movy; =0ou;.
Jelikoz jde o rovnost na kolimitnich injekcich, plati ¢, o p = 6, coz nam dava
Ker p € Ker C K. Nyni zadefinujme hy,: @,.; M; — K na kolimitnich injekcich
oovy; pokud i < m;
hyov; = ..
0, jinak.
Ocividné pak plati, ze hy [ D = o, ¢ili je hig(k) = o(k) = k.
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Tvrzeni 38. Necht je 0 — K S P Iy M — 0 krdthd exakind posloupnost
v Mod-R, kde P je projektivni modul. JestliZe pro kazdy levy idedl I v R plati, Ze
KI = KnNPI, pak je M plochy.

Dikaz. Ozna¢me si v: K — P identické vnoteni. Chceme ukézat, ze je pro kazdy
levy idedl I v R zobrazeni 7i, z definice 26| surjektivni. Potom totiz z tvrzent
ziskame, ze je M plochy. Zvolme [ levy idedl v R. Jelikoz je v | KI prosté
a Im (7 [ PI) = M1, uvazme nésledujici posloupnost abelovskych grup

0— KI"™ pr™{ v —o.

Ta je exaktni, nebot plat{ Im (v | KT) = KI = KN PI = Ker (v | PI). Néslednou
aplikaci funktoru (—)* tak znovu dostaneme exaktni posloupnost. Ta je ale obraz
posloupnosti 0 - K — P —+ M — 0 funktorem F;. Navic je funktor G zleva
exaktni, diky ¢emuz mame nasledujici komutativni diagram s exaktnimi radky.

Fy(m) Fi(v)

00— (MI)* (Pt — M (kD 0

I I I
T]Ml TPl TKl

0 —— Homp(I, M*) <% Homp(Z, PT) % Homp(I, K*)

Obrazek 4.7

Jakozto projektivni modul je P plochy, tedy je 75 diky tvrzenf [35| izomorfismus.

Nyni ukdzeme, 7e je 71, surjektivni. Uvazme v € Hompg(I, M ). Jelikoz je 71
izomorfismus, existuje § € (PI)" takové, ze 75(6) = Gr(m)(y). Nyni ovéfime, Ze
je 6 € Im F(m) = Ker Fr(v). Komutativita diagramu |4.7| ndm davé

(T © Fi(1))(8) = (G1(v) 0 7p) () = (G1(v) 0 G1(w))(8) = 0.

Z tvrzeni [34] ale mame, Ze je T/ monomorfismus, tedy ziskdvdme F;(v)(d) = 0.
Existuje proto n € (M1I)" takové, ze Fi(m)(n) = ¢. Nakonec tak mame

(Gi(m) o mar)(n) = (p o Fi(m))(n) = 7p(8) = G1(7) (7).

Diky tomu, Ze je Gr(m) monomorfismus obdrzime 71,(n) = .

[]

Poznamka. Vsimnéme si, ze tvrzeni [38 nam dava opacnou implikaci k tvrzeni (33|
Mame-li kratkou exaktni posloupnost 0 — K S P M — 0v Mod-R
takovou, ze P je projektivni, plati ze M je plochy pravé tehdy, kdyz pro kazdy
levy idedl I v R plati KI = K N PI.

Nynf se muzeme pfesunout k dikazu implikace z (3) do (4) ve véte [L0]

(3) = (4). At je (J,<) nahoru usmérnénd mnozina. Méjme nahoru usmérnény
systém pravych R-modulu D = (M;, fj; | i < j € J) takovy, ze pro kazdé j € J je
modul M; projektivni. Cilem je ukézat, ze ligD je projektivni modul. Oznac¢me
t = (¢ | j € J) kolimitni injekce do limD. Oznacme M = limD a uvazme
modul P = P, ; M; spolu s jeho kosoucinovymi injekcemi v = (v; | j € J).
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Potom je P projektivni. Déle uvazme epimorfismus 7: € ieg Mj — M z exaktni
posloupnosti (4.1)). Ten nam davé krétkou exaktni posloupnost

0= K -=sP "5 M—0.

Je-li M = 0, mame hotovo. Nyni af je M # 0. Ukdzeme-li, Ze pro kazdy levy
idedl I v R plat{f KI = KN PI, dostaneme z tvrzeni 38 ze je M plochy, specidlné
ndm da podminka (3) projektivitu M. Méjme dén libovolny levy idedl I v R.
Inkluze KI C K N PI plati trivialné. Na stranu druhou uvazme k € K N PI.
Z tvrzeni |37 mame existenci hy: P — K takového, ze hy(k) = k. Navic méme,
ze hy [ PI: PI — KI, tedy k = hy(k) = (hy [ PI)(k) € K. O
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Kapitola 5

Priklady a vztahy s dalSimi
okruhovymi vlastnostmi

V této kapitole se budeme soustfedit na priklad okruhu, ktery je perfektni
zleva, ale nikoliv zprava. Dualizaci pak dostaneme piiklad okruhu, ktery je per-
fektni zprava, ale neni perfektni zleva. Znéni piikladu je prevzato z [2, str. 322].
Dale se podivame na vztah perfektnosti s artinovskosti a noetherovskosti a na
perfektni obory.

5.1 Okruhy perfektni z pravé jedné strany

Nejprve se podivejme na piiklady okruhu perfektnich pouze z jedné strany.

Priklad 4. Oznacme R okruh vsech N-¢tvercovych dolnich trojihelnikovych ma-
tic nad Q, které maji konstantni diagonélu a pouze koneéné mnoho nenulovych
prvku mimo diagonalu.

V nésledujici ¢dsti bude R oznacovat okruh z piikladu [d] Nynf si definujme dvé
dulezité podmnoziny okruhu R.

1) I ={A € R| A mé nulovou diagonélu}
2) S={A € R| A je nulovd vSude mimo diagonélu}.

Pozndmka. Protoze jsou prvky S pravé diagonalni matice z R, tak jsou jedno-
znacné urceny racionalnim ¢islem, které maji na diagonale. Takovéto matice proto

budeme znacit diag(\), kde A € Q, to je S = {diag(\) | A € Q}.
Tvrzeni 39. [ je maximdlni idedl v R a S je podokruh okruhu R izomorfni s Q.

Dikaz. Ocividné plati, ze R =S+ 1 a SNI = 0. Neni tézké ovérit, ze I je obou-
stranny idedl v R a S je okruh. Navic je S ~ Q pres izomorfismus ¢: diag(\) — A.
To je ocividné okruhovy homomorfismus, nebot ndsobeni diagondlnich matic je
pouze nasobeni prvku na diagonale. Mame tak

R/I=(S+1)/I~S/(SNI)~S~Q,
tedy je R/I téleso. Diky tomu je I maximélni. O

Dusledek. R/I je jednoduchy R-modul.
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Definice 27 (subdiagonaly). Necht A € R. At n € Ny. Pak n-tou subdiagondlou
matice A nazeme posloupnost (a;in; | i € N) proki matice A. Rekneme, Ze
n-ta subdiagondla je nulovd, pokud jde o posloupnost nul. Matice A md nulové
subdiagondly az do n-té subdiagondly, pokud ma nulovou i-tou subdiagondlu pro
vsechna i < n.

Lemma 40. Necht A, B € I. At existuje n € N takové, Ze B md nulové subdia-
gondly az do n-té subdiagondly. Potom maji matice AB i BA nulové subdiagondly
az do (n+ 1)-ni subdiagondly.

Dikaz. Oznacme C = BA = ()75, Af 0 < m < n+ 1. Podivejme se na prvky

m-té subdiagondly matice C. Pro ¢ € N je ¢; 1 = Zj bitm,; - aj;. Plati ale, ze

aj; =0 pro j <1
biym; =0 proj>1,

tedy jde o soucet nul. Obdobné u matice D = AB = (di;)55-, jsou prvky m-té
subdiagondly tvaru d; . = > j Qitm,j * by, ale

Qiymy; =0 proj>i+m
bj; =0 pro j < i+ m,

¢ili jde opét o soucet nul. Obé dvé matice tak maji nulové subdiagondly, az do
(n 4 1)-ni subdiagonaly. O

Lemma 41. [ je zleva T-nilpotentni, ale neni zprava T-nilpotentni idedl.

Diikaz. Uvazme posloupnost { A, }2° ; Definovanou nasledujicim zpusobem. Poloz
1 pokudi=n+1, j=mn;

n,4,j — ’ ’ An:amfo_

" {0 jinak. (050551

Potom pro viechny n € N je A, - -+ Ay # 0, nebot m4 na pozici (n+1, 1) jednicku.
To muzeme nahlédnout tak, ze se budeme na nésobeni matic zleva divat jako na
elementarni radkové upravy.

Nynf mé&jme danou posloupnost {A,};2, v I, kde A, = (ay,;)75-,. Chceme
ukazat, ze existuje n € N takové, ze A;---A, = 0. Nejdiive si povSimnéme
nasledujici vlastnosti nasobeni matic z I libovolnou jinou matici z I zprava.

Méjme dvé matice A, B € I. Protoze md A = (a;;)?5_; na diagondle nuly
a mimo ni pouze konecné nenulovych prvku, existuje £ € N takové, ze a;; = 0,
kdykoliv ¢ > k a 5 € N. To ziskame napiiklad jako

k=min{n e N|Vj e N,Vi >n:q;; =0}

Diky tomu muzeme zapsat matice A a B blokové jako
(A |0 _(Bo| O
G o= (51m)
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kde matice Ay a By jsou fadu k a horni pravé bloky A a B jsou nulové, nebot
jde o dolni trojuhelnikové matice. Z blokového nésobeni je pak vidét, ze

(Ao |0 (Bo| 0  [AoBy |0
= (570) () - (%5710)

tedy radky AB budou od k-tého radku dale nulové, stejné jako u matice A. Tato
vlastnost neplati pro nasobeni z levé strany.

Nyni uvazme takové k € N pro matici A;. Iteraci lemmatu ziskame, ze
matice A; - -+ A, ma nulové subdiagonaly az do k-té subdiagonaly. Specialné ma
nulovych prvnich k radku. Iteraci pozorovani ziskame, ze radky od k-tého déle
musi byt také nulové. Proto je A;---A,, = 0. n

Lemma 42. Pro okruh R plati, ze J(R) = I, tj. R je lokdlni okrubh.

Diikaz. Z lemmatu[39je I maximélni v R, pro¢ez J(R) C I. Muzeme si v§imnout,
ze I obsahuje praveé vsechny nilpotentni prvky okruhu R. To proto, ze [ je z lem-
matu zleva T-nilpotentni, tedy nil idedl. Naopak kdykoliv A ¢ I, tak ma
nenulovou diagondalu. Diky tomu ma pro vSechny n € N matice A™ nenulovou
diagonalu.

Nyni ukazeme, ze kazda matice A splnujici A € I je invertibilni, tedy nemuze
byt v Zédném maximélnim idedlu. Z toho uz plyne, ze I C J(R). BUNO at m4
A na diagonale jednicku. Ma-li A na diagondle a € Q a matice A - diag(a™!) ma
inverz B, tak je B -diag(a™') inverz matice A.

Oznacme I € R jednotkovou matici. Potom A — I € I, tedy existuje n € N
takové, ze (A —I)" = 0. Protoze —I komutuje se vSemi maticemi z R, muzeme
pouzit binomickou vétu. Dostaneme

Zn: (Z) AR(-DF =0

Nasli jsme tak inverz k matici A, a to matici S p_(—1)"*+! (Z) An=k=1( 1)k,
[

Tvrzeni 43. R je zleva perfekini, ale neni zprava perfektni.

Diikaz. 7 dusledku za tvrzenim [39 a lemmatu [42) mame, ze R/J(R) je totalné
rozlozitelny. Dale mame z lemmatu ze J(R) je zleva T-nilpotentni, ale nenf
zprava T-nilpotentni. Diky tomu je z véty [10| okruh R zleva perfektni, ale neni
zprava perfektni. ]
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Piiklad 5. Necht T je okruh vsech N-¢tvercovych hornich trojihelnikovych matic
nad Q, které maji konstantni diagonéalu a pouze koneéné mnoho nenulovych prvkua
mimo diagonalu.

Tvrzeni 44. T je zprava perfekini, ale neni zleva perfektni.

Diikaz. Muzeme si vSimnout, ze transpozice matic nam dava okruhovy izomor-
fismus mezi T' a R°P. Staci tak ukazat, ze R°P je zprava perfektni, ale neni
zleva perfektni. Nejprve si uvédomime, ze z definice nasobeni v opa¢ném okruhu
odpovidaji pravé idedly v R pravé levym idedlum v R°P. Stejné si odpovidaji
levé idedly v R a pravé idealy v R°P. Navic nam tato korespondence zachova
maximaln{ idedly. To plati, nebot R a R°P sdili spoleénou nosnou mnozinu. Proto
mame z vlastnosti radikalu

J(R) = Rad(;» R) = Rad(Rp) = J(R).

Jde o rovnost nosnych mnozin, nebot formélné jde o idedly v jinych okruzich.
Protoze je J(R) maximdlni v R, musi byt J(R°) maximdlni v R°. Z toho
duvodu je R°P/J(R°P) téleso, tedy i jednoduchy R°P modul. Specidlné je totalné
rozlozitelny. Nakonec nam definice nésobeni v R°P spolu s faktem, ze J(R) je
zleva T-nilpotentni, ale neni zprava T-nilpotentni davd, ze J(R°P) je zprava T-
nilpotentni, ale neni zleva T-nilpotentni. Z véty [10| je pak R°P zprava perfektni,
ale neni zleva perfektni. O

5.2 Artinovskost, noetherovskost a perfektnost,
perfektni obory

Nyni se podivame na perfektni obory a vztah artinovskosti a noetherovskosti
s perfektnosti. Budeme pritom vyuzivat Hopkinsovy—Levitzkého véty, jejiz dukaz
je k nalezeni v [2], str. Theorem 15.20].

Definice 28 (artinovsky okruh). Okruh R je zprava artinovsky, pokud neobsahuje
ostre klesagjici Tetézec pravych idedli. Obdobné pro levou artinovskost.

Definice 29 (noetherovsky okruh). Okruh R je zprava noetherovsky, pokud ne-
obsahuje ostre rostouct retézec pravych idedlu. Obdobné pro levou noetherovskost.

Véta 45 (Hopkins—Levitzky). Okruh R je zprava artinovsky prdvé tehdy, kdyz je
zprava noetherovsky, J(R) je nilpotentni a R/J(R) je totdlné rozloZitelny.

Tvrzeni 46. Je-li R zprava perfekini obor, pak je R nekomutativni téleso.
Diikaz. Necht 0 # a € R. Najdeme jeho inverzni prvek v R. Uvazme fetézec
RaDRa*D---DRa" 2.

Z véty[10lméme, Ze R neobsahuje nekonecéné ostre klesajici fetézce levych hlavnich
idealti. Proto existuje n € N takové, ze Ra" = Ra""!. Dale existuje nenulové
r € R takové, Ze a® = ra™!. Protoze je R obor, tak a" # 0 a muZeme ho
zkratit. Ziskavame 1 = ra, ¢ili je r levy inverz prvku a. Jelikoz musi byt r
nenulové, identickym zpusobem ziskdme ¢ € R levy inverz prvku r. Protoze ma
r oba jednostranné inverzy, jsou si nutné rovny a jde o oboustranny inverz, tj.
ra = ar = 1. Nasli jsme tak inverzni prvek k a. O]
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Tvrzeni 47. Necht je R zleva nebo zprava artinovskyj. Potom je zprava i zleva
perfektnd.

Diikaz. 7 Hopkinsovy-Levitzkého véty mame, ze J(R) je nilpotentni idedl a okruh
R/J(R) je totalné rozlozitelny. Z nilpotence radikdlu ale vyplyvéa jeho levd i prava
T-nilpotence. To protoze existuje n € N takové, ze J(R)" = 0. Pro libovolnou
posloupnost {a} v J(R) tak plati, ze a; - - - a, = a, - - - a; = 0. Z véty [L0] je proto
R zprava i zleva perfektni. O

Tvrzeni 48. Necht je R zprava noetherovsky a zdroveri zleva perfektni okruh.
Potom je zprava artinovsky.

Dikaz. Kdyby R = 0, mame hotovo. Uvazujme tak, ze R # 0. Zkonstruujeme
kompozicni fadu modulu Rpg, ¢imz ziskame, ze jde o zprava artinovsky modul.
7 levé perfektnosti a véty dostavame, ze existuje S7 jednoduchy podmodul
modulu Rgr. Nyni uvazme, ze existuje rada

0=5CSCSC - C8,

takova, ze S;/S;_1 je jednoduchy pravy R-modul pro i € {1,...,n}. Uvazme
pravy modul R/S,. Pokud R/S, =0, platl R =5, a nasli jsme tak kompoziéni
fadu. Pokud R/S,, # 0, existuje z véty [10| jednoduchy podmodul Sn+1 modulu
R/S,. Pro ten ale existuje pravy modul S,1; C R takovy, ze 5n+1 = Sn+1/Sn.
Nasli jsme tak dalsi ¢len rady.

Diky pravé noetherovskosti okruhu R se tato konstrukce zastavi, tj. existuje
k € N takové, ze Sy = R. O

Pro dukaz nasledujiciho tvrzeni vyuzijeme argument s fetézcem anihildtoru
pravych idealu, ktery je prevzat z [4, Proposition 1].

Tvrzeni 49. Necht je R zprava noetherovsky a zdrover zprava perfekini okruh.
Potom je zprava artinovsk).

Diikaz. 7 véty (10| mame, ze je R/J(R) totalné rozlozitelny. Jelikoz je R zprava
noetherovsky, zbyva ukédzat nilpotence J(R). Hopkinsova—Levitzkého véta nam
pak d4, ze je R artinovsky okruh. Oznac¢me si J = J(R). Z definice anihildtoru
mame
Ann(J) € Ann(J?) C -+ C Ann(J") C

7 pravé noetherovskosti R existuje k € N takové, ze A = Ann(J*) = Ann(J*+1).
Protoze je A oboustranny idedl, je R/A okruh. Kdyby R/A trividlni okruh, t;.
Ann(J*) = R, plati J* = 0. Kdyby R/A # 0, podivejme se na R/A jako na levy
R-modul. Z véty (10| existuje jednoduchy levy podmodul S modulu R/A. Pak je

S tvaru S = I /A pro néjaky levy idedl I v R. Déle ndm jednoduchost S déva, ze
JS C Rad(S) =0, cili je JS = 0. Mame tak JI C A = Ann(J*), specidlné

0=J"-J-IT=J"" 1
Proto je I C Ann(J*™) = Ann(J*) = A, tj. S =1/A =0, coZ je spor. O

Alternativné muzeme obé tvrzeni slouc¢it do jednoho a vyuzit Levitzkého véty,
kterd ndm dava, ze v zprava noetherovskych okruzich jsou jednostranné nil idedly
nilpotentni. Naleznete ji napiiklad v [2, Theorem 15.22].
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