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Uvod

Dvé na dvé na m-tou to celé plus jedna, posloupnost, o které francouzsky
matematik Pierre de Fermat nékdy v 17. stoleti predpokladal, ze pro libovolné
piirozené ¢slo m i s nulou, generuje jen a pouze prvoéisla. Cisla generovand
totou posloupnosti nesou jeho jméno a nazyvaji se Fermatova ¢isla a znadci se
F,, = 22" 4+ 1. Jenze Fermatova hypotéza byla mylna a vyvrétil ji o necelych sto
let pozdéji véhlasny Svycarsky matematik Leonhard Euler, ktery ukazal, ze Fj
je délitelné ¢islem 641. Timto sice Euler ukonéil pribéh Fermatovy hypotézy, ale
odstartoval lov na dalsi délitele ¢isel tohoto tvaru.

Pocatkem 19. stoleti némecky matematick Carl Friedrich Gauss dokazal vétu,
o které se Fermatovi béhem zkouméani svych ¢isel snad ani nezdalo. A to vétu,
ktera spojuje Fermatova ¢isla s geometrii, presnéji hovori o tom, pro jaka prirozena
n je pravidelny n-uhelnik konstruovatelny pomoci kruzitka a pravitka. Tato véta
zajimavym zplisobem propujuje dvé odvétvi matematiky, geometrii s teorii ¢isel.

Dalsi spojitost mezi Fermatovymi ¢isly a geometrii objevil rumunsky matematik
Florian Luca v 21. stoleti , jeho véta se vztahuje k Heronovym trojihelnikim.
Jedna se vcelku o novy objev pro tak staré téma, kterym jsou tato ¢isla. Jesté do
dnesni doby se pomoci pocitact hledaji dalsi a dalsi délitelé Fermatovych ¢isel, na
internetovych strankach se mize kdokoliv zapojit do hledani. Jak vidime zajem o
Fermatova ¢isla neupadl.

Prvni sekce bakalarské prace se vénuje obecnym vlastnostem Fermatovych
¢isel a prvocisel. Ukazeme si zajimavé vlastnosti, mezi které napriklad patii,
nesoudélnost dvou ruznych Fermatovych ¢isel, podminku kdy obecné prvocislo je
nutné Fermatovo prvocislo a také rekurentni vzorec pro tyto ¢isla.

Druhéa sekce bude opakovani pojmi, které by ¢tenar meél znat. Pokud nejsou
pro ¢tendfe pojmy zminéné v této bakalarské praci znamy, tak je mize dohledat
ve skriptech zminénych v této sekci.

Treti sekci bude konstruovatelnost, ve které se budeme vénovat pojmu kon-
struovatelnosti pomoci kruzitka a pravitka a ukazeme si pohled z perspektivy
komplexnich ¢isel. Budou se zde vysvétlovat pomoci obrazki postupy, jak zkonstru-
ovat dana ¢isla a také si ukazeme v teci télesovych rozsitenich, kdy je komplexni
¢islo konstruovatelné pomoci kruzitka a pravitka.

Ctvrtou sekef je prvni hlavni kapitola této prace a tou je Gaussova-Wantzelova
véta, tato véta nam tika, kdy lze pravidelny n-tihelnik zkonstruovat pomoci
pravitka a kruzitka. Ukazeme si dalsi zajimavy vztah Fermatovych prvocisel a
tim bude jejich spojitost s Eulerovou funkei ¢. Déale dokdzeme kdy je Galoisova
grupa cyklicka a tohle tvrzeni ndm pomuze v dikazu Gaussovy-Wantzelovy véty.

Posledni sekci je druhd hlavni kapitola, ktera se zabyva Heronovymi trojuhel-
niky. Vysvétlime si, co musi trojihelnik splinovat, abychom ho nazvali Heronovym
trojihelnikem. Dokazeme si lemmata, kdy naopak trojuhelnik nemutze byt Hero-
ntv a posledni vétou celé prace bude Lucova véta, ktera nam dava do spojitosti
Fermatova prvocisla a Heronovy trojihelniky.



1 Fermatova c¢isla

Zacneme sekci, ve které zminime jednoduché vlastnosti Fermatovych ¢isel.
Vychézim z knizek [1] a [2], ale dikazy byly jednoduché, tak jsem je udélal vice
méné sam.

Definice. Prirozené ¢islo tvaru n = 22" + 1, pro m € Ny nazveme Fermatovym
cislem, znacime F,,. Je-li navic n prvocislo nazveme jej Fermatovym prvocislem.

Podivejme se na par prvnich ¢isel tohoto tvaru

m=0: Fy=3,

m=1: F1 = 5,

m=2: F,=1T7,

m=3: [F3=257,

m=4: Fy=65537,
m=>5: F;=4294967297,

Pro m = 0,1,---4 jsou F,, prvocisla, F5 jiz prvocislo neni a doposud nebylo
nalezeno jiné Fermatovo prvocislo nez téchto prvnich pét.

Co je ihned ziejmé z predpisu Fermatovych cisel je velmi rychly rist této
posloupnosti, ale i presto jednu ¢islici pro libovolné velkd (az na prvni dvé)
Fermatova ¢isla zndme a to posledni ¢islici, kterou je pokazdé 7. Staci se podivat
na rovnost F,, = 22" 4+ 1 modulo 10, piesnéji modulo 2 i modulo 5 abychom mohli
pouzit Eulerovo zobecnéni Malé Fermatovy véty a néaslednym pouzitim Cinské
zbytkové véty zjistit, ze F,,, = 7 (mod 10), pro m > 1.

Nyni se budeme vénovat jednoduchych, ale i presto zajimavych tvzenim o
Fermatovych ¢islech.

Lemma 1.1. Pro kazZdé Fermatovo cislo plati
1. Fpin = F,2 —2F, +2,
2. Ferl - FOF1 . Fm + 2

Diikaz. K dikazu prvniho si sta¢i uvédomit, ze
Fr =2""" 41=2""V?+1=(F,—1)?+1=F,2—2F, +2,

¢imz mame hotovo.
Druhy vztah dokazeme indukci, zfejmé

S5=F=F+2=3+2=5.
Timto jsme nastartovali indukci, nyni nasim indukénim predpokladem jest,
Fk == FOFl"'kal +2

a chceme onu rovnost dokézat pro k + 1. Vyuzitim prvni rovnosti a indukéniho
predpokladu dostavame,

[



Tvrzeni 1.2. Necht F,, a F, jsou dvé ruzna Fermatova cisla, pak

NSD(F,,, F,) = 1

Diikaz. Staci nam dokazat nasledujici
VpeN, p£1: pl|F,=ptFE,
M¢jme tedy takové p a necht n < m, pak podle Lemmatu [1.1
F,=FF - F,---F,_1+2.

Tedy p déli levou stranu rovnice, takze musi délit i pravou stranu rovnice, jenze
pokud by p | F,,, pak p | 2 a tedy p = 2. Jenze F},, neni délitelné dvémi ¥m € N.
Nyni pokud n > m, pak opét podle Lemmatu [1.1

Fn:FOFl"'Fm"'anl—i_Q?

odtud
FOFl"'Fm"'anl :Fn_2

Opét mame, Ze p déli levou stranu rovnice nebot p | F, a tedy musi délit i pravou
stranu. Pokud by p | F,,, pak by nutné p | 2 a tedy p = 2, ale opét F,, neni
délitelné dvémi.

Takze dohromady méme ze pro libovolné n nutné p 1 F), a odtud jiz plyne, ze
NSD(F,,, F,,) = 1. ]

Tvrzeni dava, ze pro libovolné prvocislo které déli Fermatovo cislo F;,, nee-
xistuje zadné jiné Fermatovo ¢islo F), takové, aby bylo délitelné onim provocislem.

Tedy i presto, ze hypotéza ohledné posloupnosti F,, = 22" + 1 ktera podle
Fermata generuje pouze prvocisla byla licha, tak pfece jen néjakym zptisobem
generuje ruzna prvocisla. A to v prvociselném rozkladu onéch ¢lent posloupnosti.
Jenze ani s touto informaci nejsme schopni zodpovédét na otazku zdali existuje
nekonecné mnoho slozenych Fermatovych cisel. Takze nejenze nevime, zdali existuje
nekonecné mnoho Fermatovych prvocisel, ale ani nevime, zdali nekoneé¢né mnoho
slozenych.

Lemma 1.3. Pokud p = 2/ + 1 je prvocislo, pak p je nutné Fermatovo prvocislo.

Diikaz. Necht p = 27 + 1 je prvocislo a pro spor at j = 2"k pro k > 1 liché, pak
pouzitim rovnosti

a® + 0" = (a+b)(a" "t — a4+ DY),
pro a = 22" a b =1 mame
p= 22mk + 1 = (22m)k + 1k _ (22m + 1)(22m(k’—1) o 22m(k’—2) et 1)

Tedy p je souc¢inem dvou prirozenych ¢isel vétsich nez jedna, coz je spor s prvoci-
selnosti p. Odtud k = 1 z éehoz plyne p = 22" + 1. O



2 Opakovani

V této sekci zminime bez ditkazu véty a definice, kterym se vice vénuji snad
kazda skripta algebry ¢i komutativni algebry, proto ¢tenare odkazu napriklad na
skripta Davida Stanovského [3] a Vitézslava Kaly [4], [5].

Definice. Pro n € N definujeme Eulerovu funkci p(n) jakozto pocet prirozenych
cisel k < n, nesoudélnych s cislem n, neboli

on)=[{keN|1<k<n, NSD(k,n) =1}|.

Pozndmka. M&me n € N a jeho prvoéiselny rozklad n = p;* - - - p,,*m, pak pro
Eulerovu funkci plati,

km—l(

e(n) =pi" " pi — 1) pp ™ pm — 1).

Definice. Pro n € N, rekneme Ze koplexni cislo (, je primitivni n-td odmocnina
z jedné, pokud je korenemem polynomu x™ — 1 a neni korenem polynomu z* — 1
pro k < n.

Definice. Pro n € N a (, primitivni odmocninu z jedné, definujeme cyklotomicky

polynom jako
P, = H (- an)
1<k<n
NSD(k;n)=1

Pozorovani 2.1. Je-li ®,, cyklotomicky polynom, pak deg(®,) = ¢(n), kde ¢(n)
je Fulerova funkce.

Véta 2.2. Cyklotomicky polynom ®,, € Z[z] je ireducibilni nad Q[z].

Vétu vyse vyuzijeme v jednodussi verzi a to, ze cyklotomicky polynom @, pro
p prvocislo je ireducibilni. Tato véta bude potteba v ditkazu hlavni véty ¢tvrté
sekce, kterou jsem dokazal timto jednodussim tvrzenim, zatimco zdroje z kterych
jsem vychazel pouzivaly onu tézsi verzi véty.

Tvrzeni 2.3. Bud T < S telesové rozsireni a s € S alegebraicky prvek, pak
[T'(s) - T] = deg(ms,r),

kde mg 1 je minimdlni polynom prvku s nad télesem T'.

Tvrzeni 2.4. Mejme telesovd rozsireni U <V < T, pak
T U) = [T V][V 2 U)

Definice. Meéjme rozsireni téles T < U mmnozZinu T-automorfismiu U — U, to
jest izomorfismi z U — U zachovdvajici proky telesa T, s operacemi skladani a
invertovdni nazveme Galoisovou grupou a znacime Gal(U/T)

Definice. Méjme U téleso a Aut(U) grupu automorfismi na U, ddle at G je
podgrupa této grupy, pak definujeme Fix(U,G) = {u € U | g(u) = u, Vg € G}.
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Lemma 2.5. At T je téleso a f € Tx| ireducibilni polynom a U jeho rozkladové
nadtéleso pak pro kazdé dva proky télesa u,v € U existuje prvek grupy p € Gal(U/T)
takovy, Ze p(u) = v.

Definice. Meéjme T téleso charakteristiky 0. Pak rozkladové nadtéleso ireducibilniho
polynomu f nad T nazveme Galoisovo.

Lemma 2.6. Je-li U D T Galoisovo rozsitend, pak |Gal(U/T)| = [U : T].

Véta 2.7 (Zakladni véta Galoisovy teorie). At U D T je Galoisovo rozsirend, pak
mame antitzzomorfismus usporadangch mnoZin.

{teleso V | T <V < U} «— {podgrupy H < Gal(U/T)}
V s Gal(U/V)
Fix(U,H) «— H

Definice. At p je prvocislo a a € Z, 1ekneme Ze a je kvadraticky zbytek modolu p,
pokud ezistuje b € 7 takové, Ze a = b* (modp).
Dale definujme Legenderuv symbol jako

1 pokudpta,a je kvadraticky zbytek modulo p,

(CL) =1¢—1 pokudpta,a neni kvadraticky zbytek modulo p,

b 0 pokudp | a.

Lemma 2.8. At p je liché prvocislo, pak
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3 Konstruovatelnost

V této sekci se vénujeme konstruovatelnosti, budu vychézet ze zdroju [6], [7] a
také inspiraci byly skripta |3]. Jenze tyto zdroje se nevénuji nasledujicim tvrzenim
dopodrobna, tak jsem doplnil dikazy v nékterych pripadech i s obrazky. Posledni
dva dukazy jsem poupravil ze zdroje [7].

Co presné je konstrukce pomoci pravitka a kruzitka? Predstavme si, ze mame
body A, B a C v roviné, oznacme mnozinu téchto bodu M, a chceme sestrojit
bod D. Tento bod nemusi jit sestrojit primo pouzitim bodt z vychozi mnoziny
My, ale mizeme sestrojit pomocné body, které naslednou kostrukci cilového
bodu D umozni. Tedy mame posloupnost bodu Dy, Dy, - -+, D,,_1, které postupné
pridavame do mnoziny Mj.

My, My = MyU{Dy}, My =M U{Ds}, -, My =M, o U{D,_1}.

A7 nakonec jsme schopni zkonstruovat bod D z mnoziny M,,_; a pridame jej do
mnoziny M, = M, U{D}.

Chceme-li sestrojit vice bodti, tak budeme postupovat obdobnym zptisobem a
konstuovat jeden bod po druhém.

Mluvime-li o konstrukeci pomoci kruzitka a pravitka predstavime si body v
R2, jenze R? miizeme ztotoznit s komplexni rovinou C. Tedy dale budeme hovofit
o konstrukci komplexnich ¢isel nikoliv bodt z R?, tento pohled na véc mé své
vyhody, jak bude vidét ve Vété |3.3

Znaceni. Kruznici se stredem a € C a polomeérem r € R, znacime k(a,r).

Primku vedenou ¢isly a,b € C, znacime ab.

K hledéani konstrukei danych ¢isel se ndm budou hodit zptisoby jak vyjadrit
primky a kruznice v komplexni roviné, tyto rovnice jsou snadnym dtsledkem
znadmych rovnic pfimek a kruznic v R2.

Ptimku p = ab, pro a,b € C mizeme vyjadrit nasledujici zpusoby

p={2€C|z=a+tlb—a),tecR]},
p={2€C|(@-0b)(z—a)+(—-a)z—a) =0}

Chceme-li vyjadrit prfimku ¢ pomoci smérnice a ¢isla ¢ € C lezicim na piimce,
vyuzijeme nésledujici rovnice. Af ma ¢ smérnici shodnou s primkou p, neboli ¢||p
ac € q, pak

qg={2€C|lz=c+t(b—a),teR},
q={z€C|(@a-b)(z—c)+ (b—a)(z—7c) =0}
Kruznici k = k(a,r), kde a € C a r je redlné, vyjadiime jako
k={z€Cl|z—a| =]|rl},
k={2€C|(z—a)z—a=1T}.

Definice. Cislo z € C je konstruovatelné pomoci pravitka a kruZitka, pokud
ezistuje posloupnost konecnych podmnozin komplexnich ¢isel {0,1} = My C M, C
-+ C M, takovyjch, Ze z € M,, a M1 = M; U{x}, kde cislo x vzniklo jako
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>
1. prisecik dvou primek, r = ab N ﬁ,
2. prusecik kruznice a primky, x = k(a,|b|) N <c—d>,
3. prisecik dvou kruznic, x = k(a, |b|) N k(c, |d|),

kde a,b,c,d € M;.

MnoZinu konstruovatenych cisel budeme znacit K.

Volbu vychozi mnoziny My, = {0,1}, jsme si mohli dovolit, nebot k zahajeni
kostrukce potrebujeme minimélné dva body v roviné, jeden z nich oznac¢ime
jako 0 a druhy jako 1 a tim ziskdme jednotkovou délku. Povedeme primku skrz
tyto dva body a dostaneme realnou osu, nyni muzeme nanaset pomoci kruzitka
jednotkouvou délku na tuto piimku a tim rozsirit nasi mnozinu konstruovatelnych
¢isel o libovolné celé ¢islo. Nyni sestrojme kolmici k redlné ose vztyc¢enou z bodu
0, kterou nazveme imaginarni osou. Tedy mame souradné osy.

Jenze dopustili jsme se konstrukee, ktera neni zahrnuta v definici vyse a to jest
konstrukce kolmice. Nasledujici tvrzeni ukaze, ze vSechno je v souladu s definici.

—
Tvrzeni 3.1. Méjme a,b,c € K a oznacme p = ab, pak
1. jsme schopni zkostruovat primku q, takovou Ze ¢ L p a c € q,

2. jsme schopni zkonstruovat primku q, takovou Ze q||p a ¢ € q.

Diikaz. 1)) Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze [c—a| > |c—b|, pak vezméme
kruznici k = k(c, |c — a|) a oznaé¢me d € kN p, d # a. Déle at | = k(d, |a —d|) a
m = k(a, |a — d|) jsou kruznice jejich pruseciky oznacme e,f € [N'm. Pak ¢ = ¢
je hledana kolmice.

2) Pokud c lezi na primce p tak mame hotovo, at tedy ¢ ¢ p, pak pouzitim
prvniho bodu zkostruujme kolmici r» 1 p a ¢ € r, dale zkostruujme kolmici ¢ L r
takovou, ze ¢ € g, pak ¢||p. ]

Tvrzeni vyse nam nefika nic jiného, nez zcela zndmou véc a to, ze kolmice a
rovnobézky lze sestrojit pomoci kruzitka a pravitka.

Timto jsme tedy odtvodnili spravnost konstrukce imaginarni osy a budeme
pokracovat v nasem povidani. Pomoci kruzitka zaznac¢ime v jednotkové vzdalenosti
od bodu 0 na imaginarni ose bod, kterému budeme fikat imaginarni jednotka,
tedy . Opét postupnym nanasenim jednotkové vzdalenosti pomoci kruzitka na
tuto osu dostaneme libovolny celociselny nasobek nami pravé zkonstruovaného
¢isla ¢. Rozsitili jsme tedy konstruovatelna cisla o ¢Z, celkové mame Z UiZ C K,
pouzitim Tvrzeni [3.1] dokonce Z[i] C K.

Dusledek 3.2. Méjme z € K, pak Re(z),Im(z) € K.

Diikaz. Ke konstrukei stac¢i uvazovat kolmice spusténé z komplexniho ¢isla z k
realné ose a k imaginarni ose. [

Déle pro libovolné z € K jsme schopni zkonstruovat i |z|, nebot se jedné o
prusec¢ik kruznice k(0, |z]) a redlné osy Re. To nejsou zdaleka vsechna ¢isla, kterd
jsme schopni zkonstruovat, jak nam nésledujici véta ukaze.
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Véta 3.3. Oznacme {0,1} C K C C mnozinu kostruovatelnych cisel, pak
1. Vs6ieK = —z €K,

V21,20 € K = 21+ 2 € K,

V21,20 € K = 21— 2 € K,

V21,20 EK, 29 20 = |z122|,® e K

V21,29 € K = 2120 € K,

Vo€ K = Z1e K

Voo €K, 21 40 = szEK,

o RS G e

Vzl,zgeK, ZQ#O = %GK .
Diikaz. |1) Méjme z; nenulové, pro nulové z; je —z; = 21, tedy jiz konstruovatelné,
pak méjme kruznici k£ a primku p

p={z€C|z=tz,tecR}
k={zeCJlz] = |al},

Méame —z; € p a také —z; € k, tedy —2z; € pN k, tudiz opacné cislo je konstruo-
vatelné.

Im

%

2|) Pokud aspon jedno z ¢isel z1, 25 je nulové tak ziejmé z;+ 25 je konstruovatelné.
Af jsou tedy obé ¢isla nenulova a z; # tzo pro t € R, dale zkonstruujme primky
p,q, kde p je rovnobézna s primkou m a z; € p. Primka ¢ je naopak rovnobézna
S ;1% a zg €q,

p={2€C|z=2+1tzn,tecR}
q={2€C|z=2+sz,scR}

13



Volbout=s=1méame z; + 20 €Epa 21 + 29 € ¢, tudiz ¢islo z = 21 + 20 € pNyq
je konstruovatelné.

Pokud z1, 2o jsou nenulové a z; = tzo pro néjaké t € R, pak z; + 2o zkonstruujeme
pomoci primky r a kruznice k.

r={z€C|z=2+tzn,teR}
k={z€C||z—z| = ||}

Ziejmé z1 + 25 € r a také 21 + 29 € k, tedy 21 + 25 € r N k je konstruovatelné.

Im

21 21+ 29

zZ9

K dikazu vyuzijeme jiz zndmé, tedy z; — 2o = 21 + (—22) z[l)) méme, Ze
—2 € K az[2) mdme, zei 2 + (—2) € K, tedy i 21 — 20 € K.

Af 21,20 # 0, jinak zrejmé 0 € K. Vezméme primku p 5 0, kterd je rizna
od soutadnych os a takovou, ze z1, 25 & p.

p={2€C|z=tz,teR}

kde z3 € K (takové z3 bude rozhodné existovat, protoze uz vime, ze Z[i| C K).
Nyni méjmé kruznice k = k(0,1) a I = k(0,|2]), tedy

k={zeC||:[ =1},
l={2€C||z| =|2l}.

A oznacmea € pNk,bepnl,

Z3
a= b

s, =l
|ZS\’

= Z3.
|23

—
Déle zkostruujme primku ¢|||z1]a, tak aby b € ¢, a oznacme Re redlnou osu tedy
2 z
q:{ze(c ‘ |2|Z3+t<3—|21|>,t€R}
23] |23]
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Volbou ¢t = —|z| dostaneme, |z122| € ¢ a to je zFejmé redlné ¢islo tedy |21 22| €
g N Re. Odtud |z120] € K.

Z9 4

Zbyva ukazat, ze é € K, k tomu vyuzijeme znaceni uvedené vyse. Oznacme

s primku takovou, ze SHE> aaeEs

z:'z?’+t<1—|z2|zg>,t€R}.
|23 |23

Prot = @, mame ﬁ € sN Re, tedy je konstruovatelné.

3:{,26@

Im

Z9 ¢

At 21,29 jsou nenulovd, jinak zrejmé z;z5 = 0 € K. Diky miuzeme
predpokladat, ze aspon jedno z ¢isel 21, 2o mé nenulovou imaginarni slozku, jelikoz
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|z122| € K. At tedy z je takové ¢islo, zkonstruujme kruznici k£ = k(0, 1) a pifimky

p={z€C|z=tz,tecR}
g={2€C|z=tzn,tecR}

Pruseciky kruznice s témito primkami oznac¢ime a = p Nk, b = ¢ N k. Vyjadreno
algebraicky a = 27, b = 2. Déle zkonstruujme kruznici [ = k(b,|a — 1|)
2 z
z— = | } ,
|22 |21

l:{zEC’

zajima nas prusecik k N1, jelikoz % € [, nebot

21792 Z9 . 21
2120 |22 |21
Z9 21 . Z1
|22]| |]21] |21
a | _]a
|21] |21
A také % € k, nebot
2129 o
| 2120 ’
tak mame % € kNl. Nyni uz snadno z {4)) vime, 7Ze |z120| € K, tedy muzeme

zkonstruovat kruznici m = k(0, |2122]). Zfejmé 2129 € m, dale zkonstrujme primku

217
y =122 tGR},

r:{zeC

azl

pak z1290 € mNr, tedy je konstruovatelné.

Im
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@ Méjme 2; € K cislo s nenulovou imaginarni ¢asti, jinak zfrejmeé z7 = z; € K.

Zkostruujme kruznici k = k(0, |21]), zfemé Z1 € k, a primku p = 2y Re(z;),

z1+ 71
p:{zEC z:zl—i-t(zl— ! 5 1),t€R}.
Volbou t = —2 dostavame, ze z; € p, tedy z1 € pN k.
Im
k
e \
™
p \
0 Re(zl) Re
N /
Nejprve upravime z=1 = |;T1|2 a vyuzijeme jiz dokdzaného. Pouzitim 4)) mame,

7e ﬁ € K, pouzitim ) |zi 5 € K déle pomoci |§I) a znovu |5) mame |Z1|2 € K.

Snadno pomoci } a D nebot 2 = 2z € K.
O]

Disledek 3.4. MnozZina konstruovatelnych cisel K tvori podteleso komplexnich
cisel.

Diikaz. Plyne ihned z Véty [3.3) mame ze {0,1} C K je uzavfend na s¢itdni a
soucin, ke kazdému prvku existuje opac¢ny a ke kazdému nenulovému existuje
inverz. [

Touto vétou jsme razantné rozsirili nasi mnozinu konstruovatelnych ¢isel nyni
vime, ze Q(i) C K a dokonce jelikoz K je téleso, tak Q(i) < K.

Jak jsem jiz zminil na zacatku sekce o konstruovatelnosti, tak volba kom-
plexnich ¢isel namisto R? md vyhodu naptiklad v tom, Ze nemusime specidlné
definovat operace s body v R? (napifklad soucin), ale miizeme pracovat se zndmymi
operacemi komplexnich ¢isel.

Tvrzeni 3.5. Je-li z; konstruovatelné, pak také \/z je konstruovatelné.

Diikaz. At je z; nenulové, jinak je zfejmé ,/z; konstruovatelnd. Zkonstruujme

krwznici k = k(27 2 kde obg disla 2L 12 e K diky Vets [3.3]

2
protnéme ji s imaginarni osou Im.

|Zl|+1
5 .

|z1] — 1
k’: C — =
{ZG ‘ ‘Z 2
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Ukézeme, ze iy/|z1| € kN I'm. Ziejmé mame, Ze ono ¢islo lezi na imaginarni ose,
dosadme nyni ¢islo do predpisu kruznice

i |Z‘—|Zl|_1 _ ’21|+1

1 2 2 )
21|12 = 2|z + 1 27| +1
w 12— 20| b = LD

Nastane rovnost, tedy opravdu i\/|2z1| € kN Im a odtud zfejmé +/|z| € K. Pokud
z1 € R, tak jiz mame /z; € K, zbyva pro ¢isla s nenulovou imaginarni slozkou.
Zkostruujme bisekci argumentu komplexniho ¢isla z;. Méjme primku p a kruznici

1= k(0,/]21)

p={z€C|z=(z+|x|)t, t € R},

l:{zeC\|z|: }
.

Ovéfime,ze zp := - e € R, k tomu pouzijeme goniometricky tvar komplexniho
¢isla z; = |z1|(co ( ) + isin(ep)).

|21

‘\/_‘ cos(¥) +isin(¥2))

2+ \21! |21 (cos(¢) + isin(p) + 1)’

Staci se podivat pouze na imaginarni ¢ast tohoto vyrazu,

sin(g)cos(gp) - sin(gp)cos(g) +sin(p) = sin(—g) + sin(f

) =0,

Pouzili jsme zndme rovnosti goniometrickych funkci a dostali, Ze imagindrni ¢ast
¢isla z5 je nulova, tedy jedna se o redlné cislo. Proto mizeme volbou t = 2, zjistit,
7e \/z1 € p, tedy /21 € pN I a tim mame konstruovatelnost odmocniny.

Im
? |Zl| , 21
1+ |Zl|
=
0 lz1]-1 Re
2
— k:

18



O]

Tohle tvrzeni nam jako navic dava konstrukei bisekce tihlu. Protoze pro jed-
notkové komplexni éislo z = € € K, kde ¢ je argument komplexniho éisla, ndm
tvrzeni vyse 1ika, Ze jsme schopni zkonstruovat /z = ¢’z neboli bisekei thlu
@. Induktivné miizeme s ptilenim thlu pokracovat a tim zkonstruovat ei%, pro
libovolné 5 € N.

Véta 3.6. Necht komplexni cislo x vzniklo konstrukci v jednom kroku pomoci
kruzitka o pravitka z prokid télesa L < C, pak [L(x) : L] < 2.

Diikaz. Cislo x mohlo vzniknou tfemi zptisoby, jako
1. prusecik dvou ruznobéznych primek,
2. priisecik kruznice a primky,
3. prisecik dvou kruznic.

Mame dvé riiznobézné primky p, q

p={2€Clz=a+tlb—a),teR},

g={2€ClE-d)(z—c)+(d—c)(z-7) =0},
kde a, b, c,d € L. Prisecik teda bude

@—da+tlb—a)—c)+(d—c)@+tb—a)—c) =0,
(b—a)c—d)+ (B—a)d—c)t+ (@ —d)(a—c)+(d—c)a—7c) =0.

Coz je pro t = {=2 linedrni polynom v L(z), jehoz je x kofenem, tedy podle

Tvrzeni [L(z): L] =1.
Mame piimku p a kruznici k = k(c, |d|)
p={2€Clz=a+1t(b—a), teR},
k={z€Cl|z—c| =ldl},

kde a,b,c,d € L, prisecik bude
o +1(b—a) — ¢ = |d],
(a+t(b—a)—c)(@a+t(b—a)—e) = dd,
(b—a)b—a)t*+ ((b—a)(a—c)+(b—a)(@a—2c))t+ (@—¢c)(a—c)—dd=0.

Opét pro t = =% mame kvadraticky polynom v L(z), pro ktery je = kofenem,

tedy opét diky Tvrzeni [L(z): L] <2.
Méame dvé kruznice k = k(a, |b]) a | = k(c,|d]|)

k={zeC|lz—al = o]},
= {z€C||z—d =]},
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kde a,b,c,d € L, upravme prvni rovnici
(2 —a)(z —a) = bb,
(z —a)z="bb+a(z — a),
bb

zZ—a

zZ= + a.

Nyni konec¢né prisecik bude
|z — ¢ = d],
bb -
(z—c)( +a—c>:dd,

zZ—a

(@—¢)z* + (bb—dd — (a + c)(@—¢))z + ac(@ — ¢) + add = 0.
Pro z = x mame kvadraticky polynom v L(x), ktery méa x za kofen, pouzijeme

Tvrzeni 2.3 a dostaneme [L(z) : L] < 2. O
Véta 3.7. At z € C je konstruovatelné. Pak ezistuje posloupnost téles
Q=T <N <---<Ty <T,
takovd, ze z € Ty, a [T; : Ti—1] <2 pro 1 <i < k. A navic [Q(z) : Q] je mocnina
dvogky.
Diikaz. Jelikoz je z konstruovatelné tak podle definice existuje posloupnost mnozin
{0,1} = My C My C -+ C My_1 C My,

kde z € My, |IM\M;_ 1| = 1 a kazdé z; € M;\M;_; pro 1 < i < k vzniklo
konstrukei pomoci kruzitka a pravitka z ¢isel mnoziny M;_;. Méjmé posloupnost
téles
Q=T <N <---<Ty <T,

kde T; = T;_1(z;) pro 1 <i < k, potom z € T}, a podle Vétyplati T;:T,4] <2,
tedy jsme nasli onu posloupnost téles.

Druhd c¢ast véty je dusledkem jiz dokdzaného, protoze Q(z) je nejmensi nad-
téleso télesa Q obsahujici prvek z a Ty je néjaké nadtéleso télesa QQ obsahujici z,

tedy Q < Q(z) < Tk, pak [T : Q] = [Tk : Q(2)][Q(2) : Q]. Neboli
Q=) - Q)| [Ty : Tia][Thr = Tha] - - - [T1 = T,

a kazdy stupen rozsifeni je mensf roven dvémi, tedy [Q(z) : Q] = 2! pro né&jaké
l €Ny, | <k. O
Lemma 3.8. Bud T < C téleso takové, Ze existuje posloupnost téles
Q:TOSTI S "'STn—l STTL:T7

spliiugict [T; : Ty1] = 2, pro 1 < i <n, pak T < K, kde K jsou konstruovatelnd
cisla.

Dikaz. 7 Véty plyne ziejmé, ze Top = Q < K. Jelikoz [T} : Q] = 2, tak podle
Tvrzeni existuje to € Q takové, ze Ty = Q(1/to) a diky Tvrzeni T < K.
Déle budeme postupovat indukei, jestlize [T; : T;,_1] =2 a T;_1 < K, tak podle
Tvrzeni existuje t;_; € T;_; splnujici T; = T;_1(\/ti—1), jenze konstruovatelna

¢isla jsou uzaviena na odmocniny Tvrzeni tedy T; < K a celkové nam indukce
dava, ze T < K. O]
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4 Gaussova- Wantzelova véta

V této sekci se podivame na konstruovatelnost pravidelnych n-tthelnikt pomoci
kruzitka a pravitka, budeme zde pracovat pouze s n-uhelniky pro n > 3, zadné
degenerované 0, 1, 2-tthelniky nebudeme brat v potaz. Také budeme hovotit pouze
o n-uthelnicich s jednotkovym polomérem a stfedem v pocatku souradnic, pokud
bychom chtéli hovorit o konstrukei n-tthelniku se stredem v s € C a polomérem
r € R, pak abychom se viibec mohli bavit o konstruovatelnosti, musi zfejmé
s, 7€ K.

Budu vychazet ze zdroju [2] a [7], ale dikaz hlavni véty jsem poupravil a
obohatil o vynechané tvzeni o cyklicnosti Galoisovy grupy Gal(Q({,/Q) pro p
prvocislo.

Ale jesté nez se vrhneme na hlavni vétu této sekce, podivejme se nejprve na
tvrzeni, kterd k tomu budeme pottebovat. Nésledujici lemma nam predklada dalsi
péknou vlastnost Fermatovych ¢isel a dava je do spojitosti s Eulerovou funkci ¢.

Lemma 4.1. M¢éjme prirozené cislo n > 2, pak p(n) je mocnina dvojky prdve
tehdy, kdyZ 3j,k € Ng 3F,,,,- -+, Fi,., k po dvou riznych Fermatovych prvocisel,
tak Ze

n=2F, - F,.

Diikaz. (<) Jestlize n = 2/F,,, --- F,,,, pak podle vlastnosti Eulerovy funkce
zminéné v Pozndmce 2l mame

p(n) = 2j_1(Fm1 — 1) (Fpy — 1)
=271 1 1) (2P 1 1)
—_ 2j71+2m1+-~-+2mk _ 21’)
pro¢:=j—142™ 4 ... 4 2™k,
(=) Necht n > 2 a ¢(n) = 2° pro ndjaké i € Ny. Piipad kdy i = 0, zfejmé
implikuje, ze n = 2, tedy n je pozadovaného tvaru. Pro pripad kdy ¢ > 1, méjme
prvociselny rozklad ¢isla n

n=p"--ph
kde p1,---,p; jsou po dvou rizné prvocisla. Pak opét podle Poznamky
2 =o(n)=p"pr— 1) p (o - 1),
tedy
2 =p" o= 1) p T (- 1),

Nyni, leva strana rovnice je mocnina dvojky tedy i prava strana musi byt. Jenze
pokud nase ¢islo n obsahuje ve svém prvociselném rozkladu liché prvocislo ve
vyssi nez-li prvni mocniné pak prava strana rovnice obsahuje mocninu lichého
c¢isla, takze

n = 2k1p2 I U

kde ps,- -+, p; jsou po dvou razna licha prvocisla.
21:2k171(p2_1)(pl_1) = p2:252+17'“7pl:281+17
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jenze pomoci Lemma jsou py,- -+ ,p; po dvou ruzna Fermatova prvocisla, tedy
n=2F, - Fp.
O

Tvrzeni 4.2. Pravidelny n-tuhelnik je konstruovatelny pravé tehdy, kdyz primitivni
n-ta odmocnina z 1 je konstruovatelnd.

Diikaz. Ozna¢me primitivni n-tou odmocninu z 1 jako (,. Pak vrcholy pravidel-
ného n-tthelniku budou ¢*, pro k € {1,--- ,n}.

Jelikoz jsme schopni zkonstruovat nas n-thelnik, tak jsme ziejmé schopni zkon-
struovat jeden z jeho vrcholl, coz je komplexni ¢islo (,

Nyni opac¢na implikace, jestlize jsme schopni zkonstruovat ¢islo (,, pak podle
Véty jsme schopni zkostruovat ¢¥, pro k € {1,--- ,n}, tedy cely n-thelnik. [

Lemma 4.3. Méjme p prvocislo a (, primitivnd p-tou odmocninu z jedné, pak
Gal(Q(¢)/Q) je cyklickd grupa rtadu p — 1.

Diikaz. Cislo (p je kofenem polynomu ®,,, ktery ma podle definice za kofeny cisla
s> bro 1 < a < p, a nesoudélna s p. Jelikoz p je prvocislo tak mnoZina korent
polynomu @, je ziejmé

M ={G G- ¢

a Q(¢p) je rozkladové nadtéleso tohoto polynomu. Jedna se tedy o Galoisovo
rozsifeni a podle Lemmatu [2.6] plati

|Gal(Q(6)/Q) = [Q(¢) : Ql =p — 1,

kde posledni rovnosti plynou z Tvrzeni a Pozorovani 2.1} Nyni se podivame
na grupu Gal(Q(¢,)/Q), libovolny prvek ¢ této grupy je permutaci na mnoziné
korenit M a pro kazdé dva koreny existuje pravé jeden prvek ¢, € Gal(Q(¢,)/Q)
takovy, Ze ©q((p) = (5. Existence plyne z Lemmatu a jednoznacnost plyne z
nasledujiciho. Kdyby existovali dva takové T-automorfismy ¢, v € Gal(Q((,)/Q),
a méjme ¢ € Q((,), pak ¢ =g+ @+ -+ qp_lqj*l a pro ony automorfismy
plati
0(q) = qo+ @l + -+ G =9(q).

Tedy ¢, ¥ se rovnaji na libovolném prvku g € Q(¢,), tedy jsou rovny. Zadefinujme
zobrazeni o, jako

oL, Gal(Q(¢p)/Q),

a — QPq,

ukdzeme, ze tohle zobrazeni je grupovy izomorfismus. Méjme libovolné a,b € Zy,
pak

a(ab) = a = Pa © 9y = a(a) o a(b),
kde druhé rovnost plati, nebot pa(Gy) = % = ©a(C)) = @a(s((p)). Tedy o je
homomorfismus, ziejmé Ker(o) = 1, tedy je to prosty homomorfismus a |Z}| =
|Gal(Q(¢)/Q)| = p — 1, ¢imz dostdvame izomorfismus dvou grup, kde Z¢ je
cyklickd, tedy i Gal(Q((,)/Q) je cyklicka. O
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Véta 4.4 (Gauss-Wantzel). Pravidelny n-tuhelnik je konstruovatelny pomoct
kruZitka a pravitka pravé tehdy, kdyz

n=2"F, - Fp.,
kde n,i,k € No, n >3 a F,,,, -, F,, jsou po dvou riznd Fermatova prvocisla.

Diikaz. (=) Z Tvrzeni[d.2]vime, Ze ndm stadf konstruovatelnost ¢,. Toto komplexni
¢islo je kofenem cyklotomického polynomu ®,,, podle Véty 2.2 je tento polynom
ireducibilni a tedy i minimalni polynom. Takze mame

[Q(Cn) - Q] = deg(®n) = ¢(n),

kde posledni rovnost plati diky Pozorovani 2.1} Nynf protoze je ¢, konstruovatelné,
tak podle Véty musi platit

[Q(Ga) : Q] = p(n) = 2

pro néjaké [ € Ny, jenze tato rovnost nastane, jak jsme ukéazali v Lemmatu {4.1],
jen a pouze pro n tvaru
n=2F, - F,,

pro néjaké i,k € Ny a F,,,- -, F},,, po dvou rizna Fermatova prvocisla.

(<) Necht n = 2'F,, - - F, je jako ve znéni véty a (o, (p,, -, Cp,, jsou
primitivni odmociny z jedné. Budeme chtit dokazat konstruovatelnost primitivni
n-té odmocnincy z 1, pak totiz diky Tvrzeni mame konstruovatelnost celého
n-thelniku. Jelikoz soucin (yiCr,,, * - - Cr,, = (o je primitivni n-t4 odmocina, tak
diky Vété 3.3 ndm bude stacit dokazat konstruovatelnost jednotlivych cisel v
daném soucinu.

Nejprve se podivame na konstruovatelnost (5, pro ¢ € Ny, konstrukce tohoto
c¢isla ihned plyne z povidani pod Tvrzenim které nam rika, ze jsme schopni
pilit dhly.

Nyni se podivame na konstruovatelnost ¢,, pro p = 22" + 1 Fermatovo prvo-
¢islo. Pro primitivni p-tou odmocninu z jednicky podle Lemmatu [4.3| plati, ze
Gal(Q(¢p)/Q) je cyklicka grupa izomorfni Z7. Vezméme generdtor grupy g € Z; a
ozna¢me G, = (gs), kde g, = g**, pro s € {0,1,--- ,2™}, |G,| = 2¥"~°. Pak plati

l=Gom <Gym 1 < -+ <Gy < Go =7, = Gal(Q(¢,)/Q),

a také [Gs : Ggyq] = 2. Nyni pouzitim Zakladni véty Galoisovy teorie mame
posloupnost téles

Q=T <T1 < <Tom_3 <Tom =Q((),

takovych ze Ty = Fix(Q((p), Gs) a [T : Ty—y1] = 2. Odtud jiz pouzitim Lemmatu 3.§]
mame Q((,) < K, kde K jsou konstruovatelnd ¢isla, tedy ¢, je konstruovatelné
pro libovolné p = 22" + 1 Fermatovo prvoéislo.

]

Nezapomenme, ze otazka zda-li existuje vice Fermatovych prvocisel nez-li
Fy, Fy, 5, F3, Fy, je stale oteviena. Tedy nevime jestli existuje konstrukce pravi-
delného n-thelniku pro jind n, nez n tvaru,

n=2%3".517.257°- 65537 a €Ny, becde, fe{0 1}.
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Jak jsem jiz zminil, tak jsem dikaz poupravil a dokazoval kostruovatelnost
(n pres prvociselny rozklad ¢isla n. Navic bych také zminil, Ze jsem se pokousel
dokéazat vétu bez pouziti Galoisovy teorie a to hleddnim vhodnych télesovych
rozsiteni. Méjme posloupnost grup jako v dikazu véty

1=Gom <Gy < -+ <Gy < Gy =75 = Gal(Q(¢,) /Q).

Definujme 0, = > ¢, ¢J, pro s € {0,1,---,2™}, pak vhodnym kandidatem na
takovou posloupnost téles by mohla byt

Q=T <T) < <Tom_y < Tom =Q((p).
Takova, ze T; = T;_1(0;), pro j € {1,--- ,2™} a Ty = Q(fy). Pro prvek 6, plati

o= G=G +G 7+ FG =1
g€Go

protoze scitdme pies vSechny prvky grupy Go = Z; a ¢, je korenem cyklotomického
polynomu xP~! + zP72 + .. + z + 1. Tedy celkové mame Ty = Q a Tom = Q((,),
jelikoz fom = (,. Kdyby se ndm podafilo dokazat, ze plati [T} : Tj—1] = 2, pro
ke {1,---,2™} pak bychom méli onu hledanou posloupnost téles a pouzitim
Lemmatu [3.8] bychom dostali, ze ¢, € K.

Jenze staci ndm dokézat, ze [Ty : Ti—1] < 2 nebo [T} : Ty—1] > 2, protoze ¢, je
kofenem ireducibilniho polynomu ®,, podle Véty , jehoz stupen je p(p) =
p—1=2" tedy celkové pouzitim Tvrzeni [2.3 mame

[Q(¢) : Q] = p(p) = 2"

Odtud jiz plyne
2m

2" = [Q(¢: Q] = [Tk : Til,

k=1
kde na pravé strané mame 2™ souc¢inu, tedy pokud plati [T} : Tx—1] < 2 nebo
[Ty : T—1] > 2, pak uz nutné [Ty : Tp_1] = 2.

Priklad. Ukézeme, ze (5 je konstruovatelna bez pouziti Galoisovy teorie. Mame
tedy posloupnost grup

1 =Gy <Gy <Gy =7 = Gal(Q(G)/Q).

Spoctéme prislusna 0; pro i € {0,1,2}. Vime, Ze 0y = —1 a 0y = (5, tedy zbyva 0.
Protoze Gy = Zi = (3), tak G; = (3?) = (4), tedy

b= > ¢ =0C+ G

g€{1,4}

Nyn{ potfebujeme ukdzat, ze [Q(( + ¢5) : Q] < 2 a [Q(¢5) : Q¢ + ¢G)] < 2.
Jelikoz

(GG + (G +G) - 1=C+2+C+¢+G-1=0,
tak (2 + (5 je korenem polynomu z? + x — 1, tedy prvni nerovnost plati. Dale
G- (G+E)G+1=¢-1-G+1=0,

takZe (5 je kofenem polynomu x? — (¢3 + (5)z + 1, coz je polynom nad Q(¢5 + ¢s),
¢imz mame i druhou nerovnost. Celkové dostavame (5 € K, diky povidani nad
prikladem.
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5 Heronuv trojuhelnik

Tato sekce vychézi ze zdroje [8], jenZe ten se nevénuje nésledujicim jednodu-
chym tvrzenim do podrobna, tak jsem navic doplnil i dikazy. Dalsim zdrojem
této sekee je |1].

Definice. Trojuhelnik, jehoZ strany a obsah jsou prirozené cisla, nazveme Hero-
novym trojuhelnikem.

Ztejmé vsechny pravothlé trojihelniky s celoc¢iselnymi stranami tvori Heroniiv
trojuhelnik, nebof aspon jedna z odvésen musi byt sudé délky. Kdyby byly obé
odvésny liché tak z rovnosti a® + b* = ¢?, plyne Ze ¢* = 2 (mod 4), coZ nelze, nebot
dvojka neni kvadraticky zbytek modulo ¢tyfi (viz skripta Vitézslava Kaly [5]). Tedy
S = %ab, je prirozené cislo, kde a, b jsou délky odvésen. Mame tedy nekonecéné
mnoho Heronovych trojihelnikii, staci naptiklad vzit pravothelné trojuhelniky
tvaru (3k, 4k, 5k), pro k € N.

Dalsim ptikladem Heronovych trojihelniki mtize byt rovnoramenny trojihelnik
vznikly z predchoziho prikladu osovou soumérou podle jedné z odvésen. Vizualné
vysvétleno na obrazku nize pro a, b, ¢ prirozena cisla.

A A

C a B B a C a B

Nésledujici vétu uvadime s dikazem, i prestoze se jedna o velmi znamé a

snadné tvrzeni, tak se diikaz ¢asto opomiji.
Véta 5.1 (Heron). Méjme trojihelnik se stranami a,b,c a oznacme s = %b“,

pak obsah onoho trojuhelniku bude

S = \/5(5 —a)(s—=b)(s—c).

Diikaz. Méjme trojuhelnik s délkami stran a, b, c. Pouzijeme cosinovou vétu pro
stranu ¢, tedy ¢? = a? + b? — 2abcos(v) a vzorec pro obsah S = Labsin(v), kde ~
je proteéjsi thel ke strané c¢. Upravime rovnice a umocnime

4a*b*cos®(y) = (a® + b* — *)?,
4a*b*sin*(y) = 1652,

nyni secteme tyto rovnice a pouzijeme znamou rovnost pro sinus a cosinus
4a*b* = (a® + b* — *)* + 1652
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Odtud upravami dostaneme

165% = (2ab + a® + b* — ) (2ab — a® — b* + ¢?),
= ((a+b)* = c*)(c* = (a—b)?),
=(a+b+c)la+b—c)c+a—b)(c—a+b),

coz je pro 2s = a + b + ¢ a drobnych tpravach presné co jsme chtéli dokazat. [

Herontuv vzorec mizeme upravit na nasledujici tvary

165 = (a+b+c)(a+b—c)(a+c—0b)(b+c—a),
165% = ((a +b)* — *)(¢* — (a — b)?).

Reseni téchto rovnosti v piirozenych ¢slech jsou Heronovy trojthelniky. Jednd se
tedy o nutnou i postacujici podminku k tomu aby byl trojihelnik Herontv.

Na zacatku jsme si ukézali, jak Herontiv trojuhelnik mize vypadat, nyni si ale
ukazeme opak. Tedy vrhneme se na podminky, které zadny Herontv trojuihelnik
nespliuje.

Lemma 5.2. Neezistuje rovnostranny Heronuv trojihelnik.

Diikaz. Af nas trojuhelnik m4 stranu délky a € N, vyuzitim vzorce Véta 5.1 mame
s = %a a obsah bude

V3

S =-"d?

4

coz zfejmé nemuze byt prirozené ¢islo. ]
Timto jednoduchym lemmatem jsme si ukézali, Ze existuje nekonec¢né mnoho

trojuhelniku s celociselnymi délkami stran, které nejsou Heronovy. Staci trojihel-
niky tvaru (k, k, k) pro k € N. Tedy vime, Ze vSechny Heronovy trojtihelniky tvori
ostrou podmnozinu vSech trojihelniki s celoc¢iselnymi délkami stran.

Lemma 5.3. Trojuhelnik, jehoZ vsechny strany jsou liché delky, nemize byt
Heronuv. Trojuhelnik s jednou lichou a dvéma sudymi délkami stran nemaize byt
Heroniv.

Diikaz. K tomu, aby byl trojihelnik Herontiv, musi spliiovat
165 = (a+b+c)la+b—c)a+c—b)(b+c—a),

jenze pro dané restrikce délek stran je prava strana rovnice licha, kdezto leva je
suda. Tedy trojuhelnik se zadanymi restrikcemi nemuze byt Herontv. [

Lemma 5.4. Trojuhelnik s délkou strany 1 nemuze byt Herondwv.

Dikaz. Méjmé trojuhelnik se stranami a, b, 1, kde a,b € N. Trojuhelnikova nerov-
nost |a — b| < 1, ndm da pouze jednu moznost pro tvar strany b a to b = a. Tedy
mame trojuihelnik se stranami a, a, 1, pokud je a liché, tak vSechny délky stran
jsou liché. Pokud je a sudé tak mame jednu lichou a dvé sudé délky stran. Podle
Lemmatu [5.3| ani jedna moznost nedava Herontv trojuhelnik. [

Lemma 5.5. Trojuhelnik s délkou strany 2 nemuze byt Heroniwv.
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Diikaz. Méjme trojuhelnik se stranami a, b, 2, pro a,b € N. Opét podle trojuhelni-
kové nerovnosti mame b = a — 1 nebo b = a nebo b =a + 1.
Pro b = a, mame po dosazeni do Heronova vzorce

16S? = 4(4a* — 4).

Neboli S? = a? — 1, coZ nelze pro kladné S, tedy tato kombinace nedava Herontiv
trojuhelnik.

Zbyvajici moznosti ndm pro b liché daji a sudé a pro b sudé daji a liché. Ve vsech
pripadech méame trojuihelnik s jednou lichou a dvémi sudymi délkami stran, coz
podle Lemmatu [5.3| nemtze byt Herontv trojihelnik. [

Na chvili odboc¢ime k tématu pythagorejskych trojic. Pythagorejska trojice je
takova trojice (a,b, c) prirozenych ¢isel splitujicich ¢ = a? + 0?. Jak jsme si jiZ
zminili; tak takova trojice tvori Herontv trojthelnik.

Definice. Usporddanou trojici (a,b,c) prirozenych cisel nazveme primitivni py-
thagorejskou trojici, pokud

a>+b*=c a NSD(a,b,c)=1.

Dtvod odbocky k tématu pythagorejskych trojic je nasledujici tvrzeni, které
poté vyuzijeme k dikazu hlavni véty této sekce. Tvrzeni nam 1ika, ze primitivni
pythagorejskou trojici lze parametrizovat. Tato véta je poupravenou verzi véty z
knihy [1].

Tvrzeni 5.6. Usporddand trojice (a, b, c) je primitivni pythagorejskou trojici prave
tehdy, kdyz existuji nesoudélnd prirozend cisla m > n rizné parity takovd, Ze

a=m?>—n? b=2mn, c=m?+n?
nebo
a=2mn, b=m?—n? c=m>+n’

Cisla m,n jsou jednoznacne urcend.

Diikaz. (=) At (a,b,c) je primitivni pythagorejska trojice, kdyby a, b byly obé
suda éisla, tak i ¢ je sudé &slo, jelikoz a® + b = 2, coZ je spor s nesoudélnosti
¢isel a, b, c. Kdyby a,b byly lichd ¢isla, pak a® = 1 (mod 4) a také b* = 1 (mod 4),
tedy ¢ = a? + b? = 2 (mod 4), jenZe dvojka neni kvadraticky zbytek modulo 4.
Tedy nutné a,b maji riznou paritu.

At a je liché a b je sudé, tedy b = 2k, pro néjaké k prirozené ¢islo. Z rovnosti
c? = a® + b? plyne, Ze c je liché, dale

12 _ —a®  (c+a)(c—a)
4 4 ‘

Polozme e := “f% a f := %%, pak zfejmé e > f a jsou to pfirozena Cisla, jelikoz

a, c jsou licha. Déle e, f jsou nesoudélna, nebot kdyby existoval délitel d > 1, pak

by délil i jejich soucet, coZ je ¢, a jejich rozdil, coZ je a, z rovnosti ¢ = a® + b* by
delil i b. Méli bychom spor s nesoudélnosti a, b, ¢, tedy e, f jsou nesoudélna. Dale
z rovnosti k? = ef a NSD(e, f) = 1 plyne, Ze e i f jsou druhé mocniny, ozna¢me

m? := e an?:= f, pro néjaké m,n € N, nesoudélné a m > n, protoze e > f.
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JenZe tim mdme hotovo, nebot e + f = ca e — f = a, odtud ¢ = m? + n? a
a = m? — n?, dosazenim do ¢? = a® + b?, madme b = 2mn. A m,n maji riznou
paritu, nebot e, f maji také riznou, diky rovnosti ¢ = e+ f, pro c liché.

Pripad pro a sudé a b liché je naprosto analogicky. Staci nahradit v dikazu
vSechny vyskyty a za b a vice versa.

(<) Mé&jme m > n nesoudélnd prirozena Cisla rizné parity a

(a,b,c) = (m* —n?* 2mn,m* +n?) nebo (a,b,c)= (2mn,m* —n* m? +n?).

Ztejmé obé trojice jsou trojicemi prirozenych c¢isel, pro které plati

a® 4+ b* =m* +2m*n? +n' = (m* +n?)? =2

Déle obé trojice obsahuji nesoudélna c¢isla, nebof kdyby existoval spolecny prvoci-
selny délitel d > 1 ¢isel m? — n?, 2mn, m? + n?, pak by d | 2mn, tedy d = 2 nebo
d|mmnebod|n
P¥ipad d = 2. Diky rozdilné parité m a n jsou obé &isla m? — n?, m? 4 n? licha.
Tedy d = 2 nemuze byt jejich spolecny délitel.
Piipad d | m. Jenze d je také délitel m? + n?, tedy z d | m plyne, Ze d déli také n,
coz je spor s nesoudélnosti ¢isel m, n.
Pripad d | n. Nam stejnym argumentem jako vyse da spor s nesoudélnosti ¢isel
m,n.

Celkové mame trojice nesoudélnych pfirozenych ésel, splitujicich rovnost ¢? =
a? 4+ b?, tedy jedna se o primitivni pythagorejské trojice.

O

Nyni se vrhneme zpét k Heronovym trojihelnikiim a k hlavni vété této sekce.
Vychézim z onoho jiz zminéného zdroje [§], ktery obsahoval nasledujici lemma,
které jsem poupravil a dikaz upfesnil.

Lemma 5.7. At S je obsah a p',b, c jsou délky stran Heronova trojihelniku, pro
i,b,c € N a p prvocislo takové, Ze p =2 nebo p = 2 (mod3). Pak

P (0 =) a pTH|4S, prop=2

nebo ‘ A
Pl —c*) a p|S, prop=3(modd).

Diikaz. Pro b = c ztejmé plati, tedy at b # ¢, upravme Herontiv vzorec
165% = ((b+¢)* = p*) (" — (b—¢)?)
(45)2 _ 2p2i(b2 + 62) _p4z‘ _ (b2 _ 02)2‘

Nejprve dokdzeme lemma pro p = 3 (mod4). Podivejme se na nasi rovnost

modulo p* .
(49)* = —(b* — ¢*)? (mod p*).

Pro spor at p' 1 (b* — ¢?), tedy bude existovat pfirozené &islo j < i takové, ze
P | (b — %) a at je nejvétsi s takovou vlastnosti. Tedy (b* — ¢?) = p’k, kde

28



k € N je nesoudélné s p. Pak diky kongurenci vyse bude i 45 délitelné p’, tak tedy
vydélme onu kongurenci &slem p?/,

2
4 o
(;) = — k% (mod p*=9).

Jelikoz k je nesoudélné s p tedy i s p?~7) tak bude existovat inverz ke k, tedy
| € N sphiiujici kI = 1(mod p*=7)), pak ale

45 \? o
1) = —1 (mod p29).
( = ) (tmod p20-9)

Podivame-li se na rovnost pouze modulo p dostaneme, ze —1 je kvadraticky zbytek
modulo p, coz neni podle Lemmatu [2.8 mame tedy spor a proto j = i, tedy
p'|4S apt| (b* — ).

Nyni pro p = 2. Dosadime-li za p dvojku do rovnosti na zacatku dikazu
dostaneme

(45)2 + (bQ . 62)2 _ 22i+1(b2 + 62) o 24@"

Vidime, Ze leva strana rovnice je délitelnd 2%*1, ale ne jen to z Lemmatu [5.3| plyne,
7e b,c jsou nutné lichd ¢isla, tedy b? + ¢? je sudé. Celkové, zde jesté nutno ovefit,
7e 41 > 2i+2, coz pro i € N plati, je tedy levé strana délitelnd ¢islem 2%+2. Mame

(45)2 = —(b? — ¢2)? (mod 2%+2),

a obdobné jako u prvniho ptipadu, at 271 { (% — ¢?) a j < i + 1 je maximdln{
prirozené ¢islo takové, Ze 27 | (b* — ¢?). Pak existuje liché ¢islo m spriujici ? — ¢? =
2/m, vydélme kongurenci uvedenou vyse éislem 2%,

2
(f) = —m? (mod 22(F1-9)),
Opét jelikoz m je nesoudélné s 220+1-9) tak je inveribilni, s inverzem oznacenym
n, a dostaneme

2
<Z;gn> = —1 (mod 220H1-9)),

Podivame-li se na kongurenci pouze modulo 4, coz si mtizeme dovolit nebot
¢+ 1> 7, dostaneme, ze —1 je kvadraticky zbytek modulo 4, ale to neni. Mame
tedy spor a nutné j =i+ 1 a plat{ 271 | (b* — ¢?) a 2171 | 4S. O

Nasledujici lemma v mém zdroji nebylo a diikaz byl odbyt pouzitim jednodussi
verze Catalanovy véty.

Lemma 5.8. Mé&jme x,i,k € N splriujici x* — 2% = 1, pak nutné i = 1.

Diikaz. 7 rovnosti o — 2% = 1 ihned vidime, Ze x je liché. Rozdélime diikaz podle
parit cisla 7.

Predokladejme, ze i je sudé, tedy ¢ = 25 pro néjaké j € N. Pak onu rovnost
muzeme upravit do tvaru

(27 — 2%)(27 + 2F) = 1.
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Jelikoz vsechna c¢isla jsou prirozend, tak se oba vyrazy v zavorkich rovnaji bud
jedné nebo minus jedné. Druhy piipad ziejmé nemtize nastat jelikoz 7/ + 2% > 0.
Nyni pifpad kdy 27 — 2¥ =1 a 27 + 2F = 1. Se¢teme-li tyto rovnice dostaneme

227 =2,

pro j € N mé tato rovnost feSeni pouze pro = 1, jenze pak by 22* = 0, coz nelze.
Nyny predpokladejme, zZe i je liché. Upravime rovnost ze zadani do tvaru

(l’—l)(l’iil—kl’iiZ—l-'”—l—:l}—i-l)22%,

odtud dostavame, Ze oba vyrazy v zavorkach musi byt mocninou dvojky. Jenze
vyraz "' + .- + 1 je lichy, nebot = a ¢ jsou liché a tedy s¢itdme lichy pocet
lichych cisel, tedy je nutné roven jedné. Coz nastane pro ¢ = 1 ¢imz mame hotovo.

O

Véta 5.9 (Luca). Méjme Heroniv trojuhelnik, jehoZ strany jsou mocninami
prvocisel. Pak se nutné jednd o trojuhelnik (3,4,5) nebo (Fp, Fn, 4(Fp-1 — 1)),
pro néjaké m > 1 a F,, Fermatovo prvocislo.

Diikaz. At pi?, po?, ps*, jsou strany Heronova trojuhelniku, pro pi, ps, ps prvoéisla
a 1,7,k > 0 jsou prirozena ¢isla. Diky Lemmatu jsou 17, 7, k nutné kladna.
Rozdélme nasi vétu na pripady podle parit délek stran.

VsSechna prvocisla jsou licha nebo dvé jsou suda a jedno liché. Thned z Lem-
matu |5.3| plyne spor.

Vsechna prvocisla jsou suda. Tedy p; = po = p3 = 2, dale mizeme bez jmy
na obecnosti predpokladt, ze ¢« > 7 > k, z rovnosti

1687 = (2 +27)? = 22)(2* — (2' = 2)?),
_ 24k((2i—k + 2]'*1@)2 _ 1)(1 _ (Qifk _ 2]'*’6)2)’

vidime, ze vyraz ((217% +277%)2 4+ 1)(1 — (20-% — 297%)2) mus{ byt druhou mocninou.
Jenze tyto dva vyrazy v zavorkach jsou nesoudélné, nebot pokud by existoval
prvociselny délitel d > 1 téchto dvou d¢isel, tak by délil i jejich soucet. Tedy
d | 2227F2i7k takze d = 2, coZ vede ke sporu, protoze 2t ((217F + 297%)2 + 1),
Tedy vyrazy jsou nesoudélné, ale aby soucin dvou nesoudélnych ¢isel byl druhou
mocninou tak ob& musi byt druhou mocninou, tedy (207% + 297%)2 + 1 musi byt
nutné c¢tverec, coz neni pro 7,5, k > 1.

Dvé prvocisla jsou licha a jedno je sudé. Tedy at py,py jsou liché a p3 = 2.
Tuto posledni moznost rozdélime dale na dveé.

Predpokladejme, ze je trojihelnik rovnoramenny, neboli p; = ps a ¢ = j, potom
diky Pythagorové vété mame

p2 =02+ 22(k—1)7

kde v je vyska trojuhelniku. Diky rovnosti vySe mame zfejmé, ze v? € N, ale
zaroven plati S = %2"”0, kde S je obsah trojihelniku, ktery je Herontiv, takze
S je prirozené a odtud dostavame, ze v € Q. Dohromady v je racionalni ¢islo
jehoZ druhd mocnina je pfirozend, odtud v € N. Tedy (p;*, v, 2"7!) je primitivni
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pythagorejska trojice, takze podle Tvrzeni existuji nesoudélna ¢, s € N, riizné
parity takova, ze

pli - t2 + 827
v=1t%— 52,
k=1 — 9¢s.

At t je sudé, pak s je liché a z posledni rovnosti plyne, ze t = 2872 a s = 1. Podle
Lemmatu 5.5 k > 2, takze ¢ € N. Dosazenim do prvni rovnice dostavame

pli — 22(k—2) =+ 1.

Jenze Lemma [5.8| 11ka, Ze pro totu rovnost neexistuje feseni pro ¢ > 1. Tedy nutné
1=1
pr =222 41,

Jenze podle Lemmatu je p1 nutné Fermatovo prvocislo, tedy p; = F,,, pro
ndjaké m > 0. JelikoZz p; = t? + s2, pro t,s rizné parity, tak p; > 3, tedy
m > 1. Dale rovnost 22" + 1 = 22(:-2) 1 1 nam dava k = 2™ + 2, tedy
psh = 4(22"7 +1—1) = 4(F,,_, — 1). TakZe celkové mame Heronttv trojihelnik
(B, oy 4(Froq — 1).

Nyni at trojihelnik neni rovnoramenny, mame tedy délky stran p,¢, po/, 2%,
kde p; # po. Z Lemmatu pro 2F mame, Ze 281 | (p;% — po?) a 2871 | 45, Z
druhé vlastnosti plyne, Ze nutné 2% | 25 a z prvnf 281 | (pi® + po?)(pi? — po?),
jelikoz pq, po jsou liché tak

2 ‘ (Pli +p2j) nebo 2 ‘ (pli —p2j)-

Ale 2% je délka strany trojihelniku a z trojihelnikové nerovnosti [p;? — po?| < 2%,
milZe nastat pouze prvni moznost, takze 2 | (p;*+py?). JelikoZ podle Lemmatu
je k > 2, tak musi jedna ze stran kongruentni 1 modulo 4 a druha 3 modulo 4.
Bez tijmy na obecnosti at p;* = 1 (mod 4) a py/ = 3 (mod4). Z druhé kongruence
mame nutné, ze py = 3 (mod4) a j je liché.

Pouzijeme Lemma pro stranu po’ a dostaneme, Ze po? | S, jelikoZ je po liché tak
P2’ | 25. Vise jsme ukdzali, 7e 2% | 25, dohromady protoZe 2%, py/ jsou nesoudéln4,
mame 2Fpy7 | 25, odtud 25 > 28p,7 neboli S > 12%p,7. Jenze obsah obecného
trojuhelniku muzeme vyjadrit jako S = %2kp2jSiIl((){), kde « je protéjsi thel ke

strané p;*. Mame
1 . 1 .
S > 52’“1)2] a S= §2kp2]sin(oz),
z CehoZ plyne, Ze sin(a) > 1, nutné musi nastat rovnost. tedy « je pravy thel.
Podle Pythagorovy véty ' '
P = pa® + 2%,
P1, P2, 2 jsou nesoudélnd, tedy (2%, po?, pi?) tvori primitivni pythagorejskou trojici,
takze podle Tvrzeni [5.6| existuji nesoudélna t, s € N rozdilné parity, takova ze

n' =t + 8
Py’ =1° — 8%,
2k — 9ts.
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At t je sudé a s liché, pak z posledni rovnosti mame, ze t = 2=! a s = 1. Dosadime
do druhé rovnosti a dostaneme py/ = (t — 1)(¢ + 1), jelikoz ¢t — 1, ¢t + 1 jsou
nesoudélnd licha ¢isla a jejich soucin je roven mocniné lichého prvocisla, tak nutné
t—1=1, tedy t = 2. Jednoduchym dopocitanim zjistime, ze k =2, po =3, j =1,
p1 =5 ai=1. Tedy mame trojihelnik (3,4,5).

O
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Zaver

Timto ukoncuji praci na téma Fermatova prvocisla v geometrii. Zabyvali jsme
se nejprve vlastnostmi Fermatovych ¢isel, kde jsme si ukazali dilezitou podminku,
kdy prvocislo urc¢itého tvaru je jiz nutné Fermatovo prvocislo. Dalsi kapitolou
byla konstruovatelnost, kde jsme se vénovali podrobnéji otazce, jak zkonstruovat
ruzna cisla a také kdy je dané ¢islo nutné konstruovatelné. Posledni dvé kapitoly
se jiz vénovali hlavnim vétam této prace a témi jsou Gaussova-Wantzelova véta a
Lucova véta.

Na rozdil od zdroju ze, kterych jsem vychazel jsem detailnéji rozpracoval
diikazy, dokazal co bylo ponechéno ¢tenari nebo diikazy poupravil. Déle jsem se
vénoval presnym postupum konstrukce urcitych ¢isel, které jsem doplnil o obrazky.
Knizka, kterd mé inspirovala k této baklarce byla Kouzlo cisel [1]. Jesté bych
vzpomnél zdroj, ze kterého jsem ¢erpal historické poznatky v dvodu [9].

Na zavér bych zminil, Ze existuje jesté jedna véta, ktera se vztahuje k Ferma-
tovym prvocislim a geometrii a tou je véta Abelova.

Abelova véta nam tiké, ze lemniskata lze rozdélit pomoci kruzitka a pravitka
na n stejnych ¢asti pravé tehdy, kdyz n = 2'F,,, -+ F,,, kde n,i,k € Ny, a
Fo,, -, Fy, jsou po dvou rizna Fermatova prvocisla.
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