MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Timea Jakubocyova

Cayleyovo kritérium pro rad bodu na
eliptické krivce

Katedra algebry

Vedouci bakalafské prace: doc. RNDr. Jan Stovi¢ek, Ph.D.
Studijni program: Obecna matematika

Studijni obor: MOMP

Praha 2024



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalarskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalSich odbornych zdroji. Beru
na védomi, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze zdkona
¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost, Ze
Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licenéni smlouvy o uziti této prace jako
skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Chcela by som podakovat svojmu vediicemu prace doc. RNDr. Janovi Stovickovi,
Ph.D. za ochotu, trpezlivost a ¢as straveny nad mojou bakalarskou pracou. A dalej
by som chcela podakovat svojim rodicom a priatelovi za nekonecnu podporu
a objatia.



Néazev prace: Cayleyovo kritérium pro fad bodu na eliptické kiivce

Autor: Timea Jakubdcyova

Katedra: Katedra algebry

Vedouci bakalaiské prace: doc. RNDr. Jan Stovicek, Ph.D., Katedra algebry

Abstrakt: Hlavnym cielom tejto prace je dokaz Cayleovho kritéria, ktoré popisuje
nutni a postacujucu podmienku na to, aby rad bodu (0, ay) na danej eliptic-
kej krivke delil dané prirodzené cislo n. V praci popisujeme potrebnu tedriu
k diskrétnym valuacnym okruhom, algebraickym mnozindm a polynomidlnym
a racionalnym funkciam na ireducibilnych algebraickych mnozinach. Zaoberame
sa tiez vlastnosfami rovinnych kriviek a eliptickych kriviek, ktoré su Specialnym
pripadom afinnych rovinnych kriviek. Na mnozine bodov projektivneho uzaveru
eliptickej krivky definujeme grupovu struktiru dvomi spdsobmi - geometricky
a pomocou divizorov - a ukazujeme, ze tieto dve grupové struktiry si odpovedaju.
Nakoniec sa venujeme samotnému dokazu Cayleyovho kritéria.

Klicova slova: algebraickd mnozina, racionalna funkcia, elipticka krivka, grupa,
Cayleyovo kritérium

Title: Cayley’s criterion for the order of a point on an elliptic curve
Author: Timea Jakubocyova

Department: Department of Algebra

Supervisor: doc. RNDr. Jan Stovi¢ek, Ph.D., Department of Algebra

Abstract: The main goal of this work is to prove Cayley’s criterion, which describes
a necessary and sufficient condition for the order of the point (0, ag) on a given
elliptic curve to divide a given natural number n. In the work, we explain the
necessary theory for discrete valuation rings, algebraic sets, and polynomial and
rational functions on irreducible algebraic sets. We also describe the properties of
plane curves and elliptic curves, which are a special case of affine plane curves.
We define a group structure on the set of points of the projective closure of an
elliptic curve in two ways - geometrically and using divisors - and show that these
two group structures correspond to each other. Finally, we focus on the proof of
Cayley’s criterion itself.

Keywords: algebraic set, rational function, elliptic curve, group, Cayley’s criterion



Obsah

[Gvod|

{1 Rozvoj do mocninového radul
(1.1 Diskrétny valuacny okruhl . . . . ... ... ... .. ... . ...
(1.2 Mocninove rady| . . . . . . . . ...

2 Algebraické mnoziny|
2.1 ~Afinné algebraické mnoziny|. . . . . . . .. .. ...
[2.2  Projektivne algebraické mnoziny|. . . . . . . ... ... L.
[2.3  Projektivny uzaver| . . . . . .. ... 0oL

[3 Rovinneé krivkyi
[3.1 Afinné a projektivne rovinné krivky| . . . . . ... o000
[3.2  Divizory| . . . . ..

[4 Eliptické krivky nad C]
.1 Definicia a zakladné vlastnostil . . . . . ... ... ...
[4.2  Grupova struktura eliptickej krivky| . . . . . ..o

[ Cayleyovo kritérium]

[Literatural
[Zoznam obrazkov

13
13
16
18

22
22
24

29
29
33

40

47

48

49



Uvod

V roku 1813 francizsky matematik Jean-Victor Poncelet zistil, ze pokial si
zoberieme dve kuzelosecky v projektivnej rovine a najdeme n-uholnik, ktory je
jednej z tychto dvoch kuzeloseciek vpisany a druhej opisany, potom takychto n-
uholnikov existuje nekoneéne mnoho. V roku 1822 J.-V. Poncelet publikoval pracu
Traité sur les propriétés projectives des figures, v ktorej dokazal toto tvrdenie dnes
zname ako Ponceletovo porisma. Ponceletovo porisma zaujalo velké mnozstvo
matematikov, ktori ho dalej studovali, pracovali na novych alternativnych dokazoch
a snazili sa ho zovseobecnit. Jednym z tychto matematikov bol Arthur Cayley,
ktory v roku 1853 formuloval a dokazal kritérium, ktoré nam hovori, kedy pre
dané dve kuzelosecky existuje vobec jeden n-uholnik vpisany jednej z tychto
dvoch kuzeloseciek a opisany druhej. Cayleyovo kritérium je mozné preformulovat
v jazyku eliptickych kriviek a grupovej operacie na eliptickych krivkach. Hlavnym
cielom tejto prace je dokaz prave tohto preformulovaného Cayleyovho kritéria.

Prvé tri kapitoly sa venuja spracovaniu tedrie potrebnej k studiu eliptickych
kriviek a grupovej struktiry na eliptickych krivkach. V prvej kapitole sa zaoberame
pojmom diskrétneho valuacného okruhu, ktory sa vyskytuje naprie¢ celou pracou.
V druhej casti prvej kapitoly sa venujeme mocninovym radom a zavedeniu pojmu
rozvoja prvku do mocninového radu, ktory potrebujeme v dokaze Cayleyovho kri-
téria. V tejto kapitole vychddzame najméa z prace Williama Fultona [1] a uvddzame
tu dokazy zakladnych vlastnosti diskrétnych valua¢nych okruhov a mocninovych
radov, ktoré W. Fulton vo svojej praci formuluje, ale nedokazuje. V druhej kapitole
sa zaoberame afinnymi a projektivnymi algebraickymi mnozinami. Definujeme
tu vsetky potrebné pojmy ako napriklad pojem polynomidlnej ¢i racionalnej fun-
kcie na ireducibilnej algebraickej mnozine a rozoberame vztah medzi afinnymi
a projektivnymi algebraickymi mnozinami. Tretia kapitola sa venuje afinnym
a projektivnym rovinnym krivkam. Rozoberame tu zakladné vlastnosti rovinnych
kriviek ako ireducibilita a singularita a ukazujeme, ako sa tieto vlastnosti prena-
saju medzi afinnymi a projektivnymi krivkami. Druha cast tejto kapitoly sa venuje
spracovaniu zakladnej teérie k divizorom. Divizory potrebujeme k definicii grupo-
vej struktury na eliptickych krivkach a k formulacii tvrdenia, ktoré nam hovori,
ze za urc¢itych predpokladov maji racionalne funkcie rovnaky pocet nil a polov
az na nasobnost. V stvrtej kapitole sa uz dostavame k eliptickym krivkam, ktoré
su Specialnym pripadom afinnych rovinnych kriviek. V tejto kapitole formulujeme
a dokazujeme potrebné vlastnosti eliptickych kriviek. Nasledne dvoma réznymi
sposobmi zavadzame grupovu struktiru na mnozine bodov projektivneho uzaveru
eliptickej krivky a dokazujeme, zZe tieto dve grupové struktiry si odpovedaju.
V poslednej, piatej, kapitole sa venujeme dokazu samotného Cayleyovho kritéria.
Vychddzame pritom z ¢lanku Olivera Nasha [2], v ktorom st avSak uvedené len
hlavné myslienky tohto dékazu bez potrebnych detailov.



1 Rozvoj do mocninového radu

V tejto kapitole najskor zavedieme pojem diskrétneho valua¢ného okruhu
a uvedieme niekolko jeho zakladnych vlastnosti. Tieto vlastnosti nasledne pouzi-
jeme k zadefinovaniu pojmu rozvoja prvku do mocninového radu. V celej kapitole
vychddzame z prace Fultona [1, Kapitoly 2.4 a 2.5].

1.1 Diskrétny valuacny okruh

Definicia 1. Nech R je okruh. Povieme, Ze R je lokdlny okruh, pokial spliia
nasledujice ekvivalentné podmienky:

(1) MnoZina vsetkych neinvertibilnych prvkov v R tvori idedl.

(2) Okruh R md prdve jeden maximdlny idedl, ktory obsahuje vsetky vlastné
idedly v R.

Definicia 2. Nech R je obor, ktory nie je polom. Povieme, Ze R je diskrétny
valuacny okruh, piseme DVR, pokial splia nasledujice ekvivalentné podmienky:

(1) Obor R je Noetherovsky, lokdlny a jeho mazimdlny idedl je hlavng.

(2) Ezistuje ireducibilny prvok t € R taky, Ze kaZdy nenulovy prvok z € R sa
dd napisat jednoznacne v tvare z = ut™, kde u € R je invertibilny prvok
an € Np.

Prvok t z (2) sa nazyva uniformizacny parameter pre R.

Poznamka. Dokaz ekvivalencie bodov (1) a (2) v definicii 2 m6Zeme néjst v praci
Fultona [1, Kapitola 2.5, Tvrdenie 4].

Poznamka. Nech R je diskrétny valuacny okruh, F' je jeho podielové pole a t je jeho
uniformizacny parameter. Potom kazdy nenulovy prvok z € F' sa da jednoznacne
zapisat v tvare z = ut”, kde u € R je invertibilny prvok a n € Z. Exponent n sa
nazyva rdd prvku z a znaci sa ord(z). Dalej definujeme ord(0) = oc.

Aby sme mohli zaviest pojem rozvoja prvku do mocninového radu, budeme
potrebovaf niekolko nasledujicich pomocnych tvrdeni. Tieto tvrdenia neskor
vyuzijeme aj pri ur¢ovani nasobnosti nul a polov racionalnych funkcii.

Tvrdenie 1. Nech R je DVR a F je jeho podielové pole. Potom pre vsetky a,b € F
plati:

(a) ord(ab) = ord(a) + ord(b).

(b) ord(a + b) > min(ord(a),ord(b)).

Dokaz. Pokial aspon jeden prvok z a,b je nulovy, tvrdenie zrejme plati. Pred-
pokladajme teda, ze a,b # 0. Nech t € R je uniformizacny parameter pre R
aa=ut",b=vt", kde u,v € R su invertibilné prvky a n, m € Z. Potom mame:

(a) ord(ab) = ord(uvt™™™) = n4+m = ord(ut™)+ord(vt™) = ord(a)+ord(b), kde
v druhej rovnosti vyuzivame, ze sicin invertibilnych prvkov je invertibilny
prvok.



(b) Bez ujmy na vSeobecnosti nech n < m, teda m —n € Ny. Potom plati
a+b=ut"+ot" =t"(u+ovt"™")
a vyraz v zatvorke je prvkom R. Pokial u 4+ vt™™" =0, tak a + b = 0 a plati
ord(a + b) = co > min(n, m) = min(ord(a), ord(b)).

Inak existuje invertibilny prvok w € R an’ € Ny také, Ze (u4vt™ ") = wt™.
Takze

Ol"d(a + b) = Ord(tn<u + ,Utm—n)) _ Ord(wt""‘”/) _
=n+n' > n = min(n,m) = min(ord(a), ord(d)).

O

Tvrdenie 2. Nech R je DVR a F je jeho podielové pole. Potom platia nasledujice
turdenia:

(a) Pre kazdé a,b € F také, Ze ord(a) < ord(b), plati ord(a + b) = ord(a).

(b) Nech n € N a ag,aq,...,a, € F. Pokial exituje i € {0,...,n} také, Ze

ord(a;) < ord(a;) pre vsetky i # j € {0,...,n}, tak ap+ay + - -+ a, # 0.

Dékaz. (a) (Dokaz tohto bodu vychadza z Stichtenoth [3 Lema 1.1.11].) Z tvr-

denia (1| mame, Ze pre vSetky a,b € F plati ord(a + b) > min(ord(a), ord(b))

a ord(—a) = ord(a). Pre spor predpokladajme, zZe existuju a,b € F' také, ze
ord(a) < ord(b) a ord(a + b) > ord(a). Potom plati

ord(a) = ord((a + b) — b) > min(ord(a + b), ord(—b)) =
= min(ord(a + b), ord(b)) > ord(a),

¢o je spor.

(b) Nech ag,ay,...,a, € F a existuje i € {0,1,...,n} splhajice ord(a;) <
ord(a;) pre vSetky j # i. Bez ujmy na vSeobecnosti m6zeme predpokladat,
ze © = 0. Potom plati

ord(a; +as + -+ a,) =ord(a; + (ag + -+ - + ay))
> min(ord(ay),ord(as + -+ -+ ay))
> min(ord(a;), min(ord(az),ord(ag + - - - + ay)))
= min(ord(ay), ord(az),ord(as + - - - + a,))
> ... >min(ord(a;),...,ord(a,)) > ord(ay).

Potom ord(ag) nemdze byt rovné oo, teda plati ay # 0. Z (a) méme, ze
ord(ag + a; + - -+ + a,) = ord(ag). Teda ani ord(ag + a1 + - -+ + a,) # oo,

a preto ag +a; + -+ a, # 0.
]

Tvrdenie 3. Nech R je DVR s mazximalnym idedlom M < R a K C R je pole.
Uvazujme zobrazenie inklizie ¢ : K — R a kanonicki projekciu m: R — R/M.
Predpokladajme, Ze zobrazenie mwo ¢ : K — R/M je izomorfizmus. Potom plati:
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(a) Pre kazdé z € R existuje prdve jedno A € K také, ze z — X € M.

(b) Necht € R je uniformizacny parameter pre R a z € R. Potom pre kazZdé

n > 0 existuji jednoznacne urcené g, A\, ..., \n € K, 2, € R také, Ze

2= X+ Mt+ -+ A"+ 2t

Dékaz. (a) Nech z € R. KedZe zobrazenie 7 o ¢ je na, existuje prvok A € K,

ktory sa zobraz{ na prvok w(z) € R/M. Potom
24+ M=mn(z)=mopA) =m(A) =X+ M,

takze z — A\ € M. Teraz nech A # XN € K tiez spliia z — X € M. Potom plati
N+M=z+M=X+M, teda mo¢p(N)=mop(\). To je spor s prostotou
zobrazenia 7 o ¢. Teda prvok A € K je urceny jednoznacne.

Najskor ukazeme existenciu, budeme postupovat induktivne podla n > 0.
Nech z € R. Z (a) najdeme Ay € K také, ze z — g € M. Teda existuje
mo € M spliiajice z — \g = my. KedZe t je uniformizaény parameter pre R,
tak ideédl (t) obsahuje préve vSetky neinvertibilné prvky R. Teda (t) je
maximalny idedl a M = (t). Takze existuje zy € R také, ze my = zot. Potom
mame z = Ag + 2ot.

Predpokladajme, Ze uz sme nagli A, ..., \, € K a z, € R spliiajice
2= X+ Mt + o+ At A+ 2t

Potom z (a) existuje \,41 € K také, ze z, — \,u1 € M. Teda existuje
mpr1 € M také, ze z, — \py1 = mpyq. Ndjdeme z,.1 € R splnajice
Mpi1 = Zpi1t a dostavame

2ot™ = Mgt + Zopt )" = A nt™ T 4 2, "2
Dokopy z = A + At + - + At + Apat™ 1+ 2,872,

Teraz ukazeme jednoznacnost. Pre spor predpokladajme, ze mame dva rozne
rozklady pre nejaké z € R a nejaké n > 0:

Z= X+ At At 2t =g wrt - wt™ Fwnt™
Potom plati
0=z—2=X—wo)+ A —w)t+-+ Ny —w)t" + (2 — wy)t" ™.

(1.1)

Polozme ¢ = min(j € {0,1,...,n} | \; —w; # 0). Pre vetky j € {0,...,n}
plati \; — w; € K, teda pokial \; —w; # 0, tak A\; — w; je invertibilny
prvok R. Takze

Ord(()\l — wl)tl) =1 < j = ord(()\j — Wj>tj),
ord((\; — wi)t") =i <n+1 < ord((2z, — w,)t"™),

pre vsetky ¢ # j € {0,1,...,n} také, ze \; —w; # 0. Z Tvrdenia [2] teda
dostavame, ze

(Ao —wo) + (AL —wi)t + - 4 Ay — wn)t" + (2, — wp )" #£ 0,
¢o je spor s predpokladom (1.1]).



1.2 Mocninové rady

Definicia 3. Nech K je pole a (a;);-, je postupnost prokov z K. Potom rad

Z aixi
i=0

nazyvame formalny mocninovy rad nad K. MnozZinu vsetkych formdlnych mocni-
novych radov nad K znacime K{[z]].

Nech 2, a;x' a Y22, bix’ s dva formdlne mocninové rady nad K. Potom
definujeme ich siucet ako

Zax —i—be —Zaz—i-bi)xi
=0

a ich sucin ako

Pozndmka. Rozpisanim z definicie lahko ukdzeme, ze K[[z]] je komutativny okruh
ktory obsahuje Kz| ako podokruh. Navyse K[[z]] je aj obor. Nech Y>2° a;z*
a 322, bz’ st dva nenulové mocninové rady nad K. Uvazujme j; = min(i | a; # 0)
a jo = min(i | b; # 0). Potom plati

(Z aixi> (Z b;x ) a;, b; itz Z et

i=0 1>71+72

pre vhodné ¢; € K. Kedze K je obor, plati ajb;, # 0. Z toho vyplyva, zZe aj
sucin (392, a;x") (3532, biz') je nenulovy. Tym sme ukazali, ze K[[z]] je obor. Jeho
podielové pole znacime K ((z)).

Tvrdenie 4. Nech K je pole. Potom K{[z]] je diskrétny valuacny okruh s unifor-
mizacnym parametrom x.

Toto tvrdenie je désledkom néasledujiceho tvrdenia, ktoré nam hovori ako
vyzeraju invertibilné prvky v K{[z]].

Tvrdenie 5. Nech K je pole a Y32, a;x" € K[[z]]. Potom 322, a;x" je invertibil-
nym prokom K{[z]|] prdve vtedy, ked ag # 0.

Doékaz. <= Najskor predpokladajme, ze ay # 0. Hladame formalny mocninovy
rad 3.2 bz’ € K|[z]] taky, ze

<Zaixi> (Zbﬁ’) = Z Z a;by, =140z +02>+...
i=0 i=0 i=0 \i=j+k

Teda riesime sustavu rovnic:

CL()bO =1
CLgbl + quo =0

aobk + albk_l +--- 4 akbo =0
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Kedze K je pole, existuje v K inverz k nenulovému prvku aq. RieSenim prvej
rovnice dostdvame by = ag'. Vysledok dosadime do druhej rovnice a vyjadrime

bi: by = —agaiby. Induktivne postupujeme dalej, pokial uz mame vyjadrené
koeficienty bg, by, ...,bx_1 z prvych k£ — 1 rovnic, dosadime vysledky do k—tej
rovnice a vyjadrime by: by = —ag ' (a1bg_1 + -+ + azby). Mocninovy rad, ktory

dostaneme je hladanym inverznym prvkom k > %, a;z".

= Teraz predpokladajme, ze ag = 0. Potom Y32, a;z' € xK[[z]], ale zK[[z]] je
vlastny idedl v K[[x]]. To znamena, ze neobsahuje ziadne invertibilné prvky K[[z]].
Teda ani prvok >2° a;z" nie je invertibilny. O

Teraz uz mozeme dokazat tvrdenie [l

Dékaz. Vieme, ze K|[[z]] je obor. Navyse K[[z]] nie je pole - napriklad prvok x
nemd v K[[z]] inverz podla tvrdenia . Dalej x je ireducibilny prvok v K[[x]].
Ukdzeme, Ze x je uniformizacny parameter pre K [[z]]. Nech 0 # Y22, a;2' € K|[x]]
a ozna¢me n = min(i | a; # 0) € Ny. Potom 32°,a;z"~™" je invertibilny prvok
v K|[[z]] a plati

> it = <Z aixi”) z". (1.2)
i=0 i=0

KedZe kazdy mocninovy rad je jednoznacne urceny svojimi koeficientami, aj
vyjadrenie (|1.2)) je ur¢ené jednoznacne. Pre spor nech

o . (e.0) . o
Zaixl = Z bja! | 2™ = (Z ckxk> x?,
i=0 §=0 k=0

kde 32000 b;x7, 3202 o cxx® st invertibilné prvky v K|[[z]], teda by # 0 # ¢. Potom sa
jednotlivé Cleny na obidvoch strandach musia rovnat, Specidlne byx™ = coaP. Kedze
bo, co su nenulové, tak m = p a by = cy. Porovnanim jednotlivych ¢lenov zistime,

ze vsetky dalsie koeficienty sa musia rovnat. Takze = je naozaj uniformizacny
parameter pre K|[[z]] a K[[z]] je DVR. O

Uvazujme diskrétny valuacny okruh R s uniformiza¢nym parametrom ¢ a s ma-
ximalnym idedlom M < R. Dalej uvazujme pole K C R a predpokladajme, ze
zobrazenie K < R — R/M je izomorfizmus. Polozime zobrazenie

t: R — KI[t]

0 .
Z = Z )\itz,
1=0

ktoré kazdému z € R priradi mocninovy rad s jednoznacne urc¢enymi koeficientami
Ao, A1, - .. € K z tvrdenia [3(b).

Ukazeme, ze zobrazenie ¢ je prosty okruhovy homomorfizmus. Zjavne 1g
sa zobrazi na 1. Nech z,w € R. Uvazujme jednoznacne urcené koeficienty
Aoy A1y e e e, W, w1, ... € K také, ze pre kazdé n > 0 plati:

2= X+ At A+ At 2t

W= wy + wit + -+ wpt™ + wet"

11



pre jednoznac¢ne urcené z,,w, € R. Potom pre kazdé n > 0 plati:
z4w= A+ wy+ A Fw)t+ -+ A+ w )"+ (2n + wp)t"T

2w = Agwo + (Aow1 + Awo)t + -+ + ( Z /\iw]) t" 4 vt

n=i+j

pre vhodné, jednoznacne urcené, v, € R. Takze plati
Wz +w) =D (A +w)t! Z)\tz—l—szt’—L + t(w),
=0

o) =3 ( 3 W) o= (5 tz) (Sutt) = (o)

=0 \i=j+k

Staci teda uz len ukazat, ze zobrazenie ¢ je prosté. Pre spor predpokladajme,
ze existuje 0 # z € R také, ze 1(z) = 0. Takze pre prislusné koeficienty plati
0=X = A1 = ... apre kazdé n > 0 existuje jednoznacne urcené 0 # z, € R
spliajice z = 0 4 0t + - - + 0" + z,t"*'. Zo vztahu z,t"*! = z = 2, 11""2
dostavame, ze z, = z,.1t pre kazdé n > 0. To ndm déva nekonecny ostro rastici
retazec idedlov (z9) € (21) € (22) € ... v R, ¢o je spor s noetherovskostou R.
Takze ker(t) = 0 a zobrazenie ¢ je prosté.

Casto piSeme z = 2o At a sumu napravo nazyvame rozvoj prvku z do
mocninového radu.
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2 Algebraické mnoziny

V tejto kapitole si zadefinujeme afinné a projektivne algebraické mnoziny
a niekolko pojmov s nimi sivisiacimi. Nasledne rozoberieme vztah medzi afinnymi
a projektivnymi algebraickymi mnozinami. V celej kapitole bude K oznacovat
algebraicky uzavreté pole.

Tato kapitola vychadza z prace Fultona [l Kapitoly 1, 2 a 4] a zo skript
predmetu Uvod do komutativni algebry [4, Kapitola 3].

2.1 Afinné algebraické mnoziny

Definicia 4. Nech P = (ay,...,a,) € K" a F € Klzy,...,x,]. Bod P sa
nazyva nula polynému F', pokial F(P) = 0. Mnozinu vsetkyjch nil polynému F
znacime V (F).

Definicia 5. Nech S C K|xy,...,x,] je lubovolnd mnoZina polyndmov. Polozme
mnozinu

V(S):={P e K" |VF €S : P je nula polynému F'}.

Mnozina V C K™ sa nazyva afinné algebraickd mnozina, pokial existuje mnoZina
polynémov S C Kxq,...,x,| takd, Ze V =V(S).

Definicia 6. Nech X C K™ je lubovolnd mmnoZina. Potom definujeme ideal
mnoziny X ako

[(X):={F € K[z1,...,2,] | YP € X : F(P) = 0}.

Pozndmka. Rozpisanim z definicie lahko ukazeme, ze idedl mnoziny X je skutoc¢ne
idedl v okruhu Kxq,...,z,).

Definicia 7. Afinnd algebraickd mnozina V C K" sa nazyjva reducibilné, pokial
existuju afinné algebraické mnoziny Vi, Vo C K™ také, ZeV =V, UVy a V1 £V #
Va. Inak povieme, Ze V' je ireducibilné. Ireducibilnd afinnd algebraicka mnoZina
sa nazyva afinnd varieta.

Tvrdenie 6. Neprdzdna afinnd algebraicka mnozina V- C K" je ireducibilnd prdve
vtedy, ked I(V') je prvoidedl.

Dékaz. Fulton [1, Kapitola 1.5, Tvrdenie 1]. ]

Tvrdenie 7. Nech F € K|xy,...,x,] je nekonstantny polynom a F = F{" --- Fr
je ireducibilng rozklad polynomu F. Potom V(F) =V (Fy)U---UV/(F,) je rozklad
afinnej algebraickej mnozZiny V(F) na ireducibilné afinné algebraické mnoziny

a I(V(F)) = (Fi---F).

Dékaz. Tvrdenie je dosledkom Hilbertovej vety o nuldch [1, Kapitola 1.7, Ddsle-
dok 3]. O

Definicia 8. Nech V C K" je neprdizdna afinnd varieta. Potom suradnicovy
okruh V' definujeme ako faktorokruh K[V| = Klxy,...,x,]/1(V).

13



Definicia 9. Nech V' C K" je neprdzdna mnoZina. Oznacme F(V, K) mnoZinu
vsetkych funkcii z'V do K. Na mnozine F(V, K) definujeme operdcie scitania
a ndsobenia nasledovne: Pre vsetky f,g € F(V,K) a x € V polozime (f + g)(x) =
f(@) +9(x) a (fg)(z) = f(z)g(x).

Pozndmka. Mnozina F(V, K) spolu so zadefinovanymi operaciami s¢itania a naso-
benia tvori okruh. To sa lahko ukaze rozpisanim z definicie a vyuzitim vlastnosti
operacii s¢itania a nasobenia v okruhu K.

Definicia 10. Nech V' C K" je neprdzdna afinnd varieta. Funkcia f € F(V, K) sa
nazyva polynomiédlna funkcia, pokial existuje polynom F € K|xy, ..., x,| spliajici
flai,...,a,) = F(ay,...,a,) pre vsetky (ay,...,a,) € V.

Pozndmka. Mnozina polynomidlnych funkcii tvori podokruh okruhu F(V, K).
Dva polynémy F,G € Klzy,...,x,] urCuji rovnaki polynomidlnu funkciu prave
vtedy, ked pre vsetky (ai,...,a,) € V plati F(ay,...,a,) = G(ay,...,a,), teda
(F — G)(ay,...,a,) = 0. To nastava prave vtedy, ked F — G € I(V). Teda
polynomiélne funkcie 1 : 1 odpovedaju triedam ekvivalencie faktorokruhu K[V/]
a okruh K [V] mézeme stotoznit s okruhom vsetkych polynomialnych funkcii na V.
Prvky K odpovedaji konstantnym polynomidlnym funkciam ur¢enym danymi
prvkami, teda K mdzeme povazovat za podpole K[V].

Pozndmka. Podla tvrdenia [6] pre neprazdnu afinnt varietu V' plati, ze I(V) je
prvoideél. Teda siradnicovy okruh K[V] je obor a mé podielové pole.

Definicia 11. Nech V' C K" je neprdzdna afinnd varieta. Pole racionalnych funkcii
na V, znacime K(V'), definujeme ako podielové pole suradnicového okruhu K[V].
Pruky K (V') nazgvame racionalne funkcie na V.

Definicia 12. Nech V C K" je neprdzdna afinnd varieta, f je raciondlna funkcia
naV a P € V. Povieme, Ze raciondlna funkcia f je definovand v bode P, pokial
existuji polynomidlne funkcie a,b € K[V] také, Ze f = a/b a b(P) # 0. Mno-
Zinu vsetkych raciondlnych funkcii na V- definovangch v bode P znacime Op(V')
a nazyvame lokalny okruh V' v bode P.

Poznamka. Jednoducho overime, ze mnozina Op(V') tvori podokruh pola K (V).
Teda plati K C K[V] C Op(V) C K(V). Neskor ukdzeme, ze Op(V') je skutocne
lokalny okruh.

Tvrdenie 8. Nech ) #V C K" je afinnd varieta. Potom K[V] = NpeyOp(V).
Dékaz. Fulton |1, Kapitola 2.4, Tvrdenie 2]. ]

Definicia 13. Nech V C K" je neprizdna afinndg varieta, P €V a f € Op(V).
Hodnotu funkcie f v bode P definujeme ako f(P) = a(P)/b(P), kde a,b € K[V]
st polynomidlne funkcie spliajice f = a/b a b(P) # 0.

Pozndmka. Je potrebné overif, ze hodnota funkcie f v bode P je dobre definovana.
Uvazujme polynomidlne funkcie a,b,c,d € K[V] také, ze f = a/b=c/d a b(P) #
0 # d(P). Potom plati ad = cb, teda a(P)d(P) = (ad)(P) = (cb)(P) = ¢(P)b(P).
Takze a(P)/b(P) = ¢(P)/d(P) a hodnota funkcie f v bode P nezavisi na volbe
polynomialnych funkcii a, b.
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Pozndmka. Uvazujme mnozinu Mp(V) = {f € Op(V) | f(P) = 0}. Potom
mnozina Mp(V') je jadrom dosadzovacieho homomorfismu

Q: OP(V) — K
[ f(P).

Teda mnozina Mp(V') tvori idedl v okruhu Op(V'). NavySe homomorfizmus ¢ je
na, pretoze kazdy prvok K je obrazom konstantnej funkcie urcenej danym prvkom.
Z prvej vety o izomorfizme teda plati Op(V)/Mp(V) = K. Teda faktorokruh
Op(V)/Mp(V) je pole, z ¢oho dostavame, ze Mp(V') je maximélny idedl v Op(V).
Idedl Mp(V') nazyvame mazximdlny idedl V' v bode P.

Uvazujme teraz raciondlnu funkciu f € Op(V) a nech a,b € K[V] spliaju
f =a/bab(P)# 0. Potom funkcia f je invertibilnd prave vtedy, ked existuje
raciondlna funkcia g = ¢/d € Op(V), kde ¢,d € K[V],d(P) # 0, taka, ze fg =1,
ekvivalentne ac = bd. To nastéva prave vtedy, ked a(P) # 0 alebo ekvivalentne
f(P) # 0. Teda mnozina vSetkych neinvertibilnych prvkov Op(V') je préave ideal
Mp(V), a preto Op(V) je lokdlny okruh a Mp(V) je jeho jednoznaéne uréeny
maximalny ideal.

Kedze Op(V) je podokruh pola K(V'), je to obor. Dokonca je to noetherovsky
obor, ako hovori nasledujiice tvrdenie.

Tvrdenie 9. Nech ) # V C K" je afinnd varieta a P € V. Potom Op(V) je
noetherovsky obor.

Dékaz. Fulton [1, Kapitola 2.4, Tvrdenie 3]. ]

Poznamka. Predpokladajme, ze Op(V') je DVR s uniformiza¢nym parametrom ¢.
Nech 0 # f =a/be K(V), kde a,b € K[V] C Op(V). Potom existuji n,m € N
a invertibilné prvky u,v € Op(V) také, 7e a = ut™ a b = vt™. Teda f = uvo= "™,
TakZe kazdy nenulovy prvok f' € K (V) vieme zapisat v tvare f' = u't", kde
u' € Op(V) je invertibilny prvok a n’ € Z, a toto vyjadrenie je urené jednoznacne.
Keby f'=u/t" = v't™ kde n/ < m/, tak v’ = 't~ teda v/v'"" =t~ Ale
prvok t nie je invertibilny, teda n’ = m’ a z toho uz mame, ze v’ = v’.

Definicia 14. Nech V' C K" je neprazdna afinnd varieta, P € V' a plati, Ze
Op (V) je diskrétny valuacny okruh s uniformizacngm parametrom t. Potom kazZdi
nenulovi raciondlnu funkciu f € K (V') vieme jednoznacne vyjadrit v tvare f = ut”,
kde u € Op(V') je invertibilng prvok a n € Z. Definujeme valuaciu f v bode P
ako vp(f) = n. Valudciu nulovej funkcie polozime vp(0) = oo.

Pozndamka. Vieme, ze Op(V') je obor, teda mé podielové pole Q). Ukazeme, zZe
Q) ~ K (V). Uvazujme zobrazenie

p: Q= K(V)
a/b  ad
c/d"” be

Rozpisanim z definicie overime, Ze zobrazenie ¢ je okruhovy homomorfizmus.

Pre kazdé f = a/b € K(V) plati 90(27/11) = a/b, teda ¢ je na. Staci teda overit,

ze zobrazenie @ je prosté. Vieme, ze jadro okruhového homomorfizmu je ideal.
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Kedze () je pole, obsahuje prave dva idealy, a to nulovy ideal a seba samo. AvSak
ker p # @, lebo napriklad ¢(1g) = 1k vy # 0. TakZe ker p = 0 a ¢ je prosté.

Z toho dostédvame, ze K (V') je podielové pole oboru Op(V'). Valuécia racionalnej
funkcie f v bode P je teda rad funkcie f vzhladom ku diskrétnemu valua¢nému
okruhu Op (V). Zobrazenie vp ma teda rovnaké vlastnosti ako zobrazenie ord.

Definicia 15. Nech V' C K" je neprizdna afinnd varieta, P € V, Op(V) je
diskrétny valuacny okruh a f € K(V'). Povieme, Ze

e P jenula f, pokial vp(f) >0,
e P jepdl f, pokial vp(f) <0,
e P jenula f nasobnosti m, pokial vp(f) =m >0,

o P je pdl f nasobnosti m, pokial vp(f) = —m < 0.

2.2 Projektivne algebraické mnoziny

Definicia 16. Bod P = (p1 : p2 : ++ : pus1) € P"(K) sa nazgva nula polynému
F e K[zy,x9,...,2n41], pokial

F(plaan s 7pn+1) =0

pre kaZdu volbu projektivnych siradnic (py : pa : -+ : ppy1) bodu P. PiSeme
F(P)=0.

Lema 10. Nech F' € K[xy,...,Tp41] a plati F = Fo+- - -+ Fy, kde F; je homogénny
polynom stupria i pre kazdé i € {0,...,d}. Nech bod P = (py: - : pny1) € P*(K)

je nulou polyndmu F. Potom pre kazdé i € {0,...,d} je bod P nulou polynému Fj.
Dékaz. Pre kazdé i € {0,...,d} a pre kazdé 0 # X € K plati

Fi(Ap1, -, Apny1) = NF(p1, - oo Pos1)-

Takze Fi(p1,...,pnt1) = 0 prave vtedy, ked F;(Api, ..., App11) = 0. Sta¢i ndm
teda overit, ze F;(p1,...,pnsr1) = 0 pre jednu volbu homogénnych stiradnic bodu P.
Polozme polyném

d
G()\) = F<)‘p17 seey )‘anrl) = Z )\Zﬂ(ph s >pn+1)-

i=0

Potom G je polyném v premennej A s koeficientami F;(py, ..., pni1),% € {0,...,d}
z pola K. Kedze bod P je nulou polynému F', pre kazdé 0 # \ € K plati G(\) = 0.
Kazdy nenulovy polyném H € K[A] ma len konecne mnoho koretiov a pole K je
alegbraicky uzavreté, teda je nekonecné. Z toho vyplyva, ze G musi byt nulovy
polyném a pre vSetky jeho koeficienty plati Fj(p1,...,pnsr1) = 0,1 € {0,...,d}. O

Definicia 17. Nech S C K|[x1,. .., 21| je lubovolnd mnozina polyndmov. Po-
loZme mnoZinu

V(S):={P eP"(K)|VF €S : P jenula polynému F'}.

Mnozina V. C P*"(K) sa nazyva projektivna algebraickd mnozina, pokial V =
VHF, Fyy ... En}), kdem eNa Fy, By, ... Fy, € K[z, ... ,Zy41] st homogénne
polynomy.
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Pozndamka. Nech S C K|xy, ..., Z,41] je lubovolnd mnozina a I je ideél generovany
mnozinou S. Pole K je noetherovsky okruh, teda z Hilbertovej vety o baze aj
Klxy,...,Tpy1] je noetherovsky okruh. Takze kazdy idedl v K|xy,...,z,41] je
konecne generovany. Specidlne, existuji polynémy Fi,..., F, € K[z1,..., 2]
také, ze I = ({F1,..., F,}). Pre kazdé i € {1,...,m} uvazujme rozklady F; =
FO+ F'+ .. 4 F% kde F/,j € {0,...,d;} je homogénny polyném stupia ;.
Potom

V(S)=V(I)=V{F,....E,})=V{F |ie{l,...,m},j €{0,...,d}}),

kde v poslednej rovnosti sme vyuzili lemu [10l Teda pre Ilubovolni mnozinu S je
V(S) projektivna algebraickd mnozina.

Pozndmka. Pojem idedlu mnoZiny, projektivnej reducibilnej algebraickej mnoZiny
a projektivnej variety sa definuje analogicky ako v afinnom pripade. Podobne ako
v afinnom pripade sa ukaze tiez tvrdenie, ze neprazdna projektivna algebraicka
mnozina V je ireducibilnd prave vtedy, ked (V') je prvoidedl. Nasledujice pojmy
st teda dobre definované.

Definicia 18. Nech V' C P"(K) je neprdzdna projektivna varieta. Homogénny
stiradnicovy okruh V' definujeme ako K,[V]| := K[z1,...,2p41]/I(V). Prvok
f € K,|V] sa nazgva forma stupna d, pokial ezistuje homogénny polynom F €
Klxy,...,Tpy1] stupria d, ktorého trieda ekvivalencie je f. Homogénne funkcné
pole V', znacime K (V), definujeme ako podielové pole oboru K,[V].

Definicia 19. Nech V' C P"(K) je neprdzdna projektivna varieta. Funkéné pole V|
znacime K(V), definujeme ako mnozZinu vsetkych prvkov z € K,(V'), pre ktoré
existujii formy f,g € Ku[V] rovnakého stupria spliiajice z = f/g. Proky K(V)
nazyvame racionalne funkcie na V.

Pozndamka. Vieme lahko overit, Ze funkéné pole K (V') je naozaj pole.

Definicia 20. Nech V' C P*(K) je neprdzdna projektivna varieta, z € K(V)
a P € V. Povieme, Ze raciondlna funkcia z je definovand v bode P, pokial existuji
formy f, g € Ky[V] rovnakého stupria splriajice z = f/g a g(P) # 0.

Pozndamka. Pojmy lokdlneho okruhu Op(V') a mazimdlneho idedlu Mp(V') v bode P
a hodnoty raciondlnej funkcie v bode P definujeme rovnako ako v afinnom pripade.
Tu je vsak dolezité si uvedomit, ze hodnota racionédlnej funkcie je dobre definovana.
Uvazujme bod P € V a racionadlnu funkciu z € K(V), ktord je definovana
v bode P. Nech f,g € K,[V] st formy rovnakého stuptia d € Ny spliiajice
z= f/ga g(P)+#0. Potom pre kazdé 0 # A € K plati

fAP) _ XF(P) _ f(P)
g(\P) ~ Nig(P) ~ g(P)

2(AP) = = z(P),
teda hodnota funkcie z nezavisi na volbe homogénnych sturadnic bodu P.

Pokial je Op(V) diskrétny valuacny okruh, definujeme dalej pojmy valudcie,
nuly a polu racionalnej funkcie v bode P rovnako ako v afinnom pripade.

Pozndmka. Mozeme si vsimnit, ze v afinnom aj v projektivnom priestore pou-
zivame rovnaké znacenie. Z kontextu bude vsak vzdy jasné ¢i sa nachadzame
v afinnom, alebo v projektivnom priestore.
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2.3 Projektivny uzaver

V tejto podkapitole si ukazeme, aky je vzfah medzi afinnymi a projektivnymi
varietami. K tomu budeme potrebovat zadefinovat homogenizaciu a dehomogeni-
zaciu polynoému.

Definicia 21. Nech R je obor a F € R[z1,...,x,] je nenulovy polyndm stupra d.
Potom polynom F vieme zapisat v tvare F' = Fy + Fy + --- + Fy, kde F; je
homogénny polynom stuprnia ©. PoloZme polynom

= ZCiJrlFO + .szrllFl + -t LCn+1Fd,1 + Fd.

Potom F* € R[xy, ..., %y, Tyni1] je homogénny polynom stupria d. Tento proces sa
nazyva homogenizacia polynému F' vzhladom k premennej .

Pozndmka. Pre nulovy polyném F' polozime F™* = 0.

Definicia 22. Nech R je obor a F € R|xy,...,xn41] je homogénny polynom.
PolozZme polynom F, = F(z1,...,x,,1). Tento proces sa nazyjva dehomogenizacia
polynému F' vzhladom k premennej 1.

Lema 11. Nech R je obor a F,G € Rlz1,...,x,] si nenulové polynémy. Potom
plati

(o) (FG)" = F*G7,
(b) (F*). = F.

Dokaz. Nech dp je stupen polynému F a dg je stupen polynému G. Uvazujme
rozklady F' = Fy + -+ Fy, a G = Go + -+ + G4, kde F;, G; st homogénne
polynémy stupna .

(a) Mame F'G = FOG0+FOG1—|—' . '+F0Gdc+' . ‘l’FdFGO‘l’ . '+FdFGdG' Kedze

sme v obore, pre Iubovolné dva nenulové polynémy F',G' € R[xy, ..., z,]
plati deg(F'G’) = deg(F") + deg(G"). Teda F'G je polyném stupna dr + dg
a plati
(FGQ)* = 2519 Ry Gy + 279 VR Gy + -+ 2.1)
+ xfl,ilFOGdG +oot xZileFGO +oe FdFGdG‘
Dalej plati
F* = ol o+ 27 P+ 2 Fapo + Fuy,
G = 2%, G+ 2% G+ -+ 201 Gap1 + G-
Takze
F*G* =gt Foxj Gy + aih  FoapS ' Gy + -+ + (2.2)

+ :L‘gilFQGdG +---+ deafﬁilGO +oeee FdFGdG'

Vyrazy v (2.1) a (2.2)) sa zjavne rovnaju.
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(b) (F*), = (e Fod- -+ api1 Fap 1+ Fap)e = 1% Fot- -+ 1F;,  + Fy, = F.

Poznamka. Pokial nejaké z polynémov F, G st nulové, lema |11] zjavne plati.

Lema 12. Nech R je obor a F,G € R[xy,...,2,1] st homogénne polynomy.
Potom plati:

(a) (FG), = F.G,.
(b) (F+G). = F.+G,.

(c) Pokial F # 0 a r € Ny je najvicsie cislo také, Ze x) ., deli F, tak
i () = F.

Dékaz. Oznaéme d stupeit polynému F a d}, stupeti polynému G. Dalej oznacme
d% (resp. d%) stupei polynému F (resp. G) ako polynému premennej x, 1 s koe-
ficientami z R[z1,...,x,). Zjavne d% > d% a dg, > dZ. Potom mame

dF;
F= Fd}, + xn—&-le}Jfl +ot xn-l—le},fd%a

2

d
— G
G_Gdé —|—:En+1Gd1 1—|—+.’L‘n lGd%; d2. s

pre vhodné Fp _g2,... . Fo ,Gar_g2,...,GqL € Rlxy,...,z,| také, Zze F;, G; je
homogénny polynéom stupna .

(a) Plati

d2
(FG) = ((Far, + prFap 1+ -+ 2 Fp 2 ) (G, + 201Gy, 1+
d2
+o 2,56 ) =
d2
= (FpGay, + o1 Fg Gar oy + -+ 2,5 Fp Gy a2 + -+
dZ d2.+dZ,

T b 2 Ga + oy P 2 Ga )=
=FpGp +FpGa 1+ +FpGa g2+ +Fp_p2Gg+

+"'+Fd}w—d%Gd1Gfd2G =
=(Fp +Fp 1+ +Fp 2)(Ga, +Ga, 1+ + G _2)
= F.G,

(b) Ukaze sa analogicky ako (a).
2
(c) Mdme F' = a7 Fip . + x;lele_(rH) +-- 4+ xiﬂle%_d%. Takze

T (B)" = @ (B + Py + o+ Py )™ =

d2.—r
— T F _
= xn+1(Fd}$7T + $n+1Fd%,(7.+1) + -+ Tt Fd%,d%) =F
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Definicia 23. Nech V. C K" je afinnd algebraickd mnoZina. UvaZujme idedl
I =1(V)< Kl[zy,...,x,). Polozime idedl I* v okruhu K[z, ..., 2,1 generovany
mnozinou {F* | F' € I}. Projektivny uzaver V' definujeme ako V* := V(I*) C
P"(K).

Tvrdenie 13. Pokial V C K™ je ireducibilnd afinnd algebraickd mnoZina, tak jej
projektivny uzdver V* C P*(K) je ireducibilna projektivna algebraickd mnoZina.

Dékaz. Fulton |1, Kapitola 4.3, Tvrdenie 3]. ]

Poznamka. Uvazujme neprazdnu afinna varietu V. C K™ a jej projektivny uza-
ver V*. Pre formu f € K,[V*] stupna d ozna¢me F' homogénny polyném stupna d,
ktorého trieda ekvivalencie je f. Potom f, bude znacit triedu ekvivalencie poly-
néomu F, vo faktorokruhu K[V]. Nie je tazké overit, ze f, nie je zavislé na volbe
polynému F'.

Tvrdenie 14. Nech V C K" je neprazdna afinnd varieta. PoloZme zobrazenie
a: K(V*) = K(V), f/g— f./g., kde f,g € Ky[V*] st formy rovnakého stupria.
Potom zobrazenie a je izomorfizmus poli K(V*) a K(V).

Doékaz. Zobrazenie o zjavne zobrazi 1g(y+y na lgy. Nech fi,g91 € Kp[V*] st
formy rovnakého stupna d; a fo, g0 € K[V*] st formy rovnakého stupna d.
S vyuzitim lemy [12] plati:

N (fl n f2> . <f192+f291> _ (ig2+ fog1), _ (frg2), £ (o), _

g1 92 g192 (9192)* (9192)*
et (). (e (B (£, (f
T @), @), <gl>+ (y)

o(DL) o (DR) oD (R (LR o (R)a ()

Teda o je homomorfizmus poli K(V*) a K(V).

Nech f/g € K(V)a F,G € K|z, ...,x,| su postupne reprezentanti tried ekvi-
valencie f, g v K[V]. Uvazujme homogenizaciu F*, G* polynémov F, G vzhladom
k premennej x,,1. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze deg(F*) <
deg(G*). Polyném F* prendsobime xiigl(G*)_deg(F*) a dostaneme homogénny poly-
ném rovnakého stupna ako polynéom G*. Oznacme f*, g* postupne triedy ekviva-

lencie polynémov F*, G* vo faktorokruhu K[V*]. Potom (a:iigl(G*)_deg(F*) *)/g*

lezi v K(V*) a podla lem [11] a 12| plati

)_deg(F* deg(G*)—deg(F*) px deg(G™)—deg(F™ *

((xgigl(g) deg(F )f*)> (fvnigl( ) —deg( )f)* (xnef{ )—des( ))*(f )« f

o = - B
g*

(9%). (9%)« g

Takze a je na.

Zostava ukazat, ze zobrazenie a je prosté. Vieme, zZe jadrom okruhového
homomorfizmu je idedl. Ale K(V*) je pole, teda obsahuje len dva idedly a to
nulovy ideal a celé pole K (V*). Teda mame dve moznosti - bud ker(a) = O (v,
alebo ker(a) = K(V*). Kedze a(1gw+)) = Lgw) # 0, tak ker(a) # K(V*). Jadro
zobrazenia a musi byt teda nulové a zobrazenie « je prosté.

Takze zobrazenie « je skutocne izomorfizmus poli K(V*) a K(V). O
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Pozndamka. Uvazujme ztzenie zobrazenia a na lokdlny okruh Op(V*) pre nejaky
bod P = (p1: -+ :pps1) € V* ppr1 # 0. Oznacme P, = (p1/Pni1y- -+ Pn/Pns1)-
Nech f/g € Op(V*), teda f,g € K,[V*] st formy rovnakého stupna a g(P) # 0.
Potom ani g(p1/pnii1s---sPn/Pns1, 1) # 0 (vid dokaz lemy . Takze g.(P.) #
0 a a(f/g) € Op, (V). Z toho vyplyva, ze a(Op(V*)) C Op, (V). Navyse pre
Tubovolné h € K[V] plati, ze pokial h(p1/pni1,---,Pn/Pni1) # 0, tak potom

h*(p1/Pns1s - - > Pn/Pns1, 1) # 0. Takze zobrazenie o | Op(V*) je na Op, (V). Teda
a je izomorfizmus Op(V*) a Op, (V).
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3 Rovinné krivky

V tejto kapitole sa pozrieme na afinné a projektivne rovinné krivky a ich
vlastnosti. Nasledne zavedieme pojem divizoru, ktory budeme neskoér potrebo-
vat k zadefinovaniu grupovej operacie na eliptickej krivke, ktora je Specidlnym
pripadom rovinnej krivky. Opéat bude K znacit algebraicky uzavreté pole.

V celej kapitole vychddzame z prace Fultona |1, Kapitoly 3 a 5.1] a Stichtenotha
[3, Kapitola 1.4].

3.1 Afinné a projektivne rovinné krivky

Definicia 24. Na mnoZine K|x,y| definujeme reldciu ekvivalencie ~. Povieme,
Ze dva polynomy F,G € K|x,y] si ekvivalentné, pokial existuje nenulové A € K
také, Ze ' = \G. Triedy ekvivalencie nekonstantnych polynomov z K[x,y| v tejto
reldcii ekvivalencie ~ nazgyvame afinné rovinné krivky.

Definicia 25. Na mnozine K|x,y, z] definujeme reldciu ekvivalencie ~. Povieme,
Ze dva polynomy F,G € Klz,y, z] su ekvivalentné, pokial existuje nenulové A € K
také, Ze F' = M\G. Triedy ekvivalencie nekonstantnych homogénnych polynémov
z K[z, y, z] v tejlo relacii ekvivalencie ~ nazgvame projektivne rovinné krivky.

Pozndmka. Vacsinou vynechavame triedy ekvivalencie a afinnymi rovinnymi kriv-
kami rozumieme polynoémy, ktoré tieto triedy ekvivalencie urc¢uju. Teda namiesto
o afinnej rovinnej krivke [y® — 22| hovorime o afinnej rovinnej krivke 3 — z?
alebo o afinnej rovinnej krivke danej rovnicou y* = 22. Podobne pre projektivne
rovinné krivky.

Povieme, ze rovinna krivka je ireducibilnd, pokial polyném, ktory ju urcuje, je
ireducibilny. Pojem ireducibility rovinnej krivky [F]. nezévisi na volbe zdstupcu
triedy ekvivalencie [F]..

Definicia 26. Uvazujme afinni (resp. projektivnu) rovinni krivku wréend polyno-
mom F. Povieme, Ze bod P € K? (resp. bod P € P?(K)) leZi na krivke F', znacime
P € F, pokial F(P) = 0.

Pozndamka. Pojem bodu leziaceho na rovinnej krivke [F]. nezévisi na volbe
zastupcu triedy ekvivalencie [F]. a v pripade projektivnej rovinnej krivky ani na
volbe homogénnych stiradnic daného bodu.

Definicia 27. Nech F je afinnd rovinnd krivka a P = (a,b) € F. Povieme, Ze
bod P je singularny bod F', pokial

OF , _OF

G (P)=5 (=0

Inak povieme, Ze bod P je nesingularny bod F.
Afinnd rovinnd krivka, ktord obsahuje len nesinguldrne body, sa nazyva nesin-
gularna afinna rovinna krivka.
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Definicia 28. Nech F je projektivna rovinnd krivka a P = (py : py : p3) € F.
Povieme, Ze bod P je singularny bod F', pokial

oF oF OF
5o (P)= 5. (P)= (P =0.

Inak povieme, Ze bod P je nesingularny bod F'.
Projektivna rovinna krivka, ktord obsahuje len nesinguldrne body, sa nazyva
nesingularna projektivna rovinna krivka.

Poznamka. Singuldrny bod na projektivnej rovinnej krivke je dobre definovany,
teda nezavisi na volbe projektivnych stradnic bodu P. Je to preto, Ze polyném F
je homogénny, a teda aj vsetky jeho parcidlne derivacie si homogénne polynoémy.

Tvrdenie 15. Nech F je projektivna rovinnd krivka a P = (py : pa : p3) € F je

bod leZiaci na krivke F spliajici ps # 0. Potom P je nesinguldrny bod F prdve
vtedy, ked bod (py/ps, p2/ps) je nesinguldrny bod afinnej rovinnej krivky F.

Dékaz. Kirwan [5, Kapitola 2.4, Lema 2.31]. ]

Tvrdenie 16. Nech F # z je ireducibilnd projektivna rovinnd krivka. Potom
afinnd rovinnd krivka F, je ireducibilndg.
Dokaz. Nech r € Ny je najvacsie ¢islo také, ze 2" deli F'. Polyném F je ireducibilny,
takze r < 1. Ak r = 1, tak z ireducibility F' musi platit F' = z, ¢o je spor
s predpokladom. Teda r = 0.

Pre spor predpokladajme, ze polynéom F, nie je ireducibilny. Takze existuju
polynémy G, H € K|xz,y| také, ze deg(G),deg(H) < deg(Fy) a F. = GH. Potom
z lem [11] a [12] vyplyva

F=Z:(F) =(F)"=(GH)" =G"H",
¢o je spor s ireducibilitou F'. Teda afinna rovinna krivka F) je ireducibilna. [

Tvrdenie 17. Nech F je ireducibilnd afinnd rovinnd krivka. Potom projektivna
rovinnd krivka F* je ireducibilng.

Dokaz. Pre spor predpokladajme, ze projektivna rovinna krivka F* nie je ire-
ducibilna. Teda existuju polynéomy G, H € K|z, y, z| také, ze deg(G), deg(H) <
deg(F*) a F* = GH. Potom z lem |11 a [12| vyplyva

F = (F*), = (GH), = G.H,.

KedZe z nedeli F'*, ani jeden z polynémov GG, H nie je rovny Az®, s > 1 pre nejaké
0 # X € K. Takze ani jeden z polynémov G,, H, nie je invertibilnym prvkom
K|[z,y]. To je spor s ireducibilitou F'. O

Pozndmka. Pre ireducibilni afinnd rovinnd krivku F' je V(F') afinnd varieta podla
tvrdenia [7] Namiesto znacenia K[V (F)],Op(V(F)) a K(V(F)) budeme pouzivat
znacenie K[F|,Op(F) a K(F). Rovnako pre ireducibilné projektivne rovinné
krivky.

Tvrdenie 18. Nech F je ireducibilnd afinnd rovinnd krivka a P € F'. Potom P
je nesinguldrny bod krivky F prdve vtedy, ked Op(F') je DVR.

Dékaz. Fulton |1, Kapitola 3.2, Veta 1]. ]
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3.2 Divizory

K zavedeniu pojmu divizoru budeme potrebovat najskor zadefinovat pojem
volnej abelovskej grupy.

Definicia 29. Volné abelovska grupa nad mnozinou (alebo generovand mnozi-
nou) X je lubovolnd abelovska grupa G takd, ze G = (X) a pre kaZdi abelovski
grupu H a kazZdé zobrazenie f: X — H existuje prdve jeden homomorfizmus
p:G—H spliajici e | X = f. MnoZina X sa nazyva volna baza G.

Definicia 30. Nech F' je nesinguldrna ireducibilnd projektivna rovinnd krivka.
Grupu divizorov F, znacime Div(F'), definujeme ako (aditivne znaceni) volni
abelovski grupu generovani bodmi krivky F. Prvky Div(F') nazgvame divizory F.

Poznamka. Divizor krivky F' mozeme vyjadrif ako forméalnu sumu

Z TLPP,

PeF

kde np € Z pre kazdé P € F' a len konecne mnoho np je nenulovych.
Operacia s¢itania v grupe Div(F') potom prebieha po zlozkéach, teda pre
Dy =3 nLP, Dy =% n%iP € Div(F) plati

Di+ Dy = > (np+np)P.
PeF

Nulovy prvok grupy Div(F') je divizor

0:= Z npP, kde np = 0 pre vSetky P € F.
PeF

Definicia 31. Nech F je nesinguldrna ireducibilng projektivna rovinnd krivka
a D € Div(F). Nosi¢ divizoru D definujeme ako mnoZinu

supp(D) :={P € F' | np # 0}.

Definicia 32. Nech F' je nesingularna ireducibilng projektivna rovinndg krivka
a Q) € F. Definujeme zobrazenie
vo: Div(F) — Z

Z npP > nQ.
PeF

Pozndmka. Pre divizor D = Y. pcpnpP € Div(F') teda mame

D= > wp(D)-P

Pesupp(D)

Definicia 33. Nech F' je nesinguldrna ireducibilnd projektivna rovinnd krivka.
Na mnozine Div(F') zadefinujeme ciastocné usporiadanie <. Pre Dy, Dy € Div(F)
polozime Dy < Ds, pokial pre vsetky P € F plati vp(D1) < vp(Ds). Pokial plati
D1 < Dy a Dy # Ds, piseme Dy < D,.
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Definicia 34. Nech F je nesinguldrna ireducibilng projektivna rovinnd krivka
a D € Div(F). Stupen divizoru D definujeme ako

deg D := > wvp(D).

PeF

Pozndamka. Stupen divizoru ndm déva grupovy homomorfizmus deg: Div(F') — Z.
Jadro tohto homomorfizmu budeme znacit Divo(F), teda

Divo(F) = {D € Div(F) | 3" vp(D) =0}

PeF

KedZe mnozina Divy(F') je jadrom grupového homomorfizmu, je to podgrupa
grupy Div(F).

Pozndmka. Nech F' je nesingularna ireducibilnéd projektivna rovinnd krivka nad K.
Najskor nech F ¢ {z,y, z}. Z dokazu tvrdenia [L6] plati, Ze (F})* = F, a rovnaky
vysledok dostaneme aj pri dehomogenizicii a naslednej homogenizéacii podla
zvysnych dvoch premennych. V pripade, ze F' = z uvazujeme (de)homogenizaciu
len podla premennych z,y. Analogicky pre F' € {z,y}.

Nech P = (p1 : p2 : p3) € F. Potom existuje ¢ € {1,2,3} také, ze p; # 0;
bez ujmy na vSeobecnosti nech i = 3. Z tvrdenia [15] je bod P, = (p1/ps, p2/p3)
nesinguldrny bod F.. Takze Op, (F}) je DVR podla tvrdenia 18| Kedze (F,)* = F,
podla poznamky za tvrdenim (14| plati Op,(F,) ~ Op(F) (to, ze V((F.)*) je
projektivny uzaver V(F,) sa ukdze analogicky ako v pripade eliptickej krivky
v kapitole 4)). Takze aj Op(F') je DVR a nésledujice pojmy st dobre definované.

Definicia 35. Nech F' je nesingularna ireducibilng projektivna rovinnd krivka
nad K a g € K(F) je nenulovd raciondlna funkcia na F. Oznacme Z mnoZinu
vsetkych nil funkcie g a N mnoZinu vsetkych polov funkcie g. Potom definujeme:

 nulovy divizor g ako (g)o := > pecz vp(9)P,
o polovy divizor g ako (§)e := X pen(—vp(9))P a
e hlavny divizor g ako (g) :=(9)o — (¢)co-

MnoZinu vsetkych hlavngjch divizorov znacime PDiv(F').

Overime, ze nulovy, pélovy a hlavny divizor si naozaj divizory, teda, ze
mnoziny Z a N st konec¢né.

Tvrdenie 19. Nech F je nesinguldrna ireducibilnd projektivna rovinnd krivka
nad K a g € K(F) je nenulovd raciondlna funkcia na F. Oznacme Z mnoZinu
vsetkych nil funkcie g a N mnoZinu vsetkych polov funkcie g. Potom mnoZiny Z
a N st konecné.

Dokaz. Najskor tvrdenie rozoberieme v afinnom pripade pre polynomialne funkcie.
Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze F' # z, a uvazovat afinni
rovinni krivku urcéent polynémom F,. V pripade, ze F' = z, budeme uvazovat
dehomogenizaciu podla inej premennej nez z a inak budeme postupovat analogicky
ako v pripade F' # z. 7 tvrdenia vyplyva, zZe krivka F, je nesingularna,
a z tvrdenia |16 vyplyva, Ze krivka F, je ireducibilnd. Nech h € K[F,| je nenulova
polynomidlna funkcia na V(F,) a H € K|z,y| je zastupca triedy ekvivalencie h
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vo faktorokruhu K[F,]. Bod P € F, je nula funkcie h prave vtedy, ked vp(h) > 0.
To nastava préave vtedy, ked h € Mp(F), teda h(P) = 0. Chceme teda ukazat,
ze mnozina vSetkych bodov krivky Fl, ktoré st nulami polynému H, je konecna;
inymi slovami |V (F,) NV (H)| < oo.

Vieme, ze polyném F; je ireducibilny, teda bud NSDgp, . (F., H) = 1, alebo
NSD k(4] (Fs, H) = F,. NavySe h je nenulova polynomialna funkcia, teda existuje
nejaky bod P na krivke F, (to znamend bod P spliiajici F,.(P) = 0) taky, Ze
H(P) # 0. Preto polyném F nedeli polyném H a NSDgf, . (Fy, H) = 1. Pozrieme
sa na polynémy F, H v obore K (x)[y]. Kedze K je pole, K[z] je euklidovsky, teda
aj gaussovsky obor. Dalej K (z) je podielové pole oboru K [x]. MéZeme teda pouzit
Gaussovu lemu o ireducibilite, z ktorej vyplyva, ze polyném Fi je ireducibilny
aj v obore K(x)[y]. Z ireducibility F, v K|[z][y] tiez vyplyva, Ze polyném F; je
primitivny v K[z|[y]. Podla tvrdenia [4, Tvrdenie 1.16] teda méme, Ze polyném F,
nedeli polyném H ani v obore K (x)[y]. Takze NSD g (g) (Fy, H) = 1.

Kedze K(x) je pole, K(z)[y] je euklidovsky obor. Takze existuji Bézoutove
koeficienty U,V € K(x)[y] spliajice 1 = UF, + VH. Nech Uy, V, € K[z,
a0#£ U,V € Kx] také, ze U = Uy /Uy a V' = V,/V;. Potom mame

Us . Vi
1= p 4+ 0
TS

UV =UgF + Vo H.

Nenulovy polyném U;V; jednej premennej x ma koneéne mnoho korenov a pre
kazdy bod P = (xo,yo) € V(F,) NV (H) plati

(U1V1)(CU0) = Uo(ﬂfoayo)F*(ﬂio,yo) + V()(l’oayo)H(l’oayo) =
= Up(x0,0) - 0+ Vo(zo,40) - 0= 0.

Takze mame len koneéne mnoho moznosti pre z-ova suradnicu xg bodu P €
V(F,) NV (H). Analogicky ukdzeme, zZe mame len koneéne mnoho moznosti aj
pre y-ovu suradnicu yo bodu P. Z toho vyplyva, ze |V (F,) NV (H)| < oo.

Uvazujme teraz formy z okruhu K, [F]. Nech bod P = (py : -+ : ppy1) € F
je nulou formy 0 # g € K,[F|. Potom bod P, = (p1/pn+1;---+Pn/Pnt1) je nulou
polynomialnej funkcie g,. Z predchadzajticeho vieme, zZe mnozina nul polynomialnej
funkcie g, € K[F.] je konecna, takze aj mnozina nil formy g je kone¢na.

Teraz uz moézeme dokéazat tvrdenie v projektivnom pripade pre racionalne
funkcie. Nech g € K(F') je nenulova raciondlna funkcia na V(F). Zafixujme
bod P € F, v ktorom je funkcia g definovana. Teda existuji formy a,b € Kj[F]|
rovnakého stupna také, ze g = a/b a b(P) # 0. Ozna¢me Z, mnozinu nil formy b;
uZ vieme, Ze tato mnozina je koneénd. Navyse v kazdom bode mnoziny V (F')\ Z, je
funkcia g definovand. Pokial bod @ € V(F) \ Z, je nulou funkcie g, tak vg(g) > 0.
Teda g € Mg(F'), ¢o nastava prave vtedy, ked ¢(@Q) = 0. Z toho vyplyva, ze
a(Q) = 0. Mnozina nil formy a je ale kone¢nd, teda len koneéne mnoho prvkov
mnoziny V(F) \ Z, je nulou funkcie g. Nejaké prvky z mnoZiny Z, mézu byt tiez
nulami funkcie g. Kedze je ale mnozina Z, kone¢na, méze nam pribudntt len
konec¢ne mnoho nul. Mnozina Z vsetkych nul funkcie g je teda konec¢na. To, Ze
mnozina N vsetkych polov funkcie g je konecnd, vyplyva z faktu, ze mnozina
pélov funkcie g je rovnd mnozine nil funkcie 1/g. m
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Pozndmka. Zjavne (g) = Y pervp(g)P pre kazdé 0 # g € K(F). Uvazujme
raciondlne funkcie 0 # g, h € K(F'). Potom plati

(9)+ (h) = >_ (vp(g) + vp(h))P =} _ vp(gh)P = (gh) a (3.1)

PeF PeF

—(9)= (97", (3.2)

kde v druhej rovnosti v sme vyuzili tvrdenie (1} Takze mnozina PDiv(F') je
uzavretd na sc¢itanie a na opacny prvok. Navyse 0 € PDiv(F'), pretoze hlavny
divizor nenulovej konstantnej polynomidlnej funkcie je nulovy divizor. Z toho
dostéavame, ze PDiv(F) tvori podgrupu grupy Div(F).

Tvrdenie 20. Nech F' je nesinguldrna ireducibilng projektivna rovinna krivka
nad K a wvaZujme nekonstantni raciondlnu funkciv g € K(F). Potom plati

deg (g)o = deg (9)co- (3.3)
Dékaz. Stichtenoth [3, Veta 1.4.11]. O

Pozndmka. Pre nenulovi konstantni raciondlnu funkciu g € K(F') plati rov-

nost (3.3)) trividlne:
deg (9)o = 0 = deg (9)oo-

Takze pre kazdu nenulovi racionédlnu funkciu g € K(F') plati:

> vr(g) = >_ (—vr(g)

pPeZ PeN

Z toho vyplyva, ze kazda nenulova raciondlna funkcia na V' (F') mé az na nasobnost
rovnako vela nil a pélov.
Navyse pre kazdu raciondlnu funkciu 0 # g € K(F') plati

deg (g) = deg ((9)o — (9)eo) = deg (g)o — deg (9)oo = 0.

Takze (g) € Divo(F') a PDiv(F') je podgrupou grupy Divy(F').

Nakoniec este uvedieme definiciu Riemann-Rochového priestoru, ktory budeme
potrebovat v dokaze Cayleyho vety.

Definicia 36. Nech F' je nesinguldrna ireducibilng projektivna rovinnd krivka
nad K a A € Div(F). Riemann-Rochov priestor pridruzeny A definujeme ako
mnozinu

Z(A) ={0}u{0#ge K(F)|(g9) = —A}.

Pozndamka. Pokial
A= nP =Y m;Q;,
i=1 j=1

kde n; > 0 pre vSetky i € {1,...,7} am; > 0 pre vsetky j € {1,...,s}, tak pre
nenulové prvky mnoziny .Z(A) plati:

+ v bode @; musia mat nulu nasobnosti aspont m; pre kazdé j € {1,...,s} a
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e poly mo6zu mat len v bodoch Py, ..., P,, pricom v bode P; m6zu mat pol
nasobnosti najviac n; pre kazdé i € {1,...,r}.

Vo vsetkych ostatnych bodoch st prvky -Z(A) definované.

Lema 21. Nech F' je nesinguldrna ireducibilnd projektivna rovinndg krivka nad K
a A € Div(F). Potom £(A) je vektorovy priestor nad K.

Dékaz. Stichtenoth [3| Lema 1.4.6]. O
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4 Eliptické krivky nad C

Specidlnym pripadom afinnej rovinnej krivky je eliptickd krivka. Najskor sa
pozrieme na zakladné vlastnosti eliptickych kriviek, a potom si zavedieme grupovi
operaciu na eliptickej krivke.

V celej kapitole vychddzame z prace Washingtona [6, Kapitola 2] a z prace
Stichtenotha |3, Kapitola 1].

4.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Definicia 37. Eliptickou krivkou nad C rozumieme afinni rovinni krivku dani
rOUNICOU
y? =23 +ax + b, (4.1)

kde a,b € C a 4a® + 27b* # 0. Rovnicu (.1) nazjvame Weierstrassova rovnica
eliptickej krivky.

Pozndmka. Pozrieme sa bliZSie na to, ¢o hovori podmienka 4a® + 27b% # 0.
Uvazujme obecny polyném nad C stupna n

ant™ 4+ ap 12" 4 4 az + ag (4.2)
s korenmi xq, . .., z,. Diskriminant polynému (4.2) definujeme ako
D = a7 [(xi — 25)*.
i<j

Mozeme vidiet, Ze diskriminant D je rovny nule prave vtedy, ked aspon jeden
koreri polynému (4.2)) je ndsobnosti aspori 2. NavySe diskriminant D je symetricky

polyném v premennych z,...,z,. Takze podla zdkladnej vety o symetrickych
polynémoch ([7, Veta 11.2]) a Vietovych vztahov mézeme diskriminant D vyjadrit
len pomocou koeficientov ao, ..., a,. V pripade obecného kubického polynému

azx® + ax?® + a1x + ap dostaneme vyjadrenie diskriminantu v tvare

D = 18azasayag — 4ajap + a3a; — 4aza’ — 27a3a;.
V nasom pripade je a3 = 1,ay = 0,a1 = a,ap = b, teda D = —4a® — 27b%.
Podmienka 4a3 + 27b* # 0 ndm teda hovori, Ze kubicky polyném 3 + ax + b mé
tri po dvoch rozne korene.
Pokial 71,7y, 73 € C st tri po dvoch rézne korene polynému 2 + ax + b, potom
Weierstrassovu rovnicu y? = 2% + ax + b eliptickej krivky mézeme vyjadrit v tvare

v = (x — 1) (x — 1) (T — 73).

Tvrdenie 22. MnozZina vsetkych bodov leZiacich na eliptickej krivke E je afinnd
varieta v C2.

Doékaz. Nech E je eliptickd krivka nad C dana rovnicou y* = (x—r1)(z—r9)(z—13).
Mnozina vsetkych bodov leziacich na eliptickej krivke E je afinna algebraicka
mnozina V(E) = V(y* — (x — r1)(x — r)(z — r3)) C C?. Ukdzeme, Ze je to
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ireducibilnd afinné algebraickd mnozina. Polozme obor R = Clz] a jeho podielové
pole @ = C(z). Kedze C je pole, obor C[z] je euklidovsky, a teda aj gaussovsky.
Uvazujme polyném F = y? — (x — ry)(x — r3)(z — r3) € Cl[z,y] ako polyném
premennej y s koeficientami v R. Polyném F' je primitivny a z Gaussovej vety
o ireducibilite vyplyva, Ze polyném F je ireducibilny v R[y] prave vtedy, ked je
ireducibilny v Q[y]. Pre spor predpokladajme, Ze polyném F nie je ireducibilny
nad ). Kedze je to polyném druhého stupna, musi mat v ) koren, teda existuje
G € Q = C(z) spliajice G? = (x — r1)(z — 75)(z — r3). Také G viak neexistuje,
teda mame spor. Z toho dostavame, ze polynom F' je ireducibilny nad R. Teda aj
algebraickd mnozina V(E) je ireducibilnd podla tvrdenia [7] O

Pozndmka. Jednoduchym dosledkom dokazu tvrdenia [22] je, zZe elipticka krivka je
ireducibilné afinna rovinna krivka.

Poznamka. Nech E je eliptickd krivka nad C dana rovnicou
y* = (v —r)(x —ro)(x —13).

Z tvrdenia 7| vieme, Ze ideél afinnej variety V(E) = V (y* — (z —r1)(z —12)(z —13))
je rovny I(E) = (y* — (z — r1)(z — m2)(z — r3)) < Clz,y]. Uvazujme idedl I*
v okruhu Clz, y, z] generovany mnozinou {F* | F € I(E)}. Plati

(> — (z —r)(z —ro)(x —13))* = y?2 — (z — r12)(x — ro2)(x — 1r32).
Dalej pre kazdé F € I(E) existuje G € C[z,y] také, Ze
F =G — (x—r)(x—r)(x—rs3)).

Potom
F* = (Gy* = (z —ri)(z —ro)(x —13)))* = G* (v — (& — 1) (x —ro)(x —73))* =

= G*(yPz — (v —r12)(x — ro2) (2 — 132))

€ (P2 — (x —ri2)(x — ro2)(x — 132))Clz, y, 2).
Takze

I C (P2 — (x — m12)(z — r92)(z — 7r32))Cla, y, 2].

Naopak y?—(z—71)(x—rs)(x—r3) € I(E), teda y*z—(x—r12)(x—r92)(x—"132) € I*.
Takze
(y*z — (z = riz)(@w = roz) (2 — 732))Cla,y, 2] C ™.

Dokopy I* = (y*2 — (z — r12)(x — r92)(x — 132))Clz, y, 2] a projektivny uzdver
V(E*) afinnej variety V(E) je rovny

V(EY) =V(I*) =V(yz — (x — r2)(x — re2)(x — r32)) C P*(C).

Projektivnu rovinnt krivku dant polynémom 3%z — (z — r12)(z — rez)(x — r32)
budeme nazyvat projektivny uzaver eliptickej krivky E a budeme ju znacit E*.
Podla tvrdenia[I7]je E* ireducibilnd projektivna rovinnd krivka. Mnozina vSetkych
bodov leziacich na krivke E* je prave projektivna algebraickd mnozina V(E*)
a podla tvrdenia [13] to je projektivna varieta.
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Pozndmka. Uvazujme elipticka krivku £ nad C danid rovnicou
v = (& —r1)(z —ra)(z —73)

a jej projektivny uzaver E*. Pozrieme sa na body v nekonecne leziace na E*,
teda na body (z¢ : yo : 0) € E*. Po dosadeni bodu (z¢ : yo : 0) do polynému
v’z — (x — 1m12)(x — r922)(x — r32) urcujticeho projektivny uzdver E*, dostaneme
0 = —x3. TakZe xo musi byt rovné 0, a teda yo musi byt nenulové. Teda E* m4
prave jeden bod v nekoneéne a to bod (0 : 1 : 0). Elipticka krivku E budeme
teda vzdy uvazovat aj spolu s bodom v nekonec¢ne, znac¢ime ho O, ktory odpoveda
bodu (0 : 1:0) na jej projektivnom uzavere E*. Bod (0 : 1 : 0) budeme znacit O*.
Tvrdenie 23. FEliptickd krivka nad C je nesinguldrna afinnd rovinnd krivka.
Dékaz. Uvazujme eliptickt krivku E dant polynémom y* — 22 — ax — b. Pre spor
predpokladajme, Ze na eliptickej krivke E existuje singularny bod P = (zg, yo)-
Pre bod P potom plati

oE

0= %(13072/0) = —ng —a, (4.3)
OF
0= aﬁy(l‘o’yo) = 2yo. (4.4)

Z rovnice (4.4) vyplyva, ze yo = 0, a z rovnice (4.3)) vyplyva, Ze zo = +,/—a/3.
Aby bod P = (O, + —a/3) lezal na krivke E, musi spliovat

02 = (i —a/3)3 +a (i —a/3) +b.

Upravou tejto rovnice dostaneme b = F2/3a,/—a/3. Takze

2
0+ 4a® + 270% = 4a® + 27 ($2/3a\/—a/3) — 4d® — 4d® = 0,

¢o je spor. O

Lema 24. Nech E je eliptickd krivka nad C dand rovnicou s* = (t—ty)(t—t5)(t—t3)

a nech O je jej bod v nekonecne. Potom Op(E) je DVR a plati

UO([S](C[E]> = -3,

UO([t]C[E]) =2
Doékaz. Mnozina vsetkych bodov leziacich na eliptickej krivke E je afinna al-
gebraickd mnozina V(E) = V(s*> — (t — t1)(t — t2)(t — t3)) C C?. Z tvrdenia
vieme, ze V' (FE) je afinnd varieta, a z tvrdenia [7| mame, Ze idedl mnoziny V (E)
jerovny I(E) = (s* — (t — t1)(t — t2)(t — t3)) < CJ[t, s]. Teda stradnicovy okruh
C|FE] neprazdnej afinnej variety V(FE) je rovny

CIE] = C[t,s]/(s* — (t — t2)(t — t2)(t — t3)).

Odteraz budeme stotoznovat prvky Clt, s| s polynomidlnymi funkciami, ktoré
urcuju triedy ekvivalencie danych prvkov v C[E].
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Uvazujme afinni rovinni krivku E dantt polynémom u— (¢ —#,u) (t—tou)(t—tzu).
Ukazeme, ze afinna algebraickd mnozina

V(E) =V (u— (t —tiu)(t — tou)(t — t3u)) C C?
je ireducibilng. Projektivna rovinna krivka E~ je krivka dand polynémom
s*u — (t — tyu)(t — tou)(t — tau).

Teda E° = E* a podla druhej poznamky za tvrdenim je E*, teda aj E,

ireducibilna projektivna rovinna krivka. Z tvrdenia [16| potom vyplyva, ze afinna

rovinnd krivka E je ireducibilnd. Teda z tvrdenia 7| je V(F) afinnd varieta.
Dalej z tvrdenia 7] mame, ze ideal mnoziny V (E) je rovny

I(E) = (u— (t — tyu)(t — tau)(t — tzu)) < C[t, ul.

Takze stradnicovy okruh neprazdnej afinnej variety V(F) je rovny
C[E| = C[t,u]/(u — (t — tyu)(t — tou)(t — tsu)).

Rovnako aj tu budeme stotoziiovat prvky Clt,u] s polynomidlnymi funkciami,
ktoré urcuju triedy ekvivalencie danych prvkov v C[E].
Rovnako ako v druhej pozndmke za tvrdenim 22 vieme ukazat, Ze projektivny

uzéver V(E") afinnej variety V(E) je rovny
V(E") = V(s*u — (t — tiu)(t — tau)(t — tsu)) = V(E®).

Z tvrdenia |14 dostdvame C(F) ~ C(E*) ~ C(FE). Oznalme «y, resp. az, izo-
morfizmus C(E*) ~ C(E), resp. izomorfizmus C(E*) ~ C(E), z tvrdenia .
Potom funkcia s/1 € C(F) odpoveda pri zobrazeni «; funkcii s/u € C(E*), ktora
odpovedd pri zobrazeni ay funkcii 1/u € C(FE). Analogicky, funkcia t/1 € C(E)
odpovedd funkcii ¢/u € C(E*), ktord odpoved4 funkcii t/u € C(FE). Navyse bod O
eliptickej krivky E odpoveda bodu (0 : 1 : 0) jej projektivneho uzdveru E*, a
ten odpoveda bodu (0,0) afinnej rovinnej krivky E. TakZe namiesto hladania
nasobnosti pélov funkeii s,t € C(E) v bode O, mézeme hladat nasobnosti polov
funkeif 1/u,t/u € C(E) v bode (0, 0).

Ukézeme, Ze lokdlny okruh O o) (£) afinnej variety V(£) v bode (0,0) je DVR.
Z tvrdenia |§| a z poznamky pred nim vieme, ze O )(E) je lokdlny noetherovsky
obor, ktory nie je polom; staci teda ukazat, Ze jeho jednoznacne urc¢eny maximalny
idedl M)(E) je hlavny. Vieme, Ze raciondlna funkcia z = f/g € O (E),
kde f,g € C[E] a g(0,0) # 0, patri do M) (E) prave vtedy, ked z(0,0) = 0,
¢o nastava prave vtedy, ked f(0,0) = 0. Nech F' € CJt,u| je zastupca triedy
ekvivalencie ur¢enej polynomidlnou funkciou f vo faktorokruhu C[E]. Potom
F(0,0) = 0 prave vtedy, ked F' € 1((0,0)) = (t,u) < C[t,u]. Teda f(0,0) =0

prave vtedy, ked f € (t,u)/I(F). Oznacme [F' Jem triedu ekvivalencie prvku F

v C[E]. Potom (t,u)/I(E) = ([t](C[Eﬂﬂ [ulcg). Takze Moo\ (E) = ([t]c[ﬁ]z[u]qﬁ])/-

Teda pri stotozniovani prvkov Cl[t,u] s polynomidlnymi funkciami, ktoré urcéuju

ich triedy ekvivalencie v C[E] plati Mo,0)(E) = (¢, u).
Dalej v O,0)(E) plati
u=(t — tyu)(t — tou)(t — tzu),
u =1 —t2u(ty +ty + t3) + tu?(tity + tits + tots) — titatsu,
u + titgtsu® = 12 — Pu(ty 4ty +t3) + tuP(tity + tits + tots),
u(1 + titotzu®) = t(t? — tu(ty + to + t3) + u(tits + tits + tats)).
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KedZe polynomiélna funkcia (1 + ¢1tot3u?) nie je rovna nule v bode (0,0), m4
v O(0,0)(E) inverz a plati
(8 — tu(ty + ta + t3) + u?(t1t2 + tr1ts + tats))

u=t (1 n t1t2t3u2) € tO(O’Q) (E)

Takze Mo)(E) = (t,u) = (t). Teda idedl M) (E) je hlavny a O ) (E) je
DVR s uniformiza¢nym parametrom t. Z poznamky za tvrdenim [14] vyplyva, ze

O(()p)(E) ~ O(O;l:[))(E*) ~ Oo(E> Teda aj 00<E) je DVR
Sktsime teraz vyjadrit funkcie 1/u,t/u pomocou uniformizacného parametru ¢.
Plati

u+ Pu(ty + by + t3) — tu?(tity + tits + tots) + titatsu® = 3
u(1+ 2ty + to + t3) — tu(tity + tits + tatz) + titatzu®) = t°.

KedZe polynomidlna funkcia (1 4 t2(ty + to + t3) — tu(tyty + tits + tots) + t1tatzu?)

nie je rovna nule v bode (0, 0), je to invertibilny prvok O o) (£) a plati

Lju=t73(1 4+ £2(t; 4ty + t3) — tu(tyty + tits + tots) + titatsu?),
t/u =t 2(1 4 t2(ty + to + t3) — tu(tity + tits + tots) + titatsu?).

Z toho dostavame, 7e v5(s) = U(ono)(l/u) =-3av5(t) = ’U(EO’O) (t/u) = —2. O

Tvrdenie 25. Nech E je eliptickd krivka nad C a E* je jej projektivny uzdver.
Potom E* je nesinguldrna projektivna rovinnd krivka.

Dokaz. Najskor uvazujme bod P = (p; : po : p3) € E* taky, ze ps # 0. Z tvrde-
nia[23|vieme, Ze bod (p1/ps, p2/ps) € E je nesinguldrny bod E. Potom z tvrdenia[l5|
mame, ze bod P je nesingularny bod E£*.

Teraz uvazujme bod O* = (0: 1:0) € E*. Nech E je afinnd rovinnd krivka
definovand v dokaze lemy . 7 dokazu lemy vieme, 7e F je ireducibiln
afinnd rovinnd krivka a O ) (E) je DVR. TakZe podla tvrdenia (18| je bod (0,0)
nesinguldrny bod E. Potom z tvrdenia mame, ze bod O* je nesingularny bod E*
(musime uvazovat dehomogenizédciu podla premennej s). O

4.2 Grupova struktiara eliptickej krivky

Teraz zavedieme operaciu s¢itania na mnozine bodov projektivneho uzaveru
eliptickej krivky a ukazeme, ze body tohto projektivneho uzaveru spolu s touto
operaciou sc¢itania tvoria grupu. Na vsetkych obrazkoch suvisiacich s eliptickymi
krivkami sa pre lepsiu ilustraciu nachadzaju priamo eliptické krivky a nie ich
projektivne uzavery. Vsetky tieto obrazky st nad R.

Nech F je elipticka krivka nad C a E* je jej projektivny uzaver. Nech

P:<p12p231)7 Q:<Q1SQ231)€V(E*)\{O*}

st body na krivke E*. Najskor predpokladajme, ze p; # ¢q1, teda mame situaciu
ako na obrazku [4.1] Uvazujme projektivnu priamku [ prechadzajicu bodmi P, Q.
Ako neskor ukdzeme, kazd4 projektivna priamka v P(C?) sa az na ndsobnost
pretina s krivkou E* v troch bodoch. Takze okrem bodov P, Q) existuje este jeden

33



Obr. 4.1 Scitanie bodov na eliptickej krivke v pripade, ze P # Q.

bod v prieniku priamky [ a krivky E*; ozna¢me ho R = (ry : 7o : r3). Bod R
zobrazime v osovej symetrii podla projektivnej priamky y = 0 a dostaneme bod
R' = (ry : —ry : r3). Sticet bodov P a @ definujeme ako bod P& Q = R'.

Teraz predpokladajme, Ze p;1 = ¢ a py # ¢o. Potom polozime P & Q) = O*.
V pripade, ze P = ) a p, # 0, postupujeme rovnako ako v prvom pripade, ale
tentokrat bude projektivna priamka [ dotycnica ku krivke E* v bode P (vid
obrazok |4.2)). Pokial P = @Q a py = 0, polozime P & Q = O*.

e
.

Obr. 4.2 Scitanie bodov na eliptickej krivke v pripade, ze P = Q).

Nakoniec polozime P ® O* = P, O*® P = P a O* ® O* = O*. Teda bod O*
sa sprava ako neutralny prvok vzhladom ku scitaniu.

Moézeme si vsimnuft, ze pokial v afinnom pripade bod O uvazujeme ako jeden
bod na obidvoch koncoch osi y a priamky prechadzajice bodom O su prave vsetky
zvislé priamky, tak vsetky uvedené pripady odpovedaji tomu prvému.

Pozndmka. Pre takto zadefinovantu operaciu ¢ a pre Tubovolné tri body P, Q, R
na krivke E*, ktoré lezia na jednej priamke, plati (P & Q) @& R = O*.

Zostava nam eSte ukazat, ze kazda projektivna priamka a projektivny uzaver
kazdej eliptickej krivky sa pretinajui v troch bodoch.

Lema 26. Nech E je eliptickd krivka nad C dand polynémom y* — x> — ax — b
a E* je jej projektivny uzdver. Nech l: ex+ fy+ gz je projektivna priamka v P?(C).
Potom priamka | a krivka E* sa aZ na nasobnost pretinaji v troch bodoch.

3 3

Dékaz. Projektivna rovinna krivka E* je uréend polynémom y?z — 23 — axz? — bz3.
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Bod O* = (0:1:0) € E* lezi na priamke [ prave vtedy, ked
O=e-04+f-1+g-0=F.

Najskor predpokladajme, ze bod O* nelezi v prieniku [ a E*, teda f # 0. Plati,
7e bod P = (py : pa : p3) € P2(C), p3 # 0, lezi v prieniku [ a E* prave vtedy, ked
bod P, = (p1/ps, p2/ps) lezi v prieniku I, : ex + fy + g a E. Sta¢i ndm teda zistit
velkost prieniku priamky [, a krivky E. Pre bod (z,y) na priamke [, plati

ex+ fy+g=0, (4.5)
y=—f""ex+g). (4.6)

Vyraz v (4.6) dosadime do polynému urcujticeho krivku E a dostaneme kubicky
polyném v premennej x

(—f‘l(em + g))2 — 2% —ax —b. (4.7)

Zo zékladnej vety algebry vieme, ze polyném ma prave tri korene az na
nasobnost. Takze v prieniku priamky [, a krivky E| a teda aj v prieniku priamky [
a krivky E*, lezia prave tri body az na nasobnost.

Teraz predpokladajme, ze bod O* lezi v prieniku [ a E*. Potom f = 0, teda
priamka [ je rovna ex + gz. Pokial e # 0, pre bod (z : y : z) na priamke [ plati

ex+ gz =0, (4.8)
r=—e gz (4.9)

Vyraz v (4.9) dosadime do polynému urcéujiceho krivku E* a dostaneme
v’z — (—e 19?2 —a(—etg)2® — b2* =0,
2(y? — (—e19)%2? —a(—e'g)z* — b2*) = 0.

Takze mame dve moznosti. Prva moznost je, ze z = 0. Potom zo (4.9) plati x = 0,
a teda y uz musi byt nenulové. Dostdavame bod (0 : 1 : 0). Druhd moznost je, ze

y= i\/(—e—lg)?’z2 +a(—e1g)22 + 022 = iz\/(—e—lg)?’ +a(—e1lg) + b,

teda dostavame body (—e g : j:\/(—e—lg)?’ +a(—e~1g) +b:1). Dokopy v prie-
niku [ a E* teda lezia tri body.

Nakoniec vyriesime pripad, ked f = 0 a e = 0. Potom g # 0 a pre bod
(x : y : z) na priamke [ plati gz = 0, teda z = 0. Dosadenim do polynému

ur¢ujiceho krivku E* dostdvame 0 = —23. Kubicky polyném x® mé trojndsobnu
nulu v bode 0, teda y uz musi byt nenulové. Priamka [ a krivka F* maju teda
trojnasobny prienik v bode O*. [

Poznamka. Lema 26| je Specidlnym pripadom Bézoutovej vety (Fulton [1, Kapi-
tola 5.3]).

Overenie toho, ze takto zadefinovana operdcia s¢itania @ na mnozine bodov
projektivneho uzaveru eliptickej krivky mé naozaj vlastnosti grupovej operacie,
nie je jednoduché. Najvacsim problémom je overenie asociativity. V tejto praci
nebudeme z definicie overovaf, Ze operacia @ je grupovou operaciou. Namiesto
toho uvedieme inu definiciu grupovej struktiry na projektivnom uzavere eliptickej
krivky a ukazeme, Ze tieto dve grupové struktary si odpovedaju.
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Pozndmka. Projektivny uzaver E* eliptickej krivky E je nesingularna ireducibilna
projektivna rovinna krivka, takze nasledujica definicia ma zmysel.

Definicia 38. Nech E je eliptickd krivka nad C a E* je jej projektivny uzdver.
Grupu projektivneho uzaveru eliptickej krivky E' definujeme ako faktorgrupu

. DIVO(E*)

Clo(E") == W

Tvrdenie 27. Nech E je eliptickd krivka nad C a E* je jej projektivny uzdver.
Oznacme O* bod (0:1:0) € E*. Potom zobrazenie

p: E* — Clo(E™)
P [P— O*]CIO(E*)

je bijekcia.

Dokaz. Nech E je eliptickd krivka dand polynémom s? — (t — t1)(t — t2)(t — t3).
Kvéli jednoduchsiemu zapisu budeme triedu ekvivalencie prvku D € Divy(E*) vo
faktorgrupe Clo(E*) znacit [D] namiesto [D]ci,(z+)-

Uvazujme projektivnu priamku /: et + fs + gu a oznac¢me P, Q, R tri body,
ktoré lezia v prieniku priamky [ a krivky E*. Z lemy [20| vieme, Ze prienik [ a E*
obsahuje prave tri body az na nasobnost. Plati [(P) = I(Q) = I(R) = 0. Priamku [
budeme uvazovat ako prvok C,[E*]. Potom [/u je raciondlna funkcia na V(E*).
Vieme, ze racionalna funkcia f € C(E*) ma v bode A € E* nulu prave vtedy,
ked v(f) > 0. Co nastava prave vtedy, ked f € My(E*), teda prave vtedy,
ked funkcia f je definovand v bode A a plati f(A) = 0. Vidime, Ze racionélna
funkcia I /u je definovand na mnozine V(E*) \ {O*}. Postupne rozoberieme vsetky
tri moznosti pre body P, Q, R v prieniku [ a E* z dokazu lemy [26}

(1) Predpokladajme, ze P, @, R € V(E*)\{O*}. Potom je funkcia [ /u definovand
vo vSetkych troch bodoch P, @, R a plati

(/u)(P) = (l/u)(Q) = (I/u)(R) = 0.

Zaroven z lemy [26| vieme, Ze v prieniku [ a E* lezia prave tri body (az na
nasobnost), teda funkcia [/u Ziadne iné nuly nemd. 7 tvrdenia [20| vieme, ze
funkcia [/u musi mat az na nésobnost rovnaky pocet nil a pélov. Kedze
je funkcia [ /u definovana vo vsetkych bodoch mnoziny V(E*) \ {O*}, pdl
moze mat jedine v bode O*. Z tvrdenia teda vyplyva, ze funkcia [/u
mé v bode O* pél ndsobnosti 3. Takze hlavny divizor funkcie [/u je rovny
(l/u)=P+Q+ R—30"

(2) Predpokladajme, ze jeden z bodov P, @, R je bod O*; bez ujmy na vseobec-
nosti nech je to bod R. Potom z doékazu lemy vieme, ze priamka [ je
rovnd et + gu, kde e # 0. Takze raciondlna funkcia [/u je rovnd e(t/u) + g.
Z dbkazu lemy 24| a z pozndmky za tvrdenim [14] plati, Ze valudcia funkcie ¢ /u
v bode O* je —2. Takze z tvrdenia[l|a[2] plati vo- (I/u) = vo-(e(t/u)+g) = —2.
V bodoch P, @ je funkcia [ /u definovana a plati (I/u)(P) = ({/u)(Q) = 0.
Z lemy [26| vieme, ze ziadne iné nuly funkcia [/u nemd. Takze hlavny divizor
funkcie {/u je rovny (I/u) = P+ Q — 20*.
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(3) Predpokladajme, ze P = Q = R = O*. Potom z ddkazu lemy [26| vieme,
ze priamka [ je rovna gu, kde g # 0. Teda racionalna funkcia [/u je rovna
nenulovej konstante g a plati, ze hlavny divizor funkcie I /u je nulovy divizor.

Uvazujme bod O* # A = (a1 : as : az) € E* a projektivnu priamku m
prechddzajicu bodmi A a O*. Z dokazu lemy [26] vieme, Ze treti bod v prieniku m
a E* je bod A" = (a; : —ay : a3). Pre lubovolny bod A = (a; : as : a3z) € E* teda
plati, ze body A, A" = (a1 : —ay : ag) a O* lezia na jednej projektivnej priamke.

Teraz uz vieme ukézat, Zze zobrazenie ¢ je na. Nech

O*%P:(plip221>,Q:<qliq211)€E*,

[ je projektivna priamka prechadzajica bodmi P,(Q a R je treti bod v prieniku
priamky [ a krivky E*. Pokial R = O*, plati Q = (p; : —p2 : 1) =: P’ a mame
hlavny divizor P+ P' —20*. Vo faktorgrupe Cl(£E*) = Div(E*)/PDiv(E*) potom
plati

[P+ P' = 20*] = Oy,
[~ P] = [P'] - [207]. (4.10)

Pokial O* # R = (r : ro : 1) € E*, mame hlavny divizor P + @Q + R — 30*.
Ozna¢me R’ bod (r; : —ry : 1). Vo faktorgrupe Cl(E*) = Div(E*)/PDiv(E")
potom plati

[P+ Q+ R —30"] = Ocyg+),
[P+ Q] = [—R] + [30"] = [R'] — [20*] + [30*] = [R'] + [O*], (4.11)

kde v druhej rovnosti sme vyuzili .

Zo a vyplyva, ze kazdy prvok Y p.cpni[ ;] € Clo(E*) € CI(E¥)
sa da vyjadrit v tvare [R'] + k[O*] pre vhodné R' € E* a k € Z. Pre prvky
z Clo(E*) musi byt ale k = —1. Takze kazdy prvok z Clo(E*) sa da vyjadrit
v tvare [R'] — [O*], a teda zobrazenie ¢ je na.

Teraz ukazeme, ze zobrazenie ¢ je prosté. Pre spor predpokladajme, Ze existuji
dva rézne body P,Q € E* také, ze [P — O*] = [Q — O*]. Potom plati [P — Q] =
Ociy(g+)- NavySe vieme, ze [P — Q| = [R' — O*| pre vhodné R’ € E*, takze mame

[R' = O] =[P — Q] = 0ciy(5+)-

Z toho vyplyva, ze (R — O*) € PDiv(E*), teda existuje racionalna funkcia
f € C(F*) spliiajica (f) = R' — O*. Ukazeme, e takato funkcia existovat nemdoze.

Uvazujme divizor A = O* € Div(E*) a Riemann-Rochov priestor .Z(A).
Z tvrdenia [14] vieme, ze C(E) ~ C(E*). Mdzeme teda pomocou izomorfizmu «
z tvrdenia |14 stotoznif mnozinu Z(A) s mnozinou

L:={0}u{0#geC(E)|vo(g) >—-1avp(g) >0VP € E}.

Kedze vsetky prvky L st definované v kazdom bode eliptickej krivky E (okrem
bodu O), podla tvrdenia [§ st prvky L polynomiélne funkcie na V(E). Uz vieme,
ze suradnicovy okruh neprézdnej afinnej variety V(E) je rovny

CE] = C[t, s]/(s* = (t = t1)(t — t2)(t — t3)).
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Opét budeme stotoziiovat prvky Clt, s] s polynomidlnymi funkciami, ktoré urcéuji
triedy ekvivalencie danych prvkov v C[E]. V C[E] plati s* = (t —t1)(t — t2)(t — t3),
a preto je kazdéd polynomidlna funkcia na V' (E) kone¢nou linedrnou kombinéciou
polynomiéalnych funkcii {t?, st* | ¢ > 0} s koeficientami v C. Navyse z lemy
vieme, Ze vo(s) = —3 a vo(t) = —2, teda podla tvrdenia [I| plati vo(t) = —2i
a vo(st') = —3 — 2i. Z toho mdzeme vidiet, ze funkcie t, st’,7 > 0 maji po dvoch
rozne valuacie v bode O. Uvazujme nenulovii polynomialnu funkciu

g =co+ it + cas + cst® +cyst 4 - copprt T 4 coipast + L

Kedze vSetky nenulové cleny v tejto linearnej kombinacii maju po dvoch rozne
nekladné valudcie v bode O, valudcia funkcie g v bode O je podla tvrdenia [2 rovnd
valudcii ¢lenu s koeficientom ¢y, kde k = max(j | ¢; # 0). Tento ¢len ma totizto
najmensiu valuaciu v bode O. Pokial g € L, tak vp(g) > —1. Takze valuécia
c¢lenu s koeficientom ¢, musi byt > —1. Musi teda platit k£ = 0, lebo vsSetky dalSie
¢leny maju v bode O valuaciu ostro mensiu ako —1. To znamena, ze L obsahuje
len konstantné polynomidlne funkcie. Teda aj £ (A) obsahuje len konstantné
funkcie, a tie maju v bode O* valuaciu rovnu 0. Teda neexistuje raciondlna funkcia
na V(E*), ktord by mala jediny pél v bode O* nasobnosti 1. Takze (R’ — O*)
nemoze byt hlavny divizor, ¢o je spor. Z toho vyplyva, Ze zobrazenie ¢ je prosté. [

Pomocou bijekcie ¢ z tvrdenia [27 mézeme preniest grupovu struktiuru faktor-

grupy Clyo(E*) na mnozinu V(E*) vSetkych bodov leziacich na projektivnom
uzavere E* eliptickej krivky E. Pre body P,Q € V(E*) definujeme

P+Q =9 ' (o(P)+9(Q)),
—P =7 (—p(P)),
0:= QO_I(OCIO(E*)) = O*

Rozmyslime si, ze tato prenesend operacia séitania odpoveda operacii & zavedenej
na zaciatku tejto podkapitoly.
Nech
P=(pi:p2:1), Q= (q1:¢q2:1) € V(E")\{O"},

kde p; # q1, a [ je projektivna priamka prechadzajica bodmi P, (). Nech R je
treti bod v prieniku priamky [ a krivky E*. KedZze Q # (p1 : —p2 : 1), z dokazu
lemy [26] vieme, ze R # O*, teda R = (r1 : ro : 1). Oznaéme R’ bod (r1 : —ry : 1).
Potom plati

P+Q= Wl(w(P) +9(Q) = ([P-0T+[Q-0") =
H[P+Q—20%) = ([R+0"=20%) =

(R -0))=R=PaQ,
kde vo Stvrtej rovnosti sme pouzili (4.11]). Pokial Q = P = (p; : p2: 1) a ps #0,
postupujeme rovnako.

V pripade, ze p1 = q1 a ps # q2, uz musi z definicie eliptickej krivky nutne
platit py = —go. Teda Q = (p1 : —p2 : 1) =: P’ a R = O*. Potom plati

P+Q=P+P =¢p " (p(P)+ () =¢ ([P~ O]+[P -0 =
=¢ ([P + P =20") = o7 ([P~ P]) = ¢~ (Ociy5) = O" = P® Q,

38



kde v piatej rovnosti sme pouzili . Pokial Q@ = P = (p1 : pa: 1) ap2 =0,
postupujeme rovnako. V pripade prenesenej operacie sc¢itania aj operacie @ sa
bod O* sprava ako neutralny prvok.

Takze prenesend operacia s¢itania naozaj odpovedd operacii ¢. Tym sme
ukazali, ze operacia & je skutocne grupova operacia a mnozina vsetkych bodov
projektivneho uzaveru eliptickej krivky spolu s operaciou @& tvori grupu.
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5 Cayleyovo kritérium

V tejto kapitole formulujeme a dokazeme Cayleyovo kritérium pre rdd bodu na
eliptickej krivke. Pre eliptickt krivku E dant rovnicou s* = (t — t1)(t — t2)(t — t3)
budeme opét stotoznovat prvky C[t, s] s polynomidlnymi funkciami na V(E),
ktoré urcuju triedy ekvivalencie danych prvkov v C[E]. Tato kapitola vychadza

z clanku O. Nasha [2].
Cayleyovo kritérium je désledkom nasledujiceho tvrdenia.

Tvrdenie 28. Nech E je eliptickd krivka nad C dand rovnicou
$* = (t—t1)(t — ta)(t — t3),

kde ty,ty,t3 # 0, a oznacme O jej bod v nekoneéne. Nech (t,s) = (0,aq) € C? je
bod leziaci na eliptickej krivke E a n € Nyn > 3. UvazZujme rozvoj prvku s do
mocninového radu -

i=0

Potom raciondlna funkcia f € C(E), ktord md v bode (0, aq) nulu ndsobnosti n,
v bode O pol ndsobnosti n a nemd Ziadne iné nuly ani poly, existuje prdve vtedy,
ked plati

A2 oo A
' =0, pokialn =2p+ 1, kdep € N, alebo
Apt1 oo Ay
A3 o Ao
=0, pokialn = 2p, kdep € N, p > 2.
Apt1 oo Agpoa

Najskor vsak potrebujeme ukazat existenciu rozvoja prvku s do mocninového
radu.

Lema 29. Nech E je eliptickd krivka nad C dand rovnicou s* = (t—t,)(t—tq)(t—t3),
kde t1,ta,t3 # 0. Nech (t,s) = (0,a0) € C* je bod leziaci na eliptickej krivke E.
Potom O g4 (E) je diskrétny valuacny okruh s uniformizacnym parametrom t
a existujic Ao, A1, ... € C také, Ze

i=0

Dokaz. Mnozina vsetkych bodov leziacich na eliptickej krivke E je mnozina
V(E) =V(s* = (t —t1)(t — t2)(t — t3)) C C2 Z tvrdenia 22| vieme, Ze V(E) je
afinnd varieta, a z tvrdenia [7| méame, Ze idedl mnoziny V' (F) je rovny

I(E) = (s* = (t —t1)(t — t2)(t — t3)) < C[t, s].
Teda stradnicovy okruh C[E] neprazdnej afinnej variety V(F) je rovny

CE] = C[t, s]/(s* = (t = t1)(t — t2)(t — t3)).
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Pozrime sa na bod (¢,s) = (0,a9) € E. Po dosadeni 0 za t v rovnici urc¢ujtce;
eliptickti krivku E dostaneme s = —ttyt3, takZe s = \/—11t2t3. Bez ujmy na
vieobecnosti moZeme poloZit ag = ++/—t1tats. Zjavne ag # 0.

7 tvrdenia |§| a z poznamky pred nim vieme, ze Ogq,)(E) je lokalny noethe-
rovsky obor, ktory nie je polom. Staci teda ukazat, ze jeho jednoznacne urceny
maximalny idedl M q,)(E) je hlavny. Rovnako ako v dokaze lemy [24 ukdzeme,
ze Mg a0)(E) = (t,5 — ap). V okruhu C[E] dalej plati

0=s5"—(t—t)(t —ta)(t —t3) =
= 8% — 13+ 13ty + ty +t3) — t(tity + tits + tots) + titats

a (s —ap)(s +ag) = s* + titats. TakZe

(s —ag)(s +ag) =17 — t2(ty +to + t3) + t(tity + tits + tots) =
= t(t? — t(ty +ta +t3) + (tita + tits + taots)).

Kedze ag # 0, je polyném s + ag nenulovy v bode (0, ag). Teda polyném s + aq je
invertibilny prvok O q,)(E) a plati

12— t(ty + to + t3) + (L1t + btz + tat3)

—ag=1 € tO(.q) (F).
S Qo 3—|—a0 (0,0)()

Teda Mg,q)(E) = (t, s — ag) = (t) a idedl Mg 4, (L) je hlavny. Ukéazali sme, ze
O(0,00)(E) je DVR s uniformizacnym parametrom ¢.
Uvazujme vnorenie C — O 4,)(F) a kanonicki projekciu

O(0,00) (£) = O(0,00) (£)/M(0,a0) (E).-
Z pozndmky nad tvrdenim [9 méme, ze
C~ O(O,ao) (E)/M(O,ao)(E)-

Takze zobrazenie C — O a0)(E) = O(0,a0)(£)/M0,00)(£) je izomorfizmus a st
splnené predpoklady tvrdenia . Z toho vyplyva, ze kazdy prvok Og..)(E) vieme
rozvinit do mocninového radu. Specidlne, vieme rozviest prvok s do mocninového
radu s = 320°, A\t O

Teraz uz mozeme dokazat tvrdenie 28

Doékaz. Rovnako ako v predchidzajicej leme [29 médme neprazdnt afinnt varietu
V(E) =V (s* = (t —t1)(t — t2)(t — t3)) € C? a jej stradnicovy okruh

C[E] = C[t, s]/(s* — (t — t1)(t — ta)(t — t3)).
Opét bez ujmy na vSeobecnosti mozeme polozit ag = ++/—t1tot3. Postupne
dokazeme obidve implikacie.

<= Predpokladajme najskor, ze n = 2p+1, kde p € N. Pre kazdé i € {1,...,p}
polozime polynomialnu funkciu

fz' = tpii(s — )\0 — >\1t i /\ltl)
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Dostaneme

fi=t" (s = Xo = Mt) =t at® + Xt + L) = MotP T AP
fg = tpiQ(S - )\0 - )\1t - )\2t2) - tp72()\3t3 + )\4t4 + .. ) == )\3tp+1 —+ )\4tp+2 —+ ... 5

fp = tpip(S - )\0 - )\1t— e )\ptp) = )\p+1tp+1 +)\p+2tp+2—|— ceey
teda

fi= XatP o AatP T2 A P

fo= At 4 AgtP T2 e Aot 6.1
5.1

fo = Ao tt?Th 4 Xpat? 2 o Mgt

Predpokladédme, ze
A2 o A

=0.

Apt1 -0 Ay
Teda tato matica je singularna a jej riadky st linearne zavislé vektory. Takze

existuju skalary cy,..., ¢, € C, asponl jeden z nich nenulovy, také, Ze
0= Cl<>\2, e )\p+1> + 02()\3, e >\p+2) + -+ Cp()‘p—O—h ey >‘2p>‘
Polozime polynomidlnu funkciu f = ¢ fi + cofo + -+ + ¢, f, € C[E]. Plati

f = (Cl)\p+2 + Cg)\p+3 + -+ Cp)\2p+1)t2p+l+
+ (Cl)\p-l—?) + 02)‘p+4 + -+ Cp/\2p+2)t2p+2 + o=
=t (e1 M pyo + Codpys + 0+ CAopr1t
+ (Cl)\p+3 + Cz>\p+4 + -4 Cp)\2p+2)t + ... )
Kedze O(,49)(£) je DVR s uniformizaénym parametrom ¢, tak v(gq)(f) > 2p + 1.
Vieme teda, ze funkcia f ma v bode (0, ag) nulu ndsobnosti aspon 2p + 1.
Pozrieme sa teraz na valuaciu funkcie f v bode O. K tomu budeme potrebovat
zistit valudcie jednotlivych funkeii f;,i € {1,...,p} v bode O. Z lemy [24| vieme, Ze
vo(s) = —3 a vp(t) = —2. Navyse polynomidlne funkcie ¢, s € C[E]| = NpepOp(F)
su definované v kazdom bode P € E, teda v ziadnom z tychto bodov nemo6zu mat
pol. Takze funkcia ¢ mé jediny po6l v bode O néasobnosti 2 a funkcia s ma jediny
pol v bode O néasobnosti 3. S tymito informaciami uz vieme spocitat valuacie
jednotlivych funkcii f;,i € {1,...,p} v bode O.
Pre i = 1 mame f; = t*71(s — \g — Ait). Pokial Ao, \; # 0, z tvrdenia [I| plati:

vo(t'™'s) = vo(t"™") +vo(s) = (p — Dvo(t) +vo(s) = —2p — 1,
vo(t"'Xo) = (p — Do (t) +vo(ho) = (p = 1)(=2) +0 = —2p + 2,
vo(tPA1) = p - vo(t) +vo(M) =p(=2) + 0= —2p.

Konstanty A\g, Ay nemusia byt nutne nenulové. Avsak v kazdom pripade, bude mat
¢len t*~1s najmensiu valuaciu v bode O. Takze podla tvrdenia [2] plati

vo(fr) = vo(tP™'s — P Xg — tPA1) = =2p — 1.
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Teda pokial ¢; # 0, dostavame
vo(erfi) = vo(er) +vo(fi) = —2p— 1.

Dalej pre i > 1 mame f; = tP7(s — A\g — M\t — ... — A\it?). Pokial Ay, ..., \; # 0,
plati:
vo(tP's) = vo(t*™") +vo(s) = (p — i)vo(t) +vo(s) = —2p + 2i — 3,
vo(t"" o) = (p — i)vo(t) +vo(ho) = —2p + 2i,
vo(tP~IN) = (p — i + Dvo(t) +vo(A) = —2p + 2i — 2,

vo(tPAi) = p - vo(t) +vo(Ai) = —2p.

Avsak konstanty Ag, ..., A; nemusia byt nutne nenulové. Takze plati
vo(fi) = vo(tP™'s — 77" Ng — tPTH N — L = 1P))
> min(—2p+2i — 3, —2p+ 2i,...,—2p) = —2p.

Teda pokial ¢; # 0, plati

vo(cifi) = vo(ci) +vo(fi) > —2p.

Dokopy dostavame

vo(f) =volarfi+cafo+ -+ cpfp) >min(—2p —1,-2p) = —2p — 1,

¢ize funkcia f moze mat v bode O pdl nasobnosti najviac 2p+1. Navyse f € C[E] =
NpeeOp(E) je polynomidlna funkcia, teda je definované v kazdom bode P € E
a v ziadnom z tychto bodov nemdze mat pol. Teda funkcia f moéze mat len jeden
pol, a to v bode O.

Nech E* je projektivny uzaver eliptickej krivky E. Z tvrdenia [20| vieme, zZe
kazda nenulova racionalna funkcia z C(E*) mé rovnaky pocet nul a pdlov az
na nasobnost. Podla tvrdenia (14 a pozndmky za nim plati, ze C(E*) ~ C(FE)
a Op(E”) =~ Op,(E) pre vietky body P = (p1 : p2 : p3) € E*, P. = (p1/p3,p2/p3),
kde p3 # 0. Takze pokial elipticka krivku F uvazujeme aj spolu s bodom O
odpovedajicemu bodu (0 : 1:0) € E*, plati, ze kazda nenulova racionédlna funkcia
z C(F) ma rovnaky pocet nil a pélov az na nasobnost. Kedze racionalna funkcia f
mé v bode (0, ap) nulu ndsobnosti aspon 2p + 1 a nemd ziadny iny pél mimo
bodu O, musi mat v bode O pdl nasobnosti 2p + 1. Teda v bode (0, ag) musi mat
funkcia f nulu nasobnosti 2p + 1 a ziadnu int nulu funkcia f nemoze mat.

V pripade n = 2p, kde p € N, p > 2, zadefinujeme funkcie f;,i € {1,...,p—1}
nasledovne

fi =t s — Ao — Mt — ... — A t'h).

Inak postupujeme analogicky ako v pripade n = 2p + 1.

—> Najskor predpokladajme, ze n = 2p + 1, kde p € N. Oznac¢me P bod
(0 :ag: 1) € E* a dalej oznacme O* bod (0 : 1 : 0) € E*. Uvazujme divizor
A=(—(p+1)-P+n-0*) € Div(E*) a Riemann-Rochov priestor

Z(A) ={0}u{0#geC(E)|(g9) = —A}.
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Na zéklade diskusie vyssie mozeme pomocou izomorfizmu « z tvrdenia [T4] stotoznit
mnozinu £ (A) s mnozinou L := {0} U L, kde

L:={0#g€CE) | vpoae) > p+1 volg) > —na
valg) 2 0(0,a0) # Q € E}.

Podla lemy je Z(A), a teda aj L, vektorovy priestor nad C. Vidime, ze
vsetky prvky priestoru L si definované v kazdom bode eliptickej krivky E. Takze
podla tvrdenia [8| st vSetky prvky priestoru L polynomiélne funkcie na V(E).
V okruhu C[E] plati s* = (t — t1)(t — t2)(t — t3), takze kazd4 polynomidlna
funkcia na V(FE) je kone¢nou linedrnou kombinédciou polynomidlnych funkeii
{t',st" | i > 0} s koeficientami v C. Uvazujme nenulovii funkciu g € C[E]:

g =co+ it + a5+ cst® +cyst 4+ oo Copprt ™ 4 epgpostt £

KedZe vo(s) = —3 a vo(t) = —2, tak pre kazdé ¢ > 0 plati vo(t)) = —2i
a vo(st') = —3 — 2i. Teda funkcie z mnoziny {t,st' | ¢ > 0} maji v bode O
po dvoch rozne, nekladné, valudcie. Z tvrdenia 2 vyplyva, Ze valudcia funkcie g
v bode O je rovna valudcii ¢lenu s koeficientom ¢, kde £ = max(j | ¢; # 0).
Valuécie jednotlivych nenulovych ¢lenov v bode O totiz ostro klesaju s rasticim j.

Pokial g € L, tak vo(g) > —n=—2p—1, ateda k < 2(p — 1) + 2. Takze
g = Co + 1t + s+ C3t2 +cqst - -+ Cg(p,1)+1tp + Cg(p,1)+2$tp_1. (52)

Vsetky prvky priestoru L st teda tvaru (5.2)).

Ukdzeme, ze funkcie f; = tP~"(s—Ag— A\t —...—\;t"), 2 € {1,..., p} tvoria bazu
vektorového priestoru L. Zjavne polynomidlne funkcie f; si definované v kazdom
bode krivky E. Z prvej casti dokazu vidime, ze funkcie f; maji v bode O pdl
nasobnosti najviac 2p+ 1. Z rozvoja funkcii f; do mocninovych radov vidime,
ze funkcie f; maju v bode (0,ag) nulu nasobnosti aspon p + 1. Takze funkcie
fisi € {1,...,p} st prvkami priestoru L.

Kedze funkcie {t’,st' | i« > 0} maji po dvoch rézne valudcie v bode O,
z tvrdenia [2 vyplyva, Ze nevieme jednu funkciu z mnoziny {t’, st* | i > 0} vyjadrit
ako linedrnu kombindciu ostatnych. V kazdej funkcii z mnoziny {f; | i € {1,...,p}}
sa nachadza prave jeden clen obsahujuci s. VSetky tieto ¢leny obsahujice s
vo funkcidch f;,i € {1,...,p} st po dvoch rézne. Pre spor predpokladajme,
ze existuju koeficienty di,...,d, € C, aspon jeden z nich nenulovy, spliiajice
dyfi +---+d,f, = 0. Bez ujmy na vSeobecnosti nech d; # 0. Potom plati

distt™t = —dy (=" Ng — tP\)) — dofo — ... — dpfp. (5.3)

Na pravej strane (5.3]) sa nenachddza Ziadny ¢len obsahujiici funkciu stP~1, takze
vieme funkciu st?~! vyjadrit ako linedrnu kombinéciu zvySnych funkcii z mnoziny

{t',st" | i > 0}, ¢o je spor. Funkcie f;,i € {1,...,p} st teda linedrne nezavislé.
Zostéava ndm ukézat, ze funkcie f;,i € {1,...,p} generuji priestor L. Nech
g € L. Potom existuju koeficienty cy, ..., cy, € C také, Ze

g =co+cit + s+ cgt® + cyst+ -+ cop 1P + copst?T
Polozme polynomialnu funkciu

h fzg—szp—Czlfp,l — ... —Cgpfl € L
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Pre spor predpokladajme, ze h # 0. Z definicie funkcii f;,i € {1,...,p} vyplyva,
ze vietky cleny funkcie h obsahuju len funkcie {¢' | i € {0,...,p}}. Takze existuju
koeficienty dy, ..., d, € C, aspon jeden z nich nenulovy, také, ze

h:do—l-dlt—l-—l—dptp
Nech [ = min(j | d; # 0). Potom z tvrdenia [2 vyplyva, ze

U(O,ao)(h) = U(U,ao)(dltl) =< p.

To je spor s tym, ze vSetky nenulové prvky L maji v bode (0, ag) nulu nédsobnosti
aspon p + 1. Takze h je nulova funkcia a funkcia g sa da vyjadrit ako linearna
kombindacia funkcii f;,i € {1,...,p} s koeficientami v C. Funkcie f;,;i € {1,...,p}
teda generuju priestor L.

Predpokladame, ze existuje raciondlna funkcia f € C(F), ktorda ma v bode O
pél nésobnosti n, v bode (0, ag) nulu nasobnosti n a nemé Ziadne iné nuly ani
poly. Tato funkcia f je zjavne prvkom priestoru L. Takze ju vieme vyjadrif ako
linedrnu kombindciu prvkov baze {f; | i € {1,...,p}} priestoru L s koeficientami
v C:

fzclf1+"'+cpfp'

Z rozvoja funkcii f; do mocninovych radov (5.1]) dostdvame
f=(ada+eds+ -+ )T 4 (adg + A+ -+ Ao P24
Nech k =min(j > 1| c1A14j + cadoy; + - - + cpApe; # 0). Potom

Jjzk
= thrk Z(Cl)\1+j + Cg>\2+j +-- Cp)\p+j)tjik.
>k
Kedze
D (1M + Xopj + o+ A )tﬂ‘*’“—i
1A 45 QA2+ pAp+j = ke

izk

je ijk;(cl)‘l-i-j +codopj+ - -+cp)\p+j)tj*k raciondlna funkcia na V' (F). Navyse ra-
ciondlna funkeia 3 ;5 p (1 A1 4j+c2 Ao+ - +cpAp )77 je definovand v bode (0, ag),
teda bod (0, ag) mézeme do nej dosadit a dostaneme

Z(Cl)\1+j + 62)\2+j + -+ Cp)\erj)Ojik = (Cl)\1+k + CQ)\2+k +---+ Cp)\erk) % 0.
Jj=k

Takze Y jsp(ciAigy + Cadosj + - 4 Ay )V je invertibilng prvok O(geg) (E).
Z toho vyplyva, Ze v(q)(f) = p + k. Kedze funkcia f ma v bode (0, aq) nulu
nasobnosti n = 2p + 1, plati k£ = p 4+ 1. Takze

(O,,O) = Cl()\27~--7)\p+1)+"' +Cp<)\p+17~--7)\2p)-

Teda vektory (Ag, ..., Api1), -+, (Apt1, ..., Agp) st linedrne zavislé a matica
PR W
)\erl c. >\2p
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je singuldrna. Determinant tejto matice je preto rovny 0.

V pripade, ze n = 2p, kde p € N, p > 2, postupujeme analogicky ako v pripade
n = 2p+1,p € N. Tentokrat vSsak budd bazu prislusného vektorového priestoru L
tvorit funkcie f; = #7"(s — Ng— Mt — ... — Nt ie{l,...,p—1}. O

Teraz sa uz moézeme pozriet na samotné Cayleyovo kritérium.

Veta 30 (Cayleyovo kritérium). Nech E je eliptickd krivka nad C dand rovnicou
s2=(t —t1)(t —t2)(t — t3), kde t1,ta,t3 # 0, a E* je projektivny uzdver krivky E.
Nech (t:s:u)=(0:aq:1) € P*(C) je bod leZiaci na krivke E* an € N,n > 3.
UvazZujme rozvoj prvku s do mocninového radu

=0

Potom rad bodu (0 : ag : 1) deli n prave vtedy, ked plati

A2 o Ao
=0, pokialn =2p+ 1, kdep € N, alebo
Apr1 oo Ay
A3 o A
=0, pokialn = 2p, kdep € N, p > 2.
Aptr1 o Agpa

Dékaz. Oznaéme P bod (0:ap:1)a O* bod (0:1:0). Pomocou zobrazenia ¢
z tvrdenia [27] prenesieme bod P na prvok [P — O*] € Cly(E*). Nech d je rad
bodu P resp. rad prvku [P — O*] vo faktorgrupe Cly(E*). Potom d | n préave vtedy,
ked

n[P — O*] = [nP — nO"] = Ociy(k+).-

To nastéava prave vtedy, ked (nP — nO*) € PDiv(E*). A divizor (nP — nO*) je
hlavny prave vtedy, ked existuje nenulovd raciondlna funkcia f € C(E*), ktora
mé v bode P nulu nasobnosti n, v bode O* pdl ndsobnosti n a nema ziadne iné
nuly ani poly. Z tvrdenia [14] a z poznamky za nim vyplyva, ze taka funkcia f
existuje prave vtedy, ked existuje nenulova raciondlna funkcia g € C(FE), ktora
mé v bode (0, ap) nulu ndsobnosti n, v bode O pdl ndsobnosti n a nemé ziadne
iné nuly ani pdly. A nakoniec z tvrdenia 28] vyplyva, Ze takd funkcia g existuje
prave vtedy, ked

D VR WY
=0, pokial n =2p + 1, kde p € N, alebo
Apt1 oo Ay
A3 . Apna
=0, pokial n = 2p,kde p € N,p > 2.
Apt1 o Agpoi
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Zaver

Cielom tejto prace bolo dokazat Cayleyovo kritérium pre rad bodu na eliptickej
krivke. Vychddzali sme z ¢lanku O. Nasha [2], v ktorom mo6zeme néjst hlavné
myslienky dokazu jednej implikacie. Tieto hlavné myslienky sme spracovali a do-
plnili sme vSetky chybajice casti dokazu. Doplnili sme taktiez aj dokaz druhej
implikacie. V zneni Cayleyovho kritéria a neskor v jeho dokaze sme vyuzivali
rozvoj prvku do mocninového radu, ktory sme riadne zadefinovali v kapitole [I]
V ddkaze dalej zohrali dolezitu tlohu polynomiélne a racionalne funkcie na varie-
tach, ktoré sme zaviedli v kapitole [2| V kapitole 4] sme dokazali vSetky potrebné
vlastnosti eliptickych kriviek, mimo iného aj nesingularitu a ireducibilitu, ktoru
sme zadefinovali v kapitole [3| obecne pre rovinné krivky. V druhej ¢asti kapitoly []
sme navyse popisali dve grupové struktiry na projektivnom uzéavere eliptickej
krivky a podrobne vysvetlili, preco si tieto dve grupové struktury odpovedaju.

Tato praca by sa dala rozsirit napriklad nadviazanim na tvod a detailnym
vysvetlenim vztahu medzi Ponceletovym porismatom a Cayleyovym kritériom.
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