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Uvod

Derivace funkce hraje vyznamnou roli v analyze chovani funkce. Pro mnoho
numerickych metod, které naptiklad hledaji aproximace reseni parcidlnich dife-
rencialnich rovnic ¢i optimalizac¢nich tloh, je vypocet derivace funkce jeden ze
zakladnich stavebnich kament. Pti vypoctu derivace funkci ¢asto nejsme schopni
ziskat presnou hodnotu a musime se spokojit s jeji aproximaci. K tomu slouzi
zejména aproximace pomoci konec¢nych diferenci. K aproximaci derivace funkce
v néjakém bodé se vyuzivaji funkéni hodnoty v blizkych (pomocnych) bodech.
Teoreticky ¢im blize jsou pomocné body k danému bodu, tim mensi je diskreti-
zacni chyba a tim lepsi je aproximace. Body, ve kterych funkci vyhodnocujeme,
nesmime brat prilis blizko k sobé, nebot pak miize dojit pti odec¢itani dvou bliz-
kych hodnot k vyznamnym numerickym neptesnostem z dtivodu pocitani v arit-
metice s konec¢nou presnosti. Celkova chyba aproximace je tedy ovlivnéna nejen
diskretizacni chybou, ale i vypocetni chybou zpiisobenou vypocéty v pocitacové
aritmetice. Tuto celkovou chybu je potieba analyzovat a mit pod kontrolou, aby
aproximace byla pouzitelna.

Kromé zptisobu vypoctu aproximace derivace pomoci konecnych diferenci se v
praci budeme vénovat alternativnimu zpusobu vypoctu derivace. Trochu neintui-
tivné tato metoda pro vypocet derivace realné funkce v redlném bodé prechazi do
komplexni aritmetiky. Navic je tato metoda pouzitelnd pouze pro funkce realné
proménné, které jsou analytické na okoli daného bodu. Dokazeme, ze pouzitim
tohoto pristupu mizeme eliminovat vliv diskretizacni chyby. Také si ukazeme jiné
zpusoby odvozeni této metody, které ji daji do souvislosti se standardnim pristu-
pem.

V druhé kapitole se budeme vénovat numerickym experimentim, které prove-
deme v prostiredi MATLAB. Podivame se, jak jsou jednotlivé zptisoby aproximace
derivace presné méreno relativni a absolutni chybou. Kromé presnosti nas bude
také zajimat vypocetni naroc¢nost a celkova pouzitelnost.



1. Aproximace derivaci

1.1 Zakladni pojmy

V nasledujicim textu budeme popisovat metody aproximace derivace. Vét-
Sina je zaloZena na teorii Taylorova rozvoje. Nasledujici definici a vétu lze nalézt
napiiklad v knize Rudina [T}, str. 110].

Definice 1 (Taylortav polynom). Necht f je redlnd funkce, a € R,n € N a necht
existuje vlastni £ (a). Pak polynom P,(t), ktery je definovany Vt € R predpisem.:

Pu(t) = (@) + Y D a)(t — a) (1)

k=1
nazyvame Tayloriv polynom funkce f v bodé a stupné n.

Zadefinovali jsme si Taylortiv polynom. Nyni zminime vétu, ktera odhaduje
chybu nahrazeni funkce svym Taylorovym polynomem.

Véta 1 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht f je redlnd funkce, n € N, a,x € R,
a < x, U otevreny interval, [a,x] C U, f™ je spojitd na U a f md v kazdém bodé
U vlastni derivaci rddu n+1. Pak existuje £ € (a,x) takové, Ze

O = (12)

kde P,(z) je definovany jako (1.1). Analogicky plati (1.2) pro a > z, jsou-li
splnény ostatni predpoklady.

f(x) = Py(x) =

Pri aproximaci derivace pracujeme v aritmetice s konecnou presnosti (z ang-
lického finite precision arithmetic), kterou budeme nékdy zkracené nazyvat po-
¢itacova aritmetika. Poznatky tykajici se pocitacové aritmetiky budeme cerpat
z knihy Highama [2]. Predpokldddme standardni model pocitacové aritmetiky,
ktery je charakterizovany zaokrouhlovaci jednotkou u a vztahem:

fi(woy) = (woy)(1+4), |5 <u, (13)

kde symbol fl predstavuje vystup spocitany v aritmetice s konecnou presnosti
a o znadi -,/, + ,— ¢i V- Castéji nez zaokrouhlovaci jednotka se p¥i charakteri-
zaci pocitacové aritmetiky pouziva strojova presnost € = 2u, ktera predstavuje
vzdalenost ¢isla 1 od nejblizsiho vétsiho ¢isla v dané aritmetice. Nebude-li fe¢eno
jinak, pracujeme v double-precision aritmetice (IEEE 754-binary 64).

Pr1i praci v aritmetice s kone¢nou presnosti si musime dat pozor na kancelaci.
Jednd se o jev, pri kterém miize dochazet k nepresné aproximaci rozdilu vlivem
odecitani dvou blizkych ¢isel. Konkrétnéji, chceme spocist a = =z — y. Mame
aproximace T = x(1+9,),7 = y(1+0,), ozna¢me a = Z — §. Pak relativni chybu

rozdilu muzeme odhadnout
la—a|l |vd, —ydy| 2| + [y

lz —y|

= < max (||, |9])
lal |z =yl !



Pokud jsou x,y dvé sobé blizka ¢isla, pak relativni chyba rozdilu miize byt velka.
Typicky bude aproximace derivace zalozena na vyhodnoceni funkce na malém
okoli daného bodu a linedrni kombinaci danych funkénich hodnot, pti které prave
muze dochézet ke odecitani dvou blizkych cisel.

Standardni metoda aproximace derivace funkce pomoci diferenci vyuziva Tay-
lortiv rozvoj, z kterého budeme v nésledujici sekci vychazet.

V textu budeme uvazovat, ze f je spojité diferencovatelna na dostatecné vel-
kém okoli U bodu z. Dostatecné velkym okolim U budeme rozumét takovy ote-
vieny interval, ktery obsahuje vSechny pouzivané body, ve kterych vyhodnocu-
jeme funkci f. Jinak fec¢eno, bude to takové okoli bodu x, abychom mohli pouzit
vysledky Véty [I

Myslenky a teorii v nasledujici sekci ¢astecné prevezmeme, upravime a dopl-
nime zejména z [3].

1.2 Aproximace pomoci diferenci

1.2.1 Dopredna diference

Zakladni zptisob numerického vypoctu derivace funkce vyuziva Taylortv roz-
voj. Necht je dano h > 0, zvolme pevné x € R libovolné. Méjme redlnou dvakrat
spojité diferencovatelnou funkci f na otevieném okoli U bodu z, pro které je
splnéno [z,x + h] C U. Pak dle plati

1
Flet ) = F@)+ F@h+ L fER, €€t h)
Tento vztah muzeme vyuzit pro aproximaci f'(z). Plati

play = LD =IO 5= Lpem, (1)

kde &, nazveme diskretizacni chybou. Lze ji omezit nasledovné

L
<= L= "(y)]. 1.
[n] < S, jQnax [F7(y)] (1.5)

Pokud zanedbédme v (1.4)) ¢len dj, dostaneme aproximaci derivace f’(z) pomoci

dopredné diference:
h h ' '

Stac¢i ndm vyhodnotit funkci ve dvou bodech, abychom méli pfibliznou hodnotu
f'(x). Je tato aproximace pouzitelnd a vypovidajici?

Vsimnéme si, ze doprednd diference je soucasti definice derivace

o) = tim 1D =S,

h—0 h




Kdybychom za h dosazovali ¢im dal tim mensi hodnoty blizici se nule, dostali
bychom hodnotu derivace. Cim mensi & volime, tim dostaneme lepsi aproximaci.
Praktické vypocty jsou vSak provadény v aritmetice s kone¢nou presnosti. Volbou
velmi malého A dojde ke kancelaci a budou vznikat zaokrouhlovaci chyby, které
mohou zpusobit velmi nepresny vypocet.

Odvodme si vhodnou volbu h, ktera povede pokud mozno na co nejmensi
celkovou chybu aproximace. Pod pojmem celkova chyba aproximace budeme ro-
zumeét soucet diskretizacni a vypocetni chyby, kde vypocetni chyba vznika kvili
provadéni vypocti v aritmetice s konec¢nou presnosti. Odvozeni je inspirovano a
Castecné prevzato z [3.

Véta 2. Necht h € R, f € C*(U), kde [v,x 4+ h) C U, L = maxyeo+n)|f"(v)]
(jako v (L1.5)), My € R : |H(f(z)) — f(z)| < €My, kde ¢ je strojovd presnost.

Potom plati
fA(f(z +h)) —fi(f(z))

/ _
= )
f ($> h + h»
kde celkovou chybu aprozimace 0y, lze odhadnout pomoct
- L 2M;
< — ) 1.
0] < 2h + o C (L.7)

Diikaz. Pro jednoduchost predpokladame, ze danou funkci lze vyhodnodit s pres-
nosti danou vztahem:

(S (2)) = f(x)] < eMy, (1.8)

kde M; je konstanta, kterd muize zaviset na maximdlni hodnoté funkce na uva-
zovaném intervalu ¢i slozitosti/poctu operaci, které funkce vyzaduje.

Vyhodnotime-li doptednou diferenci v aritmetice s kone¢nou ptresnosti, dosta-
neme dle predchoziho:

ﬂ<ﬂ(ﬂ(f(fc + h})l) - ﬂ(f(fﬂ)))) _ ﬂ<ﬂ(f(l’ + h)})l - ﬂ(f(l’))) (

1461) =

A(f(x+h)) —A(f(x A(f(x+h)) —A(f(x
_ A )})L (f( ))(1+51)(1+52): (f( )})l (f (=)
kde vypocetni chyba ¢; vznikne od¢itanim v citateli a vypocetni chyba 0, vznikne
délenim. Podle (1.3) dostaneme ¢len O(e), ktery muzeme zanedbat. Vypocetni
chybu, kterda vznikne pfi vyhodnoceni dopredné diference mizeme odhadnout

jako

+ O(e),

A(f (x4 1) —A(f(x) _ flath) = fla)| _ 2M;_ (1.9)
h h b |

coz plyne z (|1.8) a tvahy vyse. Popsali jsme diskretiza¢ni a vypocetni chybu
aproximace. Celkem tedy dostavame




kde prvni ¢len je spocteny vysledek a d;, je celkova chyba aproximace, tedy

5,2 SRS ) S M)

Pro celkovou chybu aproximace d, mame z (L.5) a (T.9) odhad

- L 2My
opl < =h+ —¢.
|h|_2+ h€

[]

Nasim cilem je zvolit h tak, aby chyba aproximace derivace byla co nejmensi.
Idedlni volba je zridkakdy mozna. Muzeme vsak h zvolit tak, ze bude minimali-
zovat odhad chyby vyse.

Véta 3. Definujme g(h) = éh—k % pro h € R*. Pak h* = %5 minimalizuje
g(h) na RT.

Diikaz. Pro druhou derivaci funkce g plati ¢”(h) = 42? e > 0,Yh € RT, tedy g je
na Rt ryze konvexni. To znamend, Ze jediného minima na R nabyvé ve stacio-
narnim bodé. Hleddme takové h*, pro které plati ¢'(h*) = 0. Derivujeme funkci

. . v/ s 7 / _ L 2Mf
g a derivaci polozime rovnou 0, dostdvame ¢'(h) = 5 —

2 h2
Upravami ziskame

[M
h=2 ng. (1.10)

[]

¢ = 0. Jednoduchymi

V praktickych problémech, kdy potfebujeme aproximovat derivaci, ¢asto ne-

. . , , . PR M; . ..
mdme mnoho informaci o dané funkci. To znamena, Ze vyraz —' nemiizeme pii

volbé h pouzit. Proto heuristicky volime hy = /g, coz je vhodnd volba, pokud
neni % > 1 ¢ % < 1. Aproximujeme-li f’(z) pomoci

(z +vE) = f(x)
\/E )

lze celkovou chybu aproximace odhadnout nasledovné

Flay~!

ol < L+ 21,08 = O(vR) (1.11)

1.2.2 Centralni diference

Aproximace derivace pomoci centralni diference také vyuziva Taylortv rozvoj.
Zvolme pevné x € R libovolné. Necht je dano h > 0. Méjme redlnou trikrat
spojité diferencovatelnou funkci f na otevieném okoli U bodu z, které splnuje

[ — h,x + h] C U. Pak dle (1.2)) plati

Floth) = f@)+ @b+ 5[ @I+ SN, & € ()
flo =B = (@) = P+ 5[ @I~ f @I, &€ (o - ha).



Upravou ziskame

piloy = LEENTEZ) 5 = L) + e

Diskretiza¢ni chybu d;, omezime

L
s< Ly 1= am 1.12
Gl £ L= max (7 (112)
Zanedbame-li diskretiza¢ni chybu 4y, dostaneme aproximaci derivace f'(x) po-
moci centrdalni diference:

Ao(z) _ flz+h)— flz—h)

h 2h ‘

Intuitivné bychom c¢ekali, ze tento pristup da presnéjsi aproximaci nez pred-

chozi, nebot chyba ¢, je nyni O(h?). Odvodme si vhodnou volbu h a odhad chyby
aproximace. Toto odvozeni se jiz v [3] nenachézi.

Vé&ta 4. Necht h € RY, f € C3(U), kde [x — h,x + h] C U. Ddle necht L jako v
(1.12), My e R |H(f(z)) — f(z)| < eMy, kde € je strojovd presnost. Potom plati

A(f(x+h) —A(f(z =) =

(1.13)

!
— 4]
f(x) ; + On,
kde celkovou chybu aprozimace 0y, lze odhadnout pomoct
- L M
<Zn*+=Le .
10| < 3h + 5 c (1.14)

Diikaz. Postupujeme analogicky jako minule. Nejdrive ziskdme odhad vypocetni
chyby
A(f(z +h)) —8(f(x —h)) fla+h)—fl@—h)| _ M

_ < —L¢g. .
oh 2h =T C (1.15)

Pro celkovou chybu aproximace 8, mame z (1.12)) a (I.15)) odhad
- L M
onl < Zh* + e,
’ h| =3 + A €

]

Mame odhad chyby aproximace, pro kterou chceme, aby byla co nejmensi.
Odhad budeme minimalizovat.

Vé&ta 5. Definujme g(h) = éh%—%e pro h € RY. Pak h* = \J %6 minimalizuje
g(h) na R*.

Diikaz. Plati ¢"(z) = 2 + %8 > 0, Vh € R*, tedy g je ryze konvexni na R*.
Svého jediného minima na R* nabyva ve stacionarnim bodé. Hledame takové h*,
pro které plati ¢'(h*) = 0. Derivujeme funkci g a derivaci polozime rovnou 0,
dostavame ¢'(h) = %h — %6 = 0. Jednoduchymi tpravami ziskame

. 3l 3My
=\ ——¢. 1.1
h* =] 57 € (1.16)

]



Pokud nemuzeme pri volbé h zohlednit %, tj. nemame o funkci dost informaci,
budeme heuristicky brat hg = /e. Aproximujeme-li f’(z) pomoci

[RRCES SRS CEE )

pak celkova chyba aproximace je odhadnuta

= L 3 M 2
51 < SVER+ \?/f; = O(eh), (1.17)

tedy aproximace centralni diferenci ma radové mensi celkovou chybu nez aproxi-
mace doprednou diferenci.

Na rozdil od dopredné diference je vzdalenost bodii, ve kterych funkci vyhod-
nocujeme, dvojnasobna. Mohli jsme zavést aproximaci pomoci centralni diference

nasledovneé: . .
flx+3)— flz—3)

f@)~ - ,

coz je aproximace se stejnou délkou kroku A jako u dopredné diference. Pii ana-
lyze chyby aproximace a volbé h to vyjde v podstaté nastejno, jako kdyz v nasem

zavedeni bereme g misto h.

1.2.3 Zpétna diference

Aproximace derivace pomoci zpétné diference je velmi podobnda dopredné di-
ferenci, coz zminuje i [4]. Zvolme pevné x € R libovolné a necht h > 0. Mé&jme
realnou dvakrat spojité diferencovatelnou funkci f na otevieném okoli U bodu x,
takovém ze [z — h,x] C U. Pak dle plati:

flo = h) = f(2) = f@)h+ SfQW, €€ (x— ).
Upravou ziskdme:

f/(ZE) _ f(:L‘)—f(:L‘—h) +5h7 5hE ;f”(f)h

Zanedbame-li ¢len dy,, dostaneme aproximaci f'(z) pomoci zpétné diference:

f(x) ~ G i(‘” —h _ A‘h(l'). (1.18)

Témer totoznym postupem jako pro dopfedné diference analyzujeme vhodnou
volbu parametru h. Omezime celkovou chybu aproximace ¢; jako v ((1.7)) a dosta-
neme vhodnou volbu A jako v (1.10)). Pokud nemtzeme pii volbé h zohlednit %,
tj. nemdme o funkci dost informaci, budeme heuristicky brat h_ = /e. Pokud
aproximujeme f'(z) pomoci




je celkova chyba aproximace O(4/2).

Na prvni pohled se muze zdat, ze zavadét zpétnou diferenci je zbytecné, nebot
ma totoznou volbu h a stejny rad chyby aproximace jako %. Zpétné diference se
hodi pro aproximaci derivace v problémech, ve kterych data odpovidajici hodno-
tam v bodech napravo od daného z nejsou k dispozici. Nékdy dana data budou
na derivaci i zaviset. Piikladem mtize byt doptedné a zpétné Eulerovo schéma pro
reseni obycejnych diferencialnich rovnic, ktera jsou vlastnostmi a implementaci
znacné odlisna.

1.2.4 Aproximace s vyssim radem presnosti

Doprednd a zpétna diference nam daly rad chyby aproximace O(h), centralni
diference dokonce O(h?). Existuji jesté metody aproximace s mensi diskretizacni
chybou, které vyuzivaji dalsi ¢leny Taylorova rozvoje dostatecné hladké funkce.

Véta 6. Mejme redlnou pétkrdat spojite diferencovatelnou funkci f na otevreném
U, pro které je splnéno [x — 2h,x + 2h] C U, kde h € R™. Pak plati

o) = 8f(x+h)—8f(x— h>1;hf(x+2h) + f(z — 2h) Loy, (1.19)

Diikaz. Napisme si Taylorovy rozvoje funkce f v bodech x+h a x+2h a pouzijme

).

fla+h) = F@) + P@h+ )+ ) 4 )+ o),
o) = 1)~ P+ ) - ) 4 10 - ),
Fla2h) = F@)+ £ @2+ O prie) ¢ COL priay I oy 4 CH o)
Fla—21) = f() — P @)2h C gy - COL priay B gy OO g0

kde & € (z,x + h), & € (x — hyx), & € (v, + 2h), &4 € (x — 2h,x). Potfebujeme
najit vhodnou linearni kombinaci jednotlivych diferencnich kvocienti, abychom
se zbavili ¢lenu s druhou, treti a ¢tvrtou derivaci. Vezmeme-li osmindsobek rozdilu
1. a 2. rovnice a minus jednonasobek rozdilu 3. a 4., ziskame

8(f(x+h)— f(x—h)) — (f(x +2h) — f(x — 2h)) = 12hf'(z) + O(R®).

Délenim obou stran rovnice vyrazem 12h ziskdme pozadovany tvar.

Danou aproximaci derivace budeme znacit

Ay,  8f(x+h)—8f(x—h)— f(x+2h)+ f(x — 2h)
= o . (1.20)




Kv1li kancelaci nemtzeme brat libovolné malé h, opét je potieba urcit vhod-
nou volbu. To jsme jiz provedli dvakrat a odvozeni byla velmi podobna. Vy-
pocetni chybu obecné omezime vyrazem %5, pro néjakou kladnou konstantu
K. Diskretizacni chyba je fadu O(h?'), tu omezime vyrazem K,Lh?, pro n&ja-
kou kladnou konstantu K», kde L = max,ejz—ans+2n | f® (y)|. Dostdvame odhad
6n < KyLh* + %5. Vyraz napravo uvazujeme jako funkci proménné h a hledame
bod ve kterém nabyva minima. To splnuje

K
ALK,

* 5

E.

Pokud nemtizeme zohlednit konstanty zévisejici na f, bereme heuristicky h = /¢.
Pro tuto volbu lze z odhadu 9, o¢ekavat, ze celkova chyba aproximace bude radu

O(e5).

Existuje mnoho vzorecktt kombinujicich rizné diferencni kvocienty, které da-
vaji rizné presné aproximace v zavislosti na tom, kolikrat je funkce spojité di-
ferencovatelna a kolik diferen¢nich kvocient pouzijeme. Nékteré z nich véetné
(1.20) najdeme v clanku [5].

D4 se ocekavat, ze pro aproximace jesté vyssich radu se bude celkova chyba
blizit k O(e). Dostavame presnéjsi aproximace, ale nevyhodou je vétsi vypocetni
narocnost a potifeba znalosti vicero funkénich hodnot. V praxi se tedy tyto slozi-
téjsi vzorce spiSe nevyuzivaji.

1.3 Vyuziti komplexni aritmetiky

1.3.1 Odvozeni aproximace

K odvozeni metody budeme potiebovat vétu o rozvoji holomorfni funkce na
kruhu do mocninné fady, kterou najdeme napiiklad v [6] str. 144]. Zakladni mys-
lenky a odvozeni vychézi z [7].

Véta 7. Necht je funkce f holomorfni na otevieném kruhu U(zy,r) se stredem
2o € C a polomérem r > 0. Potom existuje jedind mocninnd rada Yo% 4 a,(z—z0)",
ktera ma na U(zo,r) soucet f. Navic plati, Ze a, = %, n € Np.

Méjme holomorfni funkci f na U(z,r),r > 0. Pak se dle Véty [7| f na U(x,r)

rovna své Taylorové fadé. Predpokladejme dale, ze f nabyva realnych hodnot na
(x — ryx + 7). Pro redlné h spliujici |h| < r dostavame:

Flo+ih) = £() + f@)ih — W5 f@) — iSO @) +

kde 7 je imaginarni jednotka. Pokud vezmene imaginarni ¢ast vyrazu na pravé i
levé strané a vydélime h, dostaneme:

Im[f(z + ih)]

- = Pla) — R @)+ (1.21)

6
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Tento vztah mizeme vyuzit pro aproximaci derivace. Jednoduchou tpravou do-

staneme Im{f(z + ih)]
() = %

kde diskretizac¢n{ chyba dj, je fadu O(h?). Zanedbame-li ¢len 4, dostdvame apro-
ximaci derivace pomoci komplexni aritmetiky:

Im[f(z +1ih)]  Ac(z)
h h

+ 0, Oh=hfO) —. .., (1.22)

(1.23)

Cim mensi h volime, tim teoreticky lepsi aproximaci dostaneme, jak ukazuje
nasledujici véta.

Véta 8. Necht je f holomorfni funkce na U(x,r) pro néjaké r > 0 a pevné x € R.
Dile necht f nabjvd redlnych hodnot na (x — r.x + r). Pak plati

_ A(z)
N =

= ['(z).

Diikaz. Funkce f je holomorfni na U(z,r), tedy pro |h| < r dostaneme vyraz jako

v (1.21). Déle dostavame

jim 2 iy BTy 110y — 122 1) 4 ) = (o).

h—0 h h—0 h h—0

[]

Oproti minulym pristupim mame nyni v aproximaci pouze jeden ¢len, tedy
nedochazi ke kancelaci. Diky tomu mtzeme do vyrazu dosazovat malé hodnoty h,
zmensit vliv diskretizace a ziskat tak presnéjsi aproximaci. Jak jsme jiz ukazali,
chyba diskretizace je fddu O(h?). Pro analyzu celkové chyby aproximace potie-
bujeme jesté védét, jak je to s vypocetni chybou.

Predpokladejme, Ze pracujeme v pocitacové aritmetice a funkci f jsme schopni
vyhodnotit s uréitou presnosti danou vztahem

A(f(z)) = (1 +eCpa) f(2), (1.24)

kde C¢, € R zéavisi na dané funkci a bodé, ve kterém ji vyhodnocujeme. V
nasledujicim textu budeme implicitné predpokladat, ze je splnéno

g |Cf,x+ih’ < 1. (1.25)

Véta 9. Necht f je holomorfni funkce na U(z,r),r > 0 a nabyvd redlnijch hodnot
na (x —rx +r). Potom plati:

NN e !
‘H@—ﬂ< h >u+d%ﬁma+&>

+ O, (1.26)

kde |0.| < € a 0y, je diskretizacni chyba.

11



Diikaz. Dle (|1.3) mame

ﬂ(Im[ﬂ(f(;C + ih))]) _ Im[ﬂ(f(;: =) 4 s), (1.27)

Dohromady dostavame

_ Imffl(f(x + ih))]

fl(x) = n + (1+<Crormh + o
o Im[A(f(z +ih))] 1
a ﬂ( h ) (14 eCfaqin)(1 +0c) o

kde prvni rovnost jsme ziskali dle ((1.22)), v druhé rovnosti jsme dosadili z (|1.24])

a v posledni rovnosti z ((1.27)). Protoze predpokladame ((1.25)), je ([1.26]) dobre
definovano.

]

Z (|1.26)) je vidét, ze muzeme volit mnohem mensi hodnoty h, zanedbat tak
vliv diskretizac¢ni chyby 6; a ziskat dobry odhad derivace. Konkrétnéji spoc¢teme

0 (Im[ﬂ( fla +ih))]

. ) ~ (14 eCharin)(1+6.) /(). (1.28)

Vidime, ze ndm aproximaci mize zkazit Cf 4. Pro funkce, které splnuji (|1.25)),
coz je pozadavek na to byt schopny rozumné vyhodnotit funkci, plati nasledujici

(1+eCharan)(1+6.) ~ 1. (1.29)

Ziskame tak velmi dobrou aproximaci derivace.

V praxi nemiizeme za h volit libovolné malou hodnotu, konkrétné mensi nez
nejmensi reprezentovatelné ¢islo v dané pocitacové aritmetice (v piipadé double-
precision se jednd piiblizné o hodnotu 2,2 x 1073%) aby nedoslo ke zaokrouhlen{
na 0. Brat za h nejmensi reprezentovatelné ¢islo je riskantni, lepsi je se nepohy-
bovat blizko nejmensiho reprezentovatelného cisla.

Podivejme se konkrétnéji na to, jak volit h, chceme-li eliminovat vliv diskre-
tizac¢ni chyby. Pracujeme v aritmetice s kone¢nou presnosti a chtéli bychom, aby
relativni chyba spoctené derivace byla na trovni strojové presnosti €. Toho do-
sahnout nemusime pro zadnou volbu A, pokud neni splnéno , tj. pokud je
C' z+in velké. Tedy chceme, aby relativni chyba spoctené derivace byla na trovni
5Cf,x+ih7 to jest

o= n( P o i@l a0

Levou stranu (|1.30)) upravime dosazenim z ({1.26]) a dostaneme

(1= (14 eCrarin)(1 4 8)) f'(2) + 0nl = eCapan | ['(2)] -

12



Na levé strané zanedbame ¢leny na trovni strojové presnosti, ziskame tak

|=f'(@)eCrasin + nl = eCravin | ' (2)]. (1.31)
Z (1.31]) dostavame po 9, pozadavek
6] < eCapin |f ()], (1.32)

kde 05, jsme definovali v (1.22]). Bereme-li v potaz vedouci ¢len 4y, tak chceme
takové h, aby bylo splnéno

‘ﬂa!<x@ﬁwfﬂl (1.33)

coz je podobny poiadavek jaky se nachazi v [§], kde neuvazovali C ;.

I kdyz h muzeme volit velmi malé, tak nemusi byt pro f’(x) blizké 0 poza-
davek vzdy splnén. Vétsinou by mélo stacit volit h = e. I kdyz dokazeme
eliminovat vliv diskretizac¢ni chyby volbou dostatecné malého h, ziskame pouze
aproximaci a ne presnou derivaci. Kromé vztahu (1.28) (kde jsme jiz diskuto-
vali, jak nam Cf 4, muze zkazit aproximaci) je to dano i tim, Ze pracujeme v
aritmetice s kone¢nou presnosti a mame hranici presnosti danou e.

1.3.2 Souvislost se standardnim pristupem

Vsimneme si, ze centralni diference a pristup pres komplexni aritmetiku apro-
ximuj{ f’(x) s diskretizacni chybou stejného fadu O(h?). Pokud vezmeme arit-
meticky prumér spoctené derivace pomoci centralni diference a komplexniho pri-
stupu, ziskame z pohledu diskretizacni chyby kvalitnéjsi aproximaci.

Véta 10. Necht AO ]e aprozimace derivace pomoci centrdlni diference a Ah(x)
aproximace demvace spoctend pres komplexni pristup. Pak plati
Do(@) | Aclz) )
% = f'(xz) + O(h"). (1.34)
Ddle plati, Ze relativni rozdil aprozimaci je O(h?) s koeficientem ];(fg,)((j)).
Diikaz. 7 predchozich tivah méame
A 1 1
°h< >—f( )+h23|f (x)+h4§f(5)(x)+..., (1.35)
A, 1
(z) _ f(z) — hz—f(?’)(x) N =y A ) (1.36)
h 3! 5!
Dostavame
297+ 2 ’ s
T = @)+ B O @) 4= ) + O,
Relativni rozdil A So(@) 4 A"h(x) je s vyuzitim 1}
Sofe) LC;}” I TARICOLE FAICO AR TP I CO P (.37
/(@) f'(x) 3f'(x)
m
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Vezmeme-li tedy aritmeticky primér aproximace derivace pres centralni dife-
renci a komplexni pifstup, ziskdvame aproximaci, jejiz ¥ad chyby je O(h*), coZ je
az o dva rady presnéjsi nez jednotlivé pristupy zvlast. Toto zajimavé pozorovani
je zminéno i v [9, str. 44].

Nutno podotknout, ze musime byt opatrni pti volbé parametru h, nebot v
pripadé centralni diference dochéazi pro prilis mald h ke kancelaci. Dale si musime
dét pozor, abychom nebrali slepé jako vhodnou volbu h = /¢, kterou jsme odvo-
dili pro AOT(QC) drive. Pro musime opét provést odhad celkové chyby. Stejné
jako v (1.20) mame diskretiza¢ni chybu fadu O(h*) a analogicky odvodime heu-
ristickou volbu h = /z. Konkrétné, celkova chyba aproximace bude mensi se
zmensujicim se h priblizné do hodnoty h = /. Pro mensi hodnoty A bude cel-
kové chyba obecné narustat. Heuristickou volbou h = /¢ dostaneme fad chyby
aproximace O(¢5), kde e3 &~ 10713,

Otézkou je, zda ma prakticky smysl pouzit tuto kombinovanou aproximaci.

Pouzivame-li jiz ACT(I), tak muzeme jit s h do velmi malych hodnot a dosahnout
relativni presnost €, poc¢itat k tomu AOT(”C) zvysi pouze vypocetni nadklady. Presto

(1.34) ma smysl nékdy pouzit. V nékterych aplikacich neni mozné brat h pii-
lis malé. Hodnotu dané funkce jsme schopni naptiklad zmérit v pouze néjakych
casovych okamzicich a minimalni vzdalenost h dvou casovych okamzikl je dana
moznostmi mériciho pristroje. Tedy v pripadech, kdy A nemiize byt prilis malé,
lze pouzit a dostat tak lepsi aproximaci derivace.

7, druhé casti véty plyne, ze podle teorie by mél byt relativni rozdil spocteni
derivace témito pristupy fadu O(h?). Jiz vime, Ze pro piili§ malé hodnoty h
(ptiblizné pro 0 < h < /e, kde pravé /e ~ 107°¢ je vhodn4a volba h pro AOT(I))
dochazi v aproximaci pomoci centralni diference ke kancelaci a tedy i zhorseni
aproximace a rozdil bude zna¢né vétsi. Ale pro h > /¢ bychom méli éekat .

1.3.3 Jiné zptisoby odvozeni

K odvozeni aproximace lze vyuzit Cauchy-Riemannovych podminek,
jak je popséno v [8]. Necht f = f;+ifs, kde fi,fs jsou redlné funkce, je komplexni
funkce komplexni proménné z = x + 1y, ktera je holomorfni na dostatecné velkém
okoli bodu z. Pak na daném okoli bodu z plati Cauchy-Riemannovy rovnice:

of _0f Ofi O

o " dy oy o (1.3)

viz napriklad [6 str. 47]. Prvni rovnost mizeme vyuzit pro derivaci redlné slozky
f podle redlné proménné jako

0N () = i L2EH W) = folo £ iy)

o lim Y . (1.39)
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Zabyvame se aproximaci derivace realné funkce realné proménné. To znamena,

zey =0, fo(x) =0, fi(z) = f(x). Upravou (1.39) dostavame

a—f( ) = lim ———= T a—
ox = h—0 h h—0 h ’
Pro mald h dostdvame stejnou aproximaci derivace jako v (1.23]). Vyhodou pu-

vodniho odvozeni je, ze v (|1.21]) rovnou vidime, jak je to s diskretizac¢ni chybou
aproximace.

Vztah Ize ziskat jesté dalsim zpusobem. Ten vyuziva poznatkt z kom-
plexni analyzy, je elegantnéjsi a jesté vice da do souvislosti metodu pouziva-
jici komplexni aritmetiku s metodou pres centralni diferenci. Budeme vychazet
z Cauchyova vzorce pro kruh a nasledné aplikovat vhodny kvadraturni vzorec
pro aproximaci integralu. Pravé takto vychazeli pri odvozeni metody zalozené na
komplexni aritmetice Lyness a Moler [10]. Postup, ktery ukézeme, najdeme také
na webové strance [[] Nasledujicf vétu lze nalézt napifklad v [6, str. 114].

Véta 11. Necht funkce f je holomorfni na kruhu o stredu a € C a polomeéru
r > 0. Necht T'(t) = a+re,t € [0,2r]. Potom pro libovolny bod zy € U(a,r) plati:

F™(z) = ! %Fﬂz)dz (1.40)

T omiJr (2 — )t

Vzorec predstavuje zplisob, jak spocitat n-ty koeficient Taylorova rozvoje ho-
lomorfni funkce v libovolném bodu. Nas bude zajimat pripad pro n = 1, tj.

F(z0) = - jéf(z)dz, (1.41)

T 2mi Jr (2 — 20)?

kde f je holomorfni na U(zg,h), T'(t) = 2o + he',;t € [0,27],290 € C,0 < h < r.
Provedenim substituce

2z —z9 = he, dz=ihedt

dostavame

1 = 1 2m . .
R A

210 Jr (2 — z0)

Abychom pomoci (1.41)), (1.42)) spocetli derivaci, musime byt schopni spoéitat
integral. Nehledame presné analytické TeSeni, ale aproximaci.

Integrujeme redlnou funkci f na intervalu (0,27), cilem je vhodné aproximo-
vat [7 f(t)dt. P¥imo¢arou metodou je aproximace pomoci Riemannovych souéti
definujicich integral. Dany interval rozdélime rovnomérnym délenim na N bodt
s krokem déleni 27 /N. Integral aproximujeme obdélnikovgm pravidlem

AQﬂf(t)dtz%]/if(%(k*;))’ 143

thttps://www.hedonisticlearning.com/posts/complex-step-differentiation.html
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které odpovidéa souctu obsahu obdélnikl o sitce %’T a vysce danou funkéni hodno-

tou f ve stfedu podinteravlu. Souctu (|1.43) se také rika stredovy soucet.

Aproximace derivace pomoci komplexni aritmetiky odpovida volbé velmi ma-
1ého poloméru h. Aproximujeme-li integral na pravé strané rovnosti ((1.42) ob-

délnikovym pravidlem s N = 2 a vyuzijeme-li toho, 7e €2 = i a €27 = —i,
dostavame 1
f'(z0) » o (f(z0 +1h) = f(z0 = ih)).
Pro realné z tedy mizeme aproximovat derivaci pomoci
1 , 4
F@) s (G ih) = fo = ih). (1.44)

Kromé holomorfnosti funkce f nyni opét predpokladejme, ze f nabyva realnych
hodnot pro realné argumenty. Potom plati

fz) = f(2), (1.45)

kde Z je komplexné sdruzené ¢islo k z. Dikaz lze nalézt v [11], str. 231]. Vztah
(1.45) vyuzijeme v nasledujici sérii tprav

fla+ih) — f(x +ih) = f(z +ih) — f(z +ih) = 2 Im(f(z +ih)).  (1.46)

Dosazenim ((1.46]) do (|1.44)) dostavame

Im(f (« + ih))

o+ k) = S — i) = =

2hi

Tedy jsme ziskali stejnou aproximaci derivace jako v ([1.23)). Vidime, ze aproxi-

maci pomoci komplexni aritmetiky mizeme chapat jako centralni diferenci podél
imaginarni osy misto podél osy realné.

Otazkou je, zda je aproximace pomoci komplexni aritmetiky ve tvaru
numericky stabilni pro malé hodnoty h, tedy lze-li ji pouzit. Vratme se obecné
k otazce presnosti pti pocitani v pocitacové aritmetice. V nasledujicim odstavci
budeme uvazovat realnou funkci f realné proménné zx.

P1i pocitani v pocitacové aritmetice nastavaji dva problémy. Zaprvé, pokud
|h| < elz|, pak plati fi(z + h) = x pro nenulové z. Druhy problém je kancelace,
kdy pro malé hodnoty h muze byt pri odec¢itani dvou blizkych hodnot a nasled-
ném déleni parametrem 2h vysledek spocten s velmi Spatnou relativni presnosti.
Tyto problémy nenastanou, pokud z = 0 a f(x) = 0. V takovém pripadé muzeme
pro aproximaci centrélni (doprednou, zpétnou) diferenci volit i mensi hodnoty h
a nedojde ke zhorseni pfesnosti (vypocetni chyba se neprojevi).

Chceme-li aproximovat derivaci funkce v redlném cisle a predpokladame-li ze
funkce nabyva redlnych hodnot pro redln ¢isla, pak imagindrni ¢ast = i f(x) je
0. V takovém pripadé dle ivahy vyse mizeme ocekavat, ze i vypocet bude
numericky stabilni.
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Nabizi se moznost aproximovat integral i jinym kvadraturnim vzorcem, na-
priklad lichobéznikovym pravidlem

/027r ft)dt ~ 22;, NZ_l [f (Zk) + f(iz;(kz + 1))], (1.47)

k=0

které odpovidéa souctu obsahu lichobéznik na jednotlivych podintervalech déleni.
Opét budeme volit velmi malé h a N = 2. Pro spoc¢teni aproximace lichobézniko-
vym pravidlem potfebujeme funkci vyhodnotit v =0 a t = 7. V téchto bodech
ji umime jednoduse spocist. Pro dana ¢ je e = £1. Celkem dostavame

co neni nic jiného nez aproximace derivace pomoci centralni diference.

Ze symetrie 20 g 2@ o tyary (1.44) bychom mohli usoudit, Ze budeme-

h h
. . ” L . . e 1 A
li chtit spocist derivaci v ryze imaginarnim c¢isle, tak centralni diference Sole)

x
. . h
povede na dobrou aproximaci.

1.4 Aproximace gradientu

Predchozich poznatki o aproximaci derivace funkce jedné proménné lze vyuzit
k aproximaci derivace funkce ¢i zobrazeni vice proménnych. Jako priklad ukazu-
jeme, jak aproximovat gradient funkce.

Necht f : R"™ — R je funkce n proménnych. Chceme aproximovat V f, tedy
vsech n parcialnich derivaci. Pro pevné zvolené x oznac¢me

gi(h) = f(x + he;),

tedy funkce g;(h) je funkce jedné redlné proménné h. Potom

Viz)=| : |. (1.48)
9,(0)

K aproximaci jednotlivych derivaci vyuzijeme poznatkii z predchoziho textu,
kde pro jednotlivé zptisoby aproximace predpokladame pro funkci f stejné poza-
davky diferencovatelnosti.

Jesté vice nez v aproximaci jednodimenzionalni derivace musime v pripadé
aproximace gradientu dbat na vypocetni nédklady. Obé standardni metody po-
moci diferenci maji svou vyhodu i nevyhodu. Centralni diference je presnéjsi,
chyba aproximace je fadu O(£3) (pro double-precision @(10711)), kde#to chyba
aproximace u dopfedné diference je fadu O(e2) (pro double-precision O(1078)).

Je-li f funkce n proménnych, pak centralni diference potiebuje vyhodnotit
funkci v 2n bodech, kdezto dopredna diference pouze v n + 1 bodech. Dopredna

diference je tedy levnéjsi a pro velkd n je potifeba zvazit, zda zvySena presnost
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stoji za drazsi vypocet, jak se zminuje i v [3].
V pripadé aproximace pomoci komplexni aritmetiky méame pro funkci f n

proménnych pouzitim tvaru ([1.23|) n operaci. Funkci vsak vyhodnocujeme v kom-
plexnim ¢isle, takze vypocetni narocnost muze byt vyssi.
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2. Numerické experimenty

V této kapitole se budeme vénovat numerickym experimenttim, které budeme
provadét v prosttedi MATLAB 9.13 (R2022b). Podivame se na jednotlivé metody
aproximace derivace a ovérime teoretické poznatky popsané v predchozi kapitole.
Nejdrive budeme zkoumat, jak je to s relativni presnosti vypoctu derivace.

2.1 Relativni a absolutni chyba

V této sekci budeme zkoumat relativni chybu, které se dopustime aproximaci
derivace jednotlivymi metodami, tj. zkouméame

1 A
f(z) — 5
f'(z)
kde ATT” znacime obecné aproximaci derivace spoctené néjakou metodou. V bodech

z, kde f'(z) = 0, neni rozumné na méreni kvality spo¢tené aproximace pouzit
relativni chybu (2.1)). Vykreslovat proto budeme i absolutni chybu

, (2.1)

: (2.2)

ktera nas spise nez relativni chyba mize zajimat naptiklad v optimalizac¢nich tlo-

hach.

Srovnévat budeme 5 metod: aproximaci pomoci dopfedné diference ((1.6)), cen-
tralni diference ([1.13]), diference s vyssim fadem presnosti ((1.20)), komplexni arit-

metiky ([1.23]) a pramérovanou aproximaci (|[1.34]).

Nejdiive zkoumejme derivace riznych polynomialnich funkei. Grafy obsahuji
krivky relativni presnosti jednotlivych metod. Na osu z vynasime hodnotu dis-
kretizacniho parametru h (v logaritmické skéle), na osu y hodnotu relativni ¢i
absolutni chyby (opét v logaritmickém métitku). Hvézdicky oznacuji relativni
chyby pro heuristické volby parametru h a vodorovné prerusované ¢ary znaci rad
odhadu celkové chyby pro danou heuristickou volbu viz a .

Relativni chyba Absolutni chyba

10°

10710 Wl 1 10710 ¢

|l
24
|l

He|
+

Fle

Heo|

1071 10718

1071 10710 10° 10° 107"° 10710 10° 10°
Obrazek 2.1: f(z) = 2° v bodé z = 1.
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Vidime, ze Obréazek odpovida teoretickym poznatkiim. Pro velké hodnoty
h prevlada diskretizacni chyba. Se zmensujicim se h se relativni chyba zmen-
suje. Blizime-li se s h ke strojové presnosti, zacina prevladat vliv vypocetni chyby
(projevuje se kancelace) a aproximace se zhorsuje. Pro pristup pres komplexni
aritmetiku pozorujeme, Ze nedochazi ke kancelaci a pro velmi malé h je potlacen
vliv diskretizacni chyby a relativni chyba se dostane dokonce pod troven strojové
presnosti. Ktivka chyby pro % neni pro velmi malé hodnoty h vidét, nebot jsou
chyby aproximaci spoc¢tenych touto metodou pod trovni strojové presnosti. Teo-
rii také odpovidaji rady presnosti jednotlivych metod, coz se projevuje rychlosti
klesani relativni chyby. Dale vidime, Ze jednotlivé heuristické volby A jsou v tomto
pripadé velmi dobrou volbou.

Jiz u prvnfho experimentu stoji za to zminit poznatky Véty [I0, konkrétné
(L.37), kde se ¥iké, ze relativni rozdil aproximace derivace pomoci 5< a 42 je
iddu O(h?). To se v grafu projevuje tim, Ze se jednotlivé kiivky relativni chyby
pro % a % castecné prekryvaji. To pro mensi hodnoty h prestane platit, nebot
pro % se zacne projevovat vypocetni chyba.

Grafy pro relativni a absolutni chybu vypadaji totozné, nebot hodnota de-
rivace pro f v x = 1 je v ramci jednotek. V dalsim prikladé pro jinou funkci
uvazujeme takovy bod, aby hodnota derivace byla vétsi a byl vidét rozdil mezi
relativni a absolutni chybou.

10°

Relativni chyba

Absolutni chyba

A VA A
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1071 10710 10° 10° 1071 10710 10° 10°

Obrazek 2.2: f(x) = 2* v bodé z = 10.

Oproti prvnimu piipadu vidime, ze na Obrazku je chovani chyby dvou
metod velmi odlisné. Pristupy % a % pocitaji presnou derivaci plus vy-
raz, ve kterém se vyskytuji az 5. derivace funkce f, viz a (1.35). Plati,
e (x4)®) = 0, tedy dané pifstupy teoreticky pocitaji presnou hodnotu derivace.
Proto je aproximace nejlepsi, volime-li vétsi h. Se zmensujicim se h se aproximace
zhorsuje z divodu nartistajici vypocetni chyby. Obecné, pokud metoda aproxi-
mace derivace (pomoci koneénych diferenci) ma diskretizacni chybu radu O(h™),

pak bude teoreticky pocitat presnou hodnotu derivace polynomi stupné < n.

Také stoji za to si povSimnout, ze vodorovné ¢ary netvori horni odhad pro
body *. To je zplisobeno tim, ze jsme zanedbali nezndmé konstanty v odhadech

(1) a (T19).
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Zkusme nyni slozitéjsi polynom vyssiho stupné.

Relativni chyba Absolutni chyba

100 — 10°
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10710 10710
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T h
107"® 10710 10° 10° 107"% 10710 10°® 10°

Obrézek 2.3: f(z) = z(x — 1)(x + 5)*(x — 2)? v bodé z = 1.

Situace je podobné s malym rozdilem, Ze optimalni volba h je mensi nez nami
heuristicky zvolena. To je zplisobeno tim, zZe jsme pii heuristické volbé h zanedbali

ruzné konstanty, viz ((1.10) a (1.16]). Podivejme se, jak budou grafy vypadat pro
body z blizkého okoli bodu 2, kde je derivace nulova.

o Relativni chyba Absolutni chyba
10 V\“ 7 1075 /
T/
A
o 108
.
10° s
s 1088
10710 /
’ -90
g — 10 —
h h
10718 ,’l j,i 10°% j,i
A, A,
el el
10'100
10%° 1020 107"° 10710 10710 10°

Obrazek 2.4: f(z) = z(z — 1)(z + 5)2(z — 2)° v bodé & = 2.000000000001.

Z Obréazku 2.4] je vidét, Ze aproximace se zhorsi z pohledu relativni chyby, coz
je zptisobeno tim, ze hodnota derivace v daném bodé je velmi blizko 0. Diskre-
tizaci se dopoustime vétsich numerickych nepfesnosti a proto argument minim
kiivek odpovidd mensim hodnotam h nez jsou nami heuristicky zvolené. Metoda
pres komplexni aritmetiku pro velmi mald h spocte derivaci s relativni chybou
na urovni strojové presnosti. Z grafu pro absolutni chybu je vidét, ze i ostatni
metody daji dobrou aproximaci.

Otestujme metody na jednom slozitéjsim prikladu racionalni funkce v blizkém
okoli jejiho pélu.
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Relativni chyba

=

Absolutni chyba

N
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10718 &

10718 10710 10° 10° 10718 10710 107 10°

20144 28 2027 —2x+1 X _
et o Tt Tong V bodé x = 1.06044.

Obrazek 2.5: f(x) = £

Je vidét, ze relativni i absolutni chyba se zhorsila pro vsechny metody. Me-
toda % stale dava dobrou aproximaci pro mala h. Tohle byl extrémni pripad,
kdy aproximujeme derivaci v bodé, ktery je blizky pélu racionalni funkce.

Konecné, podivejme se na to, zda je zptusob vypocétu (|1.44) aproximace de-
Ac

rivace 5¢ numericky stabilni i pro mala h. Otestujme na stejné funkci jako v
Obrézku [2.4) pro « = 2.00001.

Relativni chyba Absolutni chyba

10°
10-10 L
107
10-20 L

10-10 4 10-30 L
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komplex
- - - - komplex2 10790 - - - - komplex2| 1

e WM komplex |

1071 10710 10° 10° 107" 10710 10° 10°

Obrazek 2.6: f(x) = x(z — 1)(z + 5)*(x — 2)? v bodé x = 2.00001, srovnani

. L o &
jednotlivych tvart <.
Vidime, ze neni rozdil, ktery z tvara pro % pouzijeme, a ze pro (|1.44]) neni

problém s odecitanim dvou blizkych c¢isel, coz odpovida diskuzi ze strany 16.

2.2 Vyuziti Chebfunu

V této ¢asti k experimentiim vyuzijeme matlabovsky toolbox Chebfun E Che-
bfun je open source software rozsirujici MATLAB pro pocitani s funkcemi, viz téz
[12]. Jeho implementace je zaloZena na interpolaci funkce v dostatetném poctu
Cebysevovych bodi. Jejich pocet nastavi Chebfun automaticky sdm, aby piesnost
aproximace byla zhruba na 15 platnych cifer, tj. aby byla aproximovana funkce a

thttps://www.chebfun.org/
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jeji Cebysevitv interpolant z pohledu poéitacové aritmetiky identické.

Chebfun je schopen stejnomérné aproximovat funkce, které jsou lipschitzovsky
spojité. Je vhodny obzvlasté v pripadech, kdy chceme s derivaci pracovat jako s
funkci a vyhodnocovat ji v mnoha bodech. Chebfun také umoznuje konstrukei
komplikovanych prikladi, coz ted predvedeme.

Pro prvni priklad vyuzijeme funkci z Chebfun knihovny funkei, konkrétné uva-
zujme f = cheb.gallery(’seismograph’). Jednd se o polynom stupné 4971, chebfun
z funkce tanh(20sin(12x)) + 0.02 exp(3z) sin(300x) na intervalu [—1,1].
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Obréazek 2.7: Funkce f(x) a jeji derivace.

Absolutni chyba

Relativni chyba
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Obréazek 2.8: f(z) v bodé x = —0.9.

Pro velké hodnoty A mame narozdil od minulych ptiklad velmi velkou rela-
tivni i absolutni chybu, pro mala h jiz dostavame dobré aproximace. Relativni
chyba pro 8¢ .= pro mala h jiz neni na irovni strojové piesnosti, je o dva fady nad ni.

Zajimavym a komplikovanym prikladem je konstrukce aproximace Weierstras-
sovy funkce definované vztahem

(2.3)

o0
=Y a" cos(brmx
k=0

Weierstrassova funkce je spojita, neni nikde diferencovatelnd a neni lipschitzovsky
spojita. Jde o trochu extrémni pripad, derivace neexistuji a nema je tedy smysl
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pocitat. Nicméné tento ptiklad miize demonstrovat moznosti a hranice pouziti
numerickych metod. Weierstrass uvazoval kladné parametry a,b splnujici pred-
poklady: ab > 1 + %W, 0 < a < 1abje liché prirozené ¢islo. Pro podrobnéjsi
analyzu a zobecnéni predpokladi odkazujeme napriklad na praci Hardyho [13],
ktery uvazuje ab > 1.

Chebfun zvlada dobre aproximovat pouze prvnich nékolik ¢lenti souctu, kon-
krétni pocet zavisi na volbé parametri a,b. Budeme pracovat na intervalu [—1,1]
s polynomem

chebfun ( > a” cos(b'%rx)) , (2.4)
k=0

coz je chebfun ze souctu prvnich n+1 ¢lent (2.3)). Oznac¢me Wy (x) polynom ({2.4))

pro hodnoty parametrii a = 0.5,b = 3 an = 8. Jedna se o polynom stupné 20864.

Ukazme, jak dand funkce a jeji derivace vypadaji.

Obrazek 2.9: Funkce Wi(x) a jeji derivace.

Zejména z grafu derivace vidime, ze funkce velmi osciluje. Podivejme se, jak
jsou jednotlivé metody aproximace derivace pro funkci vysSe presné.
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Obréazek 2.10: Wi(z) v bodé z = 0.1.

Z Obréazku vidime, Ze pro 3 metody vyuzivajici konecné diference je re-
lativni i absolutni chyba velkd pro velkd h. Chyba zacne klesat az pro ptiblizné
h < 107%. Zejména pro metody vyuZivajici komplexni aritmetiky je chyba apro-
ximace pro vétsi h enormné velkd. Aproximace pro mald h jsou jiz pro vsSechny
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metody dobré. Muzeme si vSimnout, ze relativni chyba pro % je pro mala h nyni

lehce nad strojovou presnosti.

0 Relativni chyba 10 Absolutni chyba
‘ . - . ‘
10° 100 ¢
107 10°
10710 . -V % 10710
,,,,,,,,,, / S
&,
A’}I Ac
10718 —a | 10715+
A
h
10° 10° 1071 10710 10° 10°

Obréazek 2.11: Wi(z) v bodé z = 0.2.

V druhém Obréazku se situace zhorsi pro metodu vyuzivajici komplexni
aritmetiku. Pro malé hodnoty h je tato aproximace stale nejpresnéjsi, relativni

chyba je vSak nyni o tii rady vétsi nez strojova presnost.

Ozna¢me nyni Wy(z) polynom (2.4) pro hodnoty parametru a = 0.9,b = 5,
n = 6, coz je polynom stupné 49422.
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Obrazek 2.12: Funkce Wy (z) a jeji derivace.
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Obrazek 2.13: Wy(z) v bodé = = 0.8.
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Funkce je pro danou volbu parametri jesté mnohem slozitéjsi a oscilujici nez v
. Pozorujeme, 7Ze aproximace pomoci % je celkem nepresna. Relativni chyba
pro metodu pres komplexni aritmetiku je nyni dost nad strojovou presnosti, coz
zpusobuje velkd hodnota konstanty C' i, v (1.26)).

Muzeme ocekavat, ze budeme-li brat vétsi hodnoty parametri (zejména para-
metru b) a vétsi pocet ¢lenu v souctu (2.3)), budou metody aproximovat derivaci
W (z) ¢im dal tim hute.

2.3 Vypocetni narocnost

Kromé presnosti aproximace nas také zajima vypocetni narocnost. Ta se vy-
raznéji projevi pokud: 1. budeme pocitat derivaci ve vicero bodech, 2. dana funkce
rocnost otestujeme na nékolika funkcich z minulych experimenti. Testovaci body
bereme ndhodné z intervalu (0,1) pfikazem rand. Pocet testovacich bodi zna-
¢ime n. Pro vSechny body a metody uvazujeme h = /. Pro piehlednost v ta-
bulce ozna¢me g(z) = x(x — 1)(z + 5)?(x — 2)?. A jesté je tu Chebfun, ktery
se pro situace, kdy chceme derivaci v mnoha bodech, obzvlasté hodi, nebot ne-
pocita derivace pro dané body pres cyklus, ale pocita vektorove, tj. provede:
g = diff(f), der = g(x), kde x je vektor danych bodu a der je vektor aproximaci
derivace pro hodnoty z.

ﬂ_}rﬁ

n = 10000 St Lo Bup JGot- | 5e | Chebfun
g(2) 0.0361s | 0.0372s | 0.0518s | 0.0474s | 0.0314s | 0.0011s

seismograph | 2.8443s | 2.8456s | 5.6239s | 7.2753s | 4.2949s | 0.0219s
Wi(x) 4.0169s | 4.0337s | 8.0503s | 17.884s | 14.532s | 0.0367s
Wa(x) 6.1227s | 6.1076s | 12.2064s | 36.870s | 30.439s | 0.0759s

Tabulka 2.1: Srovnani vypocetni narocnosti danych metod pro rtizné funkce.

Casy pro Chebfun uvadime jen pro zajimavost, protoze se hodi pro tento typ
ulohy. Nicméné, co nas v tomto srovnani vice zajimé, jsou ostatni metody vhodné
pro aproximaci derivace funkce v jednom konkrétnim bodé.

vvvvvv

vyhodnoceni funkce), tim jsou vypocetni naklady vétsi. Pro kazdou funkci je vy-
pocetni narocnost aproximace derivace doprednou c¢i centralni diferenci totozna.
To dava smysl, nebot v obou pripadech vyhodnocujeme funkci ve dvou bodech
a provadime jeden rozdil a jeden podil. U Bup vyhodnocujeme funkci ve ¢tyrech

h
bodech, tedy vypocetni narocnost je témér dvojnasobna.

U metody vypocétu aproximace derivace pomoci komplexni aritmetiky % je
situace zajimavéjsi. Pro prvni jednoduchou funkci je dand metoda vyjma Cheb-

vvvvvv

Ay o Ay
woa 5t a 2.0X

pomalejsi nez %. Vidime tedy, ze slozitost funkce se na vypocetnich nakladech
projevi vyznamnéji pro metodu pres komplexni aritmetiku. Intuitivné dava smysl,

pres diference. Pro posledni funkci je témér 6x pomalejsi nez
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ze prumeérovaci metoda je nejpomalejsi, nebot kombinuje dvé jiné metody.

V pripadech, kdy potfebujeme spocist derivaci v nékolika bodech a funkce je
slozitéjsi, je potfeba zvazit, zda zvysend presnost stoji za drazsi vypocet. Zaroven
je zrejmé, ze pokud potfebujeme derivaci vyhodnotit v mnoha bodech, pak je
Chebfun vyznamnym kandiddtem na nejlepsi volbu.
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Z.aver

V préci jsme detailné popsali zakladni zplisoby vypoctu aproximace derivace
zalozené na konecnych diferencich, zejména dopredné a centralni diferenci. Uka-
zali jsme, Ze nemuzeme volit prilis maly diskretizacni krok h kvili moznému zne-
hodnoceni aproximace zptsobenému vypocty v pocitacové aritmetice. Zaroven
jsme odvodili vhodnou volbu h na zakladé minimalizace horniho odhadu celkové
chyby. Zminili jsme také aproximace pomoci diferenci s vyssim fadem presnosti,
které vyuzivaji vyhodnoceni funkce ve vétsim poctu bodi. Dale jsme zavedli al-
ternativni zptisob aproximace zaloZzeny na vyhodnoceni uvazované funkce v kom-
plexnich bodech z okoli daného realného bodu. Pro tento zptsob aproximace je
nutné predpokladat, ze funkce je na zminovaném okoli realného bodu analyticka.
P1i pouziti vypoctu aproximace derivace pomoci komplexni aritmetiky nedochézi
ke kancelaci, coz jsme detailné ukazali. Explicitné jsme odvodili zavislost mezi
hodnotou derivace a jeji aproximaci. Predstavili jsme také jiné zptisoby odvozeni
dané metody, které umoznuji dalsi vhled do souvislosti mezi metodou vyuzivajici
komplexni aritmetiku a metodou pouzivajici konecné diference.

Numerické experimenty potvrdily vsechny teoretické poznatky. Kvalitu apro-
ximace derivace jsme mérili pomoci relativni a absolutni chyby. Pro velmi kom-
plikované funkce jsme ukazali hranice a moznosti uvazovanych metod. Numerické
experimenty naznacuji, ze metoda pouzivajici komplexni aritmetiku je témér vzdy
(1.24]). Pro malé h i pro nejkomplikovanéjsi testovanou funkci, tj. chebfun aproxi-
maci Weierstrassovy funkce Ws (), jsme dosahli relativni chyby 1078, coZ je stale
dobry vysledek. Jak jsme diskutovali, lze uvazovat i komplikovanéjsi aproximace
Weierstrassovy funkce, pro které i metoda pres komplexni aritmetiku bude davat
vysledek s velkou celkovou chybou. Vypocetni naklady metod jsou pro jednodu-
ve kterych potfebujeme vyhodnotit derivaci, tim vyraznéjsi je rozdil mezi vypo-
¢etnimi naklady metody pouzivajici komplexni aritmetiku a ostatnimi metodami.

Poznamenejme, ze metody aproximace derivace vyuzivajici komplexni arit-
metiky lze zobecnit i na aproximaci derivace funkeci matice, viz ¢ldnek [14]. Dalsi
zajimavou aplikaci by mohly byt optimaliza¢ni problémy, kde by nam aproximace
derivace pomoci komplexni aritmetiky mohla umoznit vice se ptiblizit k minimi-
zéru dané funkce. Nesmime vSak zapominat, ze k vyuziti dané metody aproximace
derivace jsou potreba dva predpoklady: 1. funkce musi byt analyticka na okoli da-
ného bodu, 2. danou funkci realné proménné musime byt schopni vyhodnotit v
komplexnim bodé. Obzvlasté druhy pozadavek nemusi byt splnén, protoze mini-
malizované funkce jsou casto dany pouze implicitné.
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