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Seznam pouzitého znaceni

Ala,b,c] —  trojihelnik s vrcholy a,b, ¢

No — Nu{0}

W

MoC —  Metoda charakteristik (Method of characteristics)
ODR —  Obycejna diferencialni rovnice

PDR —  Parcidlni diferencialni rovnice



Uvod

Pomoci parcialnich diferencialnich rovnic jsme schopni popsat mnoho fyzi-
kalnich, chemickych ¢i biologickych jevu. Existuji metody, pomoci kterych jsme
schopni presné vytesit urcité typy téchto rovnic. Nicméné v nékterych pripadech
musime TeSeni hledat numerickymi metodami. V této praci se zamérime na nume-
rické Teseni linedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic 1. radu pomoci metody
charakteristik na otevienych mnozinich Q < R2. Metoda charakteristik funguje
na bézi redukce parcialni diferencidlni rovnice (PDR) na systém obycejnych dife-
rencidlnich rovnic (ODR), jehoz vytesenim ziskdme tzv. charakteristické krivky
nebo charakteristiky. V 1. kapitole se dozvime, ze feSeni puvodni zjednodusené
PDR jsme schopni vyjarit diky témto kiivkam pomoci okrajové podminky, coz je
funkce definovana na wvstupni hranici 02~ < 0f2.

Cilem préce je navrhnout a naprogramovat vhodny numericky algoritmus, ktery
bude schopen aproximovat reseni zadané PDR co nejpresnéji a na co nejobecnéjsi
oteviené mnoziné Q) < R? se zadanou okrajovou podminkou na vstupni hranici.
Ukazeme si:

o Jak fesit ilohu na mnozinach definovanych jako vnitiky uzavienych kiivek.
o Jak aproximovat vstupni hranici 0€2~.

« Jak nalézt aproximaci charakteristik pomoci Rungeovy-Kuttovy metody 4.
radu pro numerické feseni ODR.

o Jak nalézt vhodné jemné pokryti mnoziny €2 trojihlenikovou siti s vrcholy
lezicimi na charakteristikéach.

« Jak nalézt aproximaci feseni PDR s vyuzitim barycentrické interpolace.

V prvni kapitole zavedeme potrebné pojmy a vysvétlime podrobnéji, jak
funguje metoda charakteristik. V nasledujici kapitole popiseme, jak funguje resici
algoritmus. V posledni kapitole predvedeme, jak program funguje na rtiznych
prikladech a ilustrujeme si vysledky na obrazcich.



1 Zakladni definice a vlastnosti
metody charakteristik

1.1 Zavedeni pojmiu

Nez se pustime do numerického reseni parcialnich diferencialnich rovnic, musime
nejdrive zadefinovat, na jaké typy rovnic budeme numerické vypocty aplikovat.
Teorie nize je inspirovand z [1] (kapitola 2.1 a ¢ast kapitoly 2.2) a z [2] (kapitola
1.3).

Definice 1 (Linearni parcilni diferencidlni rovnice 1. fddu v R?). Necht 2 < R?
je meprdzdnd otevrend mnozina. Linedrni parcidlni diferencidlni rovnici 1.
radu pro nezndmou funkci u : 0 — R nazveme vyraz tvaru:

b (1)1t (1) + baw)uty (1) + clw)u(w) = f(w), (LPDR)
kde by, by, ¢, f jsou redlné funkce definované na Q a w = (x,y) € Q.

Nyni bychom radi tesili rovnici . Rikdme, Ze tiloha s danou rovnici je
korektné zadand, jestlize ma teseni, které je jednoznacné a spojité zavislé na datech
z ). Posledni vlastnost 1ika, Ze je treba, aby se pfi malych zménach v datech
vstupujicich do LPDR zménilo malo i feseni. Pro splnéni vlastnosti jednoznac¢nosti
zavedeme tzv. okrajovou podminku.

Definice 2 (Okrajovd podminka pro LPDR). Necht H < 02 je cast hranice
Q < R%. Funkci g : H — R nazveme okrajovou podminkou (LPDR)) na H,
jestlize g € C*(H,R) a g 7e§i LPDR na mnoZiné H.

Poznamka.

o V piipadé, ze Q = R?, bereme H jako n&jakou nadrovinu v R2.
« Rovnici (LPDR) nazveme Zjednodusenou LPDR, jestlize f = ¢ = 0.

o Uloha slozend z PDR a jejf okrajové podminky se obvykle zaddvd pomoci
slozenych zavorek (viz Priklady nize).

Priklad (LPDR s okrajovou podminkou).

] Uy + 2zuy, + 2z0u =0, v Q=R?
| ulz,y) = 22, pro (z,y) € H = R X {0}.

5 Uy + 4u, = 7, v Q=R?
| u(x,y) = cos(x), pro (z,y) € H =R x{0}.



5 yu, —au, =0, vQ={(z,y)eR?: 2% +y*<4; y> 0},
- | ua,y) = sin(z), pro (z,y) € [-2,0] X {0}.

V této tloze mame zadanou mnozinu ) omezenou. Jednd se o vnitifek
pulkruznice s polomérem 2. S tlohou se jesté setkame v kapitole 3| a vyTresime
ji numericky.

1.2 Metoda charakteristik pro zjednodusenou
LPDR

V nésledujici podkapitole popiseme, jak funguje metoda charakteristik (MoC).
Jednd se o metodu, ktera muze slouzit nejen k feseni PDR 1. fadu v R”, ale po
vhodné modifikaci i k TeSeni jinych typtt PDR. Budeme zde vychéazet prevazné z
[3] (kapitola 10.1).

Uvazme zadanou tilohu se zjednodusenou LPDR pro otevienou mnozinu 2 € R?:
biug + bauy, =0, v QS R?, (1)
u=g, na H < 05}

Pfedpokladejme navic, Ze by, by jsou spojité na Q.

At uw e CY(Q) je libovolnd funkce, kterd zatim nemusi nutné fesit alohu (I)).
Pokusime se najit vhodné kfivky s hodnotami v 2, pomoci nichz parametrizujeme
funkci u. Zavedme proto charakteristické kiivky:

Definice 3 (Charakteristické kiivky). Necht I = [a, 5] = R. Reguldrni krivku
¢ : I — Q, ¢ = (¢1,02)7, nazveme charakteristickou krivkou (zkrdcené
charakteristikou) ulohy (1), pokud r1esi ndsledujici systém ODR:

i (¢1(3)) _ <51(¢(3))> sel

ds \P2(s) ba(¢(s))) ’
s pocatecni podminkou ¢(a) = a (resp. ¢(5) = a) pro néjaké a € H. Tomuto
systému ODR se rikda charakteristicky systém.

Definice je korektni, protoze vektor pravych stran je spojity a dle Peanovy
véty existuje lokalné feseni pro kazdou pocatecni podminku a € H. Je uzitecné
si uvédomit, ze volbou pocateéni podminky ukotvime kiivky na ¢asti hranice €2,
tedy H, a jsme schopni regulovat, jaké je vybirame (dle volby a € H) a kolik
jich vybirame. Pocatecnich podminek muze byt nekonec¢né mnoho, protoze H je
zpravidla né&jaks nadrovina v R2.

Také muzeme Tici, ze H je ¢ast hranice €2, kterou charakteristiky vstupuji
dovnitt do 2. H by méla byt zadana tak, aby opravdu reprezentovala celou
podmnozinu 0€2, kterou kiivky vstupuji do € (vysvétleno na prikladé . To
vede k nasledujici definici:

Definice 4. Necht n : 090 — R? je vnéjsi normdlovy vektor k 0Q. Oznacme si
n = (ny,ne) ab = (by,bs), kde by, by jsou funkce zadané v tloze . Vstupni
hranici rozumime mnozinu

{(z,y) € 0 b(x,y) -n(z,y) <0},

9



114

kde operace ,-“ mezi b a n je standardni skaldrni soucin. Tuto mnozZinu znacime

o).
Nadale uz budeme misto H pouzivat znaceni d€2~. Pro intuitivnéjsi predstavu
dale ukazeme, jak vypadaji charakteristiky na konkrétnim prikladeé.

Priklad (Transportni rovnice 1).

Uy + uy = 0, na {(z,y) e R?: (z,y) € (0,7)% x >y},
u(z,y) = sin(x), na 0, 7] X{0}.

Zjednodusena LPDR v této rovnici se nazyva transportni rovnice.

Plati, ze Q = {(z,y) € R? : (2,y) € (0,7)% x > y}, 02~ = [0,7] X{0} a

g(x,y) = sin(z). Q je vnittek pravothlého trojihelniku s odvésnami dlouhymi

7 a preponou lezici na primce y = x. Vstupni hranici je podstava trojihelniku.

Charakteristiky spoc¢teme z charakteristického systému

()= () o=t
(22&3) - (iig) ,sel,abeR.

Na obréazku vidime nékolik charakteristik (barevné) a hranici mnoziny Q (Cerné).
Ve skutecnosti jich je ale nekone¢né mnoho a pokryvaji cely trojihelnik.

Dostavame

Obrazek 1.1 Vybrané charakteristiky uvnit {2

Proc je dulezité spravné zadat vstupni hranici? Pokud bychom v prikladé zadali
mnozinu 2 jako ¢tverec (0,7)?, ale nezménili bychom vstupni hranici, pak ndm
charakteristiky pokryji jen piilku ¢tverce. Jak uvidime nize, pro body z nepokryté
¢asti bychom nebyli schopni spocitat feseni. Spravné by se tedy vstupni hranice
méla zménit na ([0, 7] X {0}) u ({0} X [0, ])

10



Pojdme se v nasledujicim lemmatu podivat na to, jak se chova derivace u
podél charakteristik. Inspirovano je lemmatem z neoficidlnich skript k bakalar-
skému predmétu Uvod do parcidlnich diferencidlnich rovnic ([4], podkapitola 2.2
- Cauchyova tloha pro kvazilinedrni PDR 1. fddu, Lemma 2.3; prevzato ke dni
14.7.2024)

Lemma 1 (O konstantnosti feSeni podél charakteristik).
Necht w e C'(2) je redind funkce.
1) Necht ¢ : I — Q je charakteristickd krivka ulohy . Je-li u konstantni podél

krivky ¢ a spliuje uw = g na H, pak u resi dlohu (1) v bodech ¢(s),s € I.

2) Resi-li u tilohu (1), pak je konstantni podél kazdé charakteristické krivky
ulohy (1).

Diikaz.
1) Méjme charakteristiku ¢ prislusejici tiloze a ue CYQ) redlnou funkdi,
pro kterou plati

d

0= Z-u(é(s).

S pouzitim retizkového pravidla a definice charakteristiky dostavame

d d d
0 = -ul0(s)) = wa(9())5-01(5) + 1, (6(5) 1 (5)

PB4 (6(5))b1(6(5)) + 1y (6(5))ba((5)).

7 definice charakteristickych kiivek také plati Im(¢) < Q, z ¢ehoz vyplyva,
ze u Tesi zjednodusenou LPDR v kazdém bodé ¢(s) € Q, s € I. Navic
Jae I : ¢(a) € H, protoze tak byla zaddna pocatecni podminka pii vypoctu
¢. Tedy u(o(a)) = g. Tzn. u Tesi tlohu (1) v kazdém bodé ¢(s), s € I.

2) Volime opacny postupu jako v dikazu 1), ale ¢ volime jako libovolnou
charakteristiku. Z tohoto duvodu taky tvrzeni 1) a 2) nejsou ekvivalentni.
m

Z odstavce pod obrazkem a bodu 1) v lemmatu plyne jednoduchy dusledek.

Diisledek. Pokryvaji-li charakteristické ktivky celou mnozinu Q a u € C1(Q) je
konstantni podél kazdé z krivek, pak u fesi lohu na celé mnoziné €.

Toto je silny néstroj k pocitani zjednodusenych LPDR. Jsme totiz schopni
prevést problém hledéni feseni néjaké PDR na problém hledani feSeni systému
ODR 1. radu, coz muze byt casto jednodussi. Postup vypoctu si opét ukazeme na
transportni rovnici.

Priklad (Transportni rovnice 2).
Z prikladu uz mame nalezeny charakteristické krivky ve tvaru:

(a(s)\  [(s+a
o(s) = <¢2(8) il W ,sel, abeR.
Dle lemmatu hleddme funkci u takovou, ktera bude podél primek konstantni.
Na mnoziné €2~ vSak mame zadanou znamou funkci g a charakteristické kiivky

11



protinaji vstupni hranici. Jako TeSeni tilohy se tedy nabizi vhodné posunuté funkce
g.

Zafixujme libovolny bod (z,y) € Q. Neni tézké si rozmyslet, ze kiivka, pro niz
zvolime konstanty a := x a b := y, prochézi bodem (z,y) v s = 0. Dostavame

krivku
()= (1y) oer

¢ protne osu z pro s = —y. V nasledujicim vypocétu vyuzivame toho, Zze u musi
byt konstantni podél ¢, jinak by nemohlo byt fesenim dle bodu 2) v lemmatu

u(r,y) = u($(0)) = u(o(—y)) = u(r —y,0) = sin(z — y)

Posledni ,, = je vynucené a vyplyva z faktu, ze kdyby u nebylo rovno okrajové
podmince na 02—, tak nemtze byt fesenim tlohy (1). Jelikoz bod (z,y) byl libo-
volny, dostavame reseni u(z,y) = sin(x — y), (z,y) € Q.

Na obrazku vidime vybrané fezy fesenim této ulohy. Ve skutecnosti fesenim bude
plocha slozena z nekoneéné mnoha takovychto posunutych sinusoid. Zaroven mii-
zeme vidét, pro¢ se této rovnici ik transportni.

0.5 <
N D ey
0.5 \
_13 N \ ’}'
\_’\ . /}{- :
\_LJ,__——--T—'_‘~
1 —
3.5
y 2 25 3
0

X

Obrazek 1.2 Rezy resenim transportni rovnice s okrajovou podminkou sin

1.3 Metoda charakteristik pro LPDR

Ted uz miuzeme postup MoC zobecnit pro (LPDRYJ). Mé&jme tlohu pro otevienou
mnozinu ) < R%:

12



(2)

biug + bouy, +cu = f, v Q< R?
u =g, na o0€)".

Predpoklddejme navic, Ze by, bs, ¢, f jsou spojité na Q. Pojmy charakteristickych
kiivek a vstupni hranice zlstavaji stejné, ale méni se znéni lemmatu

Lemma 2 (Reseni LPDR). Necht charakteristické krivky 1ilohy ([2) pokryvaji celou

Q a necht u € CY(Q) je redlnd funkce splriujici uw = g na Q0. Pak ndsledugici
turzeni jsou ekvivalentni:

1) Pro kazdou charakteristiku ¢ : I — Q dilohy (2) plati Lu(p(s)) = f(¢(s)) —
c(d(s))u(e(s)), s € I.

2) w 1esi ulohu (2) na .

Pokud je jedno z turzenich pravdivé, pak navic plati, Ze reseni je ve tvaru

u@@»=mm®y+ffwgnﬁ—f1M@»ma@ms (3)

pro kaZdou charakteristiku ¢ spocitanou s prislusnou pocatecni podminkou ¢(a) €
o).

Diikaz. Dikaz ekvivalence vyplyvé z diikazu lemmatu [I}

1)=2)

Z tetizkového pravidla opét dostaneme, ze u fesi (LPDR) podél vSech charak-
teristik. Jelikoz kiivky pokryvaji €, tak u fesi (LPDR) na Q. Navic v = ¢g na 0Q~.
Tedy wu Fesi tlohu (2) na .
2)=1)

Vezmeme-li libovolnou charakteristiku, pak z retizkového pravidla a faktu, ze
u je Fesenim, plyne rovnost pro derivaci u v 1).

Nyni dokazeme, ze teseni je skutecné ve tvaru |3 At ¢ je charakteristika

spocitand s pocatecni podminkou ¢(«) € 0. Zkusme nyni zintegrovat vztah pro
derivaci u podél ¢ v bodé 1) (integrujeme od a do s):

E & o)) de = f F((E)) de — f (B(E))ul(€)) de.

Dle Newton-Leibnizovy formule (u € C*(€2)) miZeme psat

uww»—uwm»=J$ﬂw@w%—fiw@»wwoww

A plati u(¢(«)) = g(¢()), takze po pricteni tohoto ¢lenu k rovnici dostdvame
onu formuli. O]

13



2 Numericky algoritmus

V této kapitole zkonstruujeme s vyuzitim numerickych metod algoritmus, jenz
bude umét tesit tlohu [2f pomoci MoC. NapiSme ji zde znova, abychom s ni mohli
lépe pracovat.
biug + bouy, +cu = f, v QcR? )

u =g, na o0f)”.

Zavedme si dodatecné predpoklady: Necht by, bs, ¢, f, g jsou lipschitzovsky spojité
realné funkce, mnozina () je omezena oteviena. Posledni predpoklad nemusi byt
nutné splnén, pokud nepotfebujeme dostat feseni na celé mnoziné €2.

Algoritmus jsem naprogramoval v Matlabu. Kéd a dokumentace k jeho pouziti
jsou odevzdany spolecné s bakalarskou praci.

Strucné idea algoritmu:

1. Aproximace vstupni hranice 02~ pomoci néjakého déleni.
2. Nalezeni aproximace charakteristik pomoci Rungeovy-Kuttovy metody.

3. Regulace vzajemné vzdalenosti sousednich bodt na jedné charakteristice
vytvorenim novych bodu nebo odebranim zbytecnych (postupné provedeme
pro vsechny kiivky). Stejné tak regulace relativni vzdélenosti sousednich
charakteristickych kiivek. Pozadujeme, aby tyto vzdalenosti byly mensi nez
nami zvolena tolerance.

4. Vytvoreni trojuhelnikové sité pokryvajici €2, jejiz vrcholy budou lezet na
charakteristikach.

5. Naésledné spocteni aproximované hodnoty feseni ve vrcholech trojuhelniki.
Vyskytuje-li se v tloze zjednodusend LPDR, lze to udélat trivialné s pomoci
okrajové podminky (viz podkapitola. Pokud ne, pak se pomoci numerické
kvadratury spoc¢itaji urcité integraly (viz podkapitola

Algoritmus jsem rozdélil na nékolik ¢asti. Kazdé z nich je vénovana jedna pod-
kapitola. Po vysvétleni numerického postupu v podkapitolach bude nasledovat
ramecek , v némz struéné vysvétlim, jak jsem k algoritmu pristupoval
pri programovani a o jakou ¢ast kodu se jedna. Hlavni program je Main.m, pres
ktery se spousti vSechny ostatni funkce. Cely program a jeho dokumentace jsou
prilozeny k této praci.

Nakonec bude uzitecné, z divodu prehlednosti a sjednoceni znaceni s Matla-
bem, psat misto desetinné ¢arky desetinnou tecku, napt.: 3,6 — 3.6.

2.1 Inicializace algoritmu

V prvni fazi algoritmu probiha inicializace. Zadame tedy funkce by, by, ¢, f, g.
Nasledné musime néjak algoritmu popsat predpis oteviené mnoziny € a jeji vstupni
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hranice, coz neni jednoduchy tkol.

S diirazem na co nejvetsi obecnost jsem vymyslel algoritmus fesici tllohu na
mnoziné zadané jako vnitiek uzaviené krivky. Bereme v tivahu jen takové kiivky,
které rozdéluji R? na dvé komponenty souvislosti, z nichZ jedna mé nekoneény
diametr. Druha komponenta bude nase 2. Nakonec by tato kifivka neméla byt
prilis oscilujici. Az se budou pozdéji provadét rizné aproximace, mohla by se
podoba vstupni hranice mnoziny 2 razantné zménit a nedostali bychom relevantni
vysledky:.

Méjme tedy uzavienou kiivku w : J — R% Pak Q = Int(M), kde M je mno-
zina s hranici w(J) a diam(M) < o0, a w(U) = 02, kde U < J. Je dilezité
podotknout, Ze musime znéat jak parametrické vyjadreni (i s intervaly J a U), tak
obecnou rovnici krivky w (viz MATLAB 1).

Jako posledni, coz je volitelnd zélezitost, miuzeme zadat tzv. toleranci (zkracené
tol). Ta omezuje obsah jednotlivych trojihelniku v pozdéji vytvorené trojihelnikové
siti (viz podkapitola . Cim mensi se zvoli tol, tim presnéjsi aproximaci fesen{
ulohy dostaneme, ale algoritmus bude pomalejsi. V zakladu je nastaveno tol = 0.15.

« Pomoci sady nerovnosti definuji vnittek uzaviené ktivky jakozto mno-
zinu €). Proto je tfeba obecna rovnice w. Lze pak kontrolovat, zda se
néjaky bod pri vypoctu nevychylil z mnoziny €2 a v tom pripadé nés
nezajima.

o Vstupni hranici 02~ definuji parametricky s pomoci intervalu U. Zde
budeme vybirat body, z nichz povedou charakteristiky.

 Kvili double-precision aritmetice Matlabu pficitam k tol jests 1010,
Strucné feceno, Matlab nepocita vzdy presné a miize dojit k miniatur-
nim chybam ve vypoctech (napf.zaokrouhlovani, viz [5], podkapitola
2 - Floating-Point Numerical Representation). Pfi porovnavani ¢isel
proto poc¢itam i s néjakou odchylkou.

e V kédu:
B.m,
Ivc.m,
Entry_bdd.m,
Set_bdd.m,
Set_def.m

Timto bychom méli inicializaci ilohy hotovou.

2.2 Aproximace vstupni hranice

Daéle chceme aproximovat vstupni hranici tak, aby vzdalenost sousednich bodi,
které na ni zvolime, byla v rozmezi [0,tol]. Nejprve méjme fixni ekvidistantni
déleni intervalu U s krokem rovnym tol, pricemz posledni dva cleny budou k
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sobé pravdépodobné blize. Oznacme U := [a, b] a déleni D = {x;}}_, takové, Ze
a=290<21 < <Thy<xp=balr;—z;q| <tol,j=1,...,n.

Nyni vSak nemusi platit, ze ||w(z;) —w(x;_1)|| < tol pro néjaka j € {0,...,n}.
Budeme proto adaptivné zjemnovat déleni w(D), délici vstupni hranici Q2.
Chceme ziskat déleni w(D'), pro které bude platit, ze sousedni body w(D’) jsou
od sebe vzdaleny nejvyse o hodnotu tol.

At k£ =1 a w(D') = {w(zg)}. Nize je zapsand konstrukce w(D’) pomoci
pseudokdédu. Algoritmus vytvari nové hodnoty na vstupni hranici mezi dvéma
sousednimi body, které jsou od sebe moc daleko. Postupné body prochéazi a
upravuje celé pivodn{ délenf w(D) (viz Kroky 1 a 18 v Algoritmu [1)).

Algoritmus 1 Nalezeni vhodné jemného déleni vstupni hranice 02~
1 pr < w(x)

2: py < posledni prvek pridany do w(D’)

30 j <« 250

4 if [|p2 — pu| < tol

5. w(D'") <« Pfiddm na konec w(D’) bod p;

6: else

7

8

9

while ||ps — p1|| > tol

71— 1
while ||ps — p1|| > tol
10: p1— w(xg — ﬁ tol) > Trochu se priblizime k py
11: 1<— 1+ 1
12: if © = 5 then break
13: je—1i1—1 > Nova horni hranice pro ¢
14: if © = 2 then break
15: w(D") < Priddm na konec w(D’) bod p;
16: D2 <= D1
17: p1 < w(zy)

18: k — k+ 1 a vracim se ke Kroku 1, dokud £k <n + 1

Pro¢ pii zjemniovani D volime krok 1/2507 Po otestovani se to ukazalo jako
jedna z nejlepsich voleb zarucujici veelku presné vysledky a zaroven nezabirajici
tolik c¢asu. Kdyby se stalo, ze w bude rychle rostouci nebo klesajici funkce, pak ¢
v algoritmu muze dosdhnout hodnoty az 250 (resp. hodnoty z predchozi iterace,
pro kterou uz byl bod vytvoren - Kroky 12 a 14). Tzn. ze by ndm hodnoty p; a
p2 splynuly. Takze nepokracujeme dél, ale i tak pridame ten nejblizsi mozny py,
co jsme nasli a provedeme reset pro hodnot py, ps. Algoritmus tak vrati vysledek,
ale nebude uz splnovat striktni odhady pro vzdalenost sousednich bodi, a tedy
nebude splnovat prislusné odhady pro rozméry trojihelnikové sité.
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o Mimo jiné si jako vedlejsi produkt ukldada program i pomocnou trojici
indext pfi nalezeni nového bodu: [aktudlni index k; zjemnovaci krok
250 — 4; kolikaty bod jsme pfidali do w(D')]. Tyto informace se nam
budou hodit pozdéji v podkapitole [2.4

e V kédu:
Disc_entry_bdd.m

Timto mame aproximovanou vstupni hranici 0Q~ ~ w(D'), se kterou umi
Matlab pracovat. Oznacme @ := w(D’)

2.3 Aproximace charakteristik

V dalsim kroku aproximujeme charakteristické krivky vedouci z bodu v @,
které slouzi jako pocateéni podminky. Na tfeseni charakteristického systému ODR
pouzijeme znamou Rungeovu-Kuttovu metodu 4. radu. Proc¢ se vypléaci nejvice
pouzit metodu 4. fadu, lze nalézt v [6] (chapter 3, theorems 324A, 324B). Vi-
ceradové metody uz by se nevyplatily z hlediska vypocetni slozitosti, protoze
by bylo treba spocist vice koeficientl nez je rad metody. Jedna se o explicitni
jednokrokovou metodu, ktera generuje body, jez maji aproximovat charakteristické
krivky. Pri postupném pocitani novych bodi pouzivam ctverici koeficient po-
uzivanych pro tzv. , klasickou Rungeovu-Kuttovu metodu® (|6] chapter 3, page 180).

Déle budeme oznacenim ¢, rozumét charakteristické krivky a ®, U jejich
aproximace pomoci Rungeovy-Kuttovy metody.

Necht ¢ € Q) je zvolena pocateéni podminka a ® bude seznam bodu aproxi-
mujici charakteristiku ¢ spoctenou s pocatecni podminkou qg z charakteristického
systému. Metoda je ¢tvrtého radu, proto volim za iterac¢ni krok h := 0.05, coz je
vice nez dostacujici. Vektor pravych stran z charakteristického systému si ozna¢me
jako b(z,y) = (bi(x,y),ba(z,y))T. Jakmile mdme ® = [qo, q1, - - -, ¢;], tak spocteni
dalsiho aproximujicitho bodu ¢;,1 pro 7 € N muzeme zapsat nasledovneé:

Algoritmus 2 Runge-Kutta 4. radu

)
(®(4)
kg <« b(q)(i)
(©(z) + hks)
Step <« %h(kl + 2k‘2 + 2]{73 + /{Z4>
O(i + 1) « P(i) + step

5
R

I

S

Musime vsak ohlidat jednu véc. Chceme opét dostat body takové, ze vSechny
sousedni budou mit od sebe navzdjem vzdalenost v rozmezi [0, tol]. Tento problém
se Tesi iplné stejné jako v podkapitole 2.2} K6d zkousi hledat nové body mezi
dvéma vzdalenymi tak, Ze zmensuje h. Tentokrat pro priblizeni se neodecitd si-h,

) 250
ale ﬁhj
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Vime, 7e ® aproximuje néjakou charakteristickou kiivku ¢ : I — Q, tedy
G ~ ¢(si),s; € 1,i € Ny a navic qg = ¢(s9) = ¢(a) € 0Q~. Co déla Rungeova-
Kuttova metode je, ze kromé vytvareni aproximovanych hodnot vytvari i body
v nichz hodnotu aproximujeme a to néasledovné: s; = s;_1 + h;,72 € N, kde h; je
iteracni krok, pomoci kterého jsme spocitali hodnotu ¢;. Proto si béheme tohoto
algoritmu budeme ukladat i kroky h;, které budeme pottebovat v podkapitole
pri numerické integraci.

o Po pridani kazdého bodu zkontroluji, zda nelezel uz mimo mnozinu 2.
Pokud ano, necham ho stejné pridany (kvili co nejlepsimu pokryti
trojuhelnikovou siti v podkapitole a poté prestanu tvorit aktudlni
charakteristickou ktivku.

o V kédu:
Create characteristics.m

2.4 Pridavani vice krivek

Ackoliv se zd4, ze jsme s charakteristikami hotovi, je tfeba ohlidat jesté
néjakou jejich relativni vzdalenost. Jelikoz jsme predpokléddali lipschitzovskou
spojitost pro by, by, pak z Picardovy-Lindelofovy véty (|7], chapter 1, theorem 1.1)
plyne lokélni jednoznac¢nost feseni charakteristického systému. To znamena, ze
jednotlivé charakteristiky se nemohou protinat. Uvazujeme-li, Ze ,,zac¢inaji“ na
vstupni hranici, pak se muze stat, ze se k sobé postupné priblizuji, nebo naopak
se od sebe vzdaluji, nebo zacinaji blizko sebe na vstupni hranici, pak se nékde
v ) vzdali a nez vystoupi ven tak se zase priblizi.

V prvnim pripadé nic délat nemusime. Body vstupni hranice uz jsou k sobé
dostatec¢né blizko a kdyz z nich ktivky vyrazi, tak se jejich vzdalenost jen snizuje.
V druhém pripadé je treba pridat krivek vice. Chci, aby body, které lezi na dvou
sousednich kfivkéch, ale uz nelezi v Q (ty body, které byly naposledy ptidany k
aproximaci charakteristickych ktivek), od sebe byly vzdaleny maximalné v rozmezi
[0, tol]. Nejvetsi vzdélenost takovych dvou sousednich kiivek v € nastane pravé v
téchto dvou koncovych bodech, coz zvladnu vyftesit (viz niZe v této podkapitole).
Posledni ptipad jsem neosettoval, jelikoz je slozity a nenastava moc ¢asto. Program
vrati néjaky vysledek stejné, jen nemusi splnovat prislusné odhady pro rozméry
trojuhelnikové sité v podkapitole [2.5]

Méjme tedy dvé sousedni aproximované krivky ®; = [qo, q1,- -+, Gm1] & P2 =
[v0, V1, . .., Umz2]. Necht nastane druhy piipad, tedy d := ||gn1 — vmz|| > tol. Je
potieba pridat nové body do aproximace vstupni hranice () a z nich vést nové
charakteristické kirivky. Kontrolovat chovani ktivek na ¢asti hranice €2, ze které
krivky vystupuji ven, neumime, proto upravujeme jen aproximaci vstupni hranice.
Nyni ndm pomizou diive ulozené indexy (viz podkapitola ramecek Matlab
2). Necht T} = [t],t3,13], Ty = [t}, 3, t3] jsou trojice indexii pifslusejicich qo a
vp. Prvni a druhé ¢leny z trojice indexii nam feknou, kolik novych bodt vstupni
hranice jsme jesté schopni ptridat s pomoci naseho zjemnovaciho procesu pro déleni
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w(D’) (resp. kolik kroku s velikosti
¢islo M.

Priklad.

Pro Ty = [5,120,9], T5 = [6, 50, 10] tam mame prostor pro M = 50+ (250—120) =
180 novych bodi.

flo jsme jesté schopni udélat). Oznacme toto

X5 w™ (q) Xg w™ (vo)

50/250 tol

120/250 tol

Déale mtzeme heuristicky tict, jakymi body priblizné vést nové krivky. Pokud
predpokladame, ze rozlozeni koncovych bodt novych ktivek mezi &, a ®, bude
relativné rovnomérné, pak jich stacit pridat priblizné [%] J4 toto ¢islo nasobim
jesté 2, abych se pokusil pridat jich 2x vic, pokud by pfedpoklad vyse nebyl
pravdivy. Jisté bychom dokézali najit néjaké charakteristické kiivky reprezento-
vané tfeba exponencialami, pro které by tento postup nestacil. Nicméné uz tak
pracujeme vcelku s malymi vzdalenostmi a v praxi to ve vétsiné pripada funguje.
Zaroven pro aplikaci algoritmu vyuzivame pocitac¢, ktery pocita jen s konecnymi
¢isly, tudiz vzdy by sla najit funkce, kterda by se vymezila témto predpokladim.

Néasledné M rozdélime v poméru 1 : 2[%1, coz nam vytvori nové zjemnovaci
koeficienty. V pripadé, ze M nelze rozdélit timto pomérem, bereme vétsi pomeér,
kterym to Ize. Dale tedy algoritmus pridava nové body do @) a z nich pak vede nové
kiivky (popsano v . Pokud by koncové body ktivek byly stale moc vzdéleny,
pokusi se zmensit krok mezi body v D’ a priblizit body aproximované vstupni
hranice Q).

Priklad.
Mé¢jme stejné 11,15, M jako v prikladu vyse a tol = 0.1,d = 2, pak rozdélime
M v poméru 1 : 40. Cislo 180 vSak nelze rozdélit na 40 ¢asti, tak vezmeme 45.

Dostaneme dilky po 4. Vime, Ze z w(xs + %tol) = ¢o vede ®;. Vezméme tedy

potencidlni novy bod w(zs+ 325tol) a vedme z néj kiivku. Pokud jsou koncové body

této kiivky a té sousedni (aktudlné @) daleko, zkusim krok 323tol, atd... Pokud

dojdu ke %tol , pridam alespon tu nejblizsi krivku, co jsem nasel. Pro dalsi novou
kiivku zkousim krok $25tol. Pak postupné doj{)c(l]u k w(as + 22t0l) = w(wg + 525t0l)

a zkousim konstruovat kiivky az do w(xe + 5z5tol) = vo, odkud uz vede ®,.

e V kédu:

Add_characteristics.m
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2.5 Filtrace vsech bodua a tvorba trojihelnikové
sité

V predchozich ¢astech jsme aproximovali vstupni hranici a charakteristiky:.
Pridali jsme dostatecné bodu i krivek, aby platily urc¢ité odhady. Pravdou je, ze
spousta pridani byla zbytecna, takze nyni drzime v paméti hodné prebytecnych
bodu a krivek, které nejsou potreba drzet. Cilem vsak pravé bylo vytvorit je
i za cenu toho, ze jich bude vice. Je to jednodussi cesta, protoze odstranovani
prebytecnych kiivek a bodl z () neni tézké. Tézké je kontrolované pridavani. Pro
dalsi praci s kfivkami si zavedme znaceni:

Necht ® = [qo,q1,---,qn] je aproximace charakteristické kiivky, pak v této
kapitole budeme znacit i-tou hodnotu jako ®(i) := ¢; a posledni hodnotu jako
d(end) := qp.

Déle pro body a,b,c € R? rozumime znacenim Ala,b, c| trojihelnik s vrcholy
a,b,c.

2.5.1 Filtrace

Nejdiive budeme prochézet vsechny charakteristické kiivky a jestlize najdeme
tii po sobé jdouci @y, Py, P53 spliujici: || P1(1) — P3(1)]| < tol a ||Py(end) —
$3(end)|| < tol, pak mizeme Py zapomenout (spolecné i s bodem na vstupni
hranici, ze kterého vychazelal). Takto prochazim kiivky do té chvile, kdy je
profiltruji kompletné.

Nésledné si vezmu pevné jednu z kiivek ® = [qo,q1,...,¢,] a koukdm na
trojice po sobé jdoucich bodu ¢;_1, g;, ¢ir1. Opét mohu zapomenout g¢;, jestlize
lgi—1 — qi+1|| < tol. Takto profiltruji body na vsech kfivkéch.

2.5.2 Trojuhelnikova sit

Nyni mtzeme vytvorit trojihelnikovou sit, kterda bude pokryvat mnozinu €2, a
jejiz vrcholy budou lezet na charakteristikach. Sit slouzi k tomu, abychom mohli
najit aproximovanou hodnotu feseni tlohy kdekoliv v €2. Ve vrcholech je to
jednoduché a hodnotu uvnitt trojihelniku ziskdme pomoci interpolace hodnot ve
vrcholech (viz podkapitola [2.7)).

Pro¢ trojihelniky? Trojihelnik (nebo také element sité) je nejjednodusi n-
uhelnik, jakym mohu mnozinu pokryt. Pokud bych se rozhodl pro elementy s vice
vrcholy, pak by pokryti mnoziny €2 tak, aby vrcholy lezely na charakteristikach,

vvvvvv

Zbyva ted nalézt zpusob jak vhodné pospojovat body na charakteristikach.
Pokud se nachazime v k-tém bodé néjaké vnitini charakteristiky ®; (nevychazi
z prvniho ani posledniho bodu vstupni hranice), vytvorime z néj 6 nasledujicich

trojthelniki (A):
1. A[@(k — 1), D (k), D1 (k)]
2. A[(®1_1(k), Dy(k), Dp_y (k + 1)]
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- APk + 1), Pi(k), Proa(k + 1)]
- A Pi(k = 1), Pi(k), Ppia (b — 1))
A[(Pir1(k = 1), Pu(k), Prya (k)]

A[( @k + 1), Pu(k), Prya(F)]

Pro lepsi predstavu je tvorba téchto elementt zndzornéna na obrazku nize (pro
zjednoduseni uvazujeme charakteristiky jako primky)

ot = W

=)

&,k + 1)

Obrazek 2.1 Vytvoreni trojihelnikt kolem jednoho bodu

Diky tomu, ze jsem provedl filtraci, tak je velmi mald pravdépodobnost, ze by
vznikaly degenerované trojihelniky.

Pokud se nachazim v bodé vstupni hranice, na okrajové charakteristické kiivce
nebo v jiném bodé mnoziny 02, pak definuji trojihelniky pomoci stejnych pravidel
ale jen pro body, které existuji.

Specialni pripad: Pokud jsem u ¢asti hranice mnoziny €, ze které kiivky vystu-
puji ven, a &; ma N bodu a ®;_; mad M boda, N > M, pak dotvorim trojtihelniky
mezi témito kiivkami jen s pomoci M-tého bodu ®;_; a zbylych M, ..., N boda
z ®;. Tedy tvorim trojihelniky:

A[D(M), (M + 1), D1 (M)],
AN [P(M + 1), Py(M + 2), D, (M)],

A [P(N —1),D)(N), P4 (M)].
A stejné postupuji pro dalsi podobné pripady.

2.5.3 Odhad velikosti obsahii trojahelnika

Kdyz jsme si dali praci s tvorbou vsech bodt se zohlednénim konstanty
tolerance, podivejme se na horni odhad obsahii trojuhelnikii. Méjme dvé sousedni
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charakteristické kiivky ® = [qo, ..., qn], ¥ = [vo, ..., vm]. Necht ® ¥ jsou piimky
a jejich vzdélenost je rovna toleranci v celé mnoziné €2, coz je nejhorsi mozny
pripad. Pokud maji body na ® mezi sebou maximalni vzdélenost tol a stejné tak
ji maji mezi sebou i body na W. Pak obsah libovolného trojuhelniku mezi témito
krivkami mizeme odhadnout obsahem c¢tverce, jenz ho zahrnuje v sobé:

S < (vzdalenost kiivek) x (vzdalenost bodil) = tol?

vvvvvv

se vlnily, pak horni odhad obsahu n-tého vytvoreného trojihelniku mezi kiivkami
®, U bude roven c,tol?. Pficem? ¢, je n&jaka kladna realna konstanta a plati,
ze posloupnost {c,}_; je neklesajici. Tedy ¢im dal od vstupni hranice tvoifm
trojihelniky tim vétsi mohou mit obsah. Toto je vSak velice hruby odhad a ve
vétsiné pripadu jsou obsahy trojuihelnikii mensi.

MATLAB 5

o Béhem préace na této casti jsem zménil reprezentaci charakteristic-
kych kfivek a misto seznamu bodu jsem vytvoril seznam struktur.
Kazda struktura obsahuje stale souradnice bodu a potom maximalné
6 vrcholii, které s nim tvori trojuhelniky:.

e Soubézné s tvorbou sité vytvarim i soubor typu .vtk, ktery pak slouzi
k vykresleni sité v grafickém softwaru Paraview.

o V kédu
Create net.m

2.6 Aproximace reseni ve vrcholech trojihelnik

V této chvili uz mizeme spocitat feseni. Zacneme ve vrcholech elementi sité,
kde je to jednodussi. Z podkapitol [1.2)a[I.3] vime, v jakém tvaru bude feseni. Proto
jsme také polozili vrcholy na charakteristické krivky. Oznacme aproximované reseni
ulohy jako U, tzn. U ~ u. Mé&me libovolny element Ala, b, ¢] z trojihelnikové
sité. Reknéme, Ze chceme zjistit U(a). Nalezneme aproximovanou charakteristickou
kiivku @ = [qo, . . ., g,] takovou, ze existuje i € {0,...,n} : ¢; = a. Jestlize je tloha
(3) zadand pouze se zjednodusenou LPDR, pak U(a) = U(g;) = U(q) = 9(qo),
protoZe FeSeni je konstantni podél charakteristik. Tedy plati rovnost u(a) = g(qo),
protoZe g(qo) je definovéno jako g(¢(sg)).

Necht f,c zadané v tiloze (3|) jsou nenulové funkce, ®, a jsou jako v predchozim
odstavci a a = ¢; = P(s;) ~ ¢(s;). Dle lemmatu [2| plati

w(é(s) = g(é(a)) + f " H(6(e)) de f (&(E))ul(0)) d.

Prvni s¢itanec uz mame spocteny jako g(é(«)) = g(é(so0)) = g(qo). Pro aproximaci
integrali jsem se rozhodl pouzit metodu, které se tika slozené lichobéznikové
pravidlo ([8], chapter 2 - Trapezoidal rule). Jen je potfeba myslet na to, ze
nepracujeme s konstantnim délenim intervalu [a, s;| = [so, s;]. V podkapitole [2.3
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jsme si zaznamenavali kroky h; mezi s;_; a s;, které mohou byt rizné. Provedme
aproximaci charakteristik a prvniho s¢itance ve vzorci vyse. Dostaneme:

o) + | F(0(6)) de - f B(6)) de,

coz jesté nemuzeme prohlasit za U(a). Nejdiive musime nahradit integraly jejich
aproximacemi. Prvni integral mizeme jednoduse odhadnout jako

JSif(CI) Z Zh f( (85-1) _. I

8]1

Druhy integral spocitame stejnou metodou, ale musime si pohlidat to, ze na pravé
strané se v sumé objevi ¢len U(a). Provedeme proto tpravu vzorce:

S5 : c(®(s;))U(P(s c(P(55-1))U(P(sj-1
f (B(ENU((E) de ~ 3, (P(s7))U(2( ))+2( (sj-1))U(®(sj-1)) _

S0

3 C(I)Sj UCDSJ‘ C(I)Sj_l U(I)Sj_l C@Si_l U@Si_l
=;hj<())(())+2<( NU(R(si1)) ), ))2(( )

Oznacme si

I, = ZjhjC(@(Sj))U(@(Sj)) + ;((D(sjl))U(q)(Sjl)) N hic<®(3il>)g(®(5il))‘

Jestlize by nastal pripad hi@ = —1, pak touto metodou nemiizeme aproximovat
druhy integral. Nicméné se zaokrouhlovacimi chybami, které Matlab déla, je to
velice malo pravdépodobné.

Aproximované feseni tlohy ve vrcholu a pak muzeme zapsat jako

1
Ua) = (9(qo0) + I + 12)70@7
14 h; %)

coz je aproximace presného feseni u(a) ~ U(a).

« V kédu

Approximate_solution_vertices.m
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2.7 Aproximace reseni uvnitr trojihelniki

Necht p € Q a chceme zjistit U(p). Nejdiive najdeme charakteristickou kiivku
® = [qo, - - ., qn] takovou, ze i € {0,...,n}, pro které plati:

V char. kiivky U = [vg,...,v], ¥ # ®,Vj e {0,....m}: |lp—all < |lp— vl

Vezméme i takové, ze Vj € {0,...,n},7 #i: ||[p—ql < |lp—¢;||. Mdme tedy bod
q:, ktery je k p nejblize a g; je vrcholem az Sesti trojihelniki. Zkusime jestli v
jednom z nich nelezi bod p.

Mame-li element ze sité Ay = Ala, b, ¢], pak p lezi uvnitt Ay pravé tehdy,
kdyz

Sabc = Sapb + Sapc + prC7
kde
det([b — a,c — b))
2

je obsah trojuhelniku s vrcholy a, b, c. Jelikoz body na kfivkach nejsou rozlozeny
rovnomeérné, muze se stat, ze p nebude lezet uvnitt zddného z 6 trojuhelnika. Pak
zkousime najit druhy nejblizsi bod po ¢; a opakujeme postup.

Oznac¢me si nyni A, = A[py, p2, p3] element, ve kterém lezi p. Hodnotu U(p)
vyjadiime pomoci barycentrické interpolace hodnot ve vrcholech (]9], chapter 1 -
Introduction):

Sabc =

S
Seanw () 1 Smew g7 - Seane

SPIPQPS Sp1p2p3 SppopS
kde U(p;), i = 1,2, 3, dokézeme spocist z [2.6]

MATLAB 7

« Barycentrickou interpolaci nevyuzivame explicitné v kapitole [3] ale je
soucasti kodu. Je vyuzivand k vykresleni vybranych ezt fesenim.

u(p) ~ U(p) =

o Pr1i kontrole zda lezi bod uvniti trojuhelniku povoluji odchylku souctu
obsahti malych trojihelnikt od obsahu velkého trojuhelniku o 5 dese-
tinnych mist a vice. To je opét kvili double-precision aritmetice.

o V kédu:
Approximate_solution_inside.m,
Find_closest_vertex.m,
Is_in_triangle.m,
Barycentric_interp.m
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3 Experimenty

V této kapitole otestuji a okomentuji funkénost algoritmu na rtznorodych
prikladech linearnich PDR 1. fadu. Dovolil bych si pfipomenout, ze algoritmus
byl implementovan v Matlabu. Grafy, které zde uvidime, jsou vykresleny pomoci
Matlabu a grafického softwaru Paraview. Kod i navod k jeho pouziti jsou ode-
vzdany spolec¢né s bakalarskou praci.

Kazdy ptiklad si rozebereme jak z teoretické stranky, tak z praktické stranky.
Mimo jiné se u kazdého z prikladia bude nachézet cas, ktery program potieboval
k vyreseni ulohy, tolerance, se kterou zrovna pocitame a 3 grafy. Na prvnim grafu
bude vykreslena hranice mnoziny €2 spolecné s nalezenymi body, které aproximuji
charakteristiky. Zde budeme moci vidét hustotu boda na kiivkach. Na druhém
obrazku budou pomoci nalezenych bodti spojité vykresleny ktivky, abychom méli
lepsi predstavu o tom, jak vypadaji a kolik jich je. Posledni obrazek bude vyobra-
zené aproximované feseni tlohy v R? v Paraview. Softwaru pieddm vytvofenou
trojihelnikovou sit a aproximované hodnoty feseni ve vrcholech trojihelnikt.
Paraview pak sam dodefinuje hodnoty uvnitt trojuhelniki a vykresli spojitou
plochu.

3.1 Priklad s charakteristikami jako kruznicemi

Na zacéatek si ukdzeme tlohu se zjednodusenou LPDR, kde uvidime vzorové
grafické predvedeni vlastnosti konstantnosti feseni podél charakteristik. Uvazme
ulohu:

Yu, — xuy = 0, v Q= {(r,y) e R?: 2% + > < 4; y > 0},
u(z,y) = cos(x + w/2), pro (z,y) € [-2,0] X {0}.

Reseni hleddme na kladné polokruznici s polomérem 2. Jako vstupni hranici
bereme usecku vedouci z bodu [—2, 0] do bodu [0, 0].

Charakteristicky systém bude ve tvaru:

i (o) = (50)

Jednoduse lze spocitat nebo uhadnout feseni:

or(s)) _ (cos(s) +a) g

Pa($) sin(s) + b
Charakteristickymi kiivkami budou tedy kruznice, resp. ptulkruznice. Algoritmus
pro tuto ulohu spustime s prednastavenou toleranci rovnou 0.15. Na obrazku
muzeme vidét barevné vykreslené body lezici na charakteristikdch a Cerné

vykreslenou hranici 0€2. Na obrazku vidime barevné spojité vykreslené charak-
teristiky:.
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Obrazek 3.2 Spojité vykreslené charakteristiky, tol = 0.15

Jelikoz okrajova podminka je cos, tak na zakladé teorie bychom méli jako
reseni dostat ¢ast posunuté sinusoidy zrotované kolem osy z. Intuitivné se bude
aproximované feseni podobat trychtyti, o cemz se mizeme hned presveédcit.
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Obrazek 3.3 Aproximované teseni U, tol = 0.15

Programu trvalo najit feSeni pfiblizné 1s. Cervena mista na grafu predstavuji
nejvyssi hodnoty, kterych aproximované reseni U dosahuje a naopak modra mista
predstavuji ty nejnizsi hodnoty. Na prvni pohled vsak miizeme vidét, ze TeSeni je
v néjakych ¢astech zvlastné definované nebo je misty velice zubaté.

Podivejme se proto na to, jak budou vypadat charakteristiky a aproximace
feSeni, pokud spustime algoritmus s tol = 0.075, coz je 2-krat mensi hodnota
tolerance. V tomto pripadé algoritmus bezel 37s. Mizeme si povsimnout, Ze
program nasel vice jak 2-krat vice charakteristik nez v prvnim ptipadé. Body na
nich jsou také hustéji rozlozené, ale je jich tolik, ze neméa smysl vykreslovat graf
bodii.

Nakonec na grafu aproximovaného reseni muzeme vidét témér dokonalou
hladkost. Na dvou hladinach se pak vyskytuji lehka vychyleni. Ty mohly byt
zpusobeny néjakymi vypocetnimi chybami. Kazdopadné z toho vyplyva, ze pokud
feseni neni spocitano dostatecné presné, lze snizit hodnotu tolerance a dosdhnout
presnéjsich vysledkl na tkor casové slozitosti algoritmu.
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Obrazek 3.4 Spojité vykreslené charakteristiky, tol = 0.075

Y Axis -15 -1 058 0 05 1 15 Y Axis

0
[ 0.2
-3.7e01

Obrazek 3.5 Aproximované feseni U, tol = 0.075
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3.2 Priklad s nenulovou funkci f

u, = —160+8, v Q=(0,1)2
u(z,y) =0, pro (z,y) € {0} X [0, 1].

Ulohu fesfme na jednotkovém ctverci, kde vstupni hranici je tisecka vedouci z
bodu [0, 0] do bodu [0, 1]. Spo¢téme si charakteristické kiivky:

=0 -(6)
() = (1) epem

Vidime, ze ptijde o primky rovnobézné s osou x. Program jsem spustil s
tol = 0.10 a trvalu mu dobéhnout priblizné 1s. Na obrazku mtzeme vidét, jakymi

body algoritmus aproximoval charakteristiky. Prolozenim téchto bodu kiivkami
dostavame ony primky.

..................

« @ & 4 % & & & ® ® . = B ® = = = & ®

..................

04 ' ' ' 7

........

®

Obrazek 3.6 Body aproximujici charakteristiky, tol = 0.10
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08 7

®

Obrazek 3.7 Spojité vykreslené charakteristiky, tol = 0.10

Mohli jsme si povsSimnout, ze prava strana rovnice v tloze je nenulova. Hlavnim
cilem tohoto prikladu je otestovat funkénost numerické integrace v algoritmu. 7
lemmatu 2] plyne, ze se v fesen{ bude vyskytovat integral z funkce f. Charakteristiky
a funkce f jsou polynomy 1. stupné, tudiz pokud dosadime kfivky do funkce
f, dostaneme opét polynom 1. stupné. V feseni této tlohy se pak f integruje v
bodech ¢(s). Dostaneme tedy kvadratickou funkei se zapornym koeficientem u
kvadratického ¢lenu. To znamenad, ze graf funkce f podél krivek ¢(s) bude parabola.
Navic mame jesté zadanou okrajovou podminku, takze k témto parabolam budeme
pric¢itat prislusnou hodnotu na vstupni hranici. Tato hodnota se bude s rostoucim
y zvySovat, protoze okrajovou podminkou je funkce y2. Intuitivné tedy dostaneme
graf podobny tunelu jehoz vyska bude rist. Mizeme se o tom presvédcit na
obrazku nize.
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Obrazek 3.8 Aproximované feseni U, tol = 0.10

3.3 Priklad s charakteristikami jako exponencia-
lami

20U, +uy +2?u =0, vQ={(z,y)eR*:2? +y> <4; x> 0; y> 0},
u(z,y) = sin(z), pro (z,y) € [0,2] X {0}.

V této tloze si ukdzeme, jak algoritmus pracuje s rychle rostoucimi exponencialami
jakozto charakteristikami a jak vypada aproximace TeSeni, kdyz se v tloze vyskytuje
nulova derivace funkce u. Spoc¢téme opét charakteristiky:

i o0) = ()

$1(s)\ _ [aexp(2s)
(¢2(8) = s+ b ,a,beR.
Algoritmus v tomto prikladé spoustim s volbou tol = 0.075. K takto malé hodnoté

jsem dosel postupnym zkousenim ruznych cisel. Prestoze pracujeme na ¢tvrtkruz-
nici s polomérem 2, tak se stihnou charakteristické kiivky od sebe oddalit vice,
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nez bychom chtéli. Programu trva kolem 34 s az 38 s nez dojde k vysledku. Vétsinu
tohoto casu stravi algoritmus pravé snahou o dostatecné husté pokryti mnoziny
Q) charakteristickymi kiivkami. Na obrazku nize mizeme vidét, ze existuji ¢asti
mnoziny (2, které stdle nejsou charakteristikami pokryty dostateéné (obrazek
pouze s aproximovanymi body vykreslovat nebudeme, protoze je jich obrovské
mnozstvi a obrazek by tedy nebyl uzitecny).

05|

Obrazek 3.9 Spojité vykreslené charakteristiky, tol = 0.075

Nyni se mtizeme uz podivat na to, jak vypada aproximace feseni této tlohy.
Jakmile se v rovnici vyskytuje nenulova funkce c(x,y) = 2, kterou ndsobime
nultou derivaci u, je obtizné prijit s intuitivni predstavou popisujici, jak bude graf
vypadat. Pojdme si proto hned ukézat, jak vypada aproximované feseni (Pozor:
tento graf, na rozdil od minulych prikladii, neni orientovany vstupni hranici ¢elem
k nam)
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Obrazek 3.10 Aproximované feseni U, tol = 0.075

Na prvni pohled je vidét nepravidelnost grafu na ¢asti hranice mnoziny (2.
Zde je to ta cast, ze které charakteristiky vystupuji ven a kde jsou od sebe rtzné
daleko. Pravé proto dostavame takto zubaté reseni.
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Zaver

V této praci jsme se soustiedili na navrzeni a implementaci numerického
algoritmu aproximujici feseni linearnich parcialnich diferencialnich rovnic 1. fadu
pomoci metody charakteristik.

Postup pfi numerickém feseni tloh jsme rozdélili na sedm c¢asti, které jsme
si podrobné popsali v 2. kapitole. Pro pokryti mnoziny €2 trojihelnikovou siti
jsme se snazili hledat vrcholy této sité tak, aby jejich vzdalenost byla mensi
nez néjaka zvolena konstanta. Diky tomu jsme ziskali dostatecné jemnou sit a
aproximace feseni byla presné¢jsi. V algoritmu jsme pouzili numerické metody
jako Rungeovu-Kuttovu metodu, slozené lichobéznikové pravidlo a barycentrickou
interpolaci.

Ve 3. kapitole jsme otestovali naprogramovany algoritmus na ptikladech a
vykreslili podobu charakteristik a aproximovanych fesenich. V prvnim prikladu
bylo vidét, jak vypada feseni tlohy se zjednodusenou LPDR a jak se méni jeho
presnost v zavislosti na hodnoté tolerancéni konstanty. V druhém prikladu jsme
otestovali numerickou integraci v algoritmu a zanalyzovali, jaky vliv ma nenulova
prava strana rovnice na Teseni. V tretim prikladu jsme zadali LPDR obsahujici
nulovou derivaci funkce u. Zaroven jsme zpozorovali, ze jakmile reprezentujeme
charakteristiky pomoci exponencidl, tak je velmi tézké dostateéné pokryt urcité
¢asti mnoziny (2.

Dalsi zlepseni

Pravdépodobné by Sel zlepsit zptisob pokryvani mnoziny {2 charakteristikami
tak, abychom ji dokézali dostatecné pokryt i rychle rostoucimi/klesajicimi kiivkami.
Déle by bylo mozné 1épe vytvaret elementy sité na ¢asti hranice mnoziny €2, ze
které vystupuji charakteristiky ven. V poslednim prikladu 3. kapitoly bychom pak
mohli dostat hladsi hranici plochy reprezentujici aproximaci reSeni.
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A Prilohy

K této praci prikladam prilohu. Jedna se o archiv ve formatu .zip obsahujici
zdrojové kody a dokumentaci k programu.

A.1 Zdrojové kédy

V priloze se nachazi implementace popsaného algoritmu v podobé zdrojovych
kod v jazyce Matlab. Tyto zdrojové kddy se nachéazi ve slozce src.

A.2 Dokumentace

V priloze se nachazi dokumentace k programu ve formatu PDF.
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