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0.1 Teoreticky Uvod

0.1.1 Historické Okénko

Prvni zndmé feSeni Einsteinovych polnich rovnic bylo odhaleno Sch-
warzchildem[1] jiZ rok po publikaci Einsteinovy prace z obecné teorie relativity,
cozisamotného Einsteina pfekvapilo. Jednalo se vSak pouze o vakuové, sféricky
symetrické, statické feseni. Jedno z prvnich zndmych nevakuové, ovsem také
statické, sféricky symetrické feSeni bylo objeveno az roku 1947 I.Z.Fisherem|2]
a pozdéji znovu objeveno v praci Janise, Neumanna a Wincoura[3| (dale JNW)
roku 1968.

Tato feSeni jsou dililezitd svym zahrnutim skaldrniho pole, které umoz-
nuje studium vztaht mezi gravitatnim a jinymi poli, modelovéni rtiznych fy-
zikdlnich scénaiti, jako jsou kosmologickd kvintesence, kde je temné energie
vysvétlena pomoci dynamického skaldrniho pole, a modifikované teorie gravi-
tace.

Reseni se skalarnim polem obsahuji také moznosti s nahou singulari-
tou. Je dobré zminit, Ze to je ve sporu s hypotézou kosmické cenzury Rogera
Penrose[4], ktera tvrdi, Ze veskeré singularity vznikajici v redlnych fyzikalnich
procesech musi nutné vzdy byt obklopeny singularitou, kterd zabranuje jejich
pozorovani, viz jméno cenzura. Dynamicky vznikajici feSeni se skaldrnim po-
lem jsou ale nad rdmec této prace a vhodnéjSim néstrojem na jejich studium je
numericka relativita.

0.1.2 Horizont udalosti a singularity

JakoZto singularitu v obecné teorii relativity oznacujeme, v jistém zjed-
noduseni, bod v ¢asoprostoru, kde dochézi k divergenci kfivosti gravitacniho
pole popsaného metrikou tohoto ¢asoprostoru. Horizont udalosti nazyvame
hranici, pod kterou jiZ neni tiniku gravitacnimu ptisobeni, jedna se tedy o své-
telnou nadplochu a hranici, zpoza které neni moZzné dostavat informace. Ve
statickém ptipadé je to také tzv. statickd mez, coZ je nejmensi vzdalenost od
zdroje gravitace na které je mozné byt v klidu vi¢i pozorovateli v nekone¢nu. A
je také plochou nekonecného frekvencniho posunu. Vnasem sféricky symetric-
kém statickém pfipadé koinciduje s Killingovym vektorovym polem s nulovou
normou. Nahou singularitou pak nazyvdme singularitu, kterd neni obklopena



horizontem udélosti.

Singuldrni chovdni metriky nemusi nutné vzniknout patologii prostoru,|
muzZe byt také zptisobena jednoduse volbou nevhodnych soufadnic, klasickym
piikladem tohoto tikazu je horizont ve Schwarzchildoveé feSeni. Existence oprav-|
dové singularity, tj. nehledé na volbu soufadnicového systému, 1ze dokdzat po-
moci skaldrniho invariantu, ktery pravé nehledé na volbu musi mit vZdy stejné
hodnoty. Pokud tedy v néjakém bodé diverguje a vyjadiuje napiiklad kiivost,
pak je zde singularita. Typickym pfikladem takového invariantu je napfiklad
Kretschmanntiv invariant, ¢i Ricciho skalar.

JNW a Fisherova metrika(a dal$i obdobnd feSeni) jsou z tohoto hle-
diska zajimavé tim, Ze prdvé moznosti s vyskytem nahé singularity zahrnuji.
Soufadnice metriky jsou zde chytfe voleny, tak Ze jsou "ztahnuty", tak Ze hori-
zont odpovida pfesné singularité.

Dal3im typem patologie mimo nahych singularit je degenerace hori-
zontu, coZ je pfipad, kdy ma horizont vice neZ jednu vrstvu, nebo Ze se jeho
rlizné ¢asti protinaji, coz vede k nekonzistentnim fyzikdlnim pfedpovédim. Po-
moci perturbac¢nich metod 1ze zkoumat, chovani téchto degenerovanych konfi-
guraci pfi malych poruchéch, naptiklad mohou ukézat, Ze urcité degenerované
horizonty jsou nestabilni a pfi zavedeni libovolné malé poruchy prechézeji do

stabilnégjSich konfiguraci[5].

0.1.3 Perturba¢ni metoda

Castou metodou analyzy feseni jsou perturbace, které poskytnou in-
formace o robustnosti pozorovanych vlastnosti. Perturbacni metoda je metoda
umoznujici hledani feSeni problémut piibuznych jizZ zndmému feSeni. Obecné
meéjme:

F(f(x) +€Fpert(f(x)) =0, (1)
kde F a Fper jsou obecné funkce a € << 1 je malé, ddle pfedpokladdme znalost
feSeni fy(x) jednodussi rovnice

F(fo(x)) =0. 2)

Reseni rovnosti(1) pak hleddme ve tvaru perturbace znamého feSeni fy(x) rov-
nice (2)

f =Y efitn), 3)
i=0



fo(x) se pak nazyvé nultym fddem. Dosazenim (3) do (1) a pouzitim Taylorova
rozvoje v prvnim ¢lenu (F(f(x))) ziskdvame:

o0
2
n=0

odkud Ize separovat nulty fad feSeni:

FP (o) & . o0
+(§05 fi(x) = fo(x)) +€Fpert(i;)ﬁ(x)):0, 4)

o [p(m oo
F(fox)+ ) (W(Ze’fim)”
n=1 . =

i=1

+5Fpert(z fi(x)) =0, (5)
i=0

jehoz nulovost je zndma z (2). Sectenim vyrazl se stejnou mocninou ¢ tak ob-
drzime soustavu rovnic pro kazdou mocninu &:

eF (fi(x), f2(x), f3(x),...)

e F(fi(x), o), f3(x),...)

R, LX), f(%),...)

Il
o o o

(6)

)

kde F; jsou néjaké funkce. Res$enim téchto rovnic lze ziskat vyrazy f;(x) a je-
jich dosazenim do (3) tak kyZené feSeni rovnice (1). Je ovSem nutno pohlidat
konvergenci této fady. Obvykle vzhledem k pfedpoklddané malosti € néds vSak
bude zajimat pouze nékolik prvnich ¢lent, v této prace dokonce pouze prvni,
tj. linedrni.
V obecné teorii relativity se fe$i perturbované Einsteinovy polni rov-
nice, zkonstruované z perturbované metriky:
w .
vt Y € hyy 7)
i=1

a pfipadné dal$ich uvazovanych perturbaci, naptiklad skaldrniho pole, ¢i po-
tencidlu

0.1.4 JNW metrika

VpréaciJNW[3] je hleddno feSeni pro nehmotné, gravitacné vazané ska-
larni pole ¢ spliujici:
Ce =0. (8)
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Déle je uvaZovdna nulovost kosmologické konstanty A = 0, tensor energie a
hybnosti tedy nabyva tvaru:

1
Tyw=@upy— Egyv(/’,a(ﬂ'a» ©)]
kde  u znaci parcidlni derivaci podle soufadnice. Obecny tvar, kde
D=V, 10)

je pak:
1
Ty =@ upy+ guv(A+ V_E(P,a(/ya)- (11)

Einsteinovy polni rovnice jsou tedy:

kde « je konstanta urcujici silu vazby.

Pozndmka. : znaménko u x je opacné, nez ve ¢lanku JNW, bylo totiZ zjiSténo,
Ze byla pouzita jind konvence GZeni Riemannova tensoru. Konkrétné s opacnou
paritou pofadi indexti, kdeZto my budeme pouZzivat GiZeni se shodnou paritou.
V soutadnicich £, R,0,¢ byla nalezena metrika tvaru, v rdmci zkrdceni zapisu
budeme pouZivat R, =2R+ry(p+1)aR_=2R—-ry(p—1):

1

1
ds = — (£)” A+ (&)” AR? + r2(d6% + sin®0d¢?), (13)
R, R_

AR (14)

p="In|

1 1 1

rz = Z(R+)1+;(R—)1 ll]r (15)

1

4x A% )2
p=|l+— =1, (16)

o

kde A je volny parametr, ro = 2m a r je euklidovsky polomér koule o konstant-
nim R.

Pozndmbka. : Platnost feseni se povedla ovéfit v Mathematice pro 2 A%k = p? -1,
neboli(z rovnice (16))ry = 2, pokud by bylo znaménko v (12) minus, dostali
bychom 2A?x = 1 - p?, coZ je ve sporu (16), odkud by plynulo p < 1. Takto bylo
objeveno pouziti jiné konvence tiZeni Riemannova tensoru.



Problém tohoto feSeni je oviem, Ze v minimdalni hodnoté R = %ro (p—1)
nastava singularita, diverguje jak skaldrni pole ¢, tak Ricciho tensor Ry, Ric-
ciho skaldr R i Kretschmannuiv invariant K, konkrétné:

2
oa[ 1)
T ROMR) ((R1Z(R-)? - 8R*(2(rg — 1)) +2((p* - Drg (ro(p* = 1)) —4R))
+ _ (17)
Ri; =0
_8rg(p* - 1)
" RAR 7 o
Rgg =0
R(P(P =0
1
8(%)10 2,2 2
:m((R+)(R—)+2(r0(p —1)—2Rr0_2r )) (19)
=+ —_

0.1.5 Fisherova metrika

Fisher|2] na rozdil od JNW[3] nevyuZziva radidlni soufadnice R rozdilné
od euklidovského poloméru r. CoZ je pro nase tucely vyvhodné, nebot nemusime
fesit jejich zavislost.

Fisher hledal metriku ve tvaru:
ds? = —evdt* +etdr? + r*do? + r’sin®0d¢?, (20)

a pro skalarni pole U (téZ pouze radidlné zavislé) predpokladal splnéni Klein-
Gordonovy rovnosti:
- x»HU =0, 21)

Odkud plyne:
Ur)=Qe X, (22)

kde Q je ndboj zdroje. Tedy porovnénim s tvarem (10):
~ 2 7100

© L T
V:f —*UdU = [—Xz—
U 2

1 2772
= —y%U
X

U



protoZe v nekonecnu piredpokldddme vymizeni skaldrniho pole. Odtud dosta-

vame tensor energie a hybnosti tvaru:

1 a 21712
TuV:U.uU,v_EgW(U,aU' —x U =2A).

Einsteinovy polni rovnice jsou tvaru:

kde rovnou zname
2G
K=—.
ot

(23)

(24)

(25)

Pozndmbka. : v préci Fishera je také pouZita stejnd konvence tZeni Riemannova
tensoru, jako v JNW a pouzivd jiné konstanty v definici tensoru energie a hyb-

nosti, ty jsou schovany v .

Reseni je nalezeno jako:

eV =c? (—Z_Zo)p

Z+ 72
czrz(Z—Zo)p
et =— ,
Z2 \Z+27
2
Z+7Z
Ur) = ¢ !
2/ (Gm)?2+QG2 | Z-2

kde: )
Zy= E(\/ (km)2+GQ?% - Gm),
7= %(\/ (km)2+GQ?%+ Gm),

Gm
= <1

V(Gm)2+ GQ2

a funkce Z(r) je zavedena implicitné:

(Z-Z) P (Z+ 2P = (er)?.

Tentokrat plati:
lime” — 0,lime* — 0,
r—0 r—0

ale
limU — Cln(1/r).
r—0

(26)

27)

(28)

(29)

(30)

1)

(32)

V této praci se pokusime pomoci perturba¢ni metody tyto divergence

odstranit.



0.2 Metodika

Perturbace metriky z hlediska kompletni teorie nelze zavadét, tak Ze
budeme peturbovat funkci, kterou byla metrika vyfeSena konzistentné vSude,
kde se vyskytuje. Poté bychom totiz ziskali Einsteinovy polni rovnice v ptivod-
nim tvaru, pfiCemZ metrika je pravé v tvaru jejich feSeni plus ¢ast obsahujici
zavedenou perturbaci. VyfeSend pozad'ova Cast se tak odecCte a nezbyva jind
mozZnost, nez Ze je perturbace trividlni.

Ddle také neni mozné zavadét perturbace pouze na misto potenci-
dlu V. Timto bychom doséhli pouze pfechodu od tvaru potenciélu (8) na (10),
tj. obecnéjsimu tvaru polnich rovnic, jejichZ feSeni neni zndmo. Nedava také
smysl zavadét perturbaci na misté A v (11), opét totiz nezndme feSeni pro ne-
nulovou kosmologickou konstantu. Pokud bychom uvazovali A + V v (11) ja-
kozto jediny vyraz, pak z pravé zminénych divodi musi pravé nulovy.

Kvili vy$e zminénym tkaztim je tedy nutno zavést perturbaci metriky
jednak "nekonzistentné", co se vyskytu nalezené funkce tyce, ¢i neuvaZovat
kompletni teorii, tj omezeni se do urcitého fddu perturbaci. A navic je tfeba
zavést perturbaci v tensoru energie a hybnosti, Kdybychom tak neucinili, ne-
mohlo by dochézet k interakci a perturbace by opét byla trividlni.

V této praci bude uvazovat pouze linearni fad perturbaci a konzistent-
nosti vyskytu zavedeni perturbaci se proto nemusime pfili§ zaobirat, ovSem pak
vyvstdva otdzka, zda obdrZené vysledky viibec maji néjakou vypovédni hod-
notu, protoze jejich obdrzeni by pravé z hlediska kompletni teorie nedavalo
smysl.

0.3 Radialné zavislé perturbace

2 Yz

V prvni ¢asti se budeme zabyvat perturbacemi s pouze radialni zavis-
losti, jejich derivace podle radidlni soufadnice R tak budeme znacit ¢arkou. In-
tegrac¢ni konstanty jsou znaceny C;, pokud s nimi déle pracovat nebudeme.



0.3.1 JNW mertika
Perturbace 6F ad¢

Nejprve se pokusime perturbovat metriku a skalarni pole, kde zave-
deme potencidl 6¢ jakoZto perturbaci v tensoru energie a hybnosti. Nejprve
budeme pfedpokladat metriku tvaru:

ds®> = —Fdt* + F"YdR? + r*(d6? +sin® 0d¢?), (33)

tj. stejného tvaru, jako (13), kde

R_\7
Fe (—) (34)

+

a perturbaci metriky h,, chapeme jakoZto perturbaci zptisobenou perturbaci
O F, pak plati:
hit=—06F, (35)

h'R = 6F = hpr = —(grr)*0FE, (36)

kde jsme vyuzili hpr = —grugrvh"", protoze dalsi cleny by obsahovaly vyssi,
nez linedrni perturbace, a gg, = 0 pro viechna a # R. Ostatni perturbace me-
triky jsou nulové. Naprosto zdsadni je pouziti sprdvného tvaru perturbace me-
triky v hornich indexech, tj. s minus, coz je vidét z (g, + ehyy) (8" — eh*) =
1+ O(€?). Dostaneme tak perturbovany tensor energie a hybnosti v diagonal-
nim tvaru se ¢leny na diagondle:

1
5F2 (@) +eF*¢p'8¢/, (37)
1 @) +e (cp’&p’ + 1(qo’)2 (F + l) 6F) (38)
2 2 F

1 1

—EFrz((p’)2+£(—Fr2(p'5(p'+ Erz((p')25F), (39)
1 1

—EFr2 sin®0(¢")? + £sin®(0) (—Frz(p'&p’ + > r? ((p’)26F) ) (40)

Odtud porovnanim tvaru neperturbovaného tensoru energie momentu hyb-
nosti(s nenulovym potencidlem) se ¢leny na diagonéle:

1
EFz(qo’)z —FV, (41)



%((p')g + K, (42)

F
1 o 12, 2
—EFr (@) +r7V, (43)
1
—EFr2 sin®0(¢")% + r*sin®QV, (44)

s v 2

je vidét, ze pozad'ova ¢ast se opravdu objevuje v perturbovaném tensoru a lze
ji tak odecist. Je také vidét, Ze perturbace skaldrniho pole nelze zcela identi-
fikovat jako potencidl jim zptisobeny, kviili prvnimu ¢lenu rovnice (9) a ne-
nulovosti derivace skaldrniho pole podle radidlni soufadnice R, coZ pozadu-
jeme. Konkrétné porovnanim dvojic (37),(39),(40) a (41),(43),(34) bychom do-
stali V = —eFd¢'¢’, kdeZto z dvojice (38) a (42) V = eFd¢'¢’.

Zperturbovanim Einsteinova tensoru Gy, a uvedenim do rovnosti (5) s
perturbovanym tensorem energie a hybnosti dostaneme novou sadu ¢tyft rov-
nosti, po odecteni pozadi, dosazeni z (14),(15),(34) a 2A% = p2 -1, zjisténé
ovéfenim platnosti neperturbovanych Einsteinovych polnich rovnic, a zjedno-
duseni zjistujeme, Ze slozky 00 a ¢¢ kviili symetrii systému vedou na stejné
rovnice. Dostdvdme tak v obecném tvaru:

2 OF+

1
—~4A%((1+p)R_—Ry)(R_+(p-1)R,) + p*(p* —1)R*R* (%) A+ V)

+2A°R,R_(R_—R,)0F + A*p*R*R*6F"+

1
RS
4Ap(p* - DR R_(R--Ry) (R—) " 59 +2p(p? —1)RER%6V =0

+

(45)
R 1
2 (—4A2((1 +p)R_.—R)(R_+(p-1R,) + p*(p*> -1)R2R?* (R—+) "(A+V)|6F+
+2A°R,R_(3+2p)R_(3—-2p)R,)6F + A*p*R>R*5F"+
1
R\L
+4Ap(p* —1R+R_(R_—Ry) (R—) " 5¢' —2p*(p? — DRER25V =0
+
(46)
(4A*(Q+p)R- - R)(R_+(p—1DR,) + p*R.2R_) 5F+
+2A°RiR-((1+ p)R- ~ (1~ p)R)SF'+ A*p*RERZSF"~ (47)

1
R\L
—4Ap(p* —=1)R,R_(R_—R;) (R—) " 5¢' —2p2(p? - DRERZ5V =0

+



Hned na prvni pohled je ziejmé, Ze jsou si rovnice navzdjem velice
podobné a pfi neuvazeni zadnych dalSich perturbaci tak pravdépodobné ne-
dostaneme Zadné vhodné vysledky. I pfesto v3ak tuto moznost prozkoumdame.
Jejich tvar pro nulovou kosmologickou konstantu A, potenciél V a tedy i jeho
perturbaci 6 V lze ziskat jednoduse jejich vynulovanim, A, V,6V — 0.

Zjevnym problémem je ovSem pieurcenost soustavy, mame tfi Einstei-
novy polni rovnice, ale dvé nezndme 0 F a §¢. Je tak moZné, Ze nedostaneme
konzistentni vysledky, jak se skutecné stane. Vyuzijeme-li pouze prvni dvé rov-
nice (45) a (46) dostaneme:

ApR.R_((p+1)R_+(p—1)R,)6F =0, (48)
s jedinym moZnym konstantnim feSenim:
O0F = (. (49)

CozZ je pro naSe vyuziti ale naprosto zbytecné. I pfes zatim nezminéné druhy
divergenci jednotlivych veli¢in v R,;;, v tomto pfipadé uvazovaného tvaru per-
turbace je ziejmé, Ze konstatni perturbaci nemtiZeme nicemu pomoci.

PouzZijeme-li ale rovnice (45) a (47), €i (46) a (47), dostaneme parcidlni
diferencidlni rovnice druhého fadu pro 6 F, konkrétné:

2A(R_-R,)(p+1R_+(p—1)R,)6F—

50
—pRyR_((p+2)R_+(p-2)R,)6F + pR,R_6F")=0 (50)

2A(R-—R)((p+1DR-+(p—-1DR;)OF—-

51
— pR.R_(Bp+4)R_+Bp—4)R.)6F + pR.R_6F") =0 G

respektive. Obé rovnice maji velice dlouha feSeni ve tvaru komplexni funkce

obsahujici hypergeometrické funkce ,F; s argumentem —2Bmin__ jejichz
5T0(p+1)—Rpin

redlnost jsme tak schopni zajistit minimdlné na R,,; , + % ro(p+1) okoli Ry, (do-
opravdy jsme to schopni zafidit vSude), ale nikoli feSeni celkové riznym pre-

. . . . ArcTanh 25% 2ArcTanh 25:0
faktortim. Obé také obsahuji prefaktor exp | — > O laexp|— T"
respektive, které zptisobuji nulovost obou feseni v R;;;;,. Funkce ArcTanh je na

cely obor rozsitena komplexné, jako % In (%f—;), mimo redlny argument na inter-
valu [—-1,1] m4 tedy jak redlnou, tak i komplexni slozku. To je také pro¢ nelze
feSeni ucinit redlnymi. Je také zajimavé poznamenat, Ze funkce obsahuji obé
po dvou clenech jejichZ chovéani v okoli R,,;, zavisi na volbé p. V tomto pfi-
padé bychom si zde piéli chovani xp, jak je viditelné z (36), ale v obou pfipa-

dech prvni ¢len zde vzdy diverguje a pro druhy v prvnim pfipadé vychéazi p =1,
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v druhém pfipadé pak p = 1/3. Manipulaci integracnich konstant jsme pouze
schopni dosdhnout konvergence v nekone¢nu pro prvni z pfipadd, druhy kon-
verguje v nekone¢nu automaticky. Pro obé tyto feSeni tedy nelze zatidit na pro
nds zajimavém intervalu jejich redlnost a proto nebudeme dadle jejich chovédni
zbytec¢né rozebirat. Ani tato feSeni nejsou navzdjem konzistentni.

Perturbace 6 F, 6 a jiné

Preurcenost pfredchoziho pokusu nds motivuje k zavedeni dal$ich per-
turbaci, av§ak v metrice jiZ neni kde jinde perturbovat, krom jiného tvaru per-
turbace F, nebo r(R) pfed angularni ¢4sti, tyto moZnosti budou prozkoumany
v nasledujicich sekcich.

V tvahu tak pfipada zavést perturbaci tensoru energie a hybnosti ja-
kozto 6 A na misté V v (4), tj za pozadi stidle povazujeme feSeni JNW, nikoli
obecnéjsi feSeni zahrnujici nenulovy potencidl, jedna se tak vlastné o pertu-
rbaci odpovidajici A. JelikoZ slozky 66 a ¢¢ opét vedou na stejnou rovnost a
roli posledni nezndmé bude hrat 6 A. Perturbovanou ¢ast Einsteinovych pol-
nich rovnice ziskdme jednoduse z (45),(46) a (47) limitou V,6V — 0,A — §A.
Pak ale, jak je vidét z (45) a (46) se pozadavek na konstantnost 6 F (49) neméni.
OF je tak i pro tuto moZnost konstantni a neni tak vhodny, poZadujeme-li ale-
spon, Ze C; neni nulové, pak musi nutné platit:

16A2Rr0(§:)%

SN =-
(p?2 - 1)R2R?

(52)

Dalsi ponékud zvlastni moznosti je zavést perturbaci potencialu vy-
chézejiciho z Klein-Gordonovy rovnosti (21) pro potencidl ¢, pficemz ale stale
uvaZujeme y = 0 a perturbaci chdpeme zavedenou v nederivovaném skaldrnim
poli, zde rovnice ziskdme z (45)-(47) limitou A,V — 0.

Tentokrat médme pro 6 F rovnici:
Ap(16rgR6F— R, R_(2(ro—2R)6F' —R,R_6F") =0. (53)

Jejiz feSeni je identické, jako rovnice (50), neni tedy vhodné.
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Perturbace 6Fargad¢g

Z davodu problému nastinénych v pfedchozich dvou podsekcich se
tedy pokusime provést perturbaci metriky £, v jiném tvaru. Namisto pertu-
rbace F daném rovnici (34) se pokusime uvazovat perturbaci argumentu F, tj
Farg = g—;. pak mame:

R.\p!
L OF (—) " OFar
1/ arg R §
6(Fa,’§) - . (54)
p p

1

Diky konzistentnosti vyskytu F s F,;¢ v metrice (13), pfeci jenom Fy,g
je argumentem funkce F, lze ziskat perturbace Einsteinovych polnich rovnic
jednoduse z (45)-(47) pomoci substituce:

R\
s o ()# 55

ty jsou(slozky 60 a ¢¢ zjevné opét vedou na stejné rovnice, je dosazeno 2 A%k =
pz -1):
2| —4A*(1+p)R*> + 2p* - p—-2)R,R_+ (1 - pHR*)+

1
R
+p2(p2—1)RiRE(R ) (A+V)|6Frg+2A°p@2p—1)R,R_(R_—R)6F,, .+

+ A’p?R2R%SF!. , +4Ap*(p> —1)R*(R_ — R,)8¢ +

arg
1

R,
+2p3(p? 1)R3R+(R) oV =0

(56)
2(—4A2((1 +pP)R-~R)(p-2)R-—2(p— DRy)~

0Farg—2A*pR.R_((4p + 1)R_+ R,)6F )y, o

p*(p* - 1R’R* (i ) (A+V)

— A’p®R®R35F!. +4Ap*(p* —1)R* (R, —R_)5¢'+

arg
1

+2p3(p* - 1)R3R+(§) 5V =0
(57)
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—4A*(P*+DR% +2(p—DR+R_+ (p* —1)R?)OFyrg—
—2A’pR.R_(Bp—-1)R_—(p—1)R,)6F,, ,—
— A’p?R2R*SF!. ,—4Ap*(p> —1)R* (R, — R_)8¢'+ (58)

arg

1
N
+2p3(p? —DR3R, (R—+) "sv=0

Kvili této konstrukci také ocekdvame stejnou strukturu vysledkd, jako
v pfipadé pro 6 F, tj nekonzistentnost vysledkii pro preur¢enou soustavu, shodu
feSeni pfi pouZiti prvnich dvou rovnic z ni a vysledku se zavedenym 6 A a vy-
sledku pfi pouziti prvni a tfeti rovnice s vysledkem se zavedenym 6 V. I zde pies
pfeurCenost soustavy prozkoumdame feSeni pro jedinou perturbaci v tensoru
energie hybnosti d¢. Rovnosti pro tuto variantu, jako v pfedchozich sekcich
ziskdme limitnim pfechodem (57)-(59): A, V,6V — 0.

Pti pouZiti prvnich dvou rovnic (57) a (58) dojdeme k parcidlni diferen-
cidlni rovnici prvniho fddu pro 6 F;¢:

A((p+DR-+(p—1R)C(Pp—1)(R- —R)8Farg + pRyR-GF,, ) =0  (59)

arg

S feSenim v ndm jiZ zndmém tvaru prefaktoru z pfedchozich fesenich tvaru:

2(p - 1)ArcTanh 21;#
8Farg=Crexp|— ; — |, (60)

Ta je definovana redlnou hodnotou do R, a ddle je ji nutno dodefinovat kom-
plexné, neni tak jako stejné jako v pfedchozich pfipadech moZzné dosdhnout re-
dlnosti feSeni, ani manipulaci integra¢ni konstanty nedosdhneme chovani xtp
na okoli R,;,. Opét jako v pfedchozim, pouZiti jiné kombinace rovnic tj. (57) a
(58), nebo (58) a (59) vede na parcidlni diferencidlni rovnice druhého fadu:

AC(R- - R+)((p2 —2r-=1DR_+R,+2-3p)pR)6F 4+

1
+ PR R-((5p —2)R-+(2~31)R:)0F, o + PR R-6Fp,4) =0 1)
ARR--RI(-3+pBp-2)R--B+p)(p—1)R)6Farg+ (62)

+p*RyR_((7TR-— R;)0F,,, + R.R_OF),.,) =0

rg arg

respektive. V prvnim z ptipadti dostaneme dlouhy vysledek obsahujici 2 F; se
stejnym argumentem jako v pfedchozich sekcich, tentokrat bez prefaktoru s
exp(—ArcTanh), dokonce je Cisté redlnd na malém okoli R,;;,, ne ale vS§ude na-
vic se sestdva ze dvou ¢lenq, jejichZ chovani na okoli R,;;;, zavisi na volbé p.

Pro oba ¢leny je mozné volit p, tak aby bylo dosaZeno poZadovaného chovéni
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x'/P (viditelné z (54)) ne ale zaroven, konkretné p = %(7 -Vv13)ap= %(7 +v/13).
Reseni druhé z rovnic mé stejné vlastnosti, s tim rozdilem, Ze p je naleznutelné
pouze pro jeden z ¢lent, a to sice p = %(\/5 + 1) a ani toto feSeni nelze ucinit
redlné.

Perturbace 6 Farg, 6@ ajiné

Vyzkousime jesté perturbace v F,;¢ spolecné s perturbaci tensoru mo-
mentu a hybnosti ve formé 6 A a 6V jako v jedné z predeslych podsekci, polni
rovnice v téchto pfipadech dostaneme limitou (57)-(59) V,6V — 0,A — A a
A,V — 0, respektive. Pfi zavedeni perturbace d A je stéla platné (59), jak je vidét
ze shodného vyskytu 6 A v (56) a (57), pro 6 F tedy plati (60), pro 6 V po dosazeni
a pfedpokladu nenulovosti 6 F mame:

(p—1) ArcCoth ;23

1
R\
pCirexp| - 16 A°Rry + (p* —1)R*R? (R—+)p6A =0,

p

(63)

s feSenim identickym jako (60). Pro druhou z moZznosti(s 6 V) dostaneme dife-
rencidlni rovnici:

Ap@BroRrR+ro(p—1)2p+1))6Farg—

64
—~R.R.(4R-8pry+ 6r0)6F;rg +R,R 6F-arg") =0, (64)

jejiz feSenim je opét dlouhd komplexni funkce obsahujici hyperbolické » F; se
stejnym argumentem jako ve v§ech pfedchozich situacich, nelze ji vybérem in-
tegracnich konstant uc€init redlnou, a to ani na okoli R,,;,;. Na tomto okoli je
chovéni identické jako v pfipadé (61), tj. nelze volit p, tak aby méla ndmi chténé
vlastnosti v obou.

Perturbace 6 F;, 0 F»

v v,

Po pfedchozich netspésich se zavddénim prapodivnych perturbaci v
tensoru energie a hybnosti se nyni konecné pokusime obejit problém pfeurce-
nosti soustavy pomoci zavedeni vice perturbaci metriky. V této ¢asti pfedpo-
kladame, Ze perturbace 6 F v prostorové a ¢asové sloZce jsou pfeci jenom jiné,
znaceno 6 F; a 6 F» respektive. Tj zavadime perturbaci skaldrni funkce F stejné
jako v pfedchozich ptipadech, ale pfti jeho vyskytu ve slozce ¢t pokladdme jeho
perturbaci rovnu 6 F) a pii vyskytu ve sloZce RR rovnu 6 F». Neboli:

hy=-6F, (65)
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SF
hiw =~ (grr)*0F2 = —— (66)

a ostatni perturbace metriky jsou nulové.

Dojde tedy k rozdéleni metrickych perturbaci a o¢ekdvame tak, Ze jednal
z perturbaci (0 F>) se bude v rovnicich vyskytovat v niz§im maximélnim fadu
derivace nez druhd a coupling téchto dvou perturbaci vyjadtujici zavislost té s
niz$im fddem derivaci v nederivované a druhé nederivované a prvnim fadem
jeji derivace. CoZ bohuzel ale asi povede na feSeni diferencidlni rovnice tfetiho
fadu.

Rovnice pertubaci Einsteinovych polnich rovnic jsou nésledujici(opét

p*-1
2A2

je jiz dosazeno x = slozky 66, ¢¢ vedou na stejné rovnice):

1
RAL
2 2A2(R_—R+)2+p2(p2—1)R§RE(R—+)p (A+V)|6F +

+A°pR,R_((5+2p)R_+ (2p—5)R,)0F, + A>p*R>R*6F; -
—4A%((3+2p)R* +2(p* —3)R.R_+ (3-2p)R2)5F>+ (67)

1
2 ' 2 R_\» .,
+A°pRLR_(3+2p)R-+ (2p—-3)R.)OF, +4Ap(p°— DR R_ (R_) o'+
+
+2p*(p* - 1DR2R?6V =0,
4A%p(R? — R*)6F, + A*pR,R_(2p+5)R_+(2p—5)R,)8F, + A*p*R2R*6 F]' +

+2((—2A2((p+2)R% +2(p*-2)R.R, — (p-2)R%)+

1
Rk
+p?(p* —1)R*R? (R—+) "(A+V)|6F + A2pR,R_(2p + DR- + 2p—1)R,)6F)+

2 R_ % !
+4Ap(p* = DR:R-(R- = Ry)| = og' -

+
—2p*(p* - 1)RIR26V =0,
©68)]

2A2(R_—R)((p+2)R_+(p—2)R.)6F, + A*pR,R_(2p+3)r_+ (2p—3)R.)6F, +

R. R
+ A°p*R2R*6F] +2A°pR,R_ (4 o R—*) 8F,— A*pRyR_(R_— R,)0F) -

+ —

1
R L
—4Ap(p* -1)R,r_(R_—Ry) (R—) " 8¢ —2p*(p? - DRERZ6V =0,

+

©9) |
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jak je vidét skute¢né se v rovnicich nevyskytuje 6 F,, kdezto 6 F;' ano. JelikoZ
jiz médme dostatecny pocet nezndmych k feSeni systému rovnou se zbavime
nyni zbyte¢né dodate¢né perturbace tensoru energie a hybnosti 6V — 0 a ne-
budeme jizZ uvazovat nenulovost kosmologické konstanty a potencialu.

Odectem prvnich dvou rovnic (67) a (68) ziskdme slibovanou rovnici
svazujici perturbace:
pR.R_0OF,
R_—-R,
Nyni vyjadienim 6¢’ z prvni rovnice (67), dosazenim do tteti (69) a pfevedenim
perturbaci  F; na d f> pomoci (70) dostaneme diferencidlni rovnici tfetiho fddu
pro 0 F>:

5F1 = 6F2 + (70)

2(R-—R)*((p+1)R_+(p—1)R,)0F>—
~pR.R_Q2(p+1)2p+3)R*> +4(4p* —3)R.R_+2(p-1)2p-3)R%)6F,— (71)
~ p*R2R*((6p +5)R_+ (6p—5)R_)6F) — p°RZR*6F}' = 0.

Ta ma feSeni, které ale neni vyjadfitelné v uzaviené formé, tj. pomoci elemen-
tarnich a specidlnich funkci a integra¢ni konstanty zde hraji roli hodnot 6 F,
a jejich derivaci v urcitém bodé a na redlné ose je Cisté redlnd. Nastavime-li
tento bod na R;;,, pak bychom chtéli ur€it konstanty nésledovné: Jak je vi-
dét z (66) pozadujeme, aby chovani 6 F, na okoli R;;;;, bylo xMp, protoZe cho-
vani grg = 1/F je zde x%,p a —‘Spif, Fici

V Ry,in tedy musi byt 0, jednoduchym derivovanim zjistime hodnoty derivaci
liqu()%x”p:liquO%x”p_l 1/’7:liqu0(%—l) »
—00, pro p > 1, coz jak vime je pravda z (16). Kviili nekonecnosti derivaci v
tomto bodé je nutné v Mathematice nastavovat hodnoty pouze v blizkosti to-
hoto bodu, dostaneme-li se ale pfili$ blizko, feSeni se zhrouti na linearni funkci,
ktera urcité feSenim (71) neni. Pokusime-li se alespori dosdhnout relativniho
pfiblizeni pomoci zvySovani hodnoty p, feSeni za¢ne na okoli R,,;, nepfed-
vidatelné oscilovat. Ve vSech ptipadech nehledé na hodnotu p a integra¢nich
konstant(s vyjimkou vSech nulovych) feSeni divoce diverguje v nekonec¢nu. Nelze]
tak fici, zda je viibec né¢emu vhodné, cemuz pokud bychom ignorovali chovani

Rpin sama o sobé brani divergence v nekonec¢nu.

— ; d?
=00, lim,_ ¢ 12X

Perturbace 6 Frg1, 0 Furg2

Nyni se pokusime analogicky, jako v pfedchozi sekci predpokladat jiny
tvar perturbace skalarni funkce F dle jejiho vyskytu, tentokrat ve formé per-
turbace argumentu. Pouzivime 6 F;,¢1 a 6 Frg2 pro slozky tt a RR respektive.

16
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Perturbaci F danou zavedenou perturbaci vargumentu spocteme stejnym zpt-
sobem, jako (54), opét je mozné z ziskdni Einsteinovych polnich rovnic pouZzit
substituci (55) v rovnicich (67)-(68) jednotlivé pro § F; a 6 F», neboli:

i3

1
hie = _;Fp 5Fargl» (72)

1 _1_ 1 __1_
hRR:_(gRR)ZEFp 16Farg2:—;F p 16Farg2 (73)

a ostatni metrické perturbace jsou nulové. Opét tak oCekdvame stejnou struk-
turu, co se do vyskytu derivaci perturbaci tyce, tj. Ze jedna z nich se bude ob-
jevovat s derivaci do druhého fadu, zatimco druh4d jen do prvniho, vedouci na

feSeni diferencidlni rovnice tfetiho fddu. Einsteinovy polni rovnice po dosazeni
p*-1
242

K= nabyvaji tvaru(slozky 00 a ¢¢ vedou na stejné rovnice):

1
RAL
2 A2(2p2+p—1)(R_—R+)2+p2(p2—1)RiRE(R—+)p (A+V)|8Farg1+

+ A’pR.R_(6p+1)R-—(2p+ D)R)OF,, 5 + A°p*RERZSFppy ) +
+2A%(~(3+2p)(p+ DR® +2(p(3-2p) + 3R+ R+ (p+ 1)2p —3)R*)3 Fyrga—
—A’pR.R_(2p+3)R_+(2p- 3)R.)OF,, o+

1
RS
+4A%pR*((p* - DR_ - (p* —1)R)SY +2p*(p* —DR3R, (R—+) "sv =0,

(74)

—2A*(R-—R)((p+DR-— (p(2p+3) —3)R;)0Farg1 -
— ApRyR_((6p+1)R_—(2p+1)R,)6F}, ) — A°p*RLR26F,, 41 +
2(A%(p(2p—5)+5)r2 +2A%2p* + p—5)R, R_+

1
R\L
+(p+1R? A2(5—2p)—p2(p—1)Ri(R—+)p(A+V) 8Farga—

— ApRyR_(2p+1)R_+ (2p—1R)SF,, 0 —4Ap* (p* — DRZ(R- - Ry)6¢'+

1
oL
+2p3(p2 - 1DR3R, (R—+ "5V =0,

(75)
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—2A%(R-—R)(2p* + DR - 2p(p—1) + RS Fyrg1—
— A’pR.R_((6p—1)R_+(2p—1)R,)OF,, . — A°p*RiR*6F ) —
—2A*(R2 +22p°+p-1DRR_ —2p—1)R3)6F4rga + A°pRyR_(R_— R,)6F,, 0+

1
R,
+4Ap*R%(p* - 1)(R_ — RS +2p° (p* =R R+(R ) 5V =0.

(76)

Opét dédle dodatecnou perturbaci potencidlu, kosmologickou konstantu a sa-
motny potencidl, ze stejnych divodt pokldddme rovny nule A, V,6 V — 0. Souc-
tem prvnich dvou rovnic (74) a (75) ziskdme vztah mezi perturbacemi:

pR+R—5Farg2

OF, =@2p-1)0F +
argl @2p-1) arg? R_—R,

(77)
Stejné, jako v pfedchozi sekci vyjadiime derivaci pertubace skaldrniho pole z
prvni rovnice (74), dosadime do tieti (76) a prevedeme za pouZiti (77) na dife-
rencialni rovnici tietiho fadu pro 6 F, g2 tvaru:

4(R-—R)*((pAp* —2p—-3) - DR — 4p® -2p® = p—1)Ry)6F g2+
+pR.R_((28p* —6p—2)R2 —=(B8p(p—1) —4R.R_+22p+1)(p— DR)OF,, 0+
+p*RAR%((12p— )R-+ R)OF,, 0 + P°RIR*6F,) o, = 0.

78]

Reseni opét neni vyjadritelné v uzaviené formé, pomoci elementérnich a spe-
cidlnich funkci, je redlné na realné ose a plné urceno hodnotami 6 F;;¢> a jeho
derivaci do druhého fadu v urcitém bodé. V tomto pfipadé chceme na okoli
Rmin chovéni jako x, protoZe jak jiz bylo zminéno chovéani problematického
8grr je zde —; a stejny typ potfebujeme tedy i od pficitané perturbace hgr,

kterd jej ma kompenzovat Jak je vidét z (73) chovéni hgp je zde — ,“p’ff, odkud
plyne pozadovand linearnost 6 Fy; g2 na okoli Ry,;,. Stejné jako v predchozi va-
rianté neni mozné nastavit hodnoty pfimo vbodé R,,;,, je tedy nutno je odhad-

nout v néjaké ¢ vzdéalenosti, zde jednoduse spocteme x} e =& ( ddx ) =1,
X=&

(dd—;x)x_g = 0. BohuZel i zde narazime na stejny problém jako v pfedchozim,
pfibliiiﬁle—li se pfili§ blizko, feSeni se zhrouti na linedrni funkci, ktera jisté ne-
fesi (78) a pokud se pokusime pfiblizit relativné pomoci zvétSovani p, funkce
okolo R, nepfedvidatelné osciluje, navic pro libovolné nastavené hodnoty(krom]
vSech nulovych) funkce diverguje, nelze ji tedy pouZit.
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Perturbace 6 F, 6r

Poté, co jsme prozkoumali mozZnost zavedeni nutné dalsi metrické per-
turbace pomoci pfedpokladu jiné pertubace stejné funkce (F, nebo Fg;g), dle
jejiho vyskytu, se pokusime kone¢né zavést perturbaci r, tj. euklidovské vzda-
lenosti vystupujici v kvadritu pfed anguldrnimi ¢leny. Od toho si slibujeme de-
couplovani singularity a perturbovaného r = 0, tj. vlastné se snaZime posunout
singularitu za r = 0, pak se totiZ v prostoru definovaném na r = 0 viibec nevy-

skytuje.

Zde pouzivame jiz zndmou perturbaci 6 F zptisobujici metrické pertu-
rbace popsané rovnicemi (35) a (36), perturbace ve slozkach 00 a ¢¢ jiz diky
perturbaci r nulové nejsou a plati pro né:

hgg 227‘51‘, (79)

heg =2r sin 4. (80)
Diky jejich existenci jiZ neni perturbace Einsteinova tensoru diagondlni a vy-
skytuji se v ni ¢leny:

cotf
(Gpert) o = =~ (r (og,r = csc®Ohgg r) +1'(csc® Ohgpp — hgg)),  (81)

/

.
(Gperdar = >3 (cotOhgg + csc® 0(cotOhypy — hgp)), (82)

coz na prvni pohled vypad4, Ze perturbace Einsteinova tensoru neni symet-
rickd, to by ale byl problém, vzhledem k tomu, Ze tento tensor symetricky je
a pokud bychom tak perturbovali kazdou jeho slozku zvlast' i perturbace by
musely byt symetrické. PovS§imneme-li si ale vztahu hgg a hyy daného tvarem
metriky hgpgp = sin? O hgg po dosazeni do (81) a (82) zjisSt'ujeme, Ze

(Gpert)RB = (Gpert)GR =0. (83)

Perturbace je tak symetrickd a nulovd mimo diagondlu, pokud by zde nulova
nebyla, musela by nutné perturbace r, ktera je jedina zde vystupujici, byt tri-
vidlni. Co se vyskytu fada derivaci perturbaci v tomto pfipadé tyce nemtzeme
nic fici a pravdépodobné bude u obou perturbaci stejny. Perturbované Einstei-

19



novy polni rovnice jsou tvaru:
1 1
Ry\7 Ry\7 9
R.R_ R_ 2 R_ —4A ((p+1)R_—R+)(R_+(p—1)R+)+

1
OF+pRiR_ ((%) P (A’(2(R_— R,)6F'+

1
+p2(p? -~ 1)R2R? (%) A+ V)
+pR.R_SF")+2p(p* —1)R.R_6V) +4A(p* - 1)(R_ — R+)6(p'))—
—8A’2(R_—R)((p+1DR_+(p-1)R)S1+

+pR.R_((p+DR_+(p+1DR)Er' + pRLR_61") =0,
(84)

1
o

R \» )
i 2(_) (—4A (p+ DR —R)(R_+(p- DR+

R_
&
R_

+@2p—3)R)0F pRLR_6F") +2p(p* —1)R,R_6V) +4A(p* - 1)(R- — R,)5¢') |-

1
SF+pR.R_ " (A2@(@p+3)R_+

1
Al
+p2(p® - )RER? (R—+)p (A+V)

—8A%p(2(R_—R)(p+1R_—(p— 1RO+

+R,R_(—((p+3)R_+(p—-3)R,)61" + pR,R_61")) =0,
5]

1
R.\7»
R.R- (R_)

1
_4 A2 (%) "((p+ DR? +2(p* ~1R.R_ — (p - DR)6F+

1
Rt
+pR.R_ ((R—+) " (A2(-2(p+1)R_+(p-1)R.)SF — pR,R_SF"+

(86)
+2p(p* —1)R,R_6V) +4A(p* - 1)(R_ — R+)5(p')) + S(AZ((p +1)°R*—

or—

Rl
—2(p?+1DR,R_+ (p—1)’R%) + p*(p* - 1)R2R?* (R—+) A+ V)

—8A’pR.R_(p+1)R_+(p—-1)R,)6r" =0.

Opét stejné, jako v pfedchozich pfipadech vynulujeme jiZ nepotiebné proménné,]
tj. kosmologickou konstantu, potencidl a jeho perturbaci A, V,6V — 0. Tento
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systém vede na:

8AR,R_(R-—R)((p+DR_+(p—1)R;)6r =

R,

1
= A\| R, R_ (R—) " (2(Ry — R)((p+ )R-+ (p—1)R,)5F+ (87)

+pR,R_(2p+3)R_+(2p—-3)R,)6F') + pR.R_SF"),

kterd i ve spojeni s ostatnimi rovnicemi (84)-(86) nemd naleznutelné feSeni(Mathematical
ani jsme Zadné nasli), zde je mySleno pfi pouZiti libovolné kombinace (87) pred-}
chozich rovnic, €i jinych vyjadfeni.

0.3.2 Fisherova metrika

Na zavér se jesté pokusime nahlédnout na mozné feseni formulované
ve Fisherové metrice. Ve Fisherové metrice (20) na rozdil od JNW metriky (13)
nevystupuje euklidovskd vzdédlenost zavisld na néjaké radidlni soutfadnici, ale je
sama o sobé brana za soufadnici. Perturbovaniv r tedy neni dobré. Zde se proto
pokusime zavést perturbace ve funkcich v(r) a A(r) vystupujicich v metrice,
oznacované jako 6v a 6 A respektive. Dostaneme tak Einsteinovy polni rovnice
ve tvaru(zde ' znaci derivaci podle r a p je zde jiné nez v ptipadé JNW, slozky 66
a ¢p¢ vedou na stejné rovnice):

(-16+8exp(\) 2 +kr?2A + y*U?) +rA' (16 +3rv') -
—r(8xr(U)* +v' (12 +5rV) +6rv")) dv+
+2r@—rAN6V +4r26v" + 8 -3rA @+ rv) + r2Bx(U)? +5(v)? +6v") 51+

+2r(d—rvh6A +16expMxy*r?UsU =0,
(88)

rdv + r(=3Av +5(v)% +6v")6v +2r(rA —4)6v — 4r?6v" +
+ (=24 +8exp(D) 2+ k12 A+ Y2U?) +3rA @+ rv) —r(vV'8+5rv) + 61rv") 6 A+
+2r6A +16xr?(exp(M)y?USU + U'sU") = 0,
89) |
Brv + 2V (Vv = A) +2r2v"N6v + 2r(r A = 2rv = )6V + —4r?6V" +
@+ r@xr(UN? +4vV +3r(v)? =3A @+ rv) +6rv")SA+2r*v'sA+  (90)
+ 16exp(/l)K)(2r2U6U =0.
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Kde x = 2G/c*, jak vime z pfedchozich sekcich, budeme uvaZovat nu-
lovou kosmologickou konstantu a potencidl, v€etné jeho perturbace A, y — 0.
Ze souctu prvnich dvou rovnic (88) a (89) vyjadiime vztah perturbaci:

_2r6A + 2 -2expA) + 1 (=k7(U)* + )57

ov = 2(exp(A) +2r A —r(xr(U)2 +v')

C2Y)

Ddle, jako vzdy vyjadiime 6U’ z prvni rovnice (88), dosadime do tieti (90) a
poté prevedeme pomoci (91) vSechny perturbace na perturbace 6 1. Zde ovSem
mdame problém v tom, Ze zde vystupujici funkce jsou dény svou zavislosti na
Z(r), které je samo o sobé zavislé na r, jeho zavislost je ale ddna implicitné.
Tento problém vyieSime pfepisem do zavislosti na Z, r(Z) vyjadiime z (32),
jako:

Z+ 7 )
Z-7)
vaAz(26) a (27) respektive a derivace podle r pfevedeme na derivace podle Z
postupné, jako:

r:\/(Z+Zl)(Z—Z0)( (92)

dSA _ dZ dsA 93)
dr dr dZ’
a5 dZ( d’7z ds) dZd26/1)
— = +— : (94)
dr? dr \dZdr dZ dr dZ?
s ((dz &z +( d?z )2 df
dr3 \\dr dz2dr \dzdr) |dz
2 2
+(dz (1+d_Z))d6/1+ (95)
dzZdr dr)) dz?
az d36)L)
+— )
dr d7zZ?

kde jednotlivé derivace vyjadiime ze vztahu (92). Dostaneme tak velice dlou-
hou diferenciélni rovnici tfetiho fadu pro 6 A, kterd nepiekvapivé nemad feSeni(neboj
se ho nepodafilo nalézt).

0.4 Perturbace ve formé sférickych harmonik

Déle bychom mohli prozkoumat, zdali zavedeni perturbaci ve formé
sférickych harmonik nepovede k feSeni, tj. u zavedenych perturbaci jizZ nebu-
deme pfedpokladat pouze radidlni zavislost.

Na toto rozsifeni bohuzel jiZ nezbyl Cas.
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0.5 Zavér

Bylo prozkoumany moznosti feSeni singularit JNW metriky pomoci per-}
turbacni metody do prvniho fddu. Byla vyzkouSena moZnost zavedeni pertur-
bace metriky zptisobené perturbaci funkce F v ni vystupujici a také argumentu
funkce F, oba pfipady vedou na feSeni pfeurcené soustavy rovnic. Anivjednom
piipadé nejsou vysledky ziskané libovolnymi kombinacemi "konzistentni". Bylo]
zjiSténo, Ze pro pfipad perturbace F bud’ obdrZzime konstantni feceni pro per-
turbaci 0 F, nebo je komplexni, kviili obsazZeni komplexné dodefinované funkce
ArcTanh, byla zjiSténa vysokd néchylnost feSeni v zdvislosti na parametru p v
obou pfipadech. Pro moZnost perturbace v argumentu F se scénaf opakoval, s
tim rozdilem, Ze namisto konstantniho feSeni obdrzime také komplexni funkci
obsahujici komplexné dodefinovany ArcTanh. Pfeurcenost téchto soustav nds
ndasledné motivovala k zavedeni dodate¢nych pertubaci tensoru energie a hyb-
nosti, byly vyzkouSeny moznosti zavedeni perturbace 6V a § V. Pro variantu s
perturbaci F obdrzime vysledky shodujici se témi pro nezavedené dodatecné
perturbace, a to sice konstantni  F pro moznost s d A a komplexni funkci od-
povidajici feSeni za pouziti prvni a posledni rovnice, s nezavedenymi dodatec-
nymi pertubacemi, pro pfipad s 6 V. V pfipadé s perturbaci argumentu F pro
zavedené 6 A opét dostaneme feSeni odpovidajici prvni z variant feSeni pre-
urcené soustavy pro perturbaci argumentu F, pokud uvazime perturbaci 6V
obdrzime nové feSeni, které ovSem opét komplexni a jeho chovani neni o nic
lepsi.

Déle byla prozkouména moznost zavedeni odliSnych perturbaci F a
argumentu F, dle vyskytu této funkce. v obou vyzkou$enych pfipadech neni fe-
Seni vyjadritelné pomoci elementérnich, ¢i specidlnich funkci. Pro pfipad s per-
turbaci F neni moZné nastavit, kviili jejich nekonec¢nosti, poZadované hodnoty
piimo v bodé R,,;,, misto toho se musime spokojit se zaddnim néjaké blizké
hodnoté, pfi dostatecném pfibliZzeni se navic feSeni zhrouti. V pfipadé pertur-
bace argumentu F jsme schopni hodnoty nastavit pfimo vbodé R;;,;,, nicméné
se feSeni také zhrouti. V obou pfipadech byla zaznamendana extrémni néchyl-
nost na volbu parametru p, pro jeho vysoké hodnoty zaznamenavame v okoli
Rnin divoké oscilace, které mohou byti numerickymi artefakty zptisobené fese-
nim v Mathematice, nebo selhanim perturba¢ni metody jako takové. Vzadném
pfipadé nejsme schopni zafidit konvergenci feSeni v nekone¢nu.

Nakonec pro JNW metriku, opét pro pfipady s perturbaci F a jeho ar-
gumentu, bylo prozkoumano feSeni se zavedenim perturbace angularniho r, v
téchto pfipadech feseni nebylo nalezeno viibec.
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Pro Fisherovu metriku jsme vyzkousSeli pouze jednu variantu zavedeni
perturbaci, a to sice ve funkcich A a v, zde bylo feSeni hledané v zavislosti na
funkci Z a nebylo nalezeno.

Celkové pro viechny prozkoumané moznosti nebylo nalezeno vhodné
feSeni, nebo nebylo nalezeno viibec. Vzhledem k pfimocarosti perturbacni me-
tody by pravdépodobné jiZ nékym nalezeno bylo, pokud by existovalo. Grafy
vSech feSeni jsou k nahlédnuti v pfiloZeném dokumentu.
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