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tem nevlastniho latinského ¢tverce, rozsitujicim dobte znamy koncept latinského
¢tverce. Predstavujeme alternativni pristup k ditkazu souvislosti grafu rozsireného
prostoru latinskych ¢tverci. V druhé kapitole propojujeme algoritmus Jacobsona
a Matthewse, ktery realizuje ndhodné prochézeni timto grafem, s metodou ge-
nerovani binarni operace ortogonalni vici dvéma zadanym binarnim operacim.
Navrhujeme dva heuristické algoritmy pro hledani binarni operace, ktera je or-
togonalni k danému latinskému ¢tverci a aproximuje latinsky c¢tverec. Nakonec
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Uvod

Latinsky ctverec fadu n je ¢tvercova matice typu nxn vyplnéna n ruznymi
symboly tak, ze se kazdy symbol objevuje v kazdém tadku a sloupci pravé jed-
nou. Zajimavou vlastnosti latinskych c¢tverct je, ze libovolnd permutace jejich
radkl, sloupci nebo symbolil vytvari opét latinsky ctverec. Latinské ctverce
vzniklé aplikaci posloupnosti takovych permutaci se nazyvaji izotopické. Neni
tézko oveérit, ze izotopie je relace ekvivalence, ktera rozdéluje prostor vsech latin-
skych ¢tverci daného fadu na disjunktni tridy. Nasledujici tabulka uvadi pocet
latinskych c¢tverci fddu n (posloupnost A002860 v [1]) a pocet tiid ekvivalence
(posloupnost A040082 v [I]) tvorenych relaci ekvivalence na mnoziné latinskych
¢tverci daného radu:

n | Pocet latinskych ¢tverct tadu n | Pocet tfid ekvivalence
5 161280 2

6 812851200 22

7 61479419904000 564

8 108776032459082956800 1676267

9 > 1077 115618721533

10 > 10%° 208904371354363006
11 > 10%7 > 10%°

Objevuje se otazka, zda existuje transformace latinského étverce takova, ze
jenom pomoci posloupnosti téchto transformaci jde prevést libovolny latinsky
¢tverec na libovolny jiny. Odpovéd je kladnd a najdeme ji v ¢lanku Jacobsona a
Matthewse [2], musime ale prostor latinskych ¢tverct rozsitit o takzvané nevlastni
latinské ctverce. Témto transformacim budeme tikat latinské zameény.

Préce je rozdélena na dvé kapitoly. Cilem prvni kapitoly je dokazat existenci
posloupnosti latinskych zamén, ktera transformuje libovolny latinsky ¢tverec na
libovolny jiny. Tato ¢ast prace je zalozena na zpracovani a reprodukei klicovych
vysledku ¢lanku [2]. AvSak misto pivodniho formalismu v praci pouzivame zcela
odlisny a snad prehlednéjsi pristup. V [2] autori pouzivaji mnoZinovou repre-
zentaci latinskych ¢tverctt a popisuji vztah dvou radkt ¢tverce pomoci neorien-
tovanych grafii, z ¢ehoz vychazeji v nasledujicich dikazech. V nasem pristupu
latinské ¢tverce definujeme pomoci zobrazeni do prvki volné abelovské grupy,
které nazyvame abelovskou konfiguraci (viz definice . Vztah mezi dvéma
radky popisujeme konfiguraci zobecnéného cyklu (viz definice [1.1.15).

V zavérecné sekci prvni kapitoly popiseme algoritmus Jacobsona a Matthewse,
tak jak je uveden v [2]. Prispévek této prace tedy neni v novém algoritmu, ale
v odlisném dikazu skutecnosti, ze tento algoritmus opravdu dovoluje cestou lo-
kalnich zamén prejit od jednoho latinského ¢tverce k jinému latinskému ¢tverci
téhoz radu.

Druh4 kapitola se zabyva ortogonalnimi latinskymi ¢tverci. Vyuzivaji se v ni
dosud nepublikovany vysledek Falcona a Vojtéchovského [3], ktery dédva do sou-
vislosti latinské ¢tverce a binarni operace ortogonalni ke dvéma dalsim binarnim
operacim na dané mnoziné. Jde v zasadé o vypocetni experiment, jehoz cilem
bylo zjistit, zda takto nelze nachézet latinsky ¢tverec ortogondlni k danému la-



tinskému ¢tverci. Vypocetni vysledky naznacuji, ze tato metoda sama o sobé vede
k uspéchu pouze u velmi malych fadi. Nicméné je mozné, ze ji ptujde dale obo-
hatit. Také metoda miuize mit smysl pokud cilem neni nutné latinsky ¢tverec, ale
tabulka ortogonalni operace, kterd se latinskému ctverci blizi.

V praci jsou popsany dva rtizné heuristické algoritmy prohledavani prostoru
nich vychézi ze znamych metod umélé inteligence, které se souhrnné nazyvaji
genetické algoritmy. Srovnani obou implementovanych heuristickych algoritmi je
provedeno na konci druhé kapitoly.

Algoritmy byly naprogramovany v jazyku Python a jsou uvedeny v priloze
prace.



1. Generovani latinskych ¢tverct

1.1 Vlastni a nevlastni latinské ctverce

Latinské ¢tverce lze definovat vicero zpusoby. Nize definujeme latinsky ctve-
rec jako specialni pripad zobrazeni z kartézského souc¢inu dvou koneénych mnozin
Ax B do prvki volné abelovské grupy F'(C), ktera je generovana kone¢nou mnozi-
nou C. Tedy F(C) jsou vSechny linedrni kombinace prvki mnoziny C's koeficienty
v 7.

Definice 1.1.1. (Abelovska konfigurace). Necht A, B, C' jsou neprazdné konecné
mnoziny. Abelovskou konfiguraci nazveme parcialni zobrazeni p: AxB — F(C)
s definiénim oborem Dom(pu), pro néz plati:

1. Ve € C J(a,b) € Dom(p): p(a,b) = > o, kde 7. # 0,
cdeC

2. Ya € A3be B: (a,b) € Dom(u),
3. ¥be€ B Ja € A: (a,b) € Dom(u).

To, ze abelovska konfigurace p: AxB — F(C) je zobrazeni parcialni zna-
mend, ze pro néjakou dvojici (a,b) € AxB muze byt p nedefinované. Budeme
@ Casto interpretovat (resp. definovat) pomoci ¢tvercové tabulky o |A|x|B| po-
lickach s radky indexovanymi mnozinou A a sloupci indexovanymi mnozinou B.
Do policek této tabulky jsou vepsany prvky F(C'). Policka mimo defini¢ni obor
nechame nevyplnéna. Tabulku sestrojime tak, ze v pozici (a,b) € Dom(u) pro-
mitneme symbol p(a,b).

Prvni podminka kladena na abelovskou konfiguraci tikd, ze neexistuje vlastni
podmnozina C, kterd by generovala Im(u). C budeme nazyvat mnozinou symboli,
A mnozinou rddku, B mnozZinou sloupciu. Zbylé dvé podminky tikaji, ze neexistuji
podmnoziny A" C A, B' C B takové, ze A’ # A nebo B’ # B a zizeni ju|axpr
definuje stejné zobrazeni.

Definice 1.1.2. (Vyvazenost). Necht p: AxB — F(C) je abelovska konfigu-

race. Rekneme, Ze p je rddkové vyvdZend, pokud Dom(p) = AxDB a existuji

c1,C2,...,¢p € C, ze pro kazdé a € A plati Y u(a,b) = ci+ca+ ... +¢ . Rek-
beB

neme, ze 4 je sloupcové vyvdzend, pokud Dom(u) = Ax B a existuji ¢}, d, ...,

c|4 € C, Ze pro kazdé b’ € B plati %Ap(a’,b’) = tcht ..y

Priklad 1.1.3. At A = {1,2,3}, B = {1,2,3,4}, C = {a,b,c,d}. Tabulkou
predepiseme abelovskou konfiguraci pu:

] 1 [2][37] 4
lla+b|lc|2d]| —d
2 a b| d c
3 d bl c

Protoze Dom(u) = AxB a pro kazdé r € A soucty Y. p(r,l) se rovnaji a +
leB

b+ c+d, u je tadkové vyvazena konfigurace.
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Definice 1.1.4. (Abelovsky latinsky ¢tverec). Abelovsky latinsky ctverec je Fad-
kové a sloupcové vyvazena abelovska konfigurace pu: AxB — F(C), pro kterou
plati |A| = |B| = |C|. Hodnotu |A| budeme nazyvat rddem abelovského latinského
¢tverce.

Piiklad 1.1.5. Doplnime tabulku abelovské konfigurace z piikladu o dalsi
radek tak, aby vysledné zobrazeni bylo abelovskym latinskym c¢tvercem, tedy
aby bylo navic sloupcové vyvazené. At A = {1,2,3,4}, B = {1,2,3,4}, C =
{a,b,c,d}. Pak méame:

1 1 2 3 4
1| a+b c 2d —d
2 a b d c
3 d b c a
4 | —a+cla+d—b| -2d+b+a|b+2d

Definice 1.1.6. (Vlozeni). Necht py: AyxBy — F(C), po: AsxBy — F(Cy)
jsou abelovské konfigurace, zobrazeni a: Ay — As, f: By — Bs, §: C7 — ()
jsou injektivni. Trojice (v, 5,0) je vloZeni puy do o, pokud V(a,b) € Dom(puy):
Ml(avb) = C%:Cf)/cc - ,UQ(a(a)’ﬁa))) = C§7c5<c)'

Mame-li abelovské konfigurace pq a ps, fekneme, ze uo obsahuje pyp, pokud
existuje vlozeni py do pe. Kdyz budou zobrazeni («,3,0) patrnd z kontextu,
nebudeme je explicitné uvadét.

Definice 1.1.7. (Vlastni latinsky ¢tverec). Necht p: AxB — F(C) je abelovsky
latinsky ¢tverec fadu n. Rekneme, Ze i je (viastni) latinskyj ctverec ¥adu n, pokud
Im(p) =C.

Priklad 1.1.8. Podminka kladena na obraz latinského Ctverce zajistuje, ze se v
kazdém policku tabulky daného zobrazeni objevi pravé jeden symbol. Radkova
a sloupcova vyvazenost pak zajistuje, ze se kazdy symbol v kazdém rtadku a
sloupci objevi pravé jednou. At A ={1,2,3,4}, B = {1,2,3,4}, C = {a,b,c,d}.
Definujeme tabulkou vlastni latinsky ¢tverec p radu 4:

SR XA O
O | Q| &

QIO |

ISHEe N Rw RS

Definice 1.1.9. (Konstrukéni konfigurace). Necht p: AxB — F(C') je abelovska
konfigurace. Rekneme, Ze j je konstrukéni konfigurace, jestlize

|(a,b) € Dom(u); (a,b) ¢ C| <1 a pokud u(a’b') ¢ C, pak u(a'b') = c;+co—cs,
kde c1,c9,c3 € C jsou po dvou razna.

Definice 1.1.10. Necht u: AxB — F(C) je konstrukéni konfigurace a p(a’,b') =
c1tca—cg & C) (a'b) € Dom(u). Pozici (a',b') v tabulce zobrazeni p budeme na-
zyvat nevlastni policko, symbol c3 nevlastni symbol, fadek a’ a sloupec b’ nevlastni
radek a sloupec.



Priklad 1.1.11. Konstrukéni konfiguraci budeme zobrazovat jako obdélnikovou
matici, kde policka, ve kterych neni zobrazeni definované, ziistanou nevyplnéna.
Obvykle budeme kazdy tadek vlozené konstrukéni konfigurace oznacovat sym-
bolem z mnoziny radkt, se kterym je dany radek ztotoznén. Sloupce budeme
oznacovat pouze tehdy, kdyz je to podstatné v daném kontextu. Nasledujici kon-
figurace s nevlastnim symbolem b je obsazend v abelovské konfiguraci p z prikladu
1 2 3 4

2 /a b
1.1.5¢ 3(d c a)-
4 a+d—2>

Definice 1.1.12. (Konstrukéni latinsky ¢tverec). Konstrukcni latinsky ctverec je
abelovsky latinsky ctverec, ktery je zaroven konstrukéni konfiguraci.

Z definice vlastniho latinského ¢tverce plyne, Ze se jedné o konstrukéni latinsky
¢tverec, pro ktery plati, ze |(a,b) € AxB; u(a,b) ¢ C| = 0.

Definice 1.1.13. (Nevlastni latinsky ¢tverec). Konstrukeni latinsky ¢tverec
p: AxB — F(C), fadu n, n > 3, pro ktery existuje (a,b) € AxB, ze u(a,b) ¢ C
nazveme nevlastni latinsky ctverec tadu n.

Protoze je nevlastni latinsky ¢tverec sloupcove a radkové vyvazeny a vSechna
policka, kromé nevlastniho, jsou vyplnéna pravé jedinym symbolem, tak se kazdy
symbol vyskytne pravé jednou, az na nevlastni symbol, ktery se v nevlastnim
radku a sloupci vyskytne dvakrat.

Jinymi slovy, nevlastni latinsky ¢tverec se od vlastniho lisi tim, Zze dovoluje v
jednom policku vyskyt zaporného symbolu a dvou kladnych. V nevlastnim radku
se zaporny symbol vyskytuje dvakrat jako kladny v ostatnich polic¢cich. Kazdy
jiny symbol se v nevlastnim radku vyskytuje pravé jednou. Podobné to plati i v
nevlastnim sloupci.

Priklad 1.1.14. Definujeme vlastni latinsky ¢tverec ui: AxB — F(C) a ne-
vlastni latinsky ¢tverec py: AXB — F(C), kde A= B =C ={1,2,3}:

11213 1 213
pr: |3 1] 2 po: | 3+2-1 |11
2131 1 3

Definice 1.1.15. (Cyklicka konfigurace). Necht u: Ax B — F(C') je konstrukéni
konfigurace, A = {rr'}. Rekneme, 7e p je cyklickd konfigurace nebo v —r' cyklus,
pokud:

1. p je radkoveé vyvazena.

2. neexistuje B' C B, Ze p|axp je fadkové vyvazena konstrukéni konfigurace.

Druhd podminka v definici cyklické konfigurace tiké, ze vynechanim libovol-

ného mnozstvi sloupcti z matice konstrukéni konfigurace vznikne zobrazeni, které
uz neni radkové vyvazené.



Lemma 1.1.16. Necht u: AxB — F(C) jer—r' cyklus. Pokud Dom(u) obsahuje
nevlastni policko, at je v pozici (r,c) € AXB. Pak u je jednoho z téchto tvari:

T <a0 ai ... Qp_1 ak)
r \ar ay ... ap (CO)
c
r(bo by ... s x4+y—s a ... af S Co ... Ck)ao#s(Cl)
r \y by b aop a ... S ¢ ¢ ... x)
c
r (bo b1 S r+y—s S ay ... Clk) (C2)
r’ Yy bo bm S ap Qa1 xT
c
r(e+y—s ay ... ap by by ... S)a s o3
7"’( ap a ... i Yy bg bm7 07& ( )

Diikaz. Ptredpokladejme, ze Dom(u) neobsahuje nevlastni policko. Zvolime libo-
volné ay € C. Pak existuje (r,7) € Dom(u), ze u(r,yo) = ap. Zkonstruujeme
posloupnost sloupctt vo,71,...,7, € B tak, ze pro kazdé i € {1,2,...,¢} plati
p(r,v:) = p(r'yi—1). Konstrukei ukonéime v okamziku, kdy nalezneme sloupec
v, takovy, ze pu(r’,~,) = ao a polozime k = ¢q. Takova posloupnost existuje, ne-
bot kazdy radek tabulky zobrazeni p je vyplnén koneé¢nym mnozstvim symbolii.
Zjevné O<Z<k pu(r'vi) = O<Z<k,u(r,%), tedy mnozina M = {v,7,...,7,} posky-

tuje fadkové vyvazenou konstrukéni konfiguraci. DokéZeme ted, e zadna vlastni
podmnozina M neposkytuje radkové vyvazenou konfiguraci. Sporem, necht exis-
tuje M C M, M' # 0, pro niz plati p|axar je fadkové vyvazena. At i’ €
{1,2,...,k — 1} je nejmensi index takovy, ze 74 € M’ a vy ¢ M'. Pak ale

> u(r' ) — % p(ry) = pr,7), ti. symbol p(r”,5:) se vyskytne v Fadku
0<i<k 0<i<k

r’ ale nikdy v r, tedy M’ = M. Pak y je tvaru (CO0)).

Predpoklddejme, Ze Dom(u) obsahuje nevlastni policko. Obdobné zkonstruu-
jeme posloupnost sloupctt =y, 71, . ..,7, € B tak, ze pro kazdé i € {1,2,...,q}
plati p(r,v;) = p(r',vie1). Pokud u(r’,v,) € {x,y}, ukonéime konstrukei a polo-
zime k = q. Budeme ptredpokladat, ze pu(r’,v) = x. Z vyvazenosti p musi existo-
vat sloupec oy € B, ze u(r', dy) = y. Zkonstruujeme posloupnost &g, d1,...,0 € B
tak, ze p(r',0;) = p(r,d;-1) # s, j € {1,2,...,¢}. Pokud pu(r,d;) = s, pak po-
lozime m = /¢ a konstrukci ukonc¢ime. Z konstrukce posloupnosti vyplyva, ze

>opry) = X oplry) =s—ya ¥op(e) — X oprd) =y -—s,
0<i<k 0<i<k 0<i<m 0<i<m
tedy > p(ry)+ X w(e) = X wplry)+ X w(rd;). Oznaéme M =
0<i<k 0<i<m 0<i<k 0<i<m
{vo,7,-- %}, T = {d0,01,...,0m}. Mnozina M U T poskytuje radkové vyva-
zenou konstrukéni konfiguraci. Chceme ovérit, ze neexistuje M’ C M, T C T,
ze M' UT" je nevlastni podmnozina M U T a paxarury je fadkové vyvazena



konfigurace. Sporem, predpokladejme () # M’ UT" C M U T poskytuje radkovée
vyvéazenou konfiguraci a necht M’ C M. Pokud M’ = (), pak T" # 0 a §y € T".
Pak se ale symbol y = u(r’, d) vyskytne v fadku r ale nikdy v r, tedy M’ # (). At
i" € {1,2,...,k — 1} je nejmensi index takovy, ze 77 € M a vy41 ¢ M'. Neexis-
tujeid, € T, z € {1,2,...,m}, ze u(r,d,) = p(r' i), protoze pak bychom mohli
polozit v;41 = §,. Pak se ale symbol u(r’, ;) vyskytne v fadku 7’ ale nikdy v r,
tedy M’ = M. Obdobnymi ivahami odvodime 7" =T, tedy M’ UT' = M UT.
Pokud s ¢ {u(r' y0), w(r'sv1), - (7', %)} (8. s se v fadku 7’ nevyskytuje),
pak cyklus ma tvar . Jinak, rozlisime pripady £ =0 a k > 0. Je-li £ = 0, pak
je cyklus p ve tvaru (C2), jinak je ve tvaru (CI).
O

Dusledek 1.1.17. At u je konstrukcéni latinsky ctverec radu n, (' je cyklickd
konfigurace obsazend v pu. Pak p' je v jednom ze tvari (@), , nebo .
Navic je-li i ve tvaru (C1)), pak min(m,k+f+1) < (n—1)/2, je-li i’ ve tvaru
, pak k+m~+1 < n—3, je-li i/ ve tvaru , pak min(m+1,k+1) < (n—1)/2.

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne z lemmatu . Rad matice konstrukén{ kon-
figurace y' je omezen fadem latinského Ctverce u, ve kterém je tato konfigurace
obsazena. Nahlédneme, 7ze ve tvaru plati nerovnost m+k+f+1 < n—1, z
¢ehoz plyne, ze min(m, k+f+1) < (n—1)/2. Pokud je p' ve tvaru (C2), plati
m+k+2 < n—1, tudiz min(m+1, k+1) < (n—1)/2. Je-li ' ve tvaru (C3)), pak do
Dom(y') nepatii aspor dvé policka z riznych sloupcu (zbylé vyskyty s v fadku r
¢tverce ), a plati k+m+1 < n—3.

O

Pozorovani 1.1.18. VSimneme si, Ze pokud latinsky ¢tverec obsahuje r — 7/
cyklus ve tvaru , pak existuje jiny r — 1’ cyklus obsahujici kladny vyskyt
nevlastniho symbolu. Ten je tvaru , nebot neobsahuje nevlastni policko. Ta-
bulka sjednoceni téchto dvou cykli vypada nésledujicim zptisobem:

r (b bp1 ... by s TH+Yy—s a ... a S ¢ ...

r’(s by ... by by a; as ... T € Co ... y>

1.2 Latinské zamény a vyména radkua cyklu

V této sekci zavedeme pojem latinské zdmény, ktery umozni transformaci
vlastniho latinského ¢tverce do nevlastniho a obracené. Nasledné dokazeme exis-
tenci posloupnosti latinskych zamén, které prohodi obsah tadku cyklické konfi-
gurace vlastniho latinského c¢tverce.

Definice 1.2.1. (Latinska zdména). Necht p je latinsky ¢tverec. At je p vlastni a

c

*
. .o [(sF s : Lo .
obsahuje konfiguraci < > Latinskou s — s* zaménou nazveme tah, ktery
" \s a



c c

*

S S

*

danou konfiguraci zméni na T/ .
" \s" a+s8—3s

). Af je p nevlastni a obsahuje

1 c

konfiguraci T/ <x T8 s 3), kde s je nevlastni symbol, latinskou s —s* zdme-

s a
c d
3 . . r [z s*
nou nazveme tah, ktery danou konfiguraci zméni na . Pokud
r \s* a+s—s*

a = s*, timto tahem vznikne vlastni latinsky ¢tverec.

Vsimnéme si, ze latinskou s — s* zaménou se dané zobrazeni pozméni tak, ze
se s — s* pricte k prvkiim hlavni diagonaly zvolené konfiguraci a odecte se od
prvki vedlejsi. Zbylé policka tabulky zobrazeni zlistanou nepozménéné.

Chceme-li na vlastni latinsky ¢tverec fadu n aplikovat néjakou latinskou za-
ménu, mame n? moznosti jak zvolit dvojici (r,c) € Dom(u) a n — 1 moZnosti
pro volbu symbolu s € C takového, ze s # s*, s* = u(r,c). Touto volbou dosta-
neme jednoznacné urcené (r,c), (r',c), (r',¢’) € Dom(u), pro néz plati p(r,d) =
w(r'c) = s a u(r',d) = a. Existuje tedy n?(n—1) moznych latinskych zdmén pro
vlastni latinsky c¢tverec fadu n.

V pripadé nevlastniho latinského ¢tverce musi byt jedno policko pripustné
konfigurace nevlastni. Za s* € C' je tfeba zvolit jeden ze dvou kladnych symbola
nevlastniho policka. V nevlastnim radku r volime jedno ze dvou poli¢ek obsahu-
jicich kladny vyskyt nevlastniho symbolu a stejné postupujeme i pro nevlastni
sloupec c. Pocet latinskych zamén pro nevlastni latinsky ¢tverec tedy nezavisi na
radu ¢tverce a je vzdy roven 8.

Priklad 1.2.2. Uvazujme konstrukéni konfigurace 1 a o, definované v prikladu

2 (3 2
1.1.14. Aplikovanim latinské 2 — 1 zamény na konfiguraci 3 (2 1> obsazenou

2 (3 2
v uy dostaneme c¢tverec ps. Prislusny tah budeme znacit takto 3 (2 1> 251
2 <3 +2-1 1)
3 1 2/

Nésledujici lemma umozni pro kazdy nevlastni latinsky ¢tverec nalézt po-
sloupnost latinskych zamén, ktera ho transformuje na vlastni.

Lemma 1.2.3. At nevlastni latinsky ctverec obsahuje konfiguraci
r (s X1 ... Tp1 XZ+ITp—S
' \xy my ... T s , kde k > 1, s je nevlastni symbol. Pak la-

tinskymi zaménami pouze uvnitr této konfigurace lze danou konfiguraci pozménit

r (1 T2 ... T z
na ' \s x ... x4 xx/)- Pocet tahi je roven k.



Diikaz. Dokéazeme indukci podle k. Pro k = 1 pouzijeme nésledujici tah

r (S z+x1—3S8 r (1 %
r! T S xl_—>s r! S xry/- Je-li k > 2, pouiijeme tah

r (s zZ+4+xp—S T Ty z
T — S v/ / /
' \xy s = ' \x1+s—x, x5/, polozime s’ =1, 2/ = s a po-
uzijeme indukéni predpoklad na konfiguraci o jeden sloupec kratsi
r! < s xp_1 ... Ty FHa—5

r \Tp_1 Tp_o ... T s’ ), coz vyzaduje k—1 tahi.

]

Disledek 1.2.4. At vlastni latinsky ctverec obsahuje cyklickou konfiguraci tvaru

T (xl To ... Tk $k+1>
Co): v \ay x5 ... Tpy1 a1 )» B = 1. Pak latinskymi zdménami pouze
r (a2 X3 ... Tkl T
uvnitt toho r — v’ cyklu lze ziskat cyklus ' \x; zo ... ay Thi1)- Pocet

tahi je roven k.
Diikaz. Dokézeme indukci podle k. Pro k = 1 jde o nasledujici zaménu

T Tr1 X9 T To T
xro — T . Ve ’ v
r \xy T B x1  x9/)- Je-li k > 2, pouzijeme zdménu

r (1 T (A %)) T
/ R Polozime z = x5, s = x1 a pouZijeme
r \xy T3 r \&x1 T3+ To—2x1/- 2, 1ap ]

r’(xl Tyl .. Xy xg—i-xg—xl)
lemma |1.2.3| na cyklus Thy1  Tp ... T3 T , coz vyzaduje

k—1 tahu.
O

Disledek 1.2.5. At p je nevlastni latinsky ctverec ridu n. Pak existuje posloup-
nost nejuyse (n—1)/2 latinskijch zamen, kterd transformugje p na ctverec vlastni.

Diikaz.  Predpoklddejme, ze (r,c) € Dom(u) je nevlastni policko. Existuje é-
dek " € A, v # r, ze u(r',c) = s. Podle lemmatu [1.1.16, o obsahuje r — 7/

c
cyklus ve tvaru (C2): " (bo by ... s THyYy-—-s s a .. ak), kde
" \y by ... by s a a ...

s je mevlastni symbol. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze £ < m.
Pak dle dusledku [1.1.17 & < (n—1)/2. Aplikujeme lemma na konfiguraci

c
7’, (33 ty—s s ak), coz vyzaduje nejvyse (n—1)/2 tahi.
r S ap a1 x

10



1.3 Prohozeni obsahu dvou policek ve stejném
radku jako posloupnost latinskych zamén

Cilem této sekce je dokéazat lemma [1.3.2] podle néhoz existuje posloupnost
latinskych zamén, ktera prohodi obsah dvou policek ve stejném tadku latinského
ctverce.

Lemma 1.3.1. At p je nevlastni latinsky ctverec radu n, ktery obsahuje konfi-

*

r ¥ ar ... ap
r a; as ... s*

guraci tvaru ¢ |t 4+ s — s* , kde s* je nevlastni symbol. Pak
v s*

posloupnosti tahi pouze vonitr radki w, v, v, r' lze ji transformovat na
*

T a Qs ... S

r! ¥ ar ... an

ult+s—s* a to tak, Ze ve vsech policcich tabulky p mimo
v s*

konfiguraci zistane puvodni stav. Pocet tahi je nejvyse n+m—1.

Diikaz. Podle lemmatu [1.1.16] i obsahuje konfiguraci
u (s* x1 ... Tp_1 Tp+s—s*
v \z1 T2 ... T s* , kde 2, = t a dle dusledku |1.1.17] plati

nerovnost k& < (n — 1)/2. Polozime z = s a pouzijeme lemma |1.2.3, Vysledny
latinsky ¢tverec je vlastni, coz ndm umozni nésledné aplikovat disledek na

r fa; ay ... S*
r \s* a; ... ap), tj- prohodit obsah vyznacenych céasti radka r a r’. Na-

sledné inverznim sledem vratime zmény provedené v fadcich v a v.
Pocet zameén se skldada z aplikace lemmatu pro k < (n—1)/2, vraceni
téchto zmén a pouzit! lemmatu [1.2.4] pro k = m: 2((n—1)/2)+m = n+m—1
[

Lemma 1.3.2. At u: AxB — F(C) je latinsky ctverec rddu n obsahujici bud

/

c c ,
t s s ¢ ¢
!/

konfiguraci tvaru r [z 4y —s nebo ! < 5 5 ), kde s je nevlastni
r’ 5 r\r+y—s s

symbol, pokud 1 je nevlastni. Pokud je u vlastni (tj. y = s nebo x = s), uvaZujeme
pouze druhou moznost. Pak existuje posloupnost nejuiyse 2n latinskijch zamén, jejiz
aplikaci se p transformuje na konstrukéni latinsky ctverec takovy, Ze p(t,c) = s
a u(t,d) =s. Ke zméndm mimo policka (t,c), (t,c') dojde pouze v rdadcich r a r'.
Je-li vysledny ctverec nevlastni, pak (r,c) je nevlastni policko.

11



Diikaz. Rozdélime ditkaz na dva pripady.

/

c c

/
Pripad 1: p obsahuje konfiguraci t < 5 5 > Af nejprve
- r\x+y—s s

{s,s'} N {x,y} # 0. Mizeme predpokladat, ze y = s" a provést tah
t s s\ t (s s
r\e+s—s s) = r\z §) Jeli {s,8} N{z,y} = 0, dvéma tahy za

t s s t (v s —x+5s\
sebou dostaneme r \z+y—s s) =" r \y 2 o

t( s 3)
r\e+y—s s/

Cc C

/

t s s
Pripad 2: 4 obsahuje konfiguraci (x +y—s ) Tento pripad chceme redu-
r

S

kovat na prvni, tj. ukdzat, Ze existuje posloupnost tahti, kterda umisti symbol s
na pozici (r,c¢’) a ke zménam dojde pouze v fadcich r a r’. Protoze p je nutné
nevlastni latinsky ¢tverec, existuje fadek u € A, u # t, ze u(u,c) = s. Obsah
policka (1, ¢) je odlisny od s, pak dle lemmatu je r — ' cyklus obsahujici
nevlastni policko (ozna¢ime ho p’) ve tvaru bud nebo (C3). Zvolime s* € C,
s* € {x,y} symbol takovy, ze existuje posloupnost sloupci 9,71, ...,7, € B, zZe
pro ¢ € {17 2,... >Q} plati Hl(rﬂ '70) =S, M,<T7 %') = :U,(r,a%'*l)a M/(T/774) = 5" a po-
lozime ¢* = 7. Déle budeme pracovat s konfiguraci, kterda obsahuje vSechny r — 7’
cykly, ve kterych figuruji sloupce ,c,c*. V pripadé tvaru |[C1| je touto konfiguraci
vychozi cyklus. Pokud je tvaru [C3] je nutné pridat dalsi cyklus tak, jak uvedeno
v pozorovani [1.1.18 Popsanou konfiguraci jesté rozsifime o policka (u,c) a (u,c*)

*

c c
*
N Ve 7 v T i S — S S v ..
a oznaCime v. Pouzijeme s — s* zaménu na ( - ) a oznacme ji
U s

U-zédménou. Pokud p’ byla ve tvaru (C1f), U transformuje v nésledovné:

c d
r (byy bp—1 ... b s x+s8"—s a1 ... a S ¢ ... @
| x b, ... by b a; as ... S ¢ Cy ... S§*
u S f

Ju
c d c*

r /by, bp_1 ... b1 s T a1 ... ai s* L ... ¢
r| x by ... by by a1 ay ... s c cy ... §*
u s* f+s—s*

Byl-li cyklus Dom g’ ve tvaru (C3|), dostaneme:

12



C c c
r (byy bp_1 ... b s x+s"—s a1 ... a S ¢ ... @
"1 s by, ... by b a; as ... T ¢ €y ... S§*

s f

Ju
c c *

r /by bpm_1 ... b1 5 T a1 ... ag s* ¢l ... q
| s by ... by by a1 ay ... c ca ... s |
u s* f+s—s"

Nyni vysvétlime, pro¢ je mozné umistit symbol s do policka (r, ) takovym
zpusobem, ze prohodime obsah fadku r» — ' cyklu obsahujictho symbol s. Pokud
f = s" (tj. po pouziti U-zdmény ¢tverec je vlastni), aplikujeme dusledek na
tento cyklus. Pokud k # s*, najdeme fadek v € A, v # u, ze p(v,c*) = s* a na

konfiguraci
c* c c
r S b1 bm—l bm T aq ag
r! by by by T a; as S | nebo
u | f+s—s"
v s*
c* c
r s b b,
!
r b1 by aplikujeme lemma [1.3.1|. Pocet sloupctu kon-
u | f+s—s"
) s*

figurace vyznaceného r — 1’ cyklu je nejvyse n—4, tedy pouziti lemmatu [1.3.1]
vyzaduje nejvyse n+n—3—1 = 2n—4 zamény.

Zésadni je, ze bez ohledu na to, zda byl ¢tverec po aplikaci zdmény U vlastni
nebo ne, sloupec ¢* a radek u ztstaly nepozménéné naslednymi tdpravami. To
znamend, ze se obsah policek (u,c), (r,c*) a (u,c*) nezménil, tedy muzeme apli-

c c* c c*
* *
kovat s* — s zaménu na ai § i nebo x* s .)a takto
u\s* f+s—s u\s* f+s—s

vratit zmény provedené v radku u U-zdménou. Vysledny ctverec pak obsahuje
/ /

c c c c
!/ /

bud konfiguraci t ( 5 S) nebo ! ( 5 5 )
r\a+s*"—s s r\cx+s"—s s

Celkovy pocet zameén se sklada ze dvou zamén provedenych v pripadé 1, U-
zameény, jeji inverze a pouziti lemmatu 2+14+1+(2n—4) = 2n.
m
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1.4 Souvislost grafu rozsireného prostoru latin-
skych ¢tverct

Uvazujeme graf GG, jehoz vrcholy jsou vlastni i nevlastni latinské ¢tverce da-
ného radu, a kde hrany vyjadiruji vazbu danou néjakou latinskou zameénou. V
dané sekci dokdzeme, ze G je souvisly a diam(G) < 2(n—1)*4+(n—1)/2.

Priklad 1.4.1. Uvazujme ctverce puq, po: AXxB — F(C) fadu 5, kde A = B =
C ={1,2,345}.

112131415 112131415
215|134 5111234
s | 3141512 ot 41511123
41112153 3141512
5131421 2131451

Permutaci 7 definujeme jako permutaci mnoziny C, ktera posila p;(k,7) na
pe(k,j) pro kazdé j € B. Pokud B = {1,2,...,n}, budeme 7, zapisovat jako ma-

tici m, = (Z;EZB Z;Eg:;; Z;EZ:Z;) Pak prvni radky definuji permutaci
1 23 45 P~y y (2 51 3 4 ..
T = (1 9 3 4 5), druhé radky definuji mp = (5 1 2 3 4> atd. VSim-

néme si, ze prvni radky tvori trivialni permutaci, protoze se u; a ps v téchto
radcich shoduji. Pak tlohu transformace k-tého radku py na k-ty radek po mi-
zeme ekvivalentné formulovat jako tilohu transformace permutace tvorené k-tymi
fadky oy a po na trividlni. Ctverec pp nazveme cilovyj a v matici 7, budeme
zobrazovat jeho k-ty radek jako druhy, tj. pod k-tym tadkem ctverce puq, ktery
nazveme vyjchozi.

V' lemmatu dokézeme, ze pro libovolné dva vlastni latinské ctverce
pi, fo: AxB — F(C) a netrividlni permutaci 7y, kde k € A, existuje posloup-
nost latinskych zamén, ktera transformuje p; tak, ze se permutace tvorend k-tymi
radky trivializuje. Kromé toho v lemmatu dokazeme, ze fadky pq mimo nasledné
definovanou mnozinu R;, zlstanou nepozménéné.

Definice 1.4.2. Necht py,pus: AxB — F(C) jsou vlastni latinské c¢tverce,
je vychozi, us je cilovy c¢tverec. Uvazujme netrividlni permutaci m, kde k € A.
Pak definujeme R, C A jako mnozinu vSech radku i € A takovych, ze existuji
symboly s1, 59 € C, 51 # $2 a sloupec ¢ € B spliujici: us(k,c) = sg a ui(k,c) = s1,
(i, ¢) = s.

Mnozina Ry, je nejmensi v tom smyslu, ze obsahuje pouze ty radky vychoziho
¢tverce, které musi byt béhem tpravy permutace 7 na trividlni pozménéné pro
zachovani vlastnosti latinského ¢tverce.

Priklad 1.4.3. Uvazujme latinské ¢tverce z prikladu [1.4.1 Mame
Ty = (; ? ; 2 i) a Ry = {4,5}, nebot policka (5,1), (4,2) a (4,3) obsa-
huji cilové symboly pro policka (2,1), (2,2) a (2,3) a tedy musi byt pozménéna.
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Existuje vice moznosti jak transformovat 7o na trivialni. Pokusime se to udélat
1 2

tak, aby nedoslo ke zméndm mimo radky z mnoziny R,. Tahem 2 <§ g) =
5

1 2

2 <5 2 ) umistime symbol 5 ve spravné policko. Po této tpravé p; ob-
5\2 3+5-2

2 3

2 2 1
sahuje konfiguraci 4 ( 2). Aplikujeme na ni lemma [1.3.2| a umistime
5 \3+5—2

2 a 1 ve spravna policka. Navic z lemmatu vime, Ze se kromé toho pozméni jenom
radky 4 a 5.

Lemma 1.4.4. Al piy,p9: AxB — F(C) jsou vlastni latinské ctverce tadu n, puy
je vychozi, s je cilovy ctverec. UvaZujme netrividlni permutaci

T = ar 2 e Goor , kde k € A, a; = b; pro néjaké i,j € {1,2,...,n}.
by by ... by_1 b,
Pak existuje posloupnost latinskych zameén, jejichz aplikaci na py transformujeme

by by ... bp1 by
by by ... bpo1 by
mimo 1adky z mnozZiny Ry. Horni hranice poctu zamén je 1+2n(n—2)+(n—1)/2.

danou permutaci na trividlng ( , aniZ by doslo ke zmendm

Diikaz. At W = {i € B;u(k,i) # p2(k,i)}. Pro stanoveni maximélniho moz-
ného poctu zamén budeme predpokladat, ze W = B. Existuji ¢, € W, ze

c

obsahuje konfiguraci k (b1 al), kde r € Ry, protoze v pozici (r,c) se nachazi
T x 1

cilovy symbol pro policko (k, ). Polozime s = by, s’ = a1, t = k a aplikujeme na
danou konfiguraci lemma/|1.3.2] Timto krokem se symbol s = b; umisti ve spravné
policko a nyni W = B\ {c'}. Zvolime m € W, ze s’ = a; = b,,, a Tadek 1’ € Ry, ze
s' je cilovy symbol v policko (k, ") pro néjaké ¢’ € W. Pak p; obsahuje konfigu-

/!

c ¢ c
k bm ag
raci r (x +b; — b, ) nebo kl (bT ;l ), kde [ = ¢”". Polozime ted ¢ = ¢,
r \x
r! b, m

s =58 =b,, s =a,t=Fk a aplikujeme lemma na uvedenou konfiguraci.

Tim se s = b, umisti ve spravné policko a nyni W = A\ {¢,¢’}. Opakujeme

tento krok, dokud se kazdy symbol neumisti ve spravné policko (tj. W = 0). Je-

li vysledny c¢tverec vlastni, pak mame hotovo. Predpokladejme, Ze neni, pak
c

obsahuje konfiguraci k;/ ( by ), kde " € Ry, 2z, + y: — by ¢ C. Existuje
r Zp + Y — bf

radek u € A, u # k, ze py dle lemmatu [1.1.16| obsahuje cyklus tvaru (C2]):
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. (

by

21

21
zZ9

Zp—1
Zp

Cc

2p+ Yy — by Yy

by

Ut

n
Y2

by
U1

).

Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze p < t. Pak dle dusledku [I.1.17
c

p < (n—1)/2. Aplikujeme na " (bf 21 - A1 oty bf> lemma|1.2.3]
u\z1 2 ... 2 by

Vysledny c¢tverec je vlastni. Pokud radek u byl touto posloupnosti zamén pozme-
nén poprvé, pak puvodni ¢tverec obsahoval v policku (u, ) symbol by cilovy do
(k,c), tedy u € Ry.

SpoCteme pocet zamén. Aplikovali jsme lemma [1.3.2] (pifpad 1), pak nejvic
(n—2)-krat lemma m (pripad 2) a pripadné lemma , tedy dohromady:
1+2n(n—2)+(n—1)/2.

O

Véta 1.4.5. Necht py,pe: AXB — F(C) jsou konstrukcni latinské ctverce radu
n. Pak existuje posloupnost latinskych zamén, kterd transformuje py na ps. Hornd
hranice velikosti nejkratsi takové posloupnosti je 2(n—1)3+(n—1)/2.

Diikaz. Pro maximalizaci poc¢tu zamén predpokladejme, zZe p; a o jsou nevlastni.
Aplikujeme diisledek[I.2.5]na oba ¢tverce. Necht ted p; je vychozi a g cilovy ¢tve-
rec, pricemz oba dva jsou vlastni. Predpokladejme, Ze 7y je netrividlni pro kazdé
k € A a predpokladejme A = {1,2,...,n}. Aplikujeme lemma na m. Tim
se prvni fadek py transformuje na prvni radek ps. Predpokladejme, ze aplikovali
jsme lemma na prvnich m fadku. Pak mnozina R,,;; neobsahuje zadny
z uz upravenych radkl, coz plyne z definice mnoziny R,,.1. Pouzijeme-li lemma
na 7,11, nezasdhneme uz upravené radky. Timto zptisobem transformujeme
prvnich n—2 tadkt p; na odpovidajici cilové tadky po. Posledni dva radky po-
tfebuji se v nejhorsim pripadé prohodit, coz pomoci disledku udélame n—1
zaménami. Nakonec aplikujeme na p; tah, inverzni provedenému na zac¢atku na
po lemmatem [1.2.5]

Spocteme ted celkovy pocet latinskych zamén. Ten se skladd z aplikovani
lemmatu [1.2.5) na oba ¢tverce a na jeden ¢tverec odpovidajici inverzni tah, apli-
kovani na n—2 faddki lemmatu a aplikovani jednou dusledku [I.2.4} 3 -
(n—1)/2+(n—2)(14+2n(n—2) + (n—1)/2)+(n—1) < 2(n—1)3+(n—1)/2.

O

1.5 Algoritmus Jacobsona a Matthewse

Predpokladejme, 7Ze latinsky c¢tverec p' vznikl z p aplikovanim posloupnosti
latinskych zamén. Diky vété mame jistotu, Ze pro libovolné p a y' takova
posloupnost existuje. Jinymi slovy, vzdy existuje cesta mezi dvéma libovolnymi
vrcholy grafu G definovaného v predchozi sekci.

Pokud za¢neme v libovolném vrcholu grafu G' a budeme jim ndhodné prochéa-
zet, pak se po urcitém poctu krokt konecny bod vzniklého sledu muiize nachézet
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v libovolném vrcholu grafu G. V této sekci popiseme algoritmus Jacobsona a
Matthewse, ktery realizuje nadhodné prochéazeni grafem G. Sled, ktery vznika pri
prochazeni G, budeme zaznamenéavat jako posloupnost latinskych ¢tvercti. Pokud
mame sled [po, pi1, - - -, fbm], pak pro kazdé i € {1,2,...,m} jsou u; a u;_1 spojené
v G pravé jednou hranou. V tedi latinskych zamén, p; je vygenerovan z pu;_; jedi-
nou latinskou zaménou vybranou nahodné. Takze u,, je vygenerovan z py pomoci
m latinskych zamén.

Vzhledem k tomu, ze hlavnim cilem této prace je generovat vlastni latin-
sky c¢tverec z jiného vlastniho c¢tverce, predpokladame, ze krajni body takové
posloupnosti jsou vlastni latinské ¢tverce. Podminkou zastaveni algoritmu bude
pocet navstivenych vlastnich latinskych ¢tverci. Zacéneme-li v né¢jakém vlastnim
latinskym ¢tverci g, pak algoritmus zastavime, kdyz se dostaneme do vlastniho
latinského ¢tverce p,, takového, ze sled [po, fi1, ..., fm) Obsahuje pravé k vlastnich
¢tvercil.

Algoritmus 1.5.1 Algoritmus Jacobsona a Matthewse

Vstup: Vlastni latinsky ¢tverec pg, & > 2

Vystup: Vlastni latinsky ¢tverec p, takovy, ze vznikly sled [uo, i1, ..., ptm] obsa-
huje prave k vlastnich latinskych ¢tvercu.

1: 1240

2: hit <0 > Pocitadlo zasaht vlastnich ¢tvercii
3: while hit < k do

4: if p; je vlastni then

5: hit < hit + 1

6:  ndhodné zvolime jednu z n?(n — 1) moznych latinskych zdmén
7: « aplikujeme na p; zdménu zvolenou v predchozim kroku

8: Wit1 < vysledny ctverec

9: else

10: e nahodné zvolime jednu z 8 moznych latinskych zamén
11: o aplikujeme na p; zdménu zvolenou v predchozim kroku
12: [ir1 < vysledny étverec

13: end if

14: 14141

15: end while

16: return p;

V teci prochazeni grafem G, volime ndhodné ne latinskou zaménu ale vychozi
hranu. Z vrcholu reprezentujictho pg v G vychdzi n?(n—1) hran. Nahodné vy-
bereme jednu a oznac¢ime gy vrchol, ktery je spojen s pg zvolenou hranou. Poté
ovérime podminku zastaveni a opakujeme postup pro p; s tim rozdilem, Ze je-li
(1 nevlastni, pak od néj vede 8 hran.

V priloze k bakalarské praci naleznete dokument Latin square.py, ktery ob-
sahuje implementaci tfidy LatinSquare v jazyce Python. Tato tiida umoznuje
ukladat jak vlastni, tak nevlastni latinské ¢tverce a obsahuje také fadu pomoc-
nych metod pro jednoduchou praci s nimi. Naptiklad metoda make move () apli-
kuje na konstrukcni latinsky ¢tverec jednu z moznych latinskych zamén, kterou
vybere ndhodné. Pro dosazeni ndhodné volby vyuzivame knihovnu random. Jed-
nou z metod je také jm_algorithm(k) s vstupnim parametrem k, jez realizuje
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logiku algoritmu Jacobsona a Matthewse. Tuto ttidu budeme nasledné vyuzivat
pro implementaci algoritmi, které popiseme v dalsi kapitole.
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2. Ortogonalita latinskych
ctvercu

2.1 Generovani binarni operace ortogonalni
vici dvéma zadanym

V této sekci dokazeme vysledky, které poskytuji jednoduchy nastroj pro ge-
nerovani binarni operace ortogonalni viuci dané. Ackoliv se v celé kapitole za-
méfujeme na bindrni operace (budeme je znadit zvlastnim symbolem, napiiklad
o), v této sekci budou vSechna tvrzeni dokdzana v obecnéjsim tvaru pro m-arni
operace.

Definice 2.1.1. (m-arni operace). Necht X’ je koneénd mnozina, m € N. m-drni
operaci na mnoziné X nazveme zobrazeni f:

f:r "= X
Definice 2.1.2. (Slozeni). Necht f, g1, g2, - - ., gm jsSou m-arni operace na kone¢né
mnoziné X, @ € X™. Definujeme jejich sloZeni ©¢(g1,92,--.,gm) jako m-arni

operaci na X definovanou predpisem ® (g1, g2, - - -, gm) (@) = f(g1(a), g2(a),
-5 gm(@))-

Piiklad 2.1.3. Necht bindrni operace o, * a - na mnoziné {1,2, 3,4} jsou defino-
vané jejich tabulkami vysledku (Cayleyho tabulkami):

o| 12|34 11234 *[1[2]3]4
1111234 1111234 1111234
21211413 21112]3]4 2121341
31314112 3111234 313412
41413121 41112 3|4 41413112

Jejich slozeni o (o,-) budeme zkrdcené znacit ©,. Obdobnou zkratku pouzi-
jeme dale v textu vSude, kde bude jasné z kontextu, které operace by mély byt
uvedeny v zavorkach. Pak Cayleyho tabulka operace o, vypada takto:

= Q| DO =] =
= | DN W b
= Q| = ] W
N IS

Sl o~ O

Definice 2.1.4. (m-arni kvazigrupa). Necht X je kone¢nd mnozina, f je m-arni
operace. Rekneme, ze dvojice (X, f) je m-arni kvazigrupa, pokud pro kazdé i €
{1,2,....,m}, (a1, as,...,@i_1,0i41,...,an) € X™ L b€ X existuje pravé jedno
a; € X, ze flay,ag,...,0;_1,0;, 011, ..., 0p) =b.

7, definic binarni kvazigrupy a latinského ¢tverce jednoduse plyne nasledujici
tvrzeni.
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Tvrzeni 2.1.5. Necht X je konecnd mnoZina a f je bindrni operace na X . Dvojice
(X, f) je kvazigrupa prave tehdy kdyz je f latinsky ctverec.

Jinymi slovy, latinsky ¢tverec p: AxB — F(C') nazveme kvazigrupou, po-
kud A = B = C. Takové latinské ¢tverce budeme vnimat jako bindrni operace.
Operace f binarni kvazigrupy (f, X) je vzdy latinsky ¢tverec.

Definice 2.1.6. (Ortogonalita m-arnich operaci). Necht g1, go, ..., gm jsou m-
arni operace na stejné konec¢né mnoziné X, a € X™. Definujeme zobrazeni ¢
predpisem:

pr X" = X™
= (91(@), g2(@), - - ., gm(a))

Rekneme, Ze g1, ga, - .., gm jSOU navzdjem ortogondlni, pokud ¢ je bijekce.

Necht o a * jsou bindrni operace na X, |X| = n. Uvazujme tabulku o nxn
poli¢cich, kterd v pozici (z, y) je vyplnéna dvojici (xoy, xxy). Z predchozi definice
plyne, Ze o a * jsou navzajem ortogonalni, pravé kdyz prvky této tabulky jsou po
dvou riazné. Budeme tikat, Ze (o, x) tvori ortogondlni dvojici. Operace - z prikladu
tvori ortogondalni dvojici s kazdym latinskym ¢tvercem.

Nésledujici vysledky byly formulovany a dokazany v ¢lanku [3] v obecnéjsim
tvaru, ktery pripousti i nekonec¢né mnoziny.

Lemma 2.1.7. Necht g1, g2, . . . , Gm jSOu navzdjem ortogondlni m-drni operace na
konecné mnozZiné X, f je m-drni operace na X. Pak zobrazeni f — ©(g1, 92, - - -,
gm) je bijekce mezi m-drnimi operacemi na X .

Diikaz. Protoze X je konend mnozina, stac¢i dokazat, ze f — ©(g1, 92, - -, gm)
je surjekce. Chceme ovéfit, Ze libovolnou m-arni operaci h jde vyjadiit jako ®y,
pro né&jakou m-arni operaci fr(b), b = (by,bs,...,bn) € X™. Z ortogonality
91,92, - - -, gm Vime, Ze existuje pravé jedno a = (a1, az,...,a,) € X™, 7e b; =
gi(a;), i € {1,2,...,m}. Muzeme pak polozit f,(g1(a),g2(a),...,gm(a)) = h(a)
pro kazdé a € X™. Pak h = Oy, (91,92, - - - » Im)-

m
Lemma 2.1.8. Necht g1, g2, - . . , Gm jSOUu navzdjem ortogondlni m-drni operace na
konecné mnoziné X, f je m-drni kvazigrupa na X. Pak ®y, (g1, G2, - - -, Gm)s G2,

.oy Gm jsou rovnez navzajem ortogondlni.

Diikaz. Protoze X je konetnd mnozina, staci ovérit, ze pokud plati (®¢(g1, g2, - - -,
gm)( )7 92( )a SRR gm( )) - A(Qf(glvg% HE agm)(b)aAQQ(b) <oy Gm b))v ak a = b.
Polozime ¢; = ¢2(a) = ¢2(b), c3 = g3(a) = g3(b), = ga(a) = ga(b).
Pak z definice kvazigrupy rovnost flg1(a), C2,C3, - - ,cn) = ( (D), oy 5, )

implikuje ¢1(a) = gl(b) Tedy g;(a) = gl(b), i € {1,2,...,m} a z ortogonality

91,92, - - -, Gm Plyne, ze a = b.
O
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Definice 2.1.9. (Ortogonalni vyména). Necht g1, go, ..., g jsou navzajem orto-

gonalni m-arni operace. m-arni operaci f takovou, ze f,¢gs,...,gm jsOu rovnéz
navzajem ortogonalni nazveme ortogondlni vymeénou pro gi, ga, . . ., Gm.

Véta 2.1.10. Necht g1, go, - - ., gm jSOu navzdjem ortogondlni m-drni operace na
konecné mnoziné X. Je-li f m-drni kvazigrupa na X, pak ©y, (91,92, ---,9m) je
ortogondlni vymena pro gi, ga, - - ., gm- Navic zobrazeni f — ©f(g1, G2, - -, gm) Je
bijekce mezi vSemi m-drnimi kvazigrupamsi a vsemi m-drnimi operacemi, které
jsou ortogondlni vymeény pro gi, 9o, - - -, Gm-

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne z lemmatu[2.1.8] Protoze X je konecnd, staci ové-
Iit, Ze kazda vymeéna h se da ziskat jako ®y, (g1, g2, - - ., gm), kde fj je kvazigrupa.
Konstrukce fj, byla popsand v dikazu lemmatu [2.1.7 Dokazeme, Ze takto zkon-
struované zobrazeni pro néjakou m-arni operaci h, ktera je vyménou, je zaroven
kvazigrupou, tj. pro kazdé ¢ € {1,2,...,m} pokud fy(ai,as, ..., a1, a;, a1, ..,

am) =b= frlay,as, ... a;1,a;, aiv1, ... an), (a1,a9, ..., a;_1,a;, 0, a1, ...,
am) € X™ pak a; = a). Z ortogonality g1, s, .., gm Plyne existence prave
jednoho ¢, ze a; = ¢i(¢), i € {1,2,....,m}, ¢ € X, pak b = h(¢). Protoze
91,92, -5 Gi—1, 1, gix1, - - -, gm jSOU navzajem ortogonalni, proto g;(¢), g2(¢), ...,

gm(€), h(¢) urcuji ¢ jednoznacné a tedy a; = a;, = g;(¢).
[

Véta dovoluje pro néjaky latinsky Ctverec o na mnoziné X generovat
sadu ortogonalnich binarnich operaci. Staci zvolit libovolnou operaci - na X orto-
gonalni viici o a prohledavat prostor latinskych ¢tverctt fadu n pomoci algoritmu
Jacobsona a Matthewse. Kazdy nalezeny latinsky Ctverec oznac¢ime jako x a spo-
¢itame o (o,-). Pak (o, o) tvoii ortogondlni dvojici.

2.2 Zakladni algoritmus hledani latinského
¢tverce ortogonalniho danému

K danému latinskému ¢tverci obecné nemusi existovat latinsky ¢tverec jemu
ortogonalni. V roce 1900 francouzsky matematik Gaston Tarry (1843-1913) doka-
zal v [4] hypotézu Leonarda Eulera (1707-1783), Ze neexistuje dvojice navzajem
ortogonalnich latinskych ¢tverct fadu 6. V této kapitole navrhneme metodu jak
hledat ortogonalni operaci, kterd latinsky c¢tverec v jistém smyslu aproximuje a
v idedlnim pripadé ortogonalni ¢tverec primo nalezne. Pro tento ucel zavedeme
funkci, kterd bude vyhodnocovat, do jaké miry bindrni operace (resp. jeji Ca-
yleyho tabulka) spliiuje podminky kladené na latinsky c¢tverec. Vysledkem této
funkce je skore v rozmezi od 0 do 1, pricemz skore 1 dostane latinsky ctverec.
Operace, jejiz tabulka je v kazdém radku (resp. sloupci) vyplnéna jedinym sym-
bolem dostane skére 0. Definice skore pro danou operaci f vyplyva z algoritmu
2.2.7], kde Cf znacime jeji Cayleyho tabulku. NiZe je pak vzorec pro skére uveden
explicitné.

Priklad 2.2.1. Spocteme skore operace o z prikladu [2.1.3]
n=4
1=1,r,=4,¢,=4,5s=8—-4—-4=0
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1=2,r,=4,¢;=4,5s=8—-4—-4=0
1=3,r;=4,¢,=4,s=8—-4—-4=0
1=4,r,=4c¢=4,5s=8—-4—-4=0
score(o)=1—0/12 =1, tedy o je latinsky ctverec.

Algoritmus 2.2.1 Skoére bindrni operaci
1: procedure scorg(f), kde f je binarni operace, C je typu n x n
2 540
3 for i in {1,2,...,n} do
4: r; <= pocet po dvou riznych symbolt v i-tém fadku C
5: ¢; < pocet po dvou riiznych symboli v i-tém sloupci Cy
6
7
8

ss+2n—r; —c¢
end for
skére < 1 —s/n(n —1)
9: return skore
10: end procedure

Jinymi slovy, oznac¢ime-li s skére bindrn{ operace f na {1,2,...,n}, pak s =
1— (X" 2n—7r;—¢;)/n(n—1), kde r; (resp. ¢;) je pocet po dvou riznych symbolu
v i-tém tadku (resp. sloupci) Cayleyho tabulky f.

Definice 2.2.2. Necht fi, fo, ..., fim jsou binarni operace na koneéné mnoziné,
N = [f1, f2, -, fm]- Rekneme, Ze posloupnost N se bliZi k latinskému ctverci,
pokud pro kazdé i € {1,2,...,m — 1} plati score(f;) < score(fii1).

Navrhneme nyni algoritmus, ktery na vstupu dostane latinsky ¢tverec o a dva
parametry e, a ns. V i-tém, i € {1,2,... Ny}, iteraénim kroku algoritmus
nalezne operaci f;, ktera je k dané operaci o ortogonalni a to tak, aby se posloup-
nost [f1, f2, - -, fn.,.,] blizila k latinskému ¢tverci. Vystupem algoritmu bude bud
operace nalezend v posledni iteraci (kterd nemusi byt latinskym ¢tvercem), nebo
pokud byl latinsky ¢tverec nalezen v i-té iteraci, i < nye,, nalezeny latinsky
¢tverec. Jinymi slovy, algoritmus Tesi ilohu hledani operace ortogonalni k o, jez
maximalizuje skore.

Pripomenme si, jak byl definovan graf G' v predchozi kapitole. Vrcholy grafu
G jsou vlastni i nevlastni latinské ¢tverce daného rddu a hrany vyjadruji vazbu
danou néjakou latinskou zaménou. Uvazujme graf G’ ktery z G vznikne tak, ze
vynechame vSechny vrcholy reprezentujici nevlastni latinské ¢tverce a dva vrcholy
v G’ spojime hranou, pokud v G mezi nimi existovala cesta, kterd prochéazela
pouze pres nevlastni latinské ¢tverce.

Necht vstupni operace o na konecné mnoziné X je latinsky c¢tverec. Zvolime
néjakou operaci - na X, ktera s o tvori ortogonalni par. Moznou volbou je tireba
operace f(z,y) = yna X (analogie operace - z prikladu[2.1.3), kterd je ortogondlni
ke kazdému latinskému ¢tverci. Poté zvolime libovolny latinsky ¢tverec radu n a
ozna¢ime ho . Podle tvrzeni[2.1.5a véty [2.1.10]touto volbou zajistime, Ze operace
®_(o,-) je ortogonalni vici o. Spocitame score(®,) a prejdeme k iteracni casti
algoritmu.

Popiseme jednu iteraci algoritmu. Cilem je nahradit operaci x operaci " ta-
kovou, Ze score(® ,) > score(®,). Prostor operaci ' (tj. prostor vsech latin-
skych ¢tvercti) budeme prohleddvat pomoci algoritmu Jacobsona a Matthewse.
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Vzhledem k velikosti prohleddvaného prostoru (viz tabulku v tvodu) pozijeme
heuristiku. Pustime algoritmus [1.5.1| se vstupem = a parametrem k = 2. Vy-
stupem bude ndhodné zvoleny vlastni latinsky ¢tverec, ktery je s x v G’ spojen
jednou hranou. Takovy ¢tverec nazveme ndhodnym sousedem operace *. Tako-
vym zpusobem nalezneme ng ndhodnych sousedi *. Oznacime je [sq, Sa, .. ., Sp.]
a spoCitdme o; = score( @SZ_) pro kazdé i € {1,2,...,n,} (kde operace o, je de-
finovana jako ©_(o,-)). PolozZime 0y, = max(0;) a oznacime *" operaci se skore
Omaz- PoloZime x = «', fi = o , pokud score(©,,) > score( @, ), jinak nechame %
nepozménénou z piedchozi iterace a f; = © . Takto vznikld posloupnost operaci
[f1, f2, -+, [, s€ zjevné blizi k latinskému ¢tverci.

Funkce argmax([a, az, . .., ax]) v nasledujicim pseudokédu vrati index nejvét-
stho elementu vstupni posloupnosti.

Algoritmus 2.2.2 Algoritmus hledani ortogonalni operaci
Vstup: o - latinsky ctverec, N, N
Vystup: o, - bindrni operace ortogonalni vici o, jez maximalizuje skore

1: - < libovolna binarni operace ortogonalni vii¢i o
2: x < libovolny latinsky ¢tverec

3: skore < score(o )

4: for i in {1,2,...,nye-} do

5: sousede < [S1, 82, ..., Sn,]

6: index < argmax([score( o ),score(o ),...,score( osns)])
7 *' < sousede[index]

8: if score(o,,) =1 then

9: * —

10: return o,

11: end if

12: if score(o,,) > skére then

13: * =+

14: skore < score( o)

15: end if

16: end for

17: return o

Parametry n;.,., ns mizeme nastavovat v zavislosti na tom, jak velké skére
chceme dosahnout. Zvétseni hodnot téchto parametri zvysuje Sanci nalezeni ope-
race s vetsim skore, ale mize vyrazné prodlouzit dobu béhu algoritmu. Nejvic
¢asové narocnym krokem je hledani ny nahodnych sousedi (fadek 5 pseudokédu).
Pokud vime, ze ke vstupnimu ¢tverci ortogonalni latinsky ¢tverec existuje, pak
ma vyhodu nastavit pocet iteraci n., na velkou hodnotu. V okamzik, kdyz se
latinsky ¢tverec nalezne, prohledavani se zastavi.

Béhem testovani algoritmu se opakované vyskytly situace, kdy se od urcité
iterace nezvysovalo skore. V takovém pripadé se ukazalo efektivnim zavést po-
¢itadlo zaznamenavajici v kolika iteracich uz se skore neméni. V okamziku, kdy
pocitadlo dosdhne néjaké hodnoty (kterou lze zvolit pro kazdy étverec zvlast),
aplikujeme na posledni nalezenou operaci posloupnost ndhodnych latinskych za-
meén a vysledny latinsky ¢tverec pouzijeme jako vstup dalsi iteraci. Déle v textu
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ale budeme vzdy mit na mysli verzi algoritmu bez pocitadla, pokud nebude ex-
plicitné uvedeno jinak.

Piiklad 2.2.3. Logiku popsdnou v algoritmu realizuje funkce find_ort(o,
Niter, Ns) v programu OrtMate algorithm.py, ktery naleznete v priloze. Nize uve-
deny kéd ukazuje vystup algoritmu pro cirkulant fadu 7 ulozeny v proménnou
L_1 a parametry nj., = 300, ny, = 50. Nalezena operace je latinskym c¢tvercem.
Doba hledani je 0.688 vterin. K nalezeni latinského ¢tverce stacilo 6 iteraci.

> L 1
[[123456T7]
[712345 6]
671234 5]
[567 123 4]
456712 3]
[3456712]
[2345671]]
> find_ort(L_1, 300, 50)
[[7 35421 6]
[561237 4]
[324765 1]
[6571432]
[1 42356 7]
473612 4]
[2 1657 4 3]]

Latinsky ¢tverec L_2 tadu 8 potireboval 438 iteraci a 51.328 vtefin pro nalezeni
latinského ¢tverce jemu ortogonélniho s parametry n;., = 1000, ny = 100.

> 1.2

[[2 1846 37 5]
[38264517]
[86 45173 2]
[7 431528 6]
[1 75326 48]
[6372815 4]
[4567 38 21]
[652187 46 3]]
> find_ort(L_2, 1000, 100)
[[28175 4 3 6]
[6341285T7]
[7 28346 15]
[85367124]
[1425376 8]
[37586241]
[4162857 3]
[667 4138 2]]
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2.3 Geneticky algoritmus hledani latinského
¢tverce ortogonalniho danému

Béhem testovani algoritmu [2.2.2] se ukézalo, Ze se doba jeho béhu muze vy-
razné lisit pro ¢tverce stejného radu nebo dokonce pro ten samy latinsky c¢tverec
v riznych spusténich. Tato variabilita je zptisobena velikosti prohledavaného pro-
storu (tj. fAdem vstupniho ¢tverce) a tim kolik v G’ existuje ¢tverci ortogonalnich
danému. V této sekci popiseme geneticky algoritmus vznikly na zdkladé al-
goritmu [2.2.2] ktery v prameéru zkracuje dobu hleddni. Na vstupu algoritmus
dostane tfi parametry navic: mj.,, velikost populace [, a poc¢et nahodné vygene-
rovanych latinskych c¢tvercti v populaci n,. Vystup se nelisi od algoritmu a
tedy je to operace ortogonalni k vstupni operaci, jez maximalizuje skore. Vyho-
dou tohoto algoritmu je, Ze je snadno paralelizovatelny. Porovnani obou algoritmi
provedeme v pristi sekci.

Geneticky algoritmus rovnéz prohledava prostor vsech vlastnich latinskych
¢tvercti, ale na rozdil od algoritmu v kazdém iteracnim kroku zpracovava
celou sadu Ctverci, které budeme tikat populace. Zakladni jednotkou algoritmu
je populace [, latinskych ¢tvercii, z nichz nékteré se mohou opakovat. Ctverce v
prvni populaci jsou vygenerované ndhodné. Je-li j-ta, j € {1,2,..., mje,}, popu-
lace tvofena ¢tverci [py, po, . .., i, kde [ = [,,, pak pouzitim zakladniho algoritmu
odvodime [p}, pj, ..., p)]. Tedy p; ap}, i € {1,2,...,1} jsouv G’ spojené cestou ma-
ximalizujici skore. Posloupnost [p], p5, . . ., pj] setfidime podle skore s; = ©, (o,-).
Pro jednoduchost predpokladejme, ze plati s; > s9 > -+ > s;. Nyni pou%ijeme
parametr n, a to tak, ze se do nové populace vlozi n, nahodné vygenerovanych
latinskych ¢tverci. Zbylé ¢tverce se v poctu I, —n, voli z mnoziny {p}, p5, ..., p;}
a to tak, ze pouzijeme vazeny nahodny vybér. Vaha piislusna ¢tverci p je s;.

Volbou skére ¢tvercti jako vahy pravdépodobnosti jejich vybéru pti vytvareni
populace a pridanim nahodné vygenerovanych ¢tverci zajistime dveé véci. Zaprvé,
do kazdé nové populace se mohou dostat jedinci (latinské ¢tverce) s mensim skore
a zaroven se pridaji i ¢tverce nahodné vygenerované. Pokud se budou vybirat jen
ty nejlepsi jedince, tak se po urc¢ité dobé cela populace bude skladat z potomka
stejného latinského c¢tverce. Takova situace hrozi tim, Ze se prohledavani zacykli v
lokélnim optimu. Zadruhé, protoze jedinci s nejvétsim skére jsou vybirani z veétsi
pravdépodobnosti, budou mit v priméru i vice potomki, tedy od nich se cesta
vétvi s vetsi pravdépodobnosti.

Postup vytvareni nové populace je popsan pseudokédem algoritmu [2.3.1
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Algoritmus 2.3.1 Zpracovani populace
1: procedure CREATE_POPULATION([p1,p2, ..., Di,], 7)
2 populace <+ | |

3 s < [p1, P2, -0,

4: w <= [$1,52,..., 5]

5: for i in {1,2,...,n,} do
6

7

8

9

» pridej do populace ndhodné vygenerovany latinsky ¢tverec
end for
foriin {1,2,...,l,—n,} do
e zvol ¢tverec ndhodné ze seznamu s na zakladé prislusnych vah w

10: » pridej zvoleny ¢tverec do populace
11: end for
12: return populace

13: end procedure

Nyni shrneme cely postup do pseudokédu. Mirné modifikujeme zékladni al-
goritmus [2.2.2] ktery pouZijeme pro odvozeni ¢tverce p} z p;. Oznacéime
find_ort_star(o, x, Ny, ns) funkei, kterd realizuje logiku algoritmu , s tim
rozdilem, 7Ze operace * na zacatku (fddek 2 pseudokédu) neni volena libovolné,
ale je predana jako vstupni parametr a misto © v fadcich 10, 17 vrati se *.

Algoritmus 2.3.2 Algoritmus hledani ortogonalni operaci

Vstup: o - latinsky ctverec, nier, Miter, s, lp, W = (N1, 02, ..., 104,, M)
Vystup: o - bindrni operace ortogonalni vici o, jez maximalizuje skore
1: populace < [p1,p2, ..., i) > [, ndhodné vygenerovanych lat.ctvercii
2: for iin {1,2,..., My, } do
3: P [Pl ph, ... ,pgp}, kde p; = find_ort_star(x, o, populaceli], Niter, ns)
4: * < plindex]
5: if score(©,) =1 then
6: return o,
7: end if
8: populace < create_population(p, w)
9: end for

10: return o,

V podstaté mame dva vnotené cykly: jeden s my, iteracemi a druhy (kryty v
kroku 3 pseudokédu) s nj, iteracemi. Parametr ng., lze interpretovat jako pocet
iteraci zdkladniho algoritmu, po kterém chceme posoudit tspésnost vyslednych
operaci z hlediska skére. Pokud byla nalezena operace se skére 1, algoritmus se
zastavi a vrati ji. Parametr my., se spise nastavuje s ohledem na casova omezeni.

Priklad 2.3.1. Logiku algoritmu realizuje funkce find_ort_gen(o, nje,,
Miter, s, Iy, 1) V programu OrtMateGen  algorithm.py, ktery naleznete v ptiloze.
Nize uvedeny kéd ukazuje vystup algoritmu s parametry nge, = 300, mye, =
300,n, = 50,0, = 10,n, = 2 pro cirkulant L_3 fadu 11. Nalezena operace je
latinskym ¢tvercem. Doba hledéni je 26.8 minut.

> L3
[[123456789 10 11]
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[23456789 10 11 1]
345678910 11 1 2]
[456789 10111 2 3]
[56789 10 11 1 2 3 4]
[6789 1011 12 3 4 5]
[789 101112 3 4 5 6]
[89 1011123456 7]
[91011 1234567 8]
[10 11 1 23456 7 8 9]

[11 123456789 10]]
> find_ort_gen(L_3, 300, 300, 50, 10, 2)
[[3129106 48115 7]
[296 115371810 4]
[5104 18112367 9]
[73810156 924 11]
[17964211 10 3 8 5]
[41379156 10 11 8]
[11 5104398716 2]
[987 211101 45 3 6]
[6 11587 43291 10]
[104 15689 11 7 2 3]
[86 11 327 105 4 9 1]1]

Piiklad 2.3.2. Ctverec L_4 v néasledujici ukdzce kédu byl prevzat z katalogu
vysledku ¢lanku [5], konkrétné ze sady Ctvercu fadu 8, ke kterym neexistuje or-
togonalni latinsky ¢tverec. Kéd ukazuje vystup algoritmu s parametry nje, =
10, Mjger = 10,15 = 50,1, = 10, n, = 2. Algoritmus dobé¢hl v case 15.21 sekundy
a nalezena operace ma skore 0.929.

> L 4
[[1234567 8]
[2143658T7]
[3421876 5]
4312785 6]
[56784321]
[6 587 341 2]
[87 65123 4]
[7856 214 3]]

> find_ort_gen(L_4, 10, 10, 50, 10, 2)
[[8 24576 3 1]

[417 2836 5]
[656384712]
[136752438]
[37 1625 8 4]
[6 8531427]
[7421385 6]
[2584617 3]]
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2.4 Porovnani algoritmi v experimentech

V této sekci provedeme srovnéni algoritmu 2.2.2)s algoritmem z hlediska
¢asu béhu algoritmi. Proces odvozeni [p}, p5, . .. ,pgp] z [p1, D2, - -, pi,) (tj. krok 3
v pseudokédu) v genetickém algoritmu budeme pocitat na deseti jadrech. Reali-
zujeme to pomoci knihovny multiprocessing. Testovaci mnozina ¢tverci radu 7
byla prevzata z katalogu vysledku ¢lanku [5] a obsahuje 9 latinskych ¢tverci radu
7. Dalsich 7 ndhodné vygenerovanych latinskych ¢tvercti fadu 8 a 10 latinskych
¢tverca tada 9 a 10 byly rovnéz poskytnuty jednim z autort [5] Ianem Wanles-
sem. O kazdém latinském c¢tverci z testovaci mnoziny vime, ze existuje latinsky
¢tverec jemu ortogonalni.

Vstupni parametry budou nastaveny individualné pro ¢tverce kazdého radu a
to tak, ze pro ¢tverce fadu 7 algoritmy nutné vrati latinsky c¢tverec. Z dtvodu
omezenych vypocetnich moznosti budou pro ¢tverce fadia 8, 9 a 10 vstupni para-
metry nastaveny tak, ze algoritmy naleznou ortogonalni operace se skére aspon
0.94, 0.94 a 0.93 a v okamzik, kdyz se takova operace nalezne, algoritmy budou
zastavené. Kromeé toho, pro ¢tverce radt 8, 9 a 10 pridame v zédkladnim algoritmu
pocitadlo zmén skore v iteraci a to tak, ze pokud se skére neméni 2000 iteraci,
aplikujeme na posledni nalezenou operaci x algoritmus Jacobsona a Matthewse s
parametrem k = 300.

Popiseme podrobné testovaci metodu, jejiz vysledky jsou uvedeny v tabulkach
a [2.4.2] Nésledné popsany postup se aplikuje zvlast na sadu Ctverci kaz-
dého fadu n € {7,8,9,10}. Necht mame sadu [Ly, Lo, . .., Lg] latinskych ¢tverci
radu n. Pro kazdy c¢tverec provedeme w spusténi algoritmii. Definujeme posloup-
nosti 77 = [t5,45,...,t7] a T) = [t{,13,...,19], kde 1} (resp. t{) je doba béhu
algoritmu [2.2.2) (resp. 2.3.2)) pro ¢tverec L; v i-tém spusténi, i € {1,2,...,r},
j € {1,2,...,k}. Pramérnou dobu béhu jednoho spusténi algoritmu [2.2.2] pro
¢tverec L; oznacime jako P7F, kde Pf = (3Ji_, tf)/r a tf € T7. Podobné pro algo-
ritmus a Ctverec L;j polozime P, kde P! = (Xi_,t{)/r a t{ € T;. Nakonec
vypocitame a zaneseme do tabulek a2.4.1] primérnou dobu béhu vsech spus-
téni algoritmi pro vSechny ¢tverce daného radu. Tyto hodnoty oznacime P* a
P9 kde P* = ( ;?:1 P?)/ka P = ( ;?:1 P/)/k. P* a P9 predstavuji aritmeticky
prumér hodnot P; a P/ pro kazdé j. V tabulkdch vysledkil uvedeme také mini-
malni a maximalni ¢as béhu algoritmu ve vSech spusténich algoritmt v sloupcich
tmin @ tmae. Hodnoty v poslednich tfech sloupcich v tabulkéch a jsou
uvedeny v sekundach a zaokrouhleny na celé ¢islo.

n | r | skore Parametry algoritmu | t,n | tmee | P?
7 110 1 Niter = 100, ng = 100 2 3 3
8 | 5 | >0.94 | njer = 30000, ng =250 | 11 | 4465 | 1489
9 | 5 | >0.94 | njer = 30000, ng =250 | 21 | 5464 | 2263
10| 5 | > 0.93 | njer = 20000, ng, = 250 | 237 | 4362 | 1239

Tabulka 2.4.1: Cas béhu algoritmu m

Pro vSechny experimenty s genetickym algoritmem polozime velikost
populace [, = 10 a pocet ndhodné pridanych ¢tvercii v populaci n, = 2. Velikost
populace byla zvolena stejnd jako pocet dostupnych jader. Hodnota parametru
n, byla vybrana v souladu s vysledky vypocetnich experiment pro populaci o
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velikosti 10. V nasledujici tabulce uvedeme jenom parametry, které se méni pro
ruzné rady.

n | r | skore Parametry algoritmu tmin | tmaz | P?
7 110 1 Niter = 100, Myzer = 50, ng = 100 3 5 4

8 | 5 | >0.94 | njger = 100, myse,, = 100, ng = 250 | 35 | 1215 | 297
9 | 5 | >0.94 | njer = 100, myse, = 300, ny, = 250 | 106 | 2269 | 410
10| 5 | > 0.93 | njer = 200, myger = 300, ng, =300 | 155 | 653 | 367

Tabulka 2.4.2: Cas béhu algoritmu m

O zrychleni ¢asu béhu algoritmu mizeme posoudit z hodnoty P?/P9. Uvedeme
ji v zavislosti na radu ¢tverce v tabulce [2.4.3]

n 7 8 9 10
P#/P9 | 0.75 | 5.013 | 5.52 | 3.376

Tabulka 2.4.3: Hodnota P?/PY v zavislosti na fadu n ¢tvercu

Z tabulky pozorujeme, ze zakladni algoritmus pro ¢tverce fadu 7 se
ukazal jako v priumeéru rychlejsi. Pro tady 8 —9 ¢tverci z testovaci mnoziny gene-
ticky algoritmus dobéhl v priiméru rychleji. Naptiklad, hodnotu 5.013 pro n = 8
v tabulce miizeme interpretovat tak, Ze v primeéru algoritmus nalezne
ortogonalni par se skére vétsim jako 0.94 témér pétkrat rychleji nez algoritmus
2.2.2| pro stejné ctverce.

Pro vsechny tady je vidét, Zze minimalni ¢as béhu algoritmt t,,, je mensi
pro algoritmus zakladni. To je zptusobeno tim, ze v genetickém algoritmu nez
zkontrolujeme, ze néjaky c¢tverec v populaci dosahl kyzené skére, musi v dané
iteraci dobéhnout zdkladni algoritmus (fddek 3 v pseudokoédu pro kazdy
¢tverec v populaci. Zakladni algoritmus vrati nalezenou operaci ihned.
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Z.aver

Ortogonalni latinské ¢tverce jsou Siroce vyuzivané v riznych oblastech ma-
tematiky. Napfiklad v experimentalnim designu slouzi dle [6] k rovnomérné dis-
tribuci faktort pri testovani hypotéz. Vysledky této prace by tim padem mohly
najit praktické vyuziti.

V prvni kapitole prace byl navrzen novy pohled na dobie znamy koncept
latinského ctverce. V Teci zavedenych pojmii byla dokdzana souvislost grafu roz-
siteného prostoru latinskych ¢tverci daného fadu. Pro prehlednost rozsahlejsich
diikazti byla formulovana a dokazana fada pomocnych lemmat. Vyklad byl také
doplnén o vlastni lemma [1.1.16]

Druhé kapitola se vénovala dikazu teoretickych zdkladi a navrhu metody
hledani latinského ¢tverce ortogonalniho vici danému. Navrzené algoritmy byly
implementovany a podrobeny testovani. Jak ukézaly experimenty, geneticky al-
goritmus v priameéru zkracuje dobu hledani ve srovnani se zakladnim algoritmem
pro ¢tverce radu vétsiho nez 7.

Nejvetsi 1ad c¢tverce, pro ktery podarilo najit ortogondlni operaci, kterd je
latinskym ¢tvercem, byl 11 (piiklad 2.3.1), a to pomoci algoritmu genetického.
O daném ¢tverci vSak vime, napiiklad z prikladu 16.2.8 v [7], Ze existuje alespon
10 latinskych ¢tverct, se kterymi tvoii ortogonalni dvojici. Pro obecné (ndhodné
vygenerované) ¢tverce fadu striktné vétsiho jak 8 z testovaci mnoziny, uz se ope-
raci se skore 1 v rozumném case (méné nez 3 hodiny) najit nepodaftilo. Moznym
diivodem je omezeny vypocetni vykon dostupného osobniho pocitace. Nicméné je
mozné, ze existuji aplikace, pro které ortogonalni operace, ktera neni latinskym
¢tvercem, ale dostatecné dobte ho ve smyslu skére aproximuje, mohla byt stéle
uzitec¢na.
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