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metrika, je tato tloha plné integrabilni a formulovand v podobé ¢tyT prvnich inte-
gralii rovnic geodetického pohybu. Jejich feseni zavisi na pocateénich podminkéach
a sadé CtyT integrali pohybu. Po stanoveni mezi pohybu tyto rovnice numericky
integrujeme pomoci metody Runge-Kutta 4 a nasledné studujeme rtzné druhy
trajektorii, které ¢astice mohou néasledovat, véetné pohybu pod horizonty. Vysled-
ky simulaci jsou navic vizualizovany, coz prispiva k lepsimu pochopeni dynamiky
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Uvod

Obecna relativita, teorie publikovand Albertem Einsteinem v roce 1915, je
jednim z pilitt moderni fyziky. Zobecnuje specialni teorii relativity na pripad s
gravitacni interakci a nahrazuje do té doby pfijimanou, tehdy vice nez 200 let
starou Newtonovu teorii gravitace. Na gravitaci nové nepohlizi jako na dalku
pusobici silu, ale jako na geometrickou vlastnost prostorocasu. Hmota a energie
zaktivuje prostorocas a zaktiveni vyménou tidi pohyb hmotnych i nehmotnych
objektli. Einsteinovy zavéry byly navic revoluéni v nasem chapéni samotného
prostoru a casu, zakladnich pojmi vsech fyzikalnich teorii, které poprvé v historii
nebyly brany jako absolutni veli¢iny.

Vzajemny vztah mezi geometrii prostorocasu a chovanim hmoty a negravitac-
nich poli popisuje centralni element obecné teorie relativity: Einsteinovy rovnice,
systém deseti nelinearnich parcialnich rovnic druhého radu, zahrnujici ¢tyti za-
kony zachovani pro zdroje.

Jiz krétce po zverejnéni teorie bylo K. Schwarzschildem nalezeno jejich reseni
pro sféricky symetricky problém, které poslal A. Einsteinovi formou dopisu pfi-
mo z valecné fronty, kde v tu dobu slouzil. Samotny Einstein byl prekvapeny, ze
takové feseni viibec existuje - nejen pro jeho jednoduchost, ale i proto, ze se zda
byt v rozporu s Machovym nahledem na setrvacnost. Schwarzschildova metrika
ale neni jedind, kterou lze najit exaktné. Brzy poté byla objevena Reissnerova-
Nordstomova metrika pro sféricky symetrické nabité téleso. Trvalo ale az do roku
1963, nez Roy Kerr nalezl feseni problému pro nenabité, ale zato rotujici téleso,
které po ném nazyvame Kerrova metrika.

Teorie A. Einsteina predpovidd dynamicnost vesmiru, gravitacni viny a také
nové objekty - cerné diry. Timto pojmem oznacujeme oblast, kde je gravitace
tak silna, zZe ji ani fotony, majici nejvyssi moznou rychlost, nedokazou opustit.
Uvnitt ¢erné diry se pak vSechny c¢astice musi pohybovat smérem dovniti k jejimu
centru - prostorocasové singularité ve tvaru bodu ¢i prstence, kde hustota energie
diverguje.

Astronomickd pozorovani cernych dér znesnadnuje fakt, ze z jejich samotné
podstaty neni mozné detekovat a analyzovat signaly z nich prichazejici, jak je v
astronomii béznou praxi. Pfimy snimek cerné diry byl poprvé potizen teprve v
roce 2019, tedy vice nez 100 let po jejich predpovézeni. Jejich vyzkum je proto
matematicky aparéat.

Vétsina ¢lankt a publikaci zabyvajicich se pohybem okoli ¢ernych dér se za-
meéruje primarné na pohyb vné horizontl. Zejména pokud chceme pochopit vice
o tom, co se déje primo pod horizontem, musime se uchylit ¢isté k analytickému
a numerickému zkoumani metriky, coz je také obsahem této prace.



1. Konvence

Uvadime konvence pouzivané v textu.

e Vsude pouzivame geometrizované jednotky, v nichz volime rychlost svétla
ve vakuu ¢ = 1 a stejné tak Newtonovu gravitacni konstantu G = 1. Mimo
to je casto volena M = 1 a hmotnost ¢astoce m = 1. Text na tuto volbu
v prislusnych c¢astech vzdy upozornuje.

o Metricky tenzor mé signaturu (—+-++).

o Tenzory zapisujeme v indexové notaci, pro néz p € {0,1,2,3}. V indexech
nahore jsou tenzory kontravariantni, v indexech dole kovariantni.

» Vektory jsou znaCeny tucné, napt. y = (y1, Y2,--, Yn)-

Numerické simulace jsou programovany a zpracovany v Pythonu s vyuzitim
knihoven NumPy a Matplotlib. Kéd pro tiidu starajici se o samotnou numeric-
kou situaci je uveden v Priloze 1. Pfi analytickych metodach pak byl vyuzivan
program Wolfram Mathematica.

Text obsahuje mnozstvi obrazki, z nichz vétsina je ve vektorovém forméatu.
Je mozné, ze v tisténé verzi nejsou vsechny detaily viditelné, pro vétsi rozliseni
lze doporucit elektronickou verzi.



2. Geodeticky pohyb v Kerrové
metrice

Geodetiky jsou krivky, po nichz se pohybuji volné testovaci c¢astice, z geo-
metrického hlediska je chapeme jako zobecnéni piimek v obecném prostorocasu.
Navic splnuji, Ze se na nich maximalizuje vlastni cas.

Geodeticka rovnice, jejimz TeSenim tyto ktivky jsou, je diferencidlni rovnice
druhého radu zavisejici na metrice a jejich prvnich derivacich. Ve specialnich
pripadech prostorocasi, které vykazuji urcité symetrie, je ale mozné geodetické
rovnice zjednodusit diky existenci konstant pohybu. Jednim z téchto pripadu je
i Kerrova metrika.

V této kapitole je ¢erpano primarné z [1], [2] a [3].

2.1 Kerrova metrika

Zatimco Schwarzschildova metrika je sféricky symetrickym fesenim Einsteino-
vych rovnic (s tenzorem energie a hybnosti 7" = 0 a kosmologickou konstantou
A = 0), Kerrova metrika fesi stacionarni a axidlné symetricky problém. Kromé
parametru M zde vystupuje jesté parametr a spojeny s rotaci.

Ve vélcovych Kerrovych-Schildovych souradnicich (T, p, z, 1) nabyva metrika
formy

2Mr3 rpdp —ap®dyy  zdz 2
ds* = —dT? 4+ dp” + p°dy® + d2° + ——— (dT
s +dp? 4 Ay dat e (AT e )

(2.1)
kde r je dano
= (p? —a® + 2’ —a?? =0. (2.2)

Castéji jsou ale pouzivany soufadnice Boyerovy-Lindquistovy (¢, 7,6, ¢), od-
vozené v [4]. Ty jsou svazané s Kerrovymi-Schildovymi pomoci vztaht

2Mr

dT = dt — A dr, (2.3)
2Mar
dy = do — m ) (2.4)

p=Vr2+a’sind (2.5)

z =rcosf. (2.6)

Ze zavedeni soutradnic p a z snadno nahlédneme, zZe se jedna o oblé elipsoidalni
soufadnice. Vyznam Boyerovych-Lindquistovych soutadnic je 1épe znédzornén na

obrazku Metrika v nich m4 formu

M AM >
ds? = — (1 _ T) 4t — = asin® edtd¢+“;sin2 0do? + < dr®+3d6?, (2.7)




Y =1+ a®cos?h, (2.8)
A =712 —2Mr + a* (2.9)

A=3(r*+a*) + 2Mra®sin®6 . (2.10)

—~—

e’
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Obréazek 2.1: Zavedeni Boyerovych-Lindquistovych soutradnic.

Parametr M zifejmé popisuje hmotnost, jelikoz v limité a — 0 se metrika re-
dukuje na Schwarzschildovu, kde je vyznam M znamy. Parametr a se pak vaze na
popis rotace. To je potvrzeno invarianci metriky pfi zdménach (a — —a,t — —t)
a(a— —a,¢ — —¢). Vyznam a je a = J/M, kde J oznacuje moment hybnosti.
Konvenci je omezit se na a > 0, coz pouze znamend, Ze soutadnici ¢ uvazuje-
me ve sméru rotace. Vyhodou téchto souradnic také je, ze minimalizuji pocet
mimodiagonalnich ¢lenti v metrice na jeden.

2.1.1 Zakladni vlastnosti metriky

Vidime, ze metrika nezavisi na t a ¢, je tedy stacionarni a axialné symetricka.
Nezavislost metriky na souradnici je ekvivalentni existenci prislusného Killingova
vektorového pole (takového, podél néhoz se ve smyslu Lieovy derivace neméni
metrika). V Kerrové metrice existuji Killingova vektorova pole t* a ¢*, s nimiz
jsou primo spjaty Boyerovy-Lindquistovy souradnice. Metrika ale uz neni staticka,
jelikoz obsahuje kiizovy ¢len imérny dtd¢. Ten je pri¢inou efektu, nazyvaného
tzv. "dragging" , kdy rotace zdroje zpusobuje naklonéni svételnych kuzeli v jejim
sméru.

Fyzicka (nikoliv pouze soufadnicovd) singularita nastava pro ¥ = 0, jak ply-
ne z invarianti Riemannova tenzoru. To implikuje r = 0 a § = 7/2. Z transfor-
mace soutfadnic ale vidime, Ze tato hodnota r odpovida celému prstenci, ktery
ma v Kerrovych-Schildovych soufadnicich polomér p = a (2.5).

Dokonce muzeme ovérit, ze prstencovy charakter singularity neni pouze vlast-
nosti zvolenych souradnic, ale ma vyznam i v euklidovském smyslu. Pro vlastni
polomér pri r = 0 dostavame

w/2

/2
V' 99e 40 = / a cosfdf = a (2.11)
0



a pro vlastni plochu

w/2

2w pm/2 2
/ / V96094 d0de = / / a’sinfcos 6dfd¢ = ma? . (2.12)
o Jo o Jo

V Kerrové metrice existuji dva horizonty (souradnicové singularity) odpovi-

dajici A = 0:
ry =M*VM?—a?, (2.13)

které stejné jako ve Schwarzschildové metrice maji charakter svételnych nadploch.
Také vidime, ze v tzv. extremalnim pripadé pro a = M horizonty splynou v jeden,
a pro a > M dokonce neexistuji, jedna se pak o pripad tzv. nahé singularity.

Po priuchodu vnéjsim horizontem do oblasti mezi obéma horizonty se (stejné
jako v pripadé Schwarzschildovy metriky) kvili orientaci svételného kuzele musi
pozorovatel nutné pohybovat ve sméru klesajicitho r, coz souvisi se zapornosti A v
této oblasti. Po dosazeni vnitiniho horizontu lze orientaci kuzele opét pripodobnit
k situaci nad vnéjsim horizontem.

Na rozdil od Schwarzschildovy metriky vSak tyto horizonty nejsou statickou
limitou ani plochou nekonecéného "redshiftu'. Ty se nachéazeji tam, kde g;; = 0.
Pro plochu nekonec¢ného redshiftu to plyne primo ze vztahu pro frekvenéni posun,
platného pro stacionarni metrikuE] a pro statickou limitu z normalizace ¢tyirych-
losti pozorovatele v klidu vuéi nekoneénu u' = (1/v/=¢4,0,0,0). Oboji nastane
pro ¥ = 2Mr, coz dava poloméry

ro1 = M £+ VM? — a2 cos? 6. (2.14)

Obecné tedy, vyjma degenerovanych pripadi, plati nasledujici nerovnosti:
ry < r_— < ry < rg. Na statické mezi a pod ni je pozorovatel nucen obihat v
kladném sméru ¢, neni tedy staticky vii¢i nekoneénu, protoze jeho u?® # 0. Az do
vnéjsiho horizontu vsak dokaze udrzovat u” = 0. Oblasti mezi statickou limitou a
prislusnym horizontem se nazyva ergosféra. Na rozdil od horizontii také statické
limity existuji pro libovolné a, v ptipadé a > M se vsak spoji v jednu a vytvori
toroidalni povrch.

2.1.2 Struktura pod horizonty

Ukézali jsme, ze singuldrni je pouze prstenec r = 0, § = 7/2, nikoliv cely disk
r = 0, ktery budeme déle ¢asto oznacovat jako ekvatorialni disk. Mtizeme si proto
polozit otazku, jestli by jim volna ¢astice nemohla proletét jako obrudi.

Zderivujeme-li komponenty metriky podle r a provedeme piechod r — 0%,
uvidime, ze vétsina komponent je obecné nenulova. Prichod diskem ptes r = 0
zméni jejich znaménko (pohyb skrz disk je stéle jednim smérem, zatimco gradient
ma vzdy smér z disku), a zptusobi tak skok v gradientu metriky. Gradient metriky
je ale umérny poli, coz znamena, ze se disk chova, jako by na ném byla indukovana
hmota. Z prislusného tenzoru energie a hybnosti ziskaného z Einsteinovych rovnic
lze dale ukazat, ze jeji plosna hustota je zaporna.

1Vysila-li pozorovatel A signal s jistou frekvenci k pozorovateli B, frekvence méfend pozoro-
vatelem B muze byt jind. Posun zavisi na metrice v bodech, kde se oba pozorovatelé nachazeji.
Pokud pozorovatel A vysila signal z mista, kde gy = 0, pozorovatel B ho pfijimé s frekvenci
limitné jdouci k nule.



Kdybychom ale prodlouzili r» do zapornych hodnot, ke skoku v gradientu by
nedoslo. Metrika této nové oblasti ¢asoprostoru (tzv. druhy "sheet', v literatute
oznacovana také jako 'antiverse') se odlisuje pouze ve ¢lenech tmérnych Mr,
zaporné hodnoty r tak mizeme také interpretovat jako zapornou hmotnost M pri
ponechani kladného r. Horizonty existuji pro A = 0, coz zde ale kviili zdpornosti
Mr neni mozné. Stejné tak tu nemuze existovat ani plocha statické limity.

Moznost prodlouzeni do zapornych r vyplyva z existence maximalniho ana-
lytického prodlouzeni Kerrovy metriky [4]. To také predpovidd, ze na oblast pod
vnitfnim horizontem je napojend tzv. bila dira, ktera se chova presné opacnym
zpusobem nez ¢ernd dira a vypuzuje ¢astice ven do jisté alternativni kopie vesmi-
ru. Kauzalni strukturu takového prodlouzeni znézornuje Penrosetuv-Cartertuv di-
agram, vyznaceny na obrazku 2.2]

 paralelni
||~ druny
*~  sheet

paralelni

(a) Penroseuv-Carteruv diagram pro ¢er- (b) Penrosetv-Carteruv diagram pro ex-
nou diru se dvéma horizonty treméalni ¢ernou diru

Obrazek 2.2: Penroseovy-Carterovy diagramy v Kerrové metrice

Ve skutecnosti za vnitinim horizontem Kerrova metrika uz neni realistickym
modelem astronomické cerné diry. Tésné nad vnitinim horizontem protichidné
svazky castic produkuji tlak, ktery je dale urychluje, coz vede k exponencialné
rostouci (tzv. infla¢ni) nestabilité [5].

Existenci nahych singularit a extremalnich ¢ernych dér pak zakazuje tieti za-
kon dynamiky pro ¢erné diry, podle néhoz nemuize na horizontu vymizet tzv.
povrchova gravitace, coz by ale pravé pro extremalni piipad nastalo [6]. Tret{ za-
kon sice nebyl rigorézné dokazan, ale dosavadni vyzkum nasvédcuje, ze skutecné
plati (napr. [7]). MtizZeme na néj nahlizet jako na analogii tfettho termodynamic-
kého zakona, ktery tvrdi, ze zadny systém nemiize dosdhnout termodynamické
teploty T'= 0 K.



2.2 Carterovy rovnice

V obecné metrice 1ze pohyb urcit vyresenim sady geodetickych rovnic druhého

radu du

% S TRt =0, (2.15)
kde I'*_, jsou slozky afinni konexe, které lze taktéz vyjadrit jako Christoffelovy
symboly pomoci metriky a jejich parcialnich derivaci. V pripadé Kerrovy metriky
vsak byla B. Carterem nalezena jednodussi forma geodetickych rovnic, ekviva-
lentni této [§].
lze ukéazat, ze i v tomto pripadé je geodeticky pohyb plné integrabilni. Jinak
receno lze nalézt sadu Ctyr integraltt pohybu, které popisuji geodeticky pohyb
v Kerrové metrice. Ty existuji dokonce i v pripadé Kerrova-Newmannova pole,
které zahrnuje nenulovy elektricky naboj zdroje, a tim i ptisobeni Lorentzovy sily,
jejich obecnou formu pro tuto situaci ale nebudeme nyni uvazovat a automaticky
volime elektricky naboj zdroje nulovy.

Metrika nezéavisi na souradnicich ¢ a ¢, ¢emuz odpovida existence killingov-
skych vektorovych poli a zachovani projekce ctyfhybnosti p,£* na tato pole podél
libovolné geodetiky. Soutadnici ¢ odpovida konstanta E (energie v nekonecnu),
soutadnici ¢ konstanta L (moment hybnosti vici ose z v nekone¢nu).

Pomoci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice pak lze nalézt dalsi konstantu K, kte-
rou vyjadiime jako

2
K = (aE - ) sin? 0 + m?a® cos> 0 + pj . (2.16)

sin? 4
V prvni radé vidime, ze je vzdy kladna. Spole¢né s podminkou na normalizaci

ctyfrychlosti jsme tak ziskali ¢tyfi integraly pohybu a dostavame rovnice pro

geodeticky pohyb v Kerrové poli, které nabyvaji pro hmotné ¢astice formy

mAXu' = (r* + a?) {(TQ +a*)E — aL} — Aa (aE - smLZ(‘)) : (2.17)
mAYu® = a {(TQ +a*)E — aL} - A <aE — smLZQ) , (2.18)
(mSu')? = [(* + a*)E — aL]” — A(m*” + K) (2.19)

) 62 2 2 2 L\,
(mXu”)* = K — m“a” cos 0_<aE_siI126’) sin“ 4, (2.20)

kde m oznacuje klidovou hmotnost testovaci ¢astice. Pro nehmotné ¢astice je lze
vyjadrit v podobném tvaru

AYpt = (r* + a?) {(r2 +a*)E — aL} — Aa <aE _ L ) : (2.21)

sin? ¢

AYp? =a {(TQ +a*)E — aL] —A <aE - ) , (2.22)

(£p') = [(* + *)E —aL] — AK (2.23)

sin? 6

8



2

) sin? 6, (2.24)

02 _ 1 B
()" = K <aE sin? 6

kde jsme na levé strané nahradili mu* — p* a na pravé polozili m = 0.



3. Povolené oblasti

Pro zkoumani geodetického pohybu je v prvni rfadé vhodné stanovit pod-
minky, kde se v zavislosti na konstantach miize testovaci ¢astice nachazet. Ty
plynou z rovnic (2.19)), (2.20)), (2.23)) a (2.24) - jelikozZ ma jejich leva strana tvar
druhé mocniny, musi byt prava strana vzdy nezaporna. Uvidime, zZe omezeni plati
nejen na souradnice r a 6, ale i na konstanty pohybu.

3.1 Radialni pohyb
Ozna¢mé pravou stranu rovnice (2.19)) jako R(r). Zavadime konstanty
Q=K—(aE—-L)*, &E=E>—m?>. (3.1)

Konstanta ) je nékdy v literaure primo nazyvana Carterova konstanta a z neza-
pornosti K plyne, Ze je zdola omezena:

Q> —(aFE — L)*. (3.2)

Uvazujme pouze Castice s energii F > 0, jelikoz cCastice se zapornou energii
mohou existovat pouze v ergosfére [I]. Navic volime M = 1, pro jiné hodnoty M
provedeme prechod

Q

L
PG T Qam.

M’ M’ M’ (3:3)

Pro hmotné testovaci ¢astice muzeme pak rovnici ([2.19) upravit do tvaru
R(r) = &r*+2m*r® 4 (a*E* —a®m? — L? — Q)r* + 2[(aE — L)*+Q]r —a®Q, (3.4)

V limitnich pifpadech se pro r — 0 rovnice redukuje na R(r) ~ —a?*Q a pro
r — oo (a také p¥i prodlouZeni do zapornych hodnot pror — —oo) na R(r) ~ Ert.

Zatim uvazujme, ze alespon jeden horizont existuje. Z ptivodniho tvaru rovnice
geodetiky si snadno vS§imneme, %e na horizontu, kde A = 0, musi byt vzdy
nutné R(r,) > 0, kde. To samé plati analogicky i pro vnitini horizont r_. Stejné
tak mezi horizonty je ze zapornosti A funkce R(r) vzdy kladna.

Podle chovani funkce R(r) a jejich kofent muzeme trajektorie v obecnosti
klasifikovat jednim z nasledujicich typu:

e R(r) neméd zadny redlny koren (mozné pouze pro €& > 0): ¢éstice se pohy-
buje po tranzitni trajektorii, tedy se mtze nachazet na libovolné hodnoté
souradnice 7,

e R(r) ma dva jednoduché redlné koreny a £ > 0: existuji pouze nevizané
trajektorie,

e R(r) méa dva jednoduché redlné koteny a & < 0: existuji pouze vdzané
trajektorie,

e R(r) mé ¢tyri jednoduché realné koreny a € > 0: existuji vdzané i nevazané
trajektorie,
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o R(r) ma ¢tyti jednoduché realné koteny £ < 0: existuji pouze vazané tra-
jektorie.

Vicendsobné koreny pak vedou na stabilni sférické orbity [9]. Konkrétné si pak
jesté vSimnéme, ze pii volbé a = 1 pro L = 2F existuje dvojity kofen funkce R(r)
v r = 1, tedy pfimo na horizontu.

Specialni situace nastava pro ¢astici, ktera je v nekonec¢nu v klidu. V takovém
pripadé je E = m, a tedy £ = 0. To ale znamen4, ze se méni charakter vyrazu
. Clen 4. stupné se vynuluje a fidicim ¢lenem se stava ¢len 3. stupné, tedy
2m?r3, ktery je vzdy kladny. Pro r — oo tak cely vyraz R(r) musi byt klad-
ny, naopak pri prodlouzeni do zapornych hodnot » — —oo musi byt zaporny.
Trajektorie potom muze byt jednou z moznosti:

e R(r) ma jeden jednoduchy redlny koren: existuji pouze nevazané trajektorie,
e R(r) m4 tfi jednoduché redlné koreny: existuji vizané i nevazané trajektorie.

Céstice, pro néz £ < 0, jsou zachycené gravitaénim zdrojem a do nekone¢na
se dostat nemohou, protoze od jistého r je R(r) < 0. Specidlné pro svételné
geodetiky vzdy plati £ > 0, a dokonce se kvili m = 0 ve vyrazu R(r) vynuluje
cely clen tretiho stupné.

Vysledky ziskané v této a nasledujici sekci byly zformulované jiz napriklad
v ¢lancich [9], ktery obsahuje velmi detailni rozbor moznosti radidlniho pohy-
bu, nebo [10], zde ale byly odvozeny nezévisle (pokud neni uvedeno jinak) a se
zminénymi zdroji zkontrolovany.

Podivejme se ddle podrobnéji na chovani funkce R(r) v zavislosti na ruznych
hodnotach parametri.

3.1.1 P¥ipad Q > 0

V prvni fadé si vSimneme, zZe pro ) > 0 je prusecik s vertikalni osou, tedy pro
r =0, vzdy zaporny. To znamena, ze takova castice se nikdy nemuze dostat az k
singularité a ji ohrani¢enému disku. R(r) je ale pfitom na horizontu kladné, musi
tedy existovat jisté r,,;, > 0, vnémz R(r) protina horizontélni osu, a zadn4 ¢éstice
se jiz nemuize nachézet v oblasti r < 7,,;,. Tomuto ptripadu zfejmé odpovidaji
zaprvé vazané orbity zasahujici pod vnitini horizont a zadruhé nevazané orbity,
pokracujici asymptoticky do r = oo.

3.1.2 P¥ipad Q <0

Pripad @ < 0 je zajimavéjsi, protoze povoluje, aby se testovaci ¢astice dostala
az k r = 0. Specialné hned vidime, Ze pro @) = 0 se na r = 0 v radidlnim sméru
presné zastavi, jelikoz se v (3.4]) vSechny ostatni ¢leny také vynuluji a bude platit
R(0) = 0. Pro @ < 0 pak po pruchodu diskem pohyb pokracuje do druhého
sheetu.

Jak uz ale bylo zminéno vyse, konstanta () nemiize nabyvat libovolnych za-
pornych hodnot. Z podminky na dolni mez plyne pomérné intuitivni pozorovani:
¢im veétsi mé Castice energii (a moment hybnosti), tim spiSe se mize dostat az
na 7 = 0. Pokud dokonce @) < 0, nemd podle [9] R(r) zadné kofeny nad vnéjsim
horizontem.
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Specidlnim pripadem spadajicim do této kategorie je jisté zobecnéni volného
padu pro K = m a L = 0, tedy c¢astice padajici z nekonecna z klidu s nulovym
momentem hybnosti. Pokud navic dodame podminku na konstantu K, Ze pro
castici v nekonecnu plati pg = 0, dostavame, vychazi pro tento typ ptikladu
@ = 0, na coz se jesté ddle budeme odkazovat.

3.2 Polarni pohyb

Doposud jsme se zamérovali pouze na pohyb v radialni souradnici, kde jsme
zkoumali, kdy prava strana nabyva kladnych hodnot. Podobné se v krat-
kosti podivame i na rovnici pro polarni souradnici 6 , kde ztejmé také musi
byt prava strana, kterou oznacime ©(0), kladnd. Mazeme ji upravit do tvaru

0(0) = L {—aQé’ cos' 0 + (a®E* — a®m® — L* — Q) cos® 0 + Q} : (3:5)

sin? @

V prvni fadé vidime, Ze pro § — 0 a § — 7 se funkce chovd jako —L?/sin? 0,
tedy pro L # 0 jde ©(0) — —oco a ¢astice se nemuze dostat az na osu z.
V zéasadé rozliSujeme tii hlavni typy pohybu dané konstantou @), jelikoz

O(r/2) = Q:
o () >0, pak existuji dva redlné koreny (pro L # 0) symetrické vuci 6 = /2
a Castice osciluje mezi nimi,
e () <0, pak existuji ¢tyti realné koteny (pro L # 0), specidlné § = /2 lezi
v zakazané oblasti a pohyb je vazany na povolenou oblast pouze v jedné
hemisfére,
e () = 0, pak muze byt pohyb bud vazany na ekvatoridlni rovinu, nebo se k
ni ¢astice asymptoticky priblizuje, a nebo pada do singularity [11].
V piipadé L = 0 pak O(f) nediverguje v krajnich bodech, pocet kofenu se
proto mize odlisovat.
Podle [9] pro @ navic z omezeni na polarni pohyb plyne:

Q> —(L —aV€)? pro E>ma0<|L| <aVE, (3.6)

pri nesplnéni podminek na pravé strané je dokonce vzdy nezaporna. Tuto situaci
ilustruje dvojice grafi na obrazku [3.1] kde pfi vyssich hodnotdch L a Q < 0 je
cely graf pod osou, ¢imz je takovy pohyb zakézan.

ir ir

i L:0 | L:O
1 1 L:il
S s [T\
05 J . 5 30 6 [} 1 15 20 25 3.0 6
; L=2 ; L=:£2
(a) @ =-0,5 (b) @ =0,5

Obrazek 3.1: Pribéh ©(0) pro (m, E) = (1,2), a = 1 pro ruzné hodnoty L a Q)
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3.3 Pohyb pod horizontem

Shrnme, co se stane s ¢astici, dostane-li se pod vnitini horizont. V zavislosti
na konstantach pohybu muze dojit k jedné ze tii situaci.

« Castice spadne do prstencové singularity. Tato situace mizZe nastat pouze
pro @ = 0.

« Céstice doleti na ekvatorialni disk r = 0, ale ne pifmo do singularity. Stejné
jako v predchozim pripadé je to mozné jen v pripadé ) < 0, specialné
pokud je @@ = 0, castice se zde zastavi. Pokud je () < 0, mizeme pracovat
s prodlouzenim do druhého sheetu pro r» < 0.

+ Céstice mine ekvatorialni disk a vnitinim a nevyhnutelné také vnéjsim hori-
zontem projde do kopie ptivodniho vesmiru, jak 1épe vysvétluje Penrosetiv-
Carteriiv diagram pro Kerrovu metriku, znazornény v predhcozi kapitole
na obrazku [2.2] Déle mé jesté smysl rozlisit pripad, kdy ma ¢éstice vazané
orbity a horizonty prekracuje opakované, a kdy se pod horizont dostane z ne-
konecna a pak opét do nekonecna vyleti, prilet se tedy kona pouze jednou.
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4. Numericky vypocet trajektorii

Nasim cilem je zkoumat vykreslit trajektorie volné ¢astice pro riizné pocatecni
podminky se zaméfenim na jeji pohyb pod vnitinim horizontem. Trajektorie na-
lezneme numerickou integraci geodetickych rovnic (2.17)), (2.18)), (2.19) a ([2.20))
pomoci algoritmu Runge-Kutta 4.

Alternativné by bylo mozné vyuzit i obecnéjsi pristup a misto rovnic pro r a 6
integrovat klasické geodetické rovnice ([2.15]). V piislusnych Carterovych rovnicich
se totiz kvuli druhym mocninam ztraci informace o sméru pohybu v radialni a
polarni souradnici, coz obecna rovnice geodetik resi. Také by v tomto pripadé bylo
jednodussi prejit k pozménéné metrice. Kviili slozitosti Christoffelovych symbo-
It v Kerrové metrice ale nakonec volime vyse zminény pristup a body obratu
oSetTime samostatné.

4.1 Parametrizace Minovym casem

Carterovy rovnice pro geodetiky (i odpovidajici rovnice pro ¢astice s nulo-
vou hmotnosti) sice jednozna¢né popisuji pohyb v Kerrové metrice, ale vidime,
ze posledni dvé rovnice jsou vzajemné provazané. Tuto provazanost dokazeme
eliminovat pouzitim parametrizace pomoci Minova ¢asu A [12]:

dr = SdA. (4.1)

Rovnice tak Ize upravit do tvaru

jﬁ\ = mlA(rz + a?) [(7‘2 +a*)E — aL} — 7711& (aE - sii; 9) ; (4.2)
jf = mlAa {(rz +a®)E — aL] — 731 <aE — siré 9) ) (4.3)
(jf\)z = T)’llz [(rz +ad>E — CLL}Q - W;A(m%g + K), (4.4)
<j/€\>2 = n}ﬂ lK —m2a®cos’H — (aE — smL29>2 sin? 9] . (4.5)

Tato parametrizace je vyhodna jak pti analytickém, tak numerickém pristupu.
V prvnim pripadé umoznuje diky oddéleni souradnic r a 6 Tfesit rovnice postup-
né - zacit s poslednimi dvéma rovnicemi a poté dosadit do prvnich dvou rovnic.
V druhém pripadé je pak Mino cas prakticky pro vypocty v oblasti malych hod-
not r, konkrétné pod vnitinim horizontem. Jak plyne z parametrizace (4.1]), dr
se pro mald r vyrazné zmensuje, a vypocty jsou tak pii parametrizaci pomoci
vlastniho ¢asu vice ¢asové narocné.

14



4.2 Rungeho-Kuttovy metody

V této ¢asti je cerpano zejména z [13] a [14]. Méjme soustavu N diferencidlnich
rovnic 1. fadu s pocatecni podminkou

dy
7O = fty() (4.6)
y(0) = yo,

kde y : R — RY, f: R x RV — RY,
V principu nejjednodussi numericky integrator pracuje tak, Zze s krokem h
vyvine Teseni soustavy z bodu ¢,, do bodu t,,1 = t,, + h, ¢emuz odpovida

Yn+1 = Yn + hf(tna yn) ) (47>

Tento algoritmus se nazyvd Eulertiv, ale je zatiZen velkou chybou v fddu O(h?),
jelikoz vyuziva informaci o derivaci pouze v prvnim bodé intervalu [t,, t,41]. Re-
senim, jak algoritmus zpresnit, je rozdélit tento interval do vice bodu a v nich
vyhodnocovat funkci f. Na to obecné cili metody z rodiny Runge-Kutta, roz-
délujici interval do nékolika ¢asti. V zavislosti na jejich poctu pak rozliSujeme
konkrétni Rungeho-Kuttovy algoritmy, z nichz nejvyuzivanéjsi je metoda Runge-
Kutta 4 (RK4), kterd déli interval na ¢tyfi ¢asti a vyviji feseni podle

kl = hf(tmyn)

h Kk,
ko =hf(t,+ §7yn+ ?)
h k
ko =+ o+ B2 (43

ky=hf(t,+h,y, + k3)
1
Ynt1 = Yn T+ é(lﬁ + 2ko + 2k3 + ky) + O(h5) )

Obecné vektorové velic¢iny k;, i € {1,2,3,4}, reprezentuji aproximace derivace vy’
v bodech délicich interval. Grafické znazornéni této metody je vyneseno v grafu na
obrazku 4.1} Metody stejného fadu se pri soucasném spléni uréitych vazeb mohou
lisit v koeficientech (hodnotéch stojicich pred h a k; na pravé strané (4.8))), které
také ovliviiuji presnost modelu.
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Yo+ hk3

Yo+ hks/2
y0+hk1/2

Yo ¢

Y

to to+h/2 to+h

Obréazek 4.1: Grafické znédzornéni metody Runge-Kutta 4. Poc¢ateéni podminka
y(to) = yo, vyvoj s krokem h do bodu (t1,y;). Exaktni feseni vyneseno mod-
re, vysledny krok cerné. (Pfevzato z https://en.wikipedia.org/wiki/File:
Runge-Kutta_slopes.svg, upraveno)

Nevyhodou Rungeho-Kuttovych metod je, Ze nezachovavaji energii systému
s chybou rostouci s ¢asem, pii vypoctu na vétsim casovém intervalu tedy jejich
presnost klesa, a nejsou tak obecné vhodné pro dlouhé casové vyvoje.

Kromé metody RK4 existuje, jak uz bylo vyse zminéno, celd rodina metod za-
lozenych na podobném principu. Pokud bychom chtéli dosdhnout vétsi presnosti,
nez nabizi RK4, potfebujeme metody vyssiho tadu. Jednou z nich je napriklad
metoda DOP853, pattici do skupiny Dormandovych-Princeovych metod. Jejimi
autory jsou E. Hairer a G. Wanner [15], ktefi ji pavodné napsali v jazyce Fortran.
Charakterizuje ji velké mnozstvi koeficientl, které jsou k nahlédnuti v originalni
implementaci [16]. Navzdory tomu, Ze se jedné o algoritmus vyssiho radu, je je-
ho vykon srovnatelny s jednodussimi metodami. Ostatni algoritmy z této rodiny
se ale nelisi pouze poc¢tem kroki, ale také obecné komplexnéjsim jadrem, které
zahrnuje i odhad chyby a v zavislosti na ni modifikaci délky kroku nebo s tim
souvisejici extrapola¢ni metody.

4.3 Aplikace na hledani geodetik v Kerrové me-
trice

Numerické feSeni rovnic pro geodetiky a jejich vykresleni realizujeme pomoci
skriptu psaném v jazyce Python s vyuzitim knihoven NumPy [I7] a Matplotlib
[18].

Centralnim elementem je pak samoziejmé samotné numerické feseni rovnic,
které je ale nutné doplnit osetfenim nékterych udalosti, jmenovité padu do sin-
gularity, priichodu ptes horizont a bodl obratu.
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e Pad do singularity detekujeme, jsou-li souradnice castice r < r tol a
0 €[r/2—th_tol,m/2+th_ tol]. Resenf rovnic je timto ukondeno. Stejné
tak ukonc¢ime feseni, pokud ¢éastice skonci na » = 0 mimo singularitu, avsak
s nulovou rychlosti ve sméru r (nastava pro @) = 0), tedy zastavi se uvnitf
ekvatoridlniho disku.

o Carterovy rovnice pro ¢asovou a azimutalni souradnici a na
horizontech ziejmé diverguji, nemd tedy smysl snazit se je na jistém okoli
horizontu hor tol fesit. V tomto okoli tak vyvijime pouze zbylé dvé rovni-
ce a a soutadnice t a ¢ na sebe napojime tak, aby mély na obou
hranicich okoli horizontu stejnou hodnotu. Neni to tedy matematicky sku-
tecné korektni reseni, ale zajistuje prehlednost a srozumitelnost vynesenych
hodnot.

» Rovnice a kvili druhé mocniné neobsahuji informaci o sméru
pohybu v prislusnych souradnicich. Je proto nutné ohlidat, kdy se jejich
prava strana vynuluje (je mensi nez ur_eps, respektive uth_eps) a v tu
chvili obratit znaménko. Smér vyvoje charakterizujeme veli¢inami €, = £1
a€ = =+1.

Nastavujeme automaticky pocatecni soutadnice t = 0 a ¢ = 0, ze symetrie
na jejich hodnoté nezalezi. Pocateéni hodnoty r a 6 a stejné tak konstanty a,
m, E, L a Q) 1ze upravovat pro jednotlivé simulace, pricemz vyuzivime podmin-
ky z predchozi kapitoly. Zajistime tak, ze pro zvolené hodnoty existuje reseni, a
eliminujeme nesmyslné vyvoje.

Pro dalsi pouziti volime bez jmy na obecnosti m = 1, pro jinou hodnotu m
nam staci preskalovat

E
E——, L—>—, Q— —. (4.9)
m m

4.3.1 Klasickda metoda Runge-Kutta 4

Metodu implementujeme primocate jako cyklus opakujici . Cyklus pak
doplnime o if vyroky osetfujici vySe zminéné problémy: pad do singularity, pri-
chod horizonty a obraty.

Konkrétné rozpoznani bodi obratu zajistuje if podminka kontrolujici, je-li
rychlost v prislusné soutradnici dana a mensi nez konstanta urcujici
toleranci.

Pro zhodnoceni presnosti numericky vypocitané trajektorie je srovname s ana-
lytickym TeSenim rovnic (2.17)), (2.18), (2.19) a (2.20)), nalezeném v [10]. V ¢lanku
jsou vyjadrena jejich exaktni feseni ve formé Weierstrassovych eliptickych funk-
ci a jeho soucasti je i knihovna v jazyce Wolfram Mathematica, kterd zminéné
funkce obsahuje a na zakladé pocatecnich podminek, stejnych jako v numerickém
pristupu, umoznuje spocitat presné trajektorie.

Srovnejme nejprve odchylku pro specidlni pripad volného padu, popsany v
kapitole a charakterizovany (m, E,L,Q) = (1,1,0,0), jakozto jedno z nej-
jednodussich moznych trajketorii. Jelikoz je v tomto pripadé soutadnice 6 kon-
stantni, jeji chybu nevynasime a v grafu na obrazku znazornujeme pouze
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prubéh relativni a absolutni chyby r. Kvili divergentnimu chovani na okoli hori-
zontu v souradnicich t a ¢ je nutné volit dostatecné maly krok, rovnou se proto
omezime na h ~ 1073, V takovém méfitku uz v tomto piipadé ziejmé velikost
kroku nehraje velkou roli, jak vidime v grafech. Pokles chyby na okoli A\ = 0,75
odpovida prichodu pres horizont.

le—-10

p I |~; --- h =0,0005 b --- h =0,0005
Y ©

= —-= h =0,001 i; —-= h =0,001
R L HE T T A h = 0,002 S

3 8

|5 5

= 2

z : S

© -t“."m‘.wm%ﬁu. =

1.0 1.5
A A

Obrézek 4.2: Relativni a absolutni chyba soutradnice r vii¢i analytickému reseni pri
konstantach (m, E,L,Q) = (1,1,0,0), a = 1 a poc¢atecnich podminkéch ry = 6,
Oy = m/4, ¢, = —1, ¢ = 1, metoda RK4. Vynesen kazdy 20. bod. Jedna se o
nevazanou trajketorii.

Ukazme, ze mnohem signifikantéjsi je vliv chyby zpiisobené zménou zna-
ménka v bodech obratu, jak lze vidét na prikladu vazané orbity s konstantami
(m,E,L,Q)=(1,1,—4,10), a = 1 a zvolenymi pocateénimi podminkami rq = 2,
Op=7/3,6, = —1,eg =1,kde A € (0,4). Hodnoty tolerance ur_tol auth_tol
nemohou byt libovolné malé, aby reflektovaly velikost kroku h. Pro pevné nasta-
venou toleranci chyba v souradnicich r a 6 prakticky nezavisi na h, jak lze vidét
v grafu na obrazku 4.3 Paradoxné je dokonce chyba pro nejvétsi z vykreslenych
kroka A = 0,002 mensi, coz ale prisuzujeme spise nahodné shodé s exaktni tra-
jektorii, zapti¢inéné hrubosti kroku.
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Obrazek 4.3: Relativni a absolutni chyba soutradnice r a 6 vu¢i analytickému
feseni pro (m, E, L, Q) = (1,1,—4,10), a=1,10 =2, 0y = 7/3, ¢, = =1, ¢ = 1,
eg = 1, A € (0,4), metoda RK4. Tolerance bodi obratu zvolena pevné jako
ur_ tol = 0,05 a uth_tol = 0,05. Vynesen kazdy 20. bod. Jednd se o vazanou
trajketorii.

Pokud hodnotu tolerance skalujeme koeficientem k podle kroku h jako
ur_tol = hk a uth_tol = hk, plyne z grafu na obrazku 4.4 Ze se pro men-
si krok chyba snizuje. Dalsi vypocty tak budeme provadét s timto skalovanim.
Koeficient £ je vétsinou nutné ménit v zavislosti na konstantach pohybu a kon-
krétni trajektorii: pro mald r musi obecné byt spise vetsi.
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Obrazek 4.4: Relativni a absolutni chyba soutradnice r a 6 vu¢i analytickému
feseni pro (m, E, L, Q) = (1,1,—4,10), a=1,10 =2, 0y = 7/3, ¢, = =1, ¢ = 1,
A € (0,4), metoda RK4. Tolerance bodu obratu zvolena jako ur_tol = 25h a
uth tol = 25h. Vynesen kazdy 20. bod. Jedna se o vazanou trajketorii.

Jesté si vSimnéme, ze v tseku pred prvnim bodem obratu, tedy priblizné
A € (0,0,5) je chyba numerického TeSeni fadoveé 10710,

Srovnani samotnych simulovanych trajektorii s analytickou je vykresleno na
obrazku (4.5
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Obréazek 4.5: Srovnani numerickych a analytické trajketorie v korotujici roviné
pz pro (m,E;L,Q) = (1,1,—-4,10), a = 1,10 = 2, 6y = 7/3, ¢, = —1, ¢g = 1,
A € (0,4), metoda RK4. Tolerance bodu obratu zvolena jako ur_tol = 25h a
uth tol = 25h. Jedna se o vazanou trajektorii. Vpravo detail.

Dilezitym zavérem z vyhodnoceni chyby simulovanych trajektorii je, ze do-
minantni vliv na velikost odchylky maji body obratu. Snizovanim velikosti kroku
ale mizeme neprimo tuto chybu alespon ¢astecné omezit.

Pro nase potreby je dosazena presnost dostacujici, coz je dano i integrovatel-
nosti geodetickych rovnic, které tak nejsou extrémné citlivé na pocatecni pod-
minky. Pokud bychom ale pozadovali vyssi presnost, napiiklad pri zkoumani cha-
otického pohybu, bylo by na misté prejit k integraci geodetickych rovnic .
Ty informaci v sobé o sméru pohybu primo obsahuji, a neni proto nutné body
obratu, kde chyba primarné vznika, resit.

4.3.2 Presnéjsi metody a moznosti vyuziti knihovny SciPy

Kromé primé implementace metody RK4 lze také pro vypocet trajektorii po-
uzit knihovnu SciPy a v ni obsazenou funkce solve ivp ("Solve Initial Value
Problem"), kterd podporuje vice riznych algoritmi véetné napiiklad RK4(5) ne-
bo velmi presné DOP853, kde se nejdena o doslovny preklad origindlu ve Fortranu,
ale algoritmické jadro a koeficienty zustavaji stejné.

Na rozdil od predchoziho pristupu, kdy jsme osetfeni specialnich situaci za-
komponovali primo do hlavniho cyklu, musi se tentokrat kviili nemoznosti ipravy
samotné funkce solve ivp postupovat jinak. Funkce solve_ivp podporuje jako
argument tzv. event - udalost, kdy je detekovana zména znaménka zvolené pro-
ménné a numerické feSeni rovnic se timto ukonéi. Integrator tedy napriklad misto
podminky "otocit znaménko, kdyz je zména souradnice r mensi nez ur eps" hle-
da pomoci extrapolace konkrétni bod, kde je tato podminka splnéna. Definujeme
si pak funkce reprezentujici udalosti padu do singularity, dosazeni okoli horizon-
tu r+ £ hor tol a dosazeni bodu obratu. Pri ukoncéeni vlivem detekce udalosti
nalezené teseni ulozime, v ptripadé potieby zménime hodnoty nékterych konstant
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a zapocneme novy vypocet s pocatecnimi podminkami navazujicimi na ulozené
feSeni, na zavér takto rozdélend reseni spojime v jedno.

Tento zpusob je vsak v pripadé komplexnéjsiho osetfovani podminek znacné
neprakticky a neprehledny. Navic, jelikoz ma na chybu nejvétsi vliv pravé nava-
zovani v bodech obratu, stejné nebenefitujeme ze zvysené presnosti dostupnych
algoritmi. Zistaneme tak u klasické RK4 metody, ktera naopak diky pristupnosti
hlavniho itera¢niho cyklu a jeho snadné dpravy vynika moznostmi modifikace pro
konkréni situaci.
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5. Vyhodnoceni trajektorii

Trajektorie vykreslujeme Kerrovych-Schildovych soutadnicich (2.5) a ([2.6))
a z nich odvozenych

= Vr?2+ a?sinf cos ¢
y = V12 4 a?sin fsin ¢ (5.1)

z=1rcosf.

Tyto souradnice jsou vhodné, jelikoz v nich singularita odpovida svému sku-
teCnému tvaru a také odlisuji centralni disk a samotnou singularitu, ktera ho
obepina. Trajektorie rozdélime do nékolika kategorii podle jejich chovani pod
horizontem.

Ackoliv konstanta a s volbou a = 1 jiz nepopisuje realistickou cernou diru,
pro vyznacnost této hodnoty ji prozatim zafixujeme, abychom zmensili pocet
sledovanych parametri. Nakonec ale zhodnotime i jeji vliv na pohyb c¢éstice.

Jesté poznamenejme, ze neprikladame grafy pro vSechny provedené simulace.
Zminéna pozorovani vsak uvadime na zdkladé zkoumani funkei R(r) a ©(0) pro
zvolené kombinace parametri a dalsich (zde nevykreslenych) simulaci. Hlavni
cast vyuzitého kodu je k dispozici v priloze Simulace provadime s krokem
h = 0,0001 nebo h = 0,0002 a k& v rozsahu od 10 do 100 v zavislosti na ostatnich
parametrech.

5.1 Trajektorie pro () =0

Nejprve volme Q = 0. V prvni fadé pokud v souladu se zvolenou konvenci
m = 1 volime také F = 1, je mozny pouze pohyb v roviné § = 7/2 pro libovolné
L # 0. Vyjimkou je speciélni pripad L = 0, ktery byl jiz popsan v sekei [3.1.2] jako
zobecnéni volného padu a vyznacuje se tim, ze se hodnota soutradnice 6 zachovava.

V zévislosti na L mé funkce R(r) bud kofen pouze v r = 0 (obecné pro mensi
|L|), a jelikoz je pohyb ¢éstic omezen na rovinu 6 = /2, skonéi vSechny v singu-
larité, nebo mé dalsi dva kladné koreny (obecné pro vétsi |L|). V takovém pripadé
pak ¢astice padajici do ¢erné diry z dostatecné velké poc¢atecni hodnoty r nekonci
v singularité, ale pohybuje se po nevazané trajektorii. P¥i dal$im zvySovani |L|
by se dokonce bod obratu posunul nad horizont, ¢astice by se tak do ¢erné diry
nedostala vibec. Pohyb v roviné § = 7/2 jsme vykreslili v grafech na obrédzku

B.Il
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(d) L=08 () L =12

Obréazek 5.1: Srovnani trajektorii v roviné zy, z = 0 pro (m, E,Q) = (1,1,0),
a=1,¢9=0,rg=4,00=m/2, ¢ = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni
horizont, ¢erné singularita.

Pokud je E > m, neplati uz omezeni na pohyb pouze v roviné § = 7/2. S
tim zaroven souvisi, ze castice nekon¢i nutné v singularité, ale obecné kdekoliv
na r = 0, kde se diky ) = 0 zastavi. Srovnani trajektorii pro rizné hodnoty
E je vykresleno v grafech na obrazku [5.2] Ziejmé pro vyssi energii se béhem
pohybu zvétsuje také soutadnice @, coz se projevi dopadem blize k singularité
(pro pocatecni volbu 6y € (0,7/2) a ¢¢ = 1). Pokud bychom naopak zvolili
0y € (m/2,m) a ponechali ¢y = 1, se zvySujici se energii by se bod dopadu na
r = 0 smérem do stiedu disku. Cas, za ktery ¢astice dorazi na r = 0, se s rostouci
hodnotou E zkracuje, coz bychom také intuitivné ocekavali.
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Obrazek 5.2: Srovnani trajektorii pro (m,L,Q) = (1,0,0), a = 1, ¢y = 0,
ro = 4, g = w/4, ¢, = —1, ¢ = 1. Cervené vyznacen extremdlni horizont,

¢erné singularita. Vlevo rovina pz, uprostted prostor xyz, vpravo prostor xyz se
znazornénou pouze ¢asti trajektorie pod horizontem.

5.2 Trajektorie v druhém sheetu

Divejme se déle na pohyb charakterizovany ) < 0. Aby viibec mohla konstan-
ta ) takovych hodnot nabyvat, pozadujeme podle E > m. Takovy pohyb
miuze mit bod obratu obratu » < 0, nebo se ¢astice dokonce muze nachazet na
libovolné hodnoté r.
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Podivejme se nejprve na vliv samotné konstanty (). Srovnani trajektorii v
oblasti » > 0 je zakresleno v grafech na obrazku [5.3, v prodlouzeni r < 0 na
b.4] Hodnota @ tak zfejmé ovliviiuje hloubku, do niz v p¥ipadé vazané trajektorie
c¢astice pronikne. Navic ¢im nizsi (), tim mensi hodnota souradnice 6 v okamziku
dosazeni r = 0 (opét v pocatecni konfiguraci 6y € (0,7/2), ¢ = 1), coz se zda
platné i pro jiné povolené hodnoty E a L.

2

1 -
N 01 o
-1 4

P
(c)Q=-1
Obrézek 5.3: Srovnani trajektorii v oblasti » > 0 pro (m,E,L) = (1,1,5,0),
a=1,¢0=0,10=4,0, =04, ¢ = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremaln{

horizont, cerné singularita. Vlevo rovina pz, uprostred prostor xyz, vpravo prostor
xyz se znazornénou pouze ¢asti trajektorie pod horizontem.
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Obrazek 5.4: Srovnani trajektorii v oblasti » < 0 pro (m,FE,L) = (1,1,5,0),
a=1¢00=0,19=4,0y =04, ¢, = —1, ¢g = 1. Cerné singularita. Vlevo vzdy
rovina pz, vpravo prostor zyz.

Zajimavy je vliv hodnoty F na pohyb v druhém sheetu. Z graft pro
(m,L,Q) = (1,0,—1) a a =1 se zd4, ze ¢im vyssi je tato hodnota, tim vétsi je
r < 0 bod obratu. Volba souradnicovych os by sice v tomto pripadé nemusela mit
vypovidajici hodnotu, zminény poznatek jsme ale ovéfili z chovani funkce R(r).
To neni prilis intuitivni chovani - mohli bychom spise oc¢ekéavat, ze vétsi energie
bude znamenat lepsi "priraznost" do zapornych r. Pro tuto konkrétni konfiguraci
konstant nejsou povoleny tranzitni trajektorie. I pri jiné volbé, ktera je povoluje,
(zde (m,L,Q) = (1,0,—1,5) a a = 1) ale pozorujeme obdobny jev: tranzitni
trajektorie se realizuji pro mensi hodnoty F, naopak pro vétsi hodnoty se méni na
nevazané, jak je zndzornéno na obrazku V kartézskych souradnicich jsou pak
trajektorie pro r < 0 vyznaceny na obrazku [5.7} Podotknéme, ze ackoliv uvedené
pripady maji shodné L = 0, ty samé zmény byly pozorovany pro L # 0.
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Obrézek 5.5: Srovnani trajektorii v roviné pz pro (m, L,Q) = (1,0,—1),a =1,
bo=0,70 =4, 00 =04, ¢ = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni horizont,
cerné singularita. Modre F/ = 1,5, oranzové F = 2, zelené E = 2,5. Vlevo r > 0,
vpravo r < 0.
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Obréazek 5.6: Srovnani trajektorii v roviné pz pro (m, L, Q) = (1,0,—1,5), a = 1,
bo=0,70=4,0)=04, ¢ = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni horizont,
¢erné singularita. Modie F = 1,8, oranzové F = 2, zelené¢ E = 2,2. Vlevo r > 0,
vpravo r < 0.
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(a) E=18 (b) E =2 (c) E=22

Obréazek 5.7: Srovnani trajektorii kartézskych souradnicich zyz, r < 0 pro
(m,L,Q) = (1,0,—1,5), a = 1, ¢0 = 0, o = 4, 60 = 074, € = —1, €g = 1.
Cerné vyznacena singularita.

Zvolme nyni fixni £ a @) a sledujme, jak je pohyb ¢astice ovlivnén konstantou
L. Srovnani riznych trajektorif je v grafech na obrézcich[5.9/a[5.8] Na nich vidime,
ze pro vetsi hodnoty L (zde konkrétné L = 0,5 pro E = 2, Q = —1) se dokonce
méni typ geodetiky z vazanych trajektorii na tranzitni trajektorii bez bodi obratu
a Castice pokracuje do r — —oo.

2TL=05
1 _ L:U
L=0,2
L=0,5
N N 01 S~y @
sl T 7
]
L=C =11 Y
L:02 \\\
L=0,5 M
-2 T =2 —
0 1 2 0 1 2
P P
Obrézek 5.8: Srovnéni trajektorii v roviné pz pro (m, F,Q) = (1,2,-1),a =1,
oo =0,1r9=4, 60y =0,6, ¢, = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni horizont,
cerné singularita. Modre L = —0,5, oranzoveé L = —0,2, zelené L = 0, cervené

L = 0,2, fialove L = 0,5. Vlevo r > 0, vpravo r < 0.
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(&) L =05

Obréazek 5.9: Srovnéni trajektorii pro (m,E,Q) = (1,2,—1), a =1, ¢y = 0,
ro =4, 0y = 0,6, ¢, = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni horizont, ¢erné
singularita. Vlevo vzdy postor xyz, vpravo prostor zyz se znazornénou pouze
casti trajektorie pod horizontem. Specialné na poslednim grafu uprostred prostor
ryz se znazornénou pouze Casti trajektorie pod horizontem, vpravo prostor xyz
pro r < O.

Z chovani R(r) se zd&, ze ke zméné typu trajektorie muze dojit pouze pro
L > 0. Podivejme se nyni proto jesté specialné pravé na tyto pripady, vykreslené
v grafu na obrézku[5.10] Vidime, Ze v oblasti r > 0 se trajektorie od sebe odchyluji
pouze minimalné, ale brzy po priichodu r = 0 se jasné rozdéli.
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Obrazek 5.10: Srovnédni trajektorii v roviné pz pro (m,E,Q) = (1,2,5,—1),
a=1 ¢9=0,19 =4, 0y =08, ¢, = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni

horizont, ¢erné singularita. Modfe L = 0,6, oranzové L = 0,7, zelené L = 0,8,
cervené L = 0,9, fialové L = 1. Vlevo r > 0, vpravo r < 0.

5.3 Vazané a nevazané trajektorie zasahujici
pod horizont

Pohyb po téchto typech trajektorii vykazuji c¢astice popsané ) > 0. Specialné
nevazané trajektorie jsou mozné pouze pro E > m.

Nejprve se podivejme na vliv Carterovy konstanty. Z chovani funkce R(r) oce-
kavame, ze se zvysujici se hodnotou @) se bude zvysovat r > 0, pro které nastava
bod obratu. Z grafii na obrazku [5.11| pak navic vidime, jak pTesné se ¢astice v oko-
li singularity pohybuje: centralni disk spiSe obleti okolo skrz ekvatoridlni rovinu,
nez aby se v bodu obratu ostre zménila smér. Lépe si pak celkovy tvar trajektorii
predstavime pfi vykresleni v prostoru xyz, jak ukazuji grafy na obrazku [5.12
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() E=1,L=0 b)E=12,L=0 (c) E=1,L =02

Obréazek 5.11: Srovnani trajektorii v roviné pz, r >0 prom =1,a =1, ¢y = 0,
rg =3, 0 = 0,6, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen extremalni horizont, ¢erné
singularita. Modfe vzdy @) = 1, oranzové ) = 2, zelené () = 5, cervené ) = 10.

(c)@=5 (d) @ =10
Obréazek 5.12: Srovnani trajektorii pro (m,E,L) = (1,1,0,2), a = 1, ¢y = 0,
ro =3, 6p = 0,6, ¢, = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni horizont, ¢erné

singularita. Vlevo vzdy postor xyz, vpravo prostor xyz se zndzornénou pouze
casti trajektorie pod horizontem.

Déle nas bude zajimat, jak pohyb ovliviiuje energie c¢astice. Na obrazku
jsou vykresleny zavislosti trajektorie v korotujici roviné na E pro tii rizné hod-
noty momentu hybnosti.

V kartézském zyz grafu na obrazku [5.14] si navic vsimame, ze v blizkosti
singularity se méni smér azimutalniho pohybu, a to pro kladné i zaporné L. Tato
zména je vyznamneéjsi pro vyssi E.
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Obrézek 5.13: Srovnani trajektorii v roviné pz, r > 0 pro (m,Q) = (1,1),a =1,
oo =0,1r9g=4,6y=0,6, ¢, =—1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni horizont,
cerné singularita. Modte vzdy E = 1, oranzové E = 1,6, zelené¢ E = 2,8.
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Obréazek 5.14: Srovnéni trajektorii v xyz se zndzornénou pouze casti trajektorie
pod horizontem pro (m,L,Q) = (1,0,5,1), a =1, ¢9 = 0, o = 4, 6y = 0,6,
€, = —1, ¢g = 1. Cerné vyznacena singularita.

Zvolme pevné E a () a podivejme se, jak jsou trajektorie a jejich typ ovlivnény
konstantou L. Uz z prubéhu R(r) muzeme vypozorovat, Ze obecné pro mensi
hodnoty |L| jsou trajektorie nevazané, zatimco pro vétsi |L| vazané. Situace navic
neni symetricka pro kladna a zaporna L, coz je ziejmé dano koeficientem v prvnim
radu R(r).

V grafu na obrazku jsou pak zakresleny trajektorie v korotujici roviné
pro ruzné hodnoty L a (m, E,Q) = (1,1,1). Vidime, ze v souladu s predchozim
pozorovanim je jedna z trajektorii vazana, a to pro L = 2,5. Trajektorie pro
L = —25 je nevazand, ale pti dalsim snizovani hodnoty L by se jeji typ také
zménil. Pro lepsi predstavu o tvaru trajektorii jsou také vykresleny v kartézské
soustavé v grafech
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Obréazek 5.15: Srovnéni trajektorii v roviné pz, r > 0 pro (m, F,Q) = (1,1,1),
a=1,¢9=0,19 =105, 00 =7/2, ¢ = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen extremalni
horizont, ¢erné singularita. Modfe L = —2,5, oranzové L = —1, zelené L = 0,

cervené L = 1, fialové L = 2,5.

Obrazek 5.16: Srovnani trajektorii pro (m, E,Q) = (1,1,1), a = 1, ¢ = 0,
ro = 1,05, 0y = 7/2, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen extremalni horizont,
cerné singularita. Vlevo vzdy postor xyz, vpravo prostor zyz se znazornénou
pouze casti trajektorie pod horizontem.

34



Poznamenejme, ze jsme v tomto pripadé vyvijeli metodou RK4 feseni geo-
detickych rovnic z pocateéniho bodu navic i opaénym smérem, abychom zajistili
shodné pocatecni podminky pro vSechny testované trajektorie.

V kontrastu s nevazanymi trajektoriemi se po vazanych geodetikach castice
pohybuji bud naopak vzdy pti £ < m, nebo také pro E > m a dostatecné velké
|L|. V druhém piipadé ale nezbytné velké hodnoty | L| maji za nasledek zmensujici
se interval povolenych hodnot € a také mensi povoleny interval 7.

Interval, v némz vazané trajektorie existuji, se méni s rostouci hodnotou Q.
Vliv @, jakozto konstanty s dominantnim vlivem na typ trajektorie, jsme vykreslili
na grafech na obrazku Konkrétné r pro spodni bod obratu se zvysuje, pro
horni snizuje. Naopak ale pozorujeme, Ze interval povolenych hodnot 6 se zvétsuje.
Zatimco u nevazanych trajektorii dochazi k obratu pouze jednou, zde diky jejich
mnohonasobnému opakovani i na grafickém znazornéni dobfe rozlisime prislusné
hranice.

I v pfipadé E > m, |L| dostateéné velké se u vazanych trajektorii s vétsim @
obdobnym zptsobem zmensuje povoleny interval r.

Yy

Obrazek 5.17: Srovnani trajektorii v roviné pz, r>0 pro (m, F, L) = (1,0,8,0,2),
a=1,¢0=0,170=11,00=7n/2, ¢, = =1, ¢g =1, A € (0,50). Cervené vyznacen
extremalni horizont, ¢erné singularita.

Vliv samotné zmény L neni tak jednoznacny a nelze obecné tici, jak ptisobi na
polohu bodti obratu - to se méni v zavislosti na konkrétnich hodnotach L. Stejné
tak zména F neovliviiuje povoleny interval stéle stejné, podle hodnoty L se miize
pri zvétsujici energii jak zmensovat, tak rozsitovat.

Zatimco u nevazanych a tranzitnich trajektorii davalo grafické vyneseni tra-
jektoril dodate¢né informace o jejich tvaru oproti prostému urceni povolenych
zakazanych oblasti, v pripadé vazanych trajektoriich tomu kvili jejich jisté pe-
riodi¢nosti a vyznamné roli pocatecnich souradnic tak neni. Uz na pripadu kon-
trolovaného @) vyse vidime, Ze vypovidajicim popisem jsou zejména intervaly
povolenych r a 6, které nam lépe poskytne analyticky pristup. Z toho divodu je
dale numericky nezpracovavame.

35



5.4 VIiv parametru a

Doposud jsme pro jednoduchost vzdy uvazovali pouze a = 1. Tato volba
ma svoje opodstatnéni - jakozto jedind mozna hodnota pro extremélni horizont
plni vyznacnou roli. Nyni konecné prozkouméme, jak i tato konstanta ovliviuje
geodeticky pohyb.

Trajektorie pro ) =0

Podivejme se na rtzné trajektorie v podobném poradi jako v predchozich
sekcich, nejprve tedy volme @ = 0. Pohyb je pro L # 0 vdzany na rovinu 6 = 7/2
pro libovolna a. Srovnani pro a = 0,9 s a = 1, které je vykreslené jiz vyse v
grafech na obrazku [5.1], 1ze nahlédnout v grafech na obrdzku [5.18]

V prvni fadé hned vidime, zZe v situaci, kdy horizonty nejsou extremalni, na
nich azimutalni pohyb nediverguje v takové mire. |I|TO tedy nejspise souvisi s tim,
ze extremalni horizont je dvojity koten A = 0. Tento rozdil miizeme pozorovat i
ve vsech navazujicich prikladech.

Déle si vsimneme, Ze ¢im mensi je parametr a, tim mensi sta¢i hodnota mo-
mentu hybnosti ¢astice, aby se pohybovala po nevazané trajektorii. Ovsem pozor,
naopak pro vétsi L pak Castice opét muze dorazit az na singularitu.

2 2 2
1 14 1
> 0 > 0 > 0
-1 -1 -1
S L
(a) L =—0,8 (b) L=0 () L=08

Obréazek 5.18: Srovnani trajektorii v roviné zy, z = 0 pro (m, E£,Q) = (1,1,0),
a=2009 ¢0=0,1r9 =4, 00 =7/2, ¢ = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen vnéjsi
horizont, modfe vnitfni horizont, ¢erné singularita.

Srovnani vlivu zmény F pro a < 1 je pak vyvedené v dvojici grafti na obrazku
b.12| pti jinak stejnych parametrech jako na grafech na obrazku Zd& se, ze
¢im mensi je a, tim bliZze sobé jednotlivé trajektorie jsou. Pro E2 = 0 jsme navic
vykreslili trajektorie ve 3D grafu na obrazku [5.20}

'Hodnota konstanty hor tol charakterizujici vzdalenost od horizontu, v niz kvili diver-
gentnimu chovani nelze vykreslit numericky vypocitanou trajektorii, je pro extremalni ¢ernou
diru priblizné pétkrat vyssi.
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(a) a=0,6 (b) a=10,8

Obréazek 5.19: Srovnéni trajektorii v roviné pz, r > 0 pro (m, L,Q) = (1,0,0),
b0 =0,19 =4, 0y =7/4, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont,
modfe vnitini horizont, ¢erné singularita.

(a) a=10,6

Obrézek 5.20: Srovnani trajektorii pro (m, £, L,Q) = (1,1,0,0), ¢9 =0, 1o = 4,
Oy = m/4, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont, modie vnitini
horizont, ¢erné singularita.

Trajektorie pro @) <0

Presunme se nyni k zajimavéjsimu typu trajektorii, a to k tém charakterizo-

6.

Z grafu na obrazcich a vidime, Ze pro a mens$i ¢dstice pronikd v
radidlnim sméru hloubéji do druhého sheetu. Vyneseni v soutradnicich pz v tomto
ohledu miize byt opét zavadéjici, overili jsme ale z konkrétnich hodnot r, ze tomu
tak skutecéné je. V grafech na obrazku jsou pak vyneseny vybrané samotné
trajektorie v kartézskych souradnicich.
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Q=-0,5
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-2 T -2 T
0 1 2 0 1 2
P P
Obrazek 5.21: Srovnani trajektorii v roviné pz pro (m,E,L) = (1,1,5,0),
a =088 ¢9g=0,1r9g=14,60 =04, ¢ = —1, ¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi
horizont, modfe vnitini horizont, ¢erné singularita. Modre ) = —0,5, oranzové
@ = —0,8. Vlevo r > 0, vpravo r < 0.
2
Q=-0,5
1 .
N N 0 - AN
_1 -
-2 T -2 T
0 1 2 0 1 2
P P
Obrazek 5.22: Srovnani trajektorii v roviné pz pro (m,E,L) = (1,1,5,0),
a =094, ¢pg = 0,179 =4, 0 =04, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen vne;jsi
horizont, modfe vnitini horizont, ¢erné singularita. Modie ) = —0,5, oranzové

@ = —0,8. Vlevo r > 0, vpravo r < 0.
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(a) a = 0,38

1
z z

0
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(b) a = 0,94

Obrazek 5.23: Srovnani trajektorii pro (m, E,L,Q) = (1,1,5,0,—0,8), ¢g = 0,
ro =4, 6y = 04, ¢, = —1, ¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont, modfe
vnitini horizont, ¢erné singularita. Vlevo vzdy prostor xyz, uprostied prostor
xyz s vyznacenou pouze ¢asti pod vnitinim horizontem, vpravo prostor zyz v
druhém sheetu.

Stejné jako pro a = 1 se i nyni podivame na vliv energie ¢astice, znazornény
na dvojici grafi na obrazku [5.24l Znovu se potvrzuje, ze paradoxné vyssi energie
vede na nevazané trajektorie, zatimco pro niz$i hodnoty (je-li pohyb mozny) jsou
trajektorie tranzitni. Navic si ale na pripadu F = 2,2 v§imame, ze pri fixované
energii je typ trajektorie ovlivnén i hodnotou parametru a. Zatimco pro vyssi
hodnoty a je prislusna trajektorie vazana, pro nizsi a se stava tranzitni.



2 2
E=2,2
1+ 1+
N 01 ) N 0 °
—1 - -1 A
E=2,2
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0 1 2 0 1 2
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(a) a=0,8
2 2
E—1,8
1 4 14 E:2,2
N 0 . N O_ZM °
-1 —18 -1 \
E=22 \
-2 T -2 T
0 1 2 0 1 2
P P
(b) a=0,9
Obrazek 5.24: Srovnéni trajektorii v roviné pz pro (m,L,Q) = (1,0,—1,5),
oo = 0,19 =4, 0, =04, ¢, = —1, ¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont,

modfe vnittni horizont, ¢erné singularita. Modire £ = 1,8. oranzové E = 2, zelené
E =272, Vlevo r > 0, vpravo r < 0.

Z grafu na obrazku [5.25| pak vidime, Ze pri a < 0 dostacuje nizsi moment hyb-
nosti, aby se trajektorie stala z vadzané tranzitni, nez pro a = 1 (zndzornéno na
obrazku . Pro dostatecné malé a miize byt hranice mezi nevizanymi a tran-
zitnimi trajektoriemi dokonce v L < 0. Pfimo trajektorie pro tfi rtizné hodnoty
L a a=0,9 jsme pak vykreslili v grafech na obrazku [5.26]
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Obréazek 5.25: Srovnani trajektorii v roviné pz pro (m, E,Q) = (1,2,—1), ¢o = 0,
rg =4,00 = 0,6, ¢, = —1, ¢g = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont, modre vnitini
horizont, ¢erné singularita. Modie L = —0,5, oranzové L = —0,2, zelené L = 0,

cervené L = 0,2, fialovée L = 0,5. Vlevo vzdy r > 0, vpravo r < 0.
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(¢) L=0,5

Obrézek 5.26: Srovnani trajektorii pro (m, F, L,Q) = (1,1,5,0,—0,8), a = 0,9,
b0 =0,190 =4, 6y =04, ¢ = —1, ¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont,
modfe vnitini horizont, ¢erné singularita. Vlevo vzdy prostor xyz, uprostied pro-
stor xyz s vyznacenou pouze Casti pod vnitinim horizontem, vpravo prostor xyz
v druhém sheetu.

Trajektorie pro Q > 0

Také nyni se zamétime primarné na nevazané trajektorie. V grafech na obrazku
jsme vynesli, jak trajektorie v korotujici roviné ovliviiuje ) pro rizné hodnoty
parametru a. Vidime, Ze se v zédsadé neodlisuji od situace a = 1, nejnapadnéjsi
rozdil je pravdépodobné ve sméru, jakym c¢astice vychazeji ven: ¢im mensi a, tim
vice se trajektorie odchyluje od osy z, a to i zfejmé v pripadé L = 0, ktery nijak
nelimituje povolena 6. Pro lepsi predstavu o skuteéném tvaru trajektorii jsme je
opét vykreslili do grafii na obrazcich a[p.29)1 v prostoru zyz.
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Obrazek 5.27: Srovnéni trajektorii v roviné pz, r > 0 pro (m,E, L) = (1,1,1),
b0 =0,190=23 6, =06, ¢ = —1, ¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont,
modfe vnitini horizont, ¢erné singularita. Modre vzdy @) = 1, oranzové ) = 2,

zelené () = 5, ¢ervene ) = 10.

-1
o 3

(€)@=5

-1
o 3

(d) Q =10

Obréazek 5.28: Srovnéni trajektorii v roviné pz, r > 0 pro (m,E, L) = (1,1,1),

a:0767¢0207T0:3700:076767":_]-760:

1. Cervené vyznacen vnéjsi

horizont, modfe vnitini horizont, ¢erné singularita. Modie vzdy ) = 1, oranzové

Q = 2, zelené Q = 5, Cervené @ = 10.
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Obréazek 5.29: Srovnani trajektorii pro (m,E,L) = (1,1,1), a = 0,6, ¢y = 0,
ro = 3, 0 = 0,8, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont, modie
vnitini horizont, ¢erné singularita.

Také nadale plati, ze pro velkd |L| jsou trajektorie vazané. Konkrétni hodnota
L, pri niz dochézi ke zméné typu trajektorie z vazané na nevazanou a naopak, se
ale odviji od velikosti a. Pro vazané trajektorie se pak také s rostoucim a zvétsuje
r pro vnéjsi bod obratu tak, aby byl nad horizontem. Vliv L na pohyb castice
pro rizné hodnoty a jsme zndzornili v grafech na obrazku [5.30/a poté jsme také
celé trajektorie vykreslili, jak ukazuji grafy na obrézcich a[5.32] Specialné
pro L = 2,5 zejména v grafu korotujici roviny dobfe pozorujeme, jak se méni typ
trajektorie.

V tomto pripadé jsme opét stejné jako pro a = 1 zvolili takovy pocatecéni bod,
ktery uspokojuje vazané i nevazané trajektorie, a v pripadé nevazanych vyvinuli
reseni také dozadu.
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P p
(a) a =0,88 (b) a =0,94
Obrazek 5.30: Srovnéni trajektorii v roviné pz, r > 0 pro (m, F,Q) = (1,1,1),
¢o = 0, ro = 1,05, 0y = 7/2, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen extremalni
horizont, ¢erné singularita. Modie L = —2,5, oranzové L = —1, zelené L = 0,

cervené L = 1, fialové L = 2,5.

-2

() L=25

Obrazek 5.31: Srovnani trajektorii pro (m, E,Q) = (1,1,1), a = 0,88, ¢y = 0,
ro =4, 0y = 7/2, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont, modre
vnitini horizont, ¢erné singularita.
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Obréazek 5.32: Srovnani trajektorii pro (m, F,Q) = (1,1,1), a = 0,94, ¢y = 0,
ro =4, 0p = /2, ¢, = —1, ¢¢ = 1. Cervené vyznacen vnéjsi horizont, modre
vnitini horizont, ¢erné singularita.

5.5 Shrnuti

V zasadé muzeme shrnout vliv jednotlivych konstant na pohyb c¢astice do
nékolika bodu:

o Konstanta a ovliviiuje nejen polohu horizontt, ale i chovani ¢astice v jejich
blizkém okoli. V blizkosti horizontu dominuje azimutalni pohyb, pricemz
tento efekt je podstatné vyznamnéjsi pro extremalni erné diry. Cast geo-
detiky pod horizontem se tak zejména pravé pro extremalni pripad projevu-
je jako sada navzajem propojenych prstenct, kazdy odpovidajici prichodu
pies horizont. Cim vétsi a je, tim vice je ¢astice v okoli horizontu strhavéna
ve smeéru rotace cerné diry.

o Konstanta L, kterou bychom si jakozto moment hybnosti ¢astice spojili s
azimutalnim pohybem, mé znac¢ny vliv zejména na pohyb polarni a viibec
na samotny typ trajektorie.

e Zajimavym pozorovanim je vliv energie cCastice. Intuice by nam nejspise
rikala, ze ¢im vysSsi energii castice disponuje, tim spise bude v ptripadé pri-
chodu do druhého sheetu trajektorie tranzitniho typu nebo alespon bude
jejl bod obratu r < 0 "hloubéji". Paradoxné vsak plati presny opak a kyze-
ny vliv ma snizovani konstanty (). Konstanta E vsak stale v tomto ohledu
ovliviiuje pohyb nepiimo - ¢im vyssi je, tim nize se posouva spodni hranice
pro Q.
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Poznamenejme, Ze pozorovani o vlivu konstant na body obratu lze ziskat
snadnéji nez numerickym fesenim geodetickych rovnic - jejich analytické nalezeni
v tomto ohledu dava presnéjsi vysledky. Neposkytuje vsak dobrou predstavu o
samotném tvaru trajektorii, na coz se zde zamérujeme.

Rovnice pro geodeticky pohyb v sobé ziejmé nemaji nijak zakdédovano, ze ¢as-
tice, které projdou pod vnitini horizont, se uz nemohou dostat ven. Trajektorie
ale chapeme v souladu s Penroseovymi-Carterovymi diagramy - tedy ¢astice nevy-
leti ven fyzicky ve stejném vesmiru, v némz se pod horizont dostala. To ostatné
muzeme ocekavat uz ze samotného tvaru rovnic. Tim, ze neobsahuji explicitné
smér pohybu, musi nutné ze symetrie vyvijet polohu ¢astice stejné obéma sméry.

Otézka trajektorie v "'nasem" vesmiru se tak jevi podstatné slozitéjsi. V prv-
ni fadé ale realistické ¢erné diry jsou pod vnitinim horizontem, jak uz bylo na-
znaceno v sekci 2.1.2] nestabilni. Zadruhé, i kdybychom uvazovali model idealni
kerrovské cerné diry, geodetické rovnice nam zjevné v tomto ohledu neposkytuji
pozadovanou odpovéd. Neuvazujeme-li analytické prodlouzeni, na zakladé kauzal-
ni struktury miizeme predpokladat, ze ¢astice v idealnim modelu zlstava v oblasti
pod vnitinim horizontem, jeji pohyb ale neni zminénymi rovnicemi popsan.
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Z.aver

Pohyb ¢astic v okoli kerrovské ¢erné diry je kontrolovan prilis velkym mnoz-
stvim parametrii na to, abychom dokézali v obecnosti presné urcit jejich vysledny
efekt. Podarilo se ndm ale s vyuzitim metod analytickych, konkrétné zkoumani
bodt obratu, a numerickych prozkoumat rtizné trajektorie a vliv, jaky na né maji
zmény jednotlivych parametri. Specialné jsme se pak zamérili na pohyb castic
pod horizontem a v analytickém rozsiteni Kerrovy metriky » < 0, ktery nebyva
bézné zkouman pro jeho cisté teoreticky vyznam.

Jako soucast prace vznikl program v Pythonu, ktery pomoci numerické inte-
gracni metody Runge-Kutta 4 tesi geodetické rovnice a vykresluje trajektorie, po
nichz se volna c¢astice pohybuje. Jejich cilem je podat i vizudlni predstavu o tvaru
trajektorii a o tom, jak je ovliviiovan jednotlivymi konstantami pohybu.

Geodetické rovnice popisuji pohyb ve smyslu jiz zminéného maximalniho ana-
lytického prodlouzeni. Musime uvazovat, ze c¢astice prochazi riznymi vesmiry,
které se ale vzajemné prekryvaji - nelze tak jasné rici, kde jeden zacina a druhy
konci. Pokud ¢astice v jednom vesmiru spadne pod vnitini horizont a ma pod
nim bod obratu, nutné opét pres vnitini horizont, ktery uz ale nalezi novému
vesmiru, vylétava ven. Predstavu o moznych typech pohybu poskytuje kauzalni
struktura v Penroseové-Carterové diagramu maximalniho rozsiteni.

Zatimco pro radidlni pohyb vné horizontu jiz existuje detailni analyticky roz-
bor, pro pohyb pod nim jesté takové vysledky nebyly publikovany. Jejich odvozeni
je nad rdmec tohoto textu, do budoucna by vsak mohlo napomoci presnéjsim za-
vértum, které jsou zde ¢asto formulované pouze ve formé pozorovani.
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A. Prilohy

A.1 Kobd pro numerickou simulaci trajektorii

import math as math
import numpy as np

class Particle:

nnn

Trida reprezentujci volnou testovaci castici.
nnn

#KONSTANTY

#tolerance zapornjch hodnot pod odmocninou kvili numerické chybé
th_tol = 10%*x(-32)
r_tol = 10%*(-12)

#detekce ekvatorialniho disku
disc_tol = 0.0005

#vynechané hodnoty okolo horizontu
hor_tol = 0.05

M=1

def __init__(self, a, m, E, L, cc, r_0, th_O, pm_r, pm_th,
carter=’Q’):

Metoda inicializujici novou instanci castice.

Parameters:
a (float): konstanta a
m (float): hmotnost Castice
E (float): energie Castice
L (float): moment hybnosti Castice
cc (float): bud konstanta K, nebo Q (specifikovano jinjm
parametrem)
r_0 (float): poCateéni soufadnice r
th_0 (float): podateéni soufadnice theta
pn_r (int): polateléni radidlni smér (+1 dovnit¥, -1 ven)
pm_th (int): pofdteéni polarni smér (+1 dold, -1 nahoru)
carter (str): typ Carterovy konstanty (’°K’/’Q’,
default ’Q’)

self.a
self.m

o
B o

%)




self.E E
self.L L
if carter==’K’:
self.K = cc
elif carter==’Q’:
self.K = cc+(a*E-L)*%2

self.r 0 =r_0
self.th_O th_O

self.pm_r = pm_r
self.pm_th = pm_th

def dlt(self, r):
dlt = r**x2 - 2xself.M*r + self.ax*2
return dlt

def sgm(self, r, th):
sgm = r**2 + self.ax*2*np.cos(th)**2
return sgm

def u_t (self, r, th):
ut = ((r**2 + self.a**2)*x((r**2 + self.a**2)*self.E
- self.axself.L) - self.dlt(r)*self.a*x(self.a*self.E -
self.L/np.sin(th)*%*2))/(self .mxself .dlt(r))
return ut

def u_ph (self, r, th):
uph = (self.ax((r**2 + self.a**2)*self.E - self.axself.L)
- self.dlt(r)*(self.a*self.E - self.L/np.sin(th))*x*2)/
(self .m*self.dlt(r))
return uph

def u_r (self, r):
ur2 = ((r**2 + self.ax*x2)*self.E-self.a*self.L)**2
- self.dlt(r)*(self .m*x*2xr**2 + self.K)/(self.m)**2
if ur2 < self.r_tol:
return self.pm_r*np.sqrt(abs(ur2))
else:
return self.pm_r*np.sqrt(ur2)

def u_th (self, th):
uth2 = (self.K - self.m*x2*self.a**2*np.cos(th)**2
- (self.axself .Exnp.sin(th) - self.L/np.sin(th))**2)/
(self .m)**2
if uth2 < self.th tol:
return self.pm_th*np.sqrt(abs(uth2))
else:
return self.pm_th*np.sqrt(uth2)
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def

def

def

u (self, r, th):

return np.array([self.u_t(r, th), self.u_ph(r, th),
self.u r(r),

self.u_th(th)])

rk4_step (self, r, th, h):

k1l = np.array(h*self.u(r,th))

k2 = np.array(h*self.u(r + k1[2]/2,th + k1[3]/2))
k3 = np.array(h*self.u(r + k2[2]/2,th + k2[3]/2))
k4 = np.array(hxself.u(r + k3[2],th + k3[3]))

return np.array([k1,k2,k3,k4])

rungekutta(self, mino_max, h, k, test = False):

Metoda délajici numerickou simulaci.

Parameters:
self (Particle): instance t¥idy Particle
mino_max (float): maxim&lni Minav &as, do kterého se
TeSeni vyviji
h (float): velikost kroku
k (float): Skdlovaci konstanta pro kontrolu bodid obratu
(bézné 10-100)
test (bool): testovaci méd, ktery vypisuje napocitané
soufadnice a uloZi je do souboru ’data.csv’ (default
False)

Returns:

ndarray: matice napocitanjch soufradnic t, phi, r, theta
nnn

a = self.a

t_ 0=20

ph_0 =0

r 0 = self.r 0
th_0 = self.th_O

#tolerance bodid obratu
ur_eps = hxk
uth_eps = h*k

#nacCetni poli pro souradnice
t_range = []
ph_range = []
r_range = []
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th_range = []

#soufadnice horizonti
rm = (self.M - math.sqrt(self .M**2 - ax*xx2))
r_p = (self.M + math.sqrt(self.Mx*2 - a*x2))

#nacteni souradnic

t=1t0
ph = ph_O
r=1r_0
th = th_0

t_range.append(t_0)
ph_range.append (ph_0)
r_range.append(r_0)
th_range.append(th_0)

coords = np.array([t,ph,r,th])

disc_reached = False

last_ur = 100
last_uth = 100
last_t = 0
last_ph =0

mino = 0
while mino < mino_max:

#kontrola centralniho disku
if coords[2] < self.disc_tol and not disc_reached:

if (math.pi/2 - 0.001) < coords[3]
< (math.pi/2 + 0.001):

print("singularita, mino = ", mino)
break

else:
print("r = 0, mino =", mino)

disc_reached = True

#povolend oblast
try:
k = self.rk4_step(coords[2], coords[3], h)

#zakdzand oblast

except ValueError:
print("value error")
break
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cur_ur = abs(self.u_r(coords[2]))
cur_uth = abs(self.u_th(coords[3]))

#body obratu
if last_ur > cur_ur and cur_ur < ur_eps:

if abs(coords[2]) < self.disc_tol:
break

self.pm_r = self.pm_rx*(-1)
k = self.rk4_step(coords[2],coords[3],h)

if last_uth > cur_uth and cur_uth < uth_eps:

self.pm_th = self.pm_th*(-1)
k = self.rk4_step(coords[2],coords[3],h)

last_ur = cur_ur
last_uth = cur_uth

#itestovaci mbd

if test:
print (self.u(coords[2], coords[3]), coords[2],
coords[3], mino)

coords = coords + (k[0] + 2xk[1] + 2xk[2] + k[3])/6

#napojeni soufadnic na horizontu

if len(ph_range) > 0 and np.isnan(ph_range[-1]):
coords[1] = last_ph

else:
last_ph = coords[1]

if len(t_range) > O and np.isnan(t_range[-1]):
coords[0] = last_t

else:
last_t = coords[0]

#na horizontu neukladat hodnoty t a phi
if (coords[2] < (r_m + self.hor tol) and coords[2]
> (r_m - self.hor_tol)) or (coords[2] < (r_p

+ self.hor_tol) and coords[2] > (r_p - self.hor_tol)):

t_range.append(np.nan)
ph_range.append(np.nan)
else:
ph_range.append(coords[1])
t_range.append(coords[0])

r_range.append (coords [2])
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th_range.append(coords[3])

mino += h

#nacteni napocitanych souradnic
t_range = np.array(t_range)
ph_range = np.array(ph_range)
r_range = np.array(r_range)
th_range = np.array(th_range)

bl_range = np.stack([t_range, ph_range, r_range, th_range],
axis=1)

if test:
data = bl_range.T
d = np.savetxt(’data.csv’, data, delimiter=’,’)

return bl_range
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