A =y
e

5
SV

FILOZOFICKA FAKULTA

Univerzita Karlova

vvvvvvvvv

BAKALARSKA PRACE

Fliska Radikovska

Ptvod nékterych
rekurzivné-teoretickych pojmiu

Katedra logiky

Vedouci bakalafské prace: doc. RNDr. Vitézslav Svejdar, CSc.

Studijni program: Logika

Praha 2024






Prohlasuji, Zze jsem tuto bakalarskou préaci vypracovala samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdrojti. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zédkona ¢. 121/2000 Sb., autorského zakona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Réda bych podékovala panu doc. RNDr. Vitézslavu Svejdarovi, CSc. za trpéli-
vost a vSechny cenné rady. Dale bych chtéla velmi podékovat vSem vyucujicim
z katedry logiky za znalosti, které nam v prubéhu studia predali.



Néazev prace: Pivod nékterych rekurzivné-teoretickych pojmi

Autor: Eliska Radikovska

Katedra logiky: Katedra logiky

Vedouci bakalaiské prace: doc. RNDr. Vitézslav Svejdar, CSc., Katedra logiky

Abstrakt: Tato prace ma za cil shrnout vyvoj nékterych pojmi z teorie rekurziv-
nich funkci, jako je napriklad primitivni rekurze, castecné rekurzivni funkce nebo
rekurzivné spocetnd mnozina. Zaméruje se na klicové prispévky Kurta
Godela, Stephena Cole Kleenea a dalsich autoru. Zvlastni pozornost je vénovana
Emilu Postovi, ktery byva v tomto kontextu casto opomijen. Sleduje také, jak
se tato teorie vyvijela v kontextu vzniku dalSich vypocetnich modeli, prevazné
stroju, které v roce 1936 popsal Alan Turing. Prace vychazi prevazné z priméarnich
zdrojl, zohlednuje vsak i komentéare editori z pozdéji publikovanych sborniki a
dalsi sekundarni zdroje, véetné komentarti samotnych autort z pozdéjsi doby.

Klicova slova: rekurzivné spocetna mmnozina; primitivni rekurze; produktivni a
kreativni mnoziny; rekurzivni funkce

Title: Origin of some recursion-theory concepts

Author: Eliska Radikovska

Department of Logic: Department of Logic

Thesis advisor: doc. RNDr. Vitézslav Svejdar, CSc., Department of Logic

Abstract: This thesis aims to summarize the development of certain concepts
from the theory of recursive functions, such as primitive recursion, partial recur-
sive functions, and recursively enumerable sets. It focuses on the key contributions
of Kurt Godel, Stephen Cole Kleene, and other authors, with particular atten-
tion given to Emil Post, who is often overlooked in this context. The paper also
examines how this theory developed in the context of the emergence of other com-
putational models, primarily the machines described by Alan Turing in 1936. The
paper mainly draws on primary sources but also considers editor comments from
later-published collections and additional secondary sources, including comments
from the authors themselves from later periods.

Keywords: recursively enumerable set; primitive recursion; productive and crea-
tive sets; recursive function






Obsah

[Gvod

[Zavér]

9

[I__Teorie rekurzivnich funkcil 11
(1.1 Puvod primitivni rekurze] . . . . . . ... ... L 11
(1.2 Kurt Godel a definice obecné rekurzivnich funkci pomoci soustav |

[ LOVIICl . . . o o e e e e e 13
(1.3 Stephen Cole Kleene a prechod k castecné rekurzivnim funkcim| 17

2 Emil Post a rekurzivné spocetné mnoziny| 23
[3 Turinguv stroj| 29
[4 Kleeneho ohlédnuti zpét| 31
33

[Seznam pouzité literatury| 35







Uvod

V souvislosti s teorii rekurzivnich funkci jsou casto sklonovana jména jako je
Kurt Godel nebo Stephen Cole Kleene. V této praci se snazim mapovat, jak se
tito autori vzajemné ovliviovali, z jakych dalsich zdroju cCerpali a jak se tato
teorie vyvijela v kontextu vzniku dalsich vypocetnich modeld, prevazné stroju,
které v roce 1936 popsal Alan Turing.

V prvni kapitole se budu vénovat vyvoji pojmi, jako je primitivni rekurze,
obecne rekurzivni funkce a cdastecné rekurzivni funkce. Vznik primitivni rekurze
miuzeme pricitat uz Richardu Dedekindovi a jeho préci z roku 1888, ackoli zde se
jesté nevyskytuje v kontextu teorie vycislitelnosti. Za pouziti primitivni rekurze
poté zacatkem 20.let minulého stoleti Thoralf Skolem neformalné definuje tiidu
primitivné rekurzivnich funkci, ktera byva casto pric¢itana Kurtu Goédelovi. Ten ji
nejdrive v roce 1931 pouziva jen jako nastroj k dikazu vét o netiplnosti, ale o tti
roky pozdéji poprvé rekurzivni funkce zac¢ind brat v ivahu i v kontextu vycislitel-
nosti a tfidu primitivné rekurzivnich funkei rozsiii o dalsi konec¢nou procedurou
pocitatelné funkce a definuje tak to, co dnes zname jako obecné rekurzivni funkce.

Na Godela navazuje Stephen Cole Kleene, ktery v roce 1936 pretvori definici
obecné rekurzivni funkce na verzi, kterou standardné pouzivame dodnes. Dalsi
prinosy k teorii rekuzivnich funkci, které stoji za zminku, jsou napiiklad formu-
lace véty o normalni formé a definice rekurzivné spocetnych mnozin. O dva roky
pozdéji Kleene jako prvni prestane brat v iivahu pouze funkce totalni, ale prejde
i k ¢astecéné rekurzivnim funkcim.

Zvlastni pozornost bych chtéla vénovat Emilu Postovi, ktery v kontextu teorie
rekurzivnich funkci, dle mého nézoru, neni zminovan tak casto jako vyse uvedeni
autori. V roce 1922 ale napsal préci, kde nejenze dokazal vétu o netplnosti, kterou
publikoval Kurt Godel az o necelych 10 let pozdéji, ale také popsal tzv. produkéni
systém, ktery se pozdéji ukazal jako dalsi z vypocetnich modeli ekvivalentnich
napt. k Turingovu stroji. Od publikace tohoto ¢lanku ho délila neschopnost doka-
zat ekvivalent Churchovy teze pro tyto systémy, proto tento ¢lanek poprvé vysel
az v roce 1965 a oficidlni prioritu v téchto oblastech tedy maji jini autori.

Postav pristup k vycislitelnosti je pro nas zajimavy i tim, ze na rozdil od Kle-
eneho, ktery k definici rekurzivné spocetnych mnozin pouziva rekurzivni funkce,
pro Posta jsou rekurzivné spocetné mnoziny zakladni pojem, na kterém cely vy-
pocetni model vystavel. Posta dale cituje napriklad Noam Chomsky ve svych
pracich, kde prichazi s hierarchii formalnich gramatik, nezanedbatelny vliv mél
tedy i na vyvoj formalni lingvistiky. Dale se budu zabyvat i dalsimi pojmy, které
ve svych ¢lancich definoval, jako je napriklad kreativni mnozina.

V préaci se snazim vychazet prevazné z primarnich zdroji, beru ale v tvahu i
komentare editorii ze sbornikii, kde byly ¢lanky publikované pozdéji, dalsi sekun-
darni zdroje a komentare samotnych autort z pozdéjsi doby, jako je napriklad



Kleeneho clanek z roku 1981, kde se snazi vyvoj teorie vy¢islitelnosti shrnout
z jeho pohledu. V tomto ¢lanku mimojiné zverejnuje i ¢asti korespondence mezi
jednotlivymi autory.

10



1. Teorie rekurzivnich funkci

Na tvod se pokusim shrnout vyvoj zakladnich pojmt z teorie rekurzivnich funkci
jako je primitivni rekurze nebo obecné rekurzivni funkce. Zaroven bych rada upo-
zornila, ze dokud v textu nebude uvedeno jinak, pohybujeme se v oboru totdlnich
funkci. Funkce ¢astecné zacne brat v avahu az Kleene ve svém ¢lanku On notation
for ordinal numbers (Kle38), jak bude bliZe popsano pozdéji. Definice pojmu tak,
jak je chapeme dnes, jsou v této i v dalsich kapitolach ¢erpany ptrevazné z knih
(Odi89) a (Rog67).

1.1 Pidvod primitivni rekurze

Primitivni rekurzi poprvé pouzil Richard Dedekind v roce 1888 ve svém clanku
The Nature and Meaning of Numbers (Ded88). Na zacdtku ¢lanku
Dedekind definuje véci jako néjaké objekty, o kterych muzeme premyslet, a na
zakladé néjakych asociaci nebo spolecnych vlastnosti téchto objekti mohou jed-
notlivé véci tvorit systémy. Neformalné tim definoval to, ¢emu dnes fikame mno-
ziny. V téchto systémech poté definuje néjaké zakladni pojmy a vlastnosti jako
napriklad, ze néjaky systém patii do jiného systému, coz definuje jako dnesni
podmnozinu, ze se dva systémy sobé rovnaji, pokud obsahuji stejné véci a nic ji-
ného, dale definuje prunik a sjednoceni systémii a dalsi pojmy. Pomoci této teorie
pak definuje prirozena cisla.

V kapitole Definition of a Transformation of the Number-series by Induction
poté pouzije primitivni rekurzi v definici s¢itani na prirozenych ¢islech jako

f(x,1) = s(z),
flzy+1) =s(f(zy)), (1.1)

nasobeni na prirozenych cislech jako

f(.%',l) =7,
flzy+1) = flry) + o (1.2)

a umocnéni zakladu x na néjaké prirozené ¢islo y jako

f(iL‘,l) =T,

On sam tento zpusob v ¢lanku nazyva definici pomoci indukce a konstru-
uje pomoci néj funkcee, jejichz definicnim oborem jsou prirozena ¢isla. O téchto
funkcich poté indukci dokazuje vlastnosti jako komutativitu, asociativitu a dalsi.
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Nerozlisuje tedy zatim indukci jakozto metodu dikazu a to, ¢emu dnes fikame
rekurze, tedy néjakou metodu konstrukce. V ivodu ale zminuje i slovo rekurze.

As such main points I mention here the sharp distinction between
finite and infinite, the notion of the number of things, the proof that
the form of argument known as complete induction (or the inference
from n to n+ 1) is really conclusive, and that therefore the definition
by induction (or recursion) is determinate and consistent.

V Dedekindové ¢lanku tedy miizeme najit pokusy o axiomatizaci aritmetiky
a teorie mnozin. Primitivni rekurze jako takova se tedy zatim nevyskytuje ve spo-
jitosti s vycistlitelnosti. Stoji ale za zminku, zZe tento ¢lanek byl jednou z hlavnich
inpiraci pro Peana v jeho axiomatizaci aritmetiky. V predmluvé jeho publikace
Arithmetices Principia Nova Methodo Ezxposita (Pea89)) se na tento Dedekindtuv
clanek odkazuje a tika, ze pro néj byl uzitecny.

Ttidu primitivné rekurzivnich funkei, jejiz definice byva casto pric¢itana Kurtu
Godelovi, neformalné popsal jiz Thoralf Skolem ve svém clanku The foundations
of elementary arithmetic established by means of the recursive mode of thought,
without use of apparent variables ranging over infinite domains (Sko23) napsa-
ném v roce 1919 a publikovaném v roce 1923. Jak sam v zavéru pise, ¢lanek
napsal po svém studiu Whiteheadova a Russellova dila Principia Matematica.
V Principia Matematica jsou mimojiné definované zaklady logiky, ze kterych Sko-
lem vychéazi. Whitehead a Russell ale ve svych pracich pro definovani zakladni
aritmetiky pouzivaji neomezené kvantifikdtory. Cilem clanku je polozit zaklady
aritmetiky na néjakych zdkladnich aritmetickych tvrzenich a rekurzivni metody
premysleni (které dnes fikdme primitivni rekurze) za pouziti nanejvys omezené
kvantifikace.

Now what I wish to show in the present work is the following: If we
consider the general theorems of arithmetic to be functional assertions
and take the recursive mode of thought as a basis, then that science
can be founded in a rigorous way without use of Russell and White-
head’s notions “always” and “sometimes”. This can also be expressed
as follows: A logical foundation can be provided for arithmetic without
the use of apparent logical variables (pozn.viazané logické proménné).
To be sure, it will often be advantageous to introduce apparent vari-
ables; but we shall require that these variables range over only finite
domains, and by means of recursive definitions we shall then always
be able to avoid the use of such variables.

Za zékladni aritmetickd tvrzeni (jim nazyvané functional assertion) Skolem
povazuje vztahy mezi primitivné rekurzivné definovatelnymi funkcemi, které na-
zyva deskriptivni funkce nebo vlastni jména. Hodnota deskriptivni funkce se méni
na zakladé dosazenych hodnot proménnych, za deskriptivni funkci tedy mizeme
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povazovat naptiklad “n-+17. Zakladnimi aritmetickymi tvrzenimi jsou potom na-
piiklad komutativita = + y = y + z, asociativita = + (y + z) = (x + y) + 2z nebo
tvrzeni tykajici se usporadani jako jex <yVz=yVaz>y.

Dalsi tvrzeni poté formuluje pomoci primitivni rekurze a funkce néaslednika,
coz muzeme prirovnat k tomu, co dnes chapeme jako tiidu primitivné rekurzivnich
funkci. Skolem ji neformélné definuje takto:

The notions “natural number” and “the number n + 1 following the
number n” (thus, the descriptive function n+1) as well as the recursive
mode of thought are taken as basis.

Tato tvrzeni o rekurzivné odvozenych funkcich poté dokazuje pomoci mate-
matické indukce. Mezi né patii napriklad tvrzeni tykajici se sc¢itani, nasobeni,
usporadani, relace délitelnosti a dalsi. Také dokazal zakladni tvrzeni o nejvétsim
spoleéném déliteli, nejmensim spole¢ném nasobku a prvociselnosti.

Skolem tedy mnapiiklad rekurzivné definuje nasobeni (tedy deskriptivni
funkei ab) jako

a-1=a,
a-(b+1)=ab+a. (1.4)

Poté indukci dokazuje tvrzeni napiiklad o asociativité nebo distributivite.

V téchto tvrzenich si sice miizeme na zacatku predstavit univerzalni kvanti-
fikatory (napriklad VaVy(x +y = y + x)), pokud to ale chdpu spravné, tim, ze
Skolem veskeré funkce definuje pomoci rekurze a veskera tvrzeni dokazuje pomoci
indukce, pristupuje k tomu v néjakém smyslu jako k tvrzenim, ktera mizeme tvr-
dit o jednotlivych hodnotach proménnych a diky rekurzivni metodé premysleni
to bude v disledku platit o vSech prirozenych cislech. Tvrzeni je tedy dokaza-
telné, pokud plati pro vSechny konkrétni instance. Zaroven pri pouziti existenc-
niho kvantifikatoru bude vzdy hledat takovou hodnotu proménné, ktera svédci za
dané tvrzeni.

1.2 Kurt Godel a definice obecné rekurzivnich
funkci pomoci soustav rovnic

Tridu primitivné rekurzivnich funkci, které zatim nazyva jen rekurzivni, poté
formalné definuje Kurt Goédel v roce 1931 ve svém clanku On Formally Undeci-
dable Propositions of Principia Mathematica and Related Systems I (God31)). Jak
bude blize popsano nize, zatim je ale pouziva pouze jako nastroj k jeho dikazu
vét o nedplnosti. V ¢lanku nic nenasvédcovalo tomu, ze by nad nimi premyslel
i v kontextu vycislitelnosti.
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Funkci ¢ nazyva rekurzivni pravé tehdy kdyz existuje posloupnost funkei
©1, - - on, kde p, = ¢ takova, ze pro kazdé ¢y plati, Ze je definovana z funkeci
Yr—2 & Yrp_1 pomoci primitivni rekurze, z kterychkoli predeslych funkei pomoci
substituce, nebo se jedna o konstantu, nebo funkci naslednika. Také zavadi po-
jem stupen, ktery definuje jako délku n nejkratsi mozné posloupnosti 1, ... 0,
takové, ze p, = p. Drobny rozdil v Gédelové definici a soucasném pojeti primi-
tivné rekurzivni funkce je, ze zatim nezahrnuje projekci mezi zakladni funkce. Tu
pridava az v roce 1934.

Relaci R(xy, .. .,x,) nazyva rekurzivni pravé tehdy, kdyz existuje takova (pri-
mitivné) rekurzivni funkce o(z1,...,z,), zZe
R(xy,...,xn) <> @(z1,...,x,) = 0. (1.5)

Jeho definice rekurzivni funkce a relace pouzije nasledné Kleene v ¢lanku General
recursive functions of natural numbers (Kle36l), kde je pfejmenuje na primitivné
rekurzivni funkci a relaci. Kleeneho terminologii pouzivame v tomto kontextu
dodnes.

Godel ve svém ¢lanku zavadi formalni systém P vychézejici z teorie typt for-
mulované v Principia Matematica a axiomt Peanovy aritmetiky. Pojem
rekurzivni funkce poté pouziva k aritmetizaci syntaxe. Pro potieby diukazu vét o
neuplnosti zde uvadi celkem 46 ruznych priklada rekurzivnich funkei. Mezi takové
funkce patri napriklad

Var(z) < z je proménna,
Neg(z) < negace =,
Form(z) < z je formule,
Ax(z) < z je axiom,
Z(n) < n je numerdl Cisla n,
Sh(x,) < @ je formule v niz substituujeme y za v,

By & x je dikaz formule y. (1.6)

Poté pro systém P dokazuje véty o netplnosti, které plati nejen pro jeho
systém P, ale i pro dalsi axiomatické systémy jako je naptiklad Zermelova—Fraen-
kelova teorie mnozin nebo Peanova aritmetika. Godel se tedy zatim nezaméiuje
na primitivni rekurzi jako takovou, pouziva ji pouze jako nastroj pro dikaz vét
o neuplnosti, jak i sdim v ¢lanku uvadi, nez rekurzivni funkce definuje.

We now insert a parenthetic consideration that for the present has
nothing to do with the formal system P.

Mimojiné v ¢lanku definoval pojem aritmetickd relace, coz je relace, kterou lze
definovat formuli v jazyce pouzivajicim logické symboly, kvantifikatory, + sc¢itani,
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- nasobeni, ¢iselné proménné a konstanty 1 a 0. Poté dokézal, ze kazda rekurzivni
relace je aritmeticka.

Své uvahy o rekurzivnich funkcich Godel déle rozsituje v roce 1934 na Prin-
cetonu pti prednasce o svych vysledcich publikovanych v roce 1931. Z prednések
Stephen Cole Kleene a John Barkley Rosser vytvorili zapis, ktery po Godelové
schvaleni vysel v roce 1934 pod nazvem On Undecidable Propositions of Formal
Mathematical Systems (GKR34)). Na téchto prednaskach Godel poprvé zminuje i
tridu obecné rekurzivnich funkei.

Nejprve Godel opét zminuje rekurzivni funkce (dnes primitivné rekurzivni
funkce), tentokrat ale k definici mezi zdkladni funkce pridava kromé konstanty
a funkce néslednika také funkci n proménnych @ (z1,...,x,) = x;, kterd vraci
hodnotu j-tého parametru.

Zavadi také pojem, ktery dnes zname jako charakteristickda funkce
mnoziny /relace, kterou definuje jako

o(x1,...,x,) =0 R(zq, ..., 2,),
o(xy, .. .x,) =1 aR(xq, ... ,2,). (1.7)

O rekurzivnich funkcich poprvé zacind mluvit jako o funkcich, jejichz hodnota
miize byt vycislena néjakou konec¢nou procedurou, coz uz bychom mohli povazovat
za nejaké priblizeni se k pojmu algoritmu a k vy¢islitelnosti samotné. Také poprvé
v tomto kontextu pouzije slovo computable.

Recursive functions have the important property that, for each given
set of values of the arguments, the value of the function can be com-
puted by a finite procedure. Similarly, recursive relations (classes) are
decidable in the sense that, for each given n-tuple of natural numbers,
it can be determined by a finite procedure whether the relation holds
or does not hold (the number belongs to the class or not), since the
representing function is computable.

V posledni kapitole, ktera se jmenuje General recursive functions, Godel pise,
ze si je védom toho, ze rekurzivni funkce tak, jak je definoval, nepostihuji ce-
lou tiidu funkei pocitatelnych néjakou konec¢nou procedurou. Jako priklad uvadi
funkci dvou proménnych

©(0,y) = ¥(y),
o(r +1,0) = x(2),
p(r+ 1Ly +1) = o(x,0(x + Ly)). (1.8)

V ptvodnim ¢lanku se Godel nijak neodkazuje na Ackermanna, nicméné
v knize (Fef"86) méme k dispozici k ¢ldnku i postscriptum z roku 1964 a Godelovy
pozdéjsi poznamky, které se mi bohuzel nepodarilo zjistit z jakého roku pochézi
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(editofi je uvadi pouze jako “corrections supplied by Godel”). Godel v nich ale
zminuje Ackermannovu funkci. Nelze tedy fict, jestli si ji byl védom uz v dobé
publikace tohoto ¢lanku.

For a very similar function W.Ackermann in 1928 proved that it can-
not be defined by recursion with respect to one variable.

Godel tedy zavadi definici obecné rekurzivnich funkei pomoci soustav rovnic,
které neformélné popsal takto:

One may attempt to define this notion as follows: If ¢ denotes an
unknown function, and 1)1, ... 3, are known functions, and if the 1’s
and ¢ are substituted in one another in the most general fashions
and certain pairs of the resulting expressions are equated, then, if the
resulting set of functional equations has one and only one solution for
©, @ is a recursive function.

Jako priklad uvadi soustavu rovnic

o(r,0) = Pi(z),
@0,y + 1) = a(y),
p(Ly+1) = ¥3(y),

) (

(r+ 2,y +1) = Ya(e(r,y +2), 02, p(z,y + 2))). (1.9)

Jako priklad néjaké funkce jedné proménné, kde je cely postup mozné o néco
lépe vidét, muzeme uvést treba tuto soustavu rovnic

P(z) =1,
¢(0) =0,
oz +1) = v(o(x)), (1.10)
ktera popisuje funkci
sy ={° 10 (1.11)
|1 otherwise. .

Soustava rovnic nam tedy udava néjaky mechanicky postup, jak vypocitat
hodnotu funkce ¢(z) pro libovolné x. Jak uvadi editofi v knize (Fef*86), i Godel
sam v c¢lanku, v definici obecné rekurzivnich funkci vychazi z prace a soukromé
korespondence s Jacquesem Herbrandem, v pozdéjsich poznamkéch opét ze zmi-
néné knihy Godel uvadi konkrétné toto:

This was suggested by Herbrand in a private communication. A sli-
ghtly different definition was given by him in his 1931, where he po-
stulated “computability”. However, also in this definition, he did not
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require computability by any definite formal rules. In intuitionistic
mathematics the two Herbrand definitions are trivially equivalent.
In classical mathematics the non-equivalence of general recursiveness
with the first mentioned concept of Herbrand was proved by L. Kal-
mar in 1955. Whether Herbrand’s second concept is equivalent with
general recursiveness is a largely epistemological question which has
not yet been answered.

Godelova definice pomoci soustav rovnic je tedy pozménéna Herbrandova
definice, proto tuto definici obecné rekurzivni funkce mizeme najit v literature i
pod nézvem “Herbrand-Gddel computability”.

Na Godelovu definici obecné rekurzivnich funkei reaguje Stephen Cole Kleene
ve svém ¢lanku (Kle36), kde definuje minimalizaci a zavadi novou definici obecné
rekurzivnich funkci, kterou standardné pouzivame dnes. Motivaci pro tuto novou
definici, jak uvadi v ¢lanku, byly nevyhody, které definice pomoci soustav rov-
nic ma. Ze zadané soustavy rovnic totiz neni mozné na prvni pohled urcit, zda
opravdu jednoznacné definuje néjakou funkci. Mizeme mit napiiklad soustavu
rovnic

L,
o(z) =0, (1.12)

¢(z) = ¢(x), (1.13)

ktera funkci nedefinuje jednoznacneé.

1.3 Stephen Cole Kleene a prechod k castecné
rekurzivnim funkcim

Velky prinos pro teorii rekurzivnich funkeci a celou teorii vy¢islitelnosti ma Klee-
neho ¢lanek General recursive functions of natural numbers (Kle36). Clanek pro
mé byl vzhledem ke slozité aritmetizaci syntaxe pomérné necitelny. Kleene v ném
totiz prejima aritmetizaci syntaxe, jakou pouzil uz Godel prii svém diukazu vét
o netplnosti. Godelovy rekurzivni funkce, které v ¢lanku (God31) touto meto-
dou vytvoril, doplnuje o dalsi, jako je napriklad funkce, kterda enumeruje prvky
rekurzivné spocetné mnoziny, o které budu mluvit pozdéji.

Na zacatku clanku definuje primitivné rekurzivni funkce definici, kterou pou-
zil jiz. Godel a které poprvé nazve primitivné rekurzivni funkce. Déle se odkazuje
na Herbranda a Godela a jejich definici obecné rekurzivnich funkei pomoci sou-
stav rovnic, na kterou v tomto ¢lanku chce navazat.
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Jak uz jsem zminila v predchozi kapitole, poprvé v tomto c¢lanku definuje
operaci minimalizace a pomoci ni definuje obecné rekurzivni funkce definici, kte-
rou standardné pouzivame dodnes. Dale se Kleenemu podafi dokazat, ze definice
Herbranda a Godela je ekvivalentni jeho definici za pouziti minimalizace.

Nejprve dokaze, ze kazda funkce, ktera je obecné rekurzivni podle definice
Herbranda a Godela, je rekurzivni i podle této definice za pouziti minimalizace.

Véta 1.1 Kazdou rekurzivni funkci, ve smyslu definovatelnou néjakou soustavou
rovnic, lze vyjadrit také jako (uy(R(x,y))), kde ¥(y) je primitivné rekurzioni
funkce, py(R(z,y)) je nejmensi y takové, Ze pro néj plati R(x,y), R(xy) je pri-
mitioné rekurzivni relace a plati, Ze VxIyR(x,y).

Thus the extension of general over primitive recursive functions con-
sists only in that to substitutions and primitive recursions is added the
operation of seeking indefinitely through the series of natural numbers
for one satisfying a primitive recursive relation.

Kleene dale definuje rekurzivni relace podle jejich charakteristické funkce tak,
jak je definujeme standardné i dnes a dokazuje opac¢nou implikaci, tedy, ze kazda
funkce definovatelnd pomoci primitivné rekurzivnich funkci a minimalizace je
rekurzivni i ve smyslu Herbranda a Godela.

Definice 1.2 Méjme charakteristickou funkei p(z) k relaci R(x). Relace R(z) je
rekurzivni, jestlize jeji charakteristicka funkce je obecné rekurzivni.

Véta 1.3 Pokud R(z,y) je rekurzivni relace o Yx3yR(x,y), pak py(R(z,y)) je
rekurzioni funkce (existuje soustava rovnic, kterd ji definuje).

Kleenemu se v této ¢asti c¢lanku tedy podafilo rozsirit definici primitivné
rekurzivnich funkci o operaci minimalizace a definovat tak dnesni tf¥idu obecné
rekurzivnich funkeci. Dokazal také, ze tato definice je ekvivalentni s definici rekur-
zivnich funkci pomoci soustav rovnic podle Godela a Herbranda.

Dalsim dulezitym prinosem tohoto c¢lanku je prvni pokus o definici toho, co
dnes zname jako rekurzivné spocetné mnoziny. Jak jsem psala v ivodu, Kleene se
znovu odkazuje na aritmetizaci syntaxe, kterou ve svém clanku definoval Godel
a doplnuje ji o néjaké dalsi rekurzivni funkce. Jednou z nich je i funkce, kterd pro
kazdou primitivné rekurzivni funkci generuje jeji defini¢ni obor.

Véta 1.4 Méjme primitivne rekurzioni relaci R(x,y) a cislo k takové, Ze
JyR(k,y), pak existuje primitivné rekurzivni funkce ~y(m) takovd, zZe v(0),v(1),. ..
je enumerace tridy JyR(z.,y).

V dnesnim jazyce by se tedy dalo Tict, ze kazda (neprdzdnd) rekurzivné spo-
¢etnd mnozina je oborem hodnot néjaké obecné rekurzivni funkce. Protoze jako
rekurzivni funkce jsou zde uvazovany zatim pouze totalni funkce, ¢islo k zajistuje,

18



ze funkce v bude v nejhorsim pripadé konstantni, ale nenastane situace, ze by ne-
byla pro zadné n definovana. Na tuto vétu se Kleene znovu odkazuje v ¢lanku
z roku 1981 (Kle&1)), kde shrnuje ze svého pohledu vyvoj teorie rekurzivnich funkei
a kde piSe, ze na jeho praci v tomto navazal Post v roce 1944.

Post 1944 dealt with recursively enumerable sets. By including as such
not just the sets enumerated by a general recursive function (Kleene
1936) but also the empty set, he made the recursively enumerable sets
coincide with the sets S for which the predicate a € S is expressible
in the form 3z R(a,z) with R recursive, which I discuss below.

Druhé ¢ast Kleeneho ¢lanku se jmenuje O nerozhodnutelnosti, kterd soustava
rovnic definuje rekurzivni funkci. Jak jsem nastinila uz diive, definice pomoci
soustav rovnic je problematickd hlavné v tom smyslu, Ze ze zadané soustavy
rovnic nejsme schopni urcit, zda definuje néjakou rekurzivni funkci.

A recursive process of deciding which systems define recursive functi-
ons is unattainable, if by recursive process is meant one such that there
is a recursive function of the corresponding numbers whose value is 0
or 1 according to the result obtained.

V néjakém smyslu tohle chapu jako paralelu k halting problemu u Turingova
stroje a dalsich vypocetnich modeli. Kleene pomoci aritmetizace syntaxe priradi
soustavé rovnic E index e a formuluje vétu o normalni formé. Kazda funkce
muze mit tedy nékolik riznych indexti, protoze muze byt definovana riznymi
soustavami rovnic. Zaroven nékteré indexy nemusi nutné definovat rekurzivni
funkei (napiiklad soustava ¢(z) = ¢(z)).

Véta 1.5 FEuxistuji primitivné rekurzivni fuknce U a primitivné rekurzivni relace
T, takové, Ze funkce f n promeénnych je rekurzivni prdave, kdyz existuje e takové,
zeVay .. Vo, yT,(e,xy, ..., xny) a f(x1,...,2n) = U(pyTh(e,xy, ... ,xny)).

Poté dokaze, ze tiida rekurzivnich funkci, pro které existuje takové e, je stejna
trida funkei jako funkce definované Godelem pomoci soustav rovnic. Pokud mame
funkci, ktera je rekurzivni v tom smyslu, Ze existuje soustava rovnic, ktera ji
jednoznacné definuje, pak mame i jeji index e, ktery tuto funkci bude rekurzivné
definovat podle véty o normalni formé.

Problém nastava, pokud mame index e ktery rekurzivné definuje funkci po-
moci véty o norméalni formeé a toto e kdduje néjakou soustavu rovnic E, kterd ale
nemusi nutné definovat rekurzivni funkci podle Gédelovy definice.

(...) the problem is raised, which systems of equations define recur-
sive functions under the general definition. (...) If a number e defines
a function ¢(x1,...,x,) recursively under Def.2¢ (pozn. véta o nor-
malni formé) and is the Godel number of a system E of equations,
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FE is in general a system determining a multiple-valued function, not
necessarily a system defining a function recursively under Def.2a or
2b. (pozn. definice pomoci soustav rovnic)

Dalsi vysledky, které zde publikuje, jsou, ze indexy, které definuji obecné re-
kurzivni funkce, nelze rekurzivné generovat (tedy zZe tfida vSech indexi vsech
obecné rekurzivnich funkei neni rekurzivné spocetnd). To dokazuje pomoci di-
agonalntho argumentu. Dale také, ze tiida vSech indext e rekurzivnich funkci
Vay ... Ve, 3yT,(e,z1, ... ,x,,y) neni rekurzivni (tohle opét muzeme chépat jako
néjakou paralelu k Turingovym strojim a halting problemu, kdy sice dokazeme
indexovat Turingovy stroje, ale neexistuje stroj, ktery by dokazal pro vsechny
stroje a vstupy rozhodnout, jestli vypocet skon¢i).

Jeho formulaci véty o normalni formé znovu komentuje i v roce 1981. Vraci se
zde k tomu, ze definice rekurzivnich funkei pomoci soustav rovnic predpoklada,
ze funkce takto definovana je totalni.

It remained for me in 1938 (the work was done in 1936) to omit this
assumption about £, and just talk about those p-tuples z1, ...z, for
which there is an m, still assumed to be unique, such that
Y(z1,...,xp) = m is deducible from E. So 9 (x1,...,x,) becomes a
partial function.

V tomto clanku On Notation for Ordinal Numbers z roku 1938 tedy Kleene
poprvé bere v tivahu i ¢astecné funkce.

If we omit the requirement that the computation process always ter-
minate, we obtain a more general class of functions, each function of
which is defined over a subset (possibly null or total) of the n-tuples
of natural numbers, and possesses the property of effectiveness when
defined. These functions we call partial recursive.

V ¢lanku se poté vénuje notaci pro ordindlni ¢isla, tedy néjakému systému
mapovani prirozenych ¢isel na ordinalni ¢isla. Zavadi takovy systém notace, kdy
pro dany ordinal budeme schopni efektivné rozhodnout, jestli se jedna o izolované
nebo limitni ordinalni ¢islo. U naslednického ordinalu bude schopny efektivné spo-
¢itat jeho predchiidce a pro limitni ordinal dokéze generovat posloupnost ordinalii,
pro néz je dany ordindal limitni.

Kleene definuje r-systém, systém reprezentovani ordinala jako prirozenych
¢isel splnujici nasledujici podminky:

1. Zadné ¢islo nereprezentuje dvé rizna ordinalni ¢isla.
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2. Existuje castecné rekurzivni funkce K takova, ze pro x reprezentujici
ordinal X

0 pro X jeO
K(z) =41 pro X je naslednicky ordinél (1.14)

2 pro X je limitni ordindl.

3. Existuje casteéné rekurzivni funkce P takova, ze kdyz Y je predchtdce
ordindlu X, pak pro x reprezentujici ordinal X, P(x) je ¢islo reprezentujici
ordinal Y.

4. Existuje ¢astecné rekurzivni funkce @) takova, Ze pro x reprezentujici limitni
ordindl X, pro kazdé n, Q(z,n) je n-ty clen posloupnosti ordinalnich ¢isel,
pro néz je X limitni ordinal.

7 takto definovaného systému plyne, ze pokud systém priradi néjaké c¢islo
ordinalu «, svoji reprezentaci budou mit i vSechny ordindly mensi nez a. Kleene
poté zavadi nékolik takovych r-systému a dokazuje, ze nejmensi ordinal nerepre-
zentovatelny v zadném r-systému je w;. Ordindl, pro ktery existuje néjaky systém,
ve kterém je reprezentovatelny, nazyvame jako konstruktivni. Kazdy konstruktivni
ordinal je tedy spocetny, protoze kazdy systém pro notaci ordinali muze pokryt
nanejvys spocetnou c¢ast ordinalnich cisel.

The ordinal obtained (non-constructively) as the maximum value of £
was designed as wy by Church and Kleene. Arguing non-constructively,
the notations are enumerable. The second number class is not enume-
rable. Therefore w; is in the second number class.

Pojem second number class definuje Rogers ve své knize (Rog67)) jako mnozinu
vSech konecnych a spocetnych ordindlii, neboli mnozinu obsahujici 0, uzavienou
na operaci naslednika a uzavienou na limity rostoucich (spocetnych) posloupnosti.
First number class je trida vsech konecénych ordinalia. K vysledku o konstruktiv-
nich ordindlech Kleene cituje i ¢lanek The constructive second number class od
Alonza Churche, ktery pti jeho tivahéch o notaci pro ordinalni ¢isla prisel s obdob-
nym vysledkem, Ze ordinal w; je nejmensi ordinal nereprezentovatelny formulemi
v jeho A-notaci.
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2. Emil Post a rekurzivné
spocetné mnoziny

Prinos Emila Posta k teorii rekurzivnich funkci zac¢ina pravdépodobné uz ¢lankem
Absolutely unsolvable problems and relatively undecidable propositions. Account of
an anticipation (Pos22). Tento ¢lanek lze najit ve sborniku (Dav65)), kde Davis
shromazdil nejdulezitéjsi ¢lanky tykajici se nerozhodnutelnosti a vycislitelnosti.
Ke clanku je prilozen kratky tvod od editora, ve kterém pise, ze ackoli ¢lanek
byl napsan jiz v roce 1922, Post se ho rozhodl publikovat az v roce 1941 v Ame-
rican Journal of Mathematics, kde ¢lanek publikovat odmitli. Tuto skutecnost
editor pri¢ita spekulativnimu az metafyzickému dodatku v c¢lanku. Poprvé byl
tedy zverejnén az v roce 1965 v tomto sborniku.

Divodem, pro¢ se timto ¢lankem chci zabyvat podrobnéji, je, ze Post v tomto
clanku publikuje mnoho zavéri, o kterych se o deset let pozdéji doc¢itame v pub-
likacich od Godela, Churche a Turinga. Na tuto skutecnost upozornuje i editor.

For Post, these conclusions were based on an assumption which is
equivalent to Church’s thesis. Hence, Post’s further efforts were direc-
ted towards verification of the assumption, which to him was a matter
of “psychological analysis of the mental processes involved in combi-
natory mathematics.” He proposed to publish his work only after he
had completed this analysis. In the meanwhile, the more complete
development by Godel appeared.

V roce 1941, kdyz se ¢lanek netspésné pokousel publikovat, k nému napsal
Post tvod, v némz mluvi o motivaci za tim zvefejnit tento ¢lanek i navzdory
tomu, ze vysledky z néj jiz jsou znamé. Pise, zZe si timto nechtél narokovat néjakou
neoficialni prioritu, ale jeho pristup se mu zda natolik odlisny od toho, ktery pouzil
Godel, Church a dalsi, ze jeho zverejnéni povazuje za prinosné. Jeho definice
vycislitelnosti je zalozena na takzvanych generated sets. V kontextu tohoto ¢lanku
je budu nazyvat jako generované mnoziny, nicméné jde o zdklad toho, co dnes
nazyvame rekurzivné spocetné mnoziny. Neformalné je popisuje jako mnoziny,
kde kazdy prvek je v néjaky moment vygenerovan pouzitim néjaké metody a
nedojde k tomu, zZe je vygenerovan prvek, ktery do této mnoziny nepatfi.

Generovand mnozina je tady tedy brana jako zakladni pojem, od kterého
odvozuje ostatni pojmy. Tim se jeho pristup lisi od Kleeneho a jeho rekurzivné
spocCené mnoziny, jejiz definice se opird o definici rekurzivni funkce. Dnes uz vime,
ze 1 takovy pristup je mozny, protoze funkce je ¢astecné rekurzivni pravé tehdy,
kdyz jeji graf je rekurzivné spocetny.

Nasledujici shrnuti Postova pristupu k netplnosti a vycislitelnosti je ¢astecné
pfevzato i z clanku Emil Post and His Anticipation of Gddel and Turing (Sti04)

23



australského matematika Johna Stillwella, ktery se vénuje pravé Postovu ¢lanku
z roku 1922. Post si vytvoril formalni systém (v literature ho lze najit pod nazvy
canonical system (Odi89) nebo production system (Sti04))(Hof79)) zaloZeny na
praci s Tetézci znakil z néjaké konecné abecedy. Jako priklad bych rada pouzila
produkéni systém, ktery pouzil Douglas Hofstadter ve své knize Godel, Escher,
Bach (Hof79). Pracuje zde s abecedou skladéjici se ze znaku p, r, -. Jako axiomy
si definuje fetézce

rp-ra-, (2.1)

kde za x 1ze dosadit libovolny pocet pomléek. Tento produkéni systém ma jedno
odvozovaci pravidlo a tim je

TPpYrz — rpy-ri-, (2.2)

kde nalevo od sipky je axiom nebo jiz odvozeny fetézec a napravo je Tetézec,
ktery muzeme pomoci pravidla odvodit. Symboly v tomto systému poté mi-
Zeme interpretovat jako s¢itani na prirozenych Cislech (v fetézci xpyrz tedy jako
x +y = z). Generovanymi mnozinami muzeme nazvat mnoziny retézci, které
lze vygenerovat néjakym produkénim systémem. Generovana mnozina néjakého
produkcéniho systému je tedy mnozina axiomi a retézctii vytvorenych pomoci od-
vozovacich pravidel daného produkéniho systému.

Pro tyto systémy se Postovi v ¢lanku podarilo dokazat vétu o normalni formé,
kterd v tomto kontextu znamena, ze pro kazdou generovanou mnozinu exis-
tuje normalni systém, ktery ji generuje. Tento normalni systém se sklada pouze
z jednoho axiomu a pravidel ve formé

gP — P¢, (2.3)

tedy takovych, kde z fetézce miizeme odtrhnout pocatecéni podretézec a nahradit
ho jinym, ktery pripojime na konec. Mezi témito normalnimi systémy muzeme
najit t¥idu jesté jednodussich tag systéma, tedy systémii, kde g méa pokazdé stej-
nou délku a volba ¢’ zavisi pouze na pocatecnim znaku g. Na téchto systémech se
Post poté netspésné snazil vytesit otazku rozhodnutelnosti, tedy néjaké univer-
zalni odpovédi na otazku, jestli je dany Tetézec generovatelny urcitym produkc-
nim systémem. Protoze se ale normalni systémy skladaji z konecnych fetézci na
konecné abecedé, jsme schopni je kodovat a nasledné enumerovat. Pouzil tedy
diagonalni argument a pomoci néj dokézal, ze tento problém s rozhodnutelnosti
pro urcité produkéni systémy neni fesitelny. Tedy Ze existuji rekurzivné spocetné
mnoziny, které nejsou rekurzivni.
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Predpokladejme, zZe pro mnozinu X existuje néjaka funkce f, ktera kazdému
¢islu x € X pritadi néjakou S, C P(X). D C X nazvéme diagondlni mnozinou
prave tehdy, kdyz

reDexé¢s,.

Jak je napsano vyse, Post chapal generované mnoziny jako mnoziny retézci, které
muze generovat néjaky (normélni) produkéni systém, tedy i generované mnoziny
Ize enumerovat. Oznac¢me S,, n-tou generovanou mnozinu a vytvorme si diago-
nalni mnozinu D nad témito generovanymi mnozinami. Tato diagonalni mnozina
tedy nemuze byt generovand mnozina (1isi se alespon o jeden prvek od kazdé gene-
rované mnoziny). Komplement D této mnoziny ale musi byt generovand mnozina
protoze n € D < n € S, a S, jsou generované mnoziny. NemiiZze tedy existovat
stroj, ktery by pro kazdé n rozhodl, jestli n € D, protoZe kdyby existoval, byla by
i mnozina D generovana. D tedy neni rekurzivni mnoZina, ale je rekurzivné spo-
¢etnd mnozina. Zaroven neexistuje produkéni systém, ktery by dokazal generovat
vSechny n ¢ S, jinak by mnozina D byla generovand, takze vSechny produkéni
systémy jsou netplné.

Stillwell také pise o odlisném pristupu Godela a Posta, ktery pravdépodobné
zapricinil, ze Post tento ¢lanek nevydal a vysledky z néj jsou nyni pri¢itany Go-
delovi, Kleenemu, Churchovi a dalsim, co se pozdéji teorii vy¢islitelnosti zabyvali.
Netiplnost pro Posta byla disledek diagonalizace, ktera je popsana vyse. Postovi
se ale nepodarilo dokazat, ze opravdu vsechno, co bereme jako vycislitelné, je
skutec¢né zahrnuto v jeho normélnich systémech. Snazil se tedy o néco, co se poz-
déji podarilo az Churchovi, Turingovi a dalsim, kdyz dokazali ekvivalenci jejich
pristupu k vy¢islitelnosti a byla formulovana Churchova teze. Godeliv ptistup byl
mnohem primocarejsi a nezavisly na teorii vyc¢islitelnosti. Rozhodl se analyzovat
Principia Matematica a primo nad ni dokazat jeji netplnost.

Stillwell zde také zverejnuje dopis, ktery Post Godelovi napsal v roce 1938.

I am afraid that I took advantage of you on this, I hope but our first
meeting. But for fifteen years I had carried around the thought of
astounding the mathematical world with my unorthodox ideas, and
meeting the man chiefly responsible for the vanishing of that dream
rather carried me away. Since you seemed interested in my way of
arriving at these new developments perhaps Church can show you a
long letter I wrote to him about them. As for any claims I might make
perhaps the best I can say is that I would have have proved Godel’s
theorem in 1921 had I been Godel.

Z tivodu k tomuto Postovu ¢lanku z roku 1941 bych jesté rada zdtraznila tento
Postuv citat, ve kterém zformuloval jeho ocekavani, jak by se matematika mohla
vyvijet ddle po Godelové objevu. Nabada k tomu byt kreativni pii ptistupu k
matematice a néjakému (pravdépodobné doc¢asnému) odchyleni od axiomatickych
systémi zpatky k vyznamu a pravde.
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But perhaps the greatest service the present account could render
would stem from its stressing of its final conclusion that mathema-
tical thinking is, and must be, essentially creative. It is to the wri-
ter’s continuing amazement that ten years after Gédel’s remarkable
achievement current views on the nature of mathematics are thereby
affected only to the point of seeing the need of many formal systems,
instead of a universal one. Rather has it seemed to us to be inevitable
that these developments will result in a reversal of the entire axioma-
tic trend of the late nineteenth and early twentieth centuries, with a
return to meaning and truth.

V roce 1944, tedy v dobé, kdy uz byla znamé prace Godela a Kleeneho, na-
psal Post ¢lanek Recursively enumerable sets of positive integers and their decision
problems (Pos44)). Na zacatku ¢lanku Post znovu predstavuje své produkéni sys-
témy a srovnava jeho generované mnoziny s rekurzivné spocetnymi mnozinami
definovanymi Kleenem v ¢lanku (Kle36). Dokazuje, ze tyto dva pojmy jsou ekvi-
valentni a ke Kleeneho definici, navic pridava i prazdnou mnozinu. Jako rekur-
zivné spocetnou mnozinu tedy definuje mnozinu ktera je prazdnd, nebo je oborem
hodnot néjaké obecné rekurzivni funkce. V souvislosti s rekurzivné spocetnymi
mnozinami zde také znovu zminuje problém s rozhodnutelnosti, tedy s tim, zda
dokézeme zodpovédét, jestli dany prvek patii do rekurzivné spocetné mnoziny
nebo ne. Vztah mezi rekurzivné spocetnou mnozinou a rekurzivni mnozinou jesté
upresnuje formulovanim toho, co dnes zname jako Postovu vétu.

Véta 2.1 Mnozina A je rekurzioni prdavé tehdy, kdyz A i A jsou rekurzivné spo-
cetné.

Disledkem tedy je, ze mnozina je rozhodnutelna praveé tehdy, kdyz jsou ona i
jejl doplnék rekurzivné spocetné. Této skutecnosti si vSiml pravdépodobné jiz pri
psani clanku (Pos22), protoze je v podstaté formulovand béhem diagonalizace,
kterou pouzil uz béhem dikazu jeho verze véty o netuplnosti, ale explicitné jako
vétu ji formuluje poprvé az zde. Vétu zde ale neuvadi v kontextu diagonalniho
diukazu, ale dokazuje ji standardnim zptsobem, ktery je v literature dnes bézné
pouzivan — tedy pokud je mnozina S rekurzivni, bude existovat néjaka konecna
procedura, ktera pro kazdy prvek odpovi “ano” nebo “ne” v zavislosti na tom,
jestli prvek lezi nebo nelezi v dané mnoziné. Pokud tedy budeme vzestupné ge-
nerovat prirozena cisla, budeme generovat prvky mnoziny S pri odpovédi “ano”
a prvky mnoZiny S pfi odpovédi “ne”. Mnozina S i mnoZina S je tedy rekurzivné
spocetnd. Naopak pokud S a S jsou rekurzivné spocetné, miizeme procedury, co
generuji jednotlivé prvky, spustit naraz a kazdy prvek se v né¢jaky moment v jedné
z téchto mnozin objevi a S tedy bude rekurzivni. Podrobnou verzi tohoto dikazu
lze dohledat napriklad v (Odi89).

V ¢lanku dale dokazuje také, ze kazda nekonecéna rekurzivné spocetna mmno-
zina obsahuje nekonec¢nou rekurzivni mnozinu, nebo Ze existuje mnozina, ktera
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je rekurzivné spocetnd, ale ne rekurzivni, jako dokdzal uz v clanku (Pos22)) a
jeho vysledky dava do souvislosti s Godelovymi vétami o netplnosti. Ve clanku
definuje také kreativni mnozinu.

Definice 2.2 Rekurzivné spocetnd mnozina C' je kreativni pravé tehdy, kdyz
existuje rekurzivni funkce f, ktera pro kazdou rekurzivné spocetnou av C C vréti
n takové, ze n € C, ale n ¢ a.

Kazda kreativni mnozina je tedy rekurzivné spocetna, ale neni rekurzivni.
Jeji doplnék neni rekurzivné spocetny, to znamenad, ze se liSi minimalné o jeden
prvek od kazdé rekurzivné spocetné mnoziny. Funkce f pak pro kazdou rekurzivné
spocetnou mnozinu vrati tento prvek. Doplnék kazdé kreativni mnoziny dale musi
obsahovat nekonec¢nou rekurzivné spoc¢etnou mnozinu, ktera je definovana jako
obor hodnot funkce f.

Dnes muzeme v literature najit terminy kreativni a produktivni mnozina,
kdy kreativni mnozina je definovana pouze jako rekurzivné spocetnd mnozina,
jejiz doplnék je produktivni. Produktivni mnozina mé poté vlastnosti doplnku
kreativni mnoziny, které jsem popsala vyse v definici kreativni mnoziny. V tomto
puvodnim Postové ¢lanku ale termin produktivni mnozina zaveden neni.

Pojmenovani kreativni mnoziny Post vysvétluje tak, ze vybér prvku, ktery
patif do mnoziny C, ale nepatif do mnoziny o musi byt kreativni. Pokud by byl
néjakym zpusobem mechanicky, tvorily by tyto prvky dalsi rekurzivné spocetnou
mnoZinu, pro kterou bychom uméli najit prvek, ktery patif do C, ale nepatii do
mnoziny «.

But this process is essentially creative. For any mechanical process
could only yield n’s forming a generated, and hence recursively enu-
merable, subset « of C, and hence could be transcended by finding
that n of C not in a.

Postovymi produkénimi systémy se pravdépodobné inspiroval i Noam Chom-
sky ve svych pracich tykajicich se hierarchie forméalnich gramatik. Ve svém ¢lanku
Three models for the description of language (Cho56)) sice necituje primo Posta,
ale podarilo se mi dohledat, ze minimalné v knize The elements of mathematical
logic (Rosh0)) od Paula Rosenblooma, na kterou se Chomsky odkazuje, Postovy
produkéni systémy hraji diilezitou roli. Ve svém ¢lanku On Certain Formal Pro-
perties of Grammars (Chob9)) uz cituje i primo Postuv clanek (Pos44).

Post také v ¢lanku definoval jednoduché mnoZiny jako mnoziny, které jsou
rekurzivné spocetné, ale jejich doplnék, ktery je nekonec¢ny, neobsahuje zadnou
nekone¢nou rekurzivné spocetnou podmnozinu. Spolu s kreativnimi mnozinami
tak definoval dvé rtizné tridy mnozin, které jsou rekurzivné spocetné, ale nejsou
rekurzivni.
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3. Turinguv stroj

V této kapitole bych se rada vénovala dalsi ekvivalentni teorii vycislitelnosti, a to
Turingovu modelu stroje. Churchiiv lambda kalkul sice vznikl jesté o néco drive
(Kleene v (Kle&1)) pise, ze na Churchovy prednésky, kde rozebiral Godelovy véty
o netplnosti a lambda kalkul, chodil uz na podzim roku 1931), Turingav pfistup
se ale vice priblizoval néjakému mechanickému modelu pocitace a pravdépodobné
i proto se mu podafilo presvédcit Godela k uznani Churchovy teze, proto mi tento
pristup prijde dilezity. Vyvoj vSech téchto ekvivalentnich definic véetné lambda
kalkulu bude shrnut i v nasledujici kapitole.

Svoji definici algoritmu popsal Alan Turing ve svém c¢lanku On Computable
Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem (Tur3@). Na zacatku
definuje pojem “computable numbers”, tedy pocitatelna cisla. Popisuje je jako
realna c¢isla, jejichz desetinny rozvoj je mozné vypocitat néjakou konecnou pro-
cedurou.

The computable numbers may be described briefly as the real numbers
whose expressions as a decimal are calculable by finite means. (...)
According to my definition, a number is computable if its decimal can
be written down by a machine.

Dale v ¢lanku Alan Turing formuluje definici takového stroje, ktera odpovida
tomu, co dnes nazyvame Turingovym strojem. Turing ukazuje, jak lze prechodo-
vou funkei takového stroje zakédovat do cisla. Toto ¢islo pak jednoznacéné urcuje
konkrétni Turingtiv stroj. Pomoci toho definuje univerzalni Turinguiv stroj, tedy
stroj, ktery na vstupu dostane kod jiného Turingova stroje a dokaze jeho vypocet
simulovat. O Turingovych strojich dokazuje mimojiné i to, ze sekvence, které jsou
na stroji vycistlitelné, nejsou rekurzivné spocetné (ve smyslu, Ze nejsme schopni
enumerovat jen kody, které skuteéné kdduji néjaky Turingav stroj) a také, ze ne-
existuje proces, ktery by dokazal rozhodnout, jestli dané ¢islo kéduje Turingtiv
stroj, nebo ne. Tento problém je obdobou problému s definovanim rekurzivnich
funkci pomoci soustav rovnic, jak bylo popsano v predchozich kapitolach, tedy,
ze neexistuje algoritmus, ktery by o dané soustavé rozhodl, jestli jednoznacné
definuje néjakou rekurzivni funkei.

The computable sequences are therefore not enumerable. (...) but
the problem of enumerating computable sequences is equivalent to the
problem of finding out whether a given number is the D.N (pozn.¢islo
kédujici Turingtv stroj) of a circle-free machine, and we have no ge-
neral process for doing this in a finite number of steps.
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Turing poté definuje vycislitelné funkce nasledovneé:

Definice 3.1 Funkce jedné proménné 1 je vycislitelna pravée tehdy, kdyz
existuje stroj, ktery pocitd sekvenci symbola 0 a 1 takovou, ze 1(0) je pocet
symbolu 1 pfed prvnim vyskytem symbolu 0 a pro kazdé z > 0 i(z) je pocet
symbolu 1 pred z-tym a (x + 1)-tym vyskytem symbolu 0. Podobné lze definovat
i funkce vice proménnych.

Pokusil se tedy definici rekurzivnich funkci, prevést na jeho definici stroje.
Jak Kleene pise ve svém ¢lanku z roku 1981, byl skepticky k tomu, ze by tato
definice byla nejjednodussi, a navic lze timto zptsobem pocitat pouze totalni
funkce. Proto Kleene na svych prednaskach ve Winconsinu v roce 1941, inspirovan
Postovym ¢lankem z roku 1936 Finite combinatory processes, zavedl novy, dnes
pouzivany, zpusob interpretace rekurzivnich funkci na Turingové stroji.

Definice 3.2 Na pdsce jsou zapsana pfirozend ¢isla z1, ..., x, oddélena prazd-
nymi policky. Césteénd funkce Y(zo,...,x,) je Turingovsky vycislitelna prave
tehdy, kdyz existuje Turinguv stroj, ktery odpovi vypsanim na pasku hodnoty
Y (zo,...,x,), pokud je funkce pro xy,...,z, definovand. Jinak neodpovi.

Turingovi se dale podarilo dokazat ekvivalenci jeho definice vy¢islitelné funkce
s lambda-definovatelnosti a teorii rekurzivnich funkci formulovanou Kleenem
v roce 1936. Nicméné, jak jiz bylo zminéno, zptsob, jakym Turing interpreto-
val rekurzivni funkce na Turingovych strojich, je platny pouze pro totalni funkce.
Céstecné funkce, které jsou obecnéjsi, byly popsany Kleenem az v roce 1938.
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4. Kleeneho ohlédnuti zpét

V roce 1981 Kleene napsal ¢lanek Origins of Recursive Function Theory, ktery
bych zde rada zminila a shrnula, jako subjektivni pohled na vyvoj teorie rekur-
zivnich funkci nékoho, kdo se ho sam 1ucastnil. Tento clanek na zacatku nazval
také jako “Four Dozen Years in Recursionland”. Jako prvni z ekvivalentnich defi-
nic tiidy funkci, pro které existuje algoritmus, ktery je pocita, zminuje Churchiav
lambda kalkul z let 1931-1932.

O Churchové lambda kalkulu, ktery ve ¢lanku strucné popisuje, pii jeho zve-
fejnéni nikdo nepredpokladal, ze by takto definovana tiida funkci skuteéné po-
kryvala vSsechny mozné algoritmem pocitatelné funkce.

Before research was done, no one guessed the richness of this subsys-
tem. Who would have guessed that this formulation, generated as I
have described to clarify the notation for functions, has implicit in it
the notion (not known in mathematics in 1931 in a precise version)
of all functions on the positive integers (or on the natural numbers)
for which there are algorithms?

V roce 1933 uz se méla Churchova teorie dostdvat do povédomi logikli na
Princetonu a Church podle Kleeneho prohlasil, ze funkce jsou definovatelné po-
moci lambda kalkulu pravé tehdy, kdyz jsou vycislitelné, tedy existuje algoritmus,
ktery je pocita. Tuto tezi publikoval v roce 1936 a dnes je zndma jako Churchova
teze, jak ji zacal fikat Kleene v roce 1952. K této tezi se vyjadril skepticky i Kurt
Godel. Podle dopisu, ktery v roce 1935 poslal Church Kleenemu “Gdédel ‘regarded
as thoroughly unsatisfactory’ Church’s proposal to use lambda-definability as a
definition of effective calculability. Church 'replied that if [Godel] would propose
any definition of effective calculability which seemed even partially satisfactory
[Church] would undertake to prove that it was included in lambda-definability.””
Godel, pravdépodobné ¢astecné i v ndvaznosti na tuto vyzvu, na jare 1934 publi-
koval za pomoci Herbranda jeho teorii rekurzivnich funkci, ale ani o této definici
si nebyl jisty, ze opravdu postihuje vsechny vy¢cislitelné funkce, jak Kleene rika,
ze napsal v dopise adresovaném Martinu Davisovi v roce 1965.

V roce 1936 ale Kleene i Church dokazali ekvivalenci Godelovy a Herbrandovy
definice a lambda kalkulu. Podle Churchovy teze uz existovaly tedy dvé definice
tridy vycislitelnych funkci. Treti vytvoril ve stejném roce Turing, kdy formuloval
definici Turingova stroje. Po jejim zvefejnénim podle Kleeneho Godel nakonec
prijmul Chuchovu tezi, které se dnes rikd nékdy také Church-Turingova teze.

In conversation at San Juan on October 31, 1979, Davis expressed
to me the opinion that the equivalence between Godel’s definition of
general recursiveness and mine (which equivalence Godel, in his Fe-
bruary 15, 1965, letter to Davis, called 'not quite trivial’), and my
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normal form theorem, were considerations that combined with Tu-
ring’s arguments to convince Godel of the Church-Turing thesis.
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Zaver

V préaci jsem se pokusila shrnout vyvoj teorie rekurzivnich funkci a s ni sou-
visejici pojmy, jako je napriklad primitivni rekurze, castecné rekurzivni funkce
nebo kreativni mnozina. Podstatna ¢ast prace je vénovana prinosu Emila Posta
v této oblasti, kterému v literature ¢asto nebyva vénovan takovy prostor jako
jinym odbornikiim. Zabyvala jsem se touto teorii také v kontextu vyvoje dalsich
vypocetnich modeli a to primarné Turingova stroje.

Ptivodnim zamérem bylo popsat v praci i pfinos Johna von Neumanna a jeho
mozny vliv na praci Kurta Gédela a Alana Turinga. Béhem psani jsem se ale
rozhodla od tohoto zaméru upustit a vice se vénovat praci Emila Posta, ktera
se v kontextu rozebiranych témat jevi o néco relevantnéjsi. Piinos Johna von
Neumanna by nicméné urc¢ité stal za dalsi historicky vyzkum. Jak se miizeme
docist napriklad v clanku (JZ23), pri Godelové prednéasce v Kréalovei roku 1930,
kde upozornil na diikaz vét o netplnosti formalnich systémii, byl pravdépodobné
jeden z mala, kdo dokazal rozpoznat, jakou vahu prednaska méla, a zahajil s Go-
delem korespondenci, ze které vyplyva, ze si pravdépodobné podobny diikaz také
rozmyslel. V dopise z 12. ledna 1931 von Neumann Godelovi predklada dikaz
jeho verze druhé Godelovy véty o neuplnosti, ktery velmi pripomina diikaz po-
moci podminek pro dokazatelnost a ktery je v literature pripisovan Hilbertovi,
Bernaysovi nebo Lobovi a mohlo by byt zajimavé zjistit, jestli o von Neumannoveé
dikazu veédeéli.

Dalsi otazka, ktera by stala za hlubsi prozkoumani, by mohla byt, jestli nékdo
navazal na Posttiv vyrok, ktery pronesl po formulaci Godelovych vét o netplnosti,
o tom, ze ocekaval, Ze se v matematickém mysleni obratime od forméalnich systému
a axiomatiky zpét k pravdé a vyznamu. Vzhledem k tomu, Ze jde o pomérné
silné filosofické tvrzeni, da se ocekavat, ze se jim nékdo pozdéji zabyval, ale nic
konkrétniho se mi dohledat nepodarilo.
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