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Uvod

Tématem prace jsou Ramseyovy véty. Ty se poprvé objevuji v ¢lanku On a
Problem of Formal Logic z roku 1930 od Franka Ramseyho.

V prvni kapitole jsou uvedeny zdkladni definice a tvrzeni.

V druhé kapitole jsou predstaveny Ramseyovy véty tak, jak se v piivodnim
clanku objevuji. Nasledné dokazeme nekonecnou Ramseyovu vétu stejnym zpii-
sobem jako v ptuvodnim clanku a fekneme také néco o ¢lanku a jeho obsahu.

Ve treti kapitole je uvedena nekonecnd Ramseyova véta a po jejim dikazu z
modernéjsiho zdroje a srovnani s dukazem z druhé kapitoly je definovana Sipko-
vaci notace. Sipkovaci notace je zptisob jak zapisovat vysledky z jisté ¢dsti ne-
kone¢né kombinatoriky, které se tika Partition calculus. Partition calculus dostal
své jméno, protoze ustfedni tlohu ve vétach z této oblasti maji rozklady néjakych
mnozin (struktur).

Kombinatorika se ¢asto rozdéluje na kone¢nou a nekonec¢nou. Prestoze zobec-
néni Ramseyovych vét na nespocetné kardindly patii do nekonecné kombinato-
riky, je ve ¢tvrté kapitole, pro uplnost, diikaz koneéné Ramseyovy véty a definice
Ramseyovy funkce.

Pata kapitola je hlavni kapitolou této prace. V ramci feseni otazky mozného
zobecnéni Ramseovych vét zkoumame, jaké partition relations plati na w, wy, wsy
aN,.

Prace neobsahuje zadné nové vysledky, ale kromé zkoumani partition relations
se pokousime i o nalezity obraz historického vyvoje téchto otazek. Neda se ovsem
fici, Ze by Slo o préaci historickou. Vétsinou jsme nuceni omezit se na citace a
na informace o autorech citovanych ¢lanku, sirsi kontext, nebo obsahlejsi rozbor
nezbyva prostor. Hlavni téma je stdle zobecnéni Ramseyovych vét. Takze na pii-
vodni ditkaz konec¢né Ramseyovy véty, na podrobné objasnéni obsahu ¢lanku On a
Problem of Formal Logic, nebo obséhlejsi popis vysledki, které jsou v citovanych
¢lancich, ale netykaji se pfimo naseho tématu, nezbyl prostor.

V praci jsou néjaké pojmy, které jsme nepiekladali. Céstecné jde o citace,
které jsme ponechali v anglickém jazyce a ¢astecné jsme nechali cizi pojem tam,
kde jsme si nebyli dobrym ptekladem jisti, nebo se nam zdal anglicky pojem uz i
v Ceském prostiedi zavedeny. Ale i v pripadé, Ze jsme pojem prelozili, uvedli jsme
na prislusném misté i jeho puvodni anglickou podobu.



1. Zakladni pojmy a tvrzeni

V této ¢asti udavame véty jako fakta. Jejich dikazy lze najit v prislusné litera-
tute. K objasnéni zakladnich pojmi, které jsou zde uvedeny, mtizeme nabidnout
napr. Jechovu knihu [I1] nebo zacatek knihy [4]. Knihu [I1] lze pouzit také jako
uvod do teorie ZF'C, coz je teorie v ramci niz v praci dokazujeme.

Objekty nasi teorie jsou mnoziny a domluvme se, ze predem neuvadime, jestli
mnoziny znac¢ime velkymi nebo malymi pismeny. Pokud nebude uvedeno jinak,
tak mald pismena psana latinkou (a, b, ¢, ... ), kromé w, x, y, z, oznac¢uji prirozena
¢isla. Mald pismena ze zac¢atku fecké abecedy (o, 3, 7, ...) oznacuji ordinalni
¢isla a mald Teckd pismena ze stiedu abecedy (k, A, 4, ...) oznacuji kardinalni
c¢isla. Dohodneme se, ze nebude vadit, pokud budeme kadinalnim a ordinalnim
¢islim zkracené tikat kardinaly a ordinaly.

Pokud mame mnozinu X a Y, tak jejich rozdil budeme znacit jako X —
Y. Nebudeme tedy rozliSovat mezi mnozinovym odcitdanim \ a —. Mohutnost
(velikost) mnoziny X budeme znacit | X|. Pokud jsou X a Y mnoziny, pak X C Y
znaci, ze X je podmnozina Y, ale X C Y znamena, ze X je vlastni podmnozina
Y. Pro mnozinu X a kardindl & je [X]" = {z | z C X&|z| = &}, [X]™" = {z |
v C X&|z| <k} a[X]™" ={r |2 C X&|z| < k}. Mnoziny tvaru [X]~* budeme
nazyvat konecnatice a mnoziny tvaru [X|* nekonecnatice. Pokud budeme mluvit
o maximalni podmnoziné a nefekneme jinak, myslime vzdy maximélni vzhledem
k inkluzi.

Pokud budeme mit mnozinu X, pak P (X) znadi rozklad mnoziny a P (X)
chapeme jako potencéni mnozinu mnoziny X. Budeme rozliSovat mezi rozkladem
a pokrytim.

Definice 1. Necht je ddna mnoZina S. Rekneme, Ze mmnozina A C P (S) je
rozklad mnoziny S, pokud plati:

e Va € A plati a # 0.
e Ya,be A platianb = 0.
e« UA=S.

Definice 2. Necht je dina mnozina S. Rekneme, Ze mnozina A C P (S) je pokryti
mnoziny S, pokud plati:

e Vo € A plati x # 0.
e« UA=S.

Nasge definice rozkladu tiké, ze rozklad je podmnozina potenéni mnoziny. Za-
roven bychom ovSsem mohli uvazovat rozkladu jako o funkci. Pokud bychom méli
funkci f : S — n, tak f urcuje rozklad, kde je tiida rozkladu definovana jako
mnozina prvka y € S, pro které plati f (y) = m pro fixni m € n.

V nasi préaci budou dilezité funkce/rozklady, kterym budeme fikat obarveni.

Definice 3. Necht je dino k, \ a ji. Rekneme, Ze funkce m : [I{])\ — 1 je obarvent
A-tic mnoZiny Kk p barvams.



Definice je obecna. V této praci si ovSsem v naprosté vétsiné pripadi vysta¢ime

s koneénym A i p. Méjme déano obarveni 7 : [/{])\ — p. Mnozina H, pro kterou
plati, ze funkce 7 je na [H ])‘ konstatni, se nazyva homogenni mnozina (pro obar-
ven{ 7). Pokud je H homogenn{ mnoZina, pak [H]* se nazyva monochromatické
mnozina (pro obarveni 7).

Domluvme se, ze kromé vyrazi tvaru [/i])‘ pripustime v obarveni i vyrazy tvaru
]S/\ a [H]<)\.

Nasledujici ¢ast povede k tomu, ze dokazeme Fodorovo lemma ve verzi pro
podmnoziny. Je to jediny dikaz v této kapitole a uvadime ho zde z toho divodu,
ze bézné se v literature nevyskytuje.

[k

Definice 4. Necht je ddin kardindl k. Rekneme, Ze C C k je clu pokud spliuje
nasledugici:

1. Pro vsechna o < k plati, zZe, pokud je sup (a N C) # 0, paksup (aNC) € C.
Mnozina C je tedy uzavrend.

2. Pro vsechna o < k existuje 5 € C' takové, Ze 5 > a. Mnozina C je tedy (v
k) neomezend.

Definice 5. Necht je din kardindl . Rekneme, Ze S C & je staciondrni mnoZina,
pokud pro vsechny cluby C' C k plati, Ze SN C # (.

Fakt 1 (O pevnych bodech normélni funkce). Necht je k reguldrni nespocetny
kardindal a necht je funkce f : kK — Kk normdlni. Potom existuje club C C k
takovy, Ze pro véechna « € k je f (o) = .

Fakt 2. (Fodorovo lemma) Necht je r requldrni, nespocetny kardindl a necht je
S C k staciondlni a necht je funkce f : S — Kk regresivni. Potom existuje v a
So C S takovd, Ze f (a) = pro vSechna a € Sy.

Déle dokazeme obecnéjsi verzi Fodorova lemmatu. Ve vété nize, i dale v préci,
znac¢i C'H hypotézu kontinua a GCH obecnou hypotézu kontinua. Regresivitu
zde budeme chapat tak, ze pro kazdé x € Dom (f) je kazdy prvek mnoziny f ()
pod z. To lze taky napsat tak, ze f (x) C « plati pro vSechny = € Dom (f).

Véta 3 (Fodorovo lemma pro podmnoziny). .

Necht je r requldrni nekonecny kardindl a necht je funkce f : kt — [kT]™"
takova, Ze existuje S C k staciondlni pro kterou plati, Ze funkce f je na prvcich S
regresivnd. Potom, za predpokladu GCH , existujiy € [kT]™" a club C' C S takové,
ze pro vsechna a € C' je f (a) = 7.

Diikaz.

Necht je ddn kardinal s a regresivni funkce f : k* — [kF]"

K funkci f si vezmeme libovolnou bijekei b : [k+]™" — k. Aby takova bijekce
existovala, potrebujeme v obecném pripadé GCH.

Kromé téchto dvou funkei nadefinujeme jesté treti funkci g : k™ — k7 tak, Ze
g (@) bude to nejmensi 3 pro které plati, Ze b" [a]~" C 3.

Protoze funkce g je normalni, tak muzeme pouzit vétu [I| a dostaneme club
C' C k™ pevnych bodu funkce g. Ted se podivejme na funkci fob [¢. Tato funkce

! Zkratka z anglického closed and unbounded.
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je regresivni a my muzeme pouzit Forodovo lemma, abychom ziskali ¥ C C' na
které bude f o b konstantni. Ozna¢me tuto konstantu jako n. Mnozina S bude
nase hledand mnozina pro funkci f. Pro vSechna o € Y bude totiz f (o) = 7, kde

y="b"(n).

V diikazu jsme potfebovali, aby funkce g byla normalni. To je druhé misto,
kde se pouzije GCH. Pottebujeme totiz, abychom takové g nasli. Proto je treba,
aby dané podmnoziny byly v kT omezené.

]

Definice 6. Necht je (T, <) cistecné uspordadand mnoZina. Rekneme, Ze (T, <)
je strom, pokud pro vsechny t € T plati, Ze je mnozina {s | s € T&s < t} dobre
usporadand.

Definice 7. Necht je (T, <) strom. Pak:

o Vétev stromu T je jakdkoliv maximdalni, linedrnée usporidand podmmnoZina
T. Pokud je B vétev, pak |B| znaci délku vétve.

e Pro kazdét € T definujeme vysku t jako ht (t) = otp{s | s € T&s < t}.

o Pro kazdy ordindl a je T'[a] = {t € T | ht (t) = a. Mnoziné T [a] se rikd
a-hladina stromu T

o Vyska stromu T, ht (t), je definovdna jako to nejmensi a, pro které je [a] =

0.

Definice 8. Pro kardindl k definujeme rk-strom jako strom, ktery md vysku k,
ale kazda jeho hladina md velikost mensi nez k

Fakt 4 (Kénigovo lemma). KaZdy w-strom md vétev délky w.

O stromech jsme se bavili, protoze budeme néjaké stromy konstruovat v ramci
dikazu a také kvili stromové vlastnosti, jejiz definici uvedeme v Sesté kapitole.

Definice 9 (Graf). Graf G je usporddand dvojice (V,E), kde V je neprdzdnd
mnozina a FE C [V]z. Prvky mnoZiny V' se jmenuji vrcholy grafu G a proky
mnoziny E hrany grafu G.

Definice 10. Necht jsou G = (V,, E,) a H = (Vy,, Ey) grafy. Rekneme, Ze H je
podgraf grafu G, kdyz plati:

1. Vh g ‘/g7
2. B, CE,.

Definice 11 (Uplny graf). Rekneme, Ze graf G = (V,E) je tiplng, pokud plati
E = [V]. Klika grafu G je podgraf H = (Vi,, Ey), ktery je dplny.

Definice 12 (Klika grafu). Necht je G = (Vy, E,) graf. Klika grafu G je podgraf
H = (Vy, Ey,), ktery je tplng.

Definice 13 (Nezavisld mnozina grafu.). Necht je G = (V, E). Nezdvisld mnozina
grafu G je H C'V, pro kterou plati, Ze Vx,y € H: {z,y} ¢ E.

5



Na konec této kapitoly jesté pfipomeneme pojem kombinace.

Definice 14 (Kombinace). Necht je S mnoZina takovd, Ze |S| > r pro néjaké
kladné r € w. Rekneme, Ze C je r-clennd kombinace proki z S, pokud plati C C S
a|Cl=r.

Kombinace a podmnozina je vlastné to samé, jak uvadi i autor knihy Intro-
ductory Combinatorics:

» Thus a combination of S is a choice of a subset of S. As a result, the terms
combination and subset are essentially interchangeable, and we shall generally
use the more familiar subset rather than perhaps the more awkward combination,
unless we want to emphasize the selection process. “[1]

S touto citaci souhlasime. V teorii mnozin jsme se s pojmem kombinace jesté
nesetkali a jediné misto, kde budeme kombinaci pouzivat, je v prekladu Ram-
seyovy véty v druhé kapitole. Tam jsme tento pojem zachovali proto, abychom
nezménili pivodni znéni véty. Jinak budeme mluvit o podmnozinach.

Na uplny zaveér jesté pripomeneme, ze (Z) se nazyva kombinacni ¢islo a znaci
pocet k-prvkovych podmnozin n prvkové mnoziny. Kombinacni ¢islo se objevuje
v diikazu konecéné Ramseyovy véty pri zdivodnéni, Ze nadefinovany strom splnuje
podminky pro pouziti Kénigova lemmatu.



2. Ramseytuv clanek

Kapitola se zabyvé clankem On the Problem of Formal Logic [15], kde byly
Ramseyovy véty poprvé formulovany a dokazény. Nejdiive uvedeme (v nasem
prekladu) puvodni znéni vét A, B a C, které se v ¢lanku vyskytuji.

Ve druhé podkapitole predstavime puvodni dikaz nekonec¢né Ramseyovy véty,
ale pokusime se jak vétu, tak dikaz pretlumocit do dnesniho znéni za soucasného
zachovani ptivodniho postupu dikazu. Ve treti kapitole predstavime jeden z mo-
dernich dikazti Ramseyovy véty. AZ po ném porovname puvodni dikaz s tim,
ktery bude uveden ve tteti kapitole.

V zavérecné casti této kapitoly popiseme, co je tématem Ramseyho clanku a
hlavni vysledek ¢lanku.

2.1 Pitvodni Ramseyovy véty

Na zacatku svého c¢lanku Ramsey formuluje a dokazuje véty, ,which have
an indipendent interest and are most conviniently set out by themselves before-
hand “[15]. Tato ¢ast obsahuje preklad Ramseyho formulace téchto vét s kratkym
komentarem. Véta A nize muze byt povazovana za nekoneénou Ramseyovu vétu
a Véta B za jeji kone¢nou verzi.

Véta 5 (Véta A). Necht T' je néjakd nekonecnd trida. Necht jsou p a v kladnd
celd c¢isla. A necht jsou vSechny podtridy I', které maji prdavé r prvki, nebo, jak
bychom mohli 1ici, necht jsou vsechny r-clenné kombinace prvki z T' libovolngm
zpusobem rozdéleny do p vzdjemné disjunktnich trid C; (i = 1,2,...,u) tak, Ze
kazdd r-clennd kombinace je prvkem pravé jedné tridy. Za predpokladu Aziomu
vgbéru, musi potom I' obsahovat nekonecnou podtridu A takovou, Ze vsechny r-
clenné kombinace proki z A patri do stejné C;.

Ve vétach nize znaci r, n, k a p kladna celd cisla. I',, a A,,, Ay tridy, které
maji po fadé o m, n a k prvcich. C; jsou tfidy, jejichz prvky jsou kombinace a ¢
je pouze index. Nijak se nevztahuje k poctu prvkia C;.

Véta 6 (Véta B). Pro dand r, n a p lze nalézt my takové, Ze, kdyz je m > myg a
r-clenné kombinace néjaké I, jsou libovolnym zpiisobem rozdeéleny do p vzdjemné
disjunktnich trid C; (i = 1,2, ..., u), pak musi 'y, obsahovat podtridu A,, takovou,
zZe vSechny r-clenné kombinace prvki z A, patri do stejné Cj.

Véta 7 (Véta C). Pro jakdkoliv v, n a k takovd, Ze n + k > r, existuje myg
takové, Ze, kdyz je m > mg a r-clenné kombinace nejaké I',, jsou rozdeleny do
dvou vzdjemné disjunktnich trid Cy a Cy, pak musi I',, obsahovat dvé vzdjemné
disjunktni podtridy A, a Ay takové, Ze vsechny r-clenné kombinace prvku z A, +
Ay, které obsahuji aspon jeden clen z A, patri do stejné C;.

Misto trida bychom dnes psali mnozina a misto A,, + Ay spise A, U Ay. Jako
zajimavost dédle zminme, ze Ramsey nazyva Axiom vybéru ,aziom of selecti-
ons “[15].



2.2 Ptvodni diikaz nekonecné Ramseyho véty

Véta 8 (Véta A*). Necht je I' nekonecnd mnozina a necht jsou ¢ a k kladnd celd
cisla. A necht je 7 : [F]k — ¢ obarvent, pak existuje nekonecnda mnozina H C T,
kterd je homogenni pro obarveni .

Diikaz.

Dokazovat budeme dvojitou indukci. Nejdfive tvrzeni dokdzeme pro k = 2
indukci podle poétu barev. Potom pouzijeme indukci na k

Pokud je pouze jedna barva, tak neni co dokazovat. Méjme tedy dvé barvy a
pro prehlednost se domluvme, ze 0 bude ¢ervena a 1 modra.

Pokud mame k = 1, tak je tvrzen{ trividlni'|

Necht tvrzeni plati pro kK = n — 1 a dokazujeme pro k = n.

Popiseme hypotetickou konstrukci mnoziny, ve které jsou vsechny dvoji obar-
veny ¢ervenou barvou. Dejme tomu, ze I' obsahuje 1 € I' a nekone¢nou podmno-
zinu Ty C T — {21} takové, Ze vSechny prvky mnoziny {z | z € [['1]" &z, € 2}
dostanou cervenou barvu. Déle pak I'; obsahuje x5 a nekonecnou podmnozinu
Ty C Iy —{x,} takové, 7e viechny [T5]" " U{zs} dostanou cervenou barvu. A takto
bud mtzeme pokracovat a vzniknou posloupnosti xq,x9,z3,... a I';, 15,13, ...,
nebo dana konstrukce v néjakém kroku selze.

» Pokud konstrukce neselze, tak poloz H = {x; | ¢ > 1}. VSechna z jsou
potom ruznd, protoze, kdyz je r > s, pak Vi < r plati, ze z, € T'y, ale
x5 € I's. Mnozina H je tedy nekonecna.

Déle ukézeme, ze H je ¢ervenda homogenni mnozina pro obarveni m. Méjme
danou n-tici prvki z H, oznacme ji tieba N. Najdeme z;, které mé v dané
n-tici index j. Fixujme index j. Potom je pravda, ze N — {z;} C T';. A
konstrukce nam ¥ika, ze vSechny n-tice tvaru {z;} U[L]"™", kde L € I'; a
[ > j, dostanou c¢ervenou barvu.

o Pokud konstrukce v kroku a selze, pak nejsme schopni z mnoziny Fa_lﬂ
vybrat prvek z, a nekoneénou mnozinu I'y C T',_y — {z,} tak, aby vSechny
prvky mnoziny {z | z € [[']" &z, € z} dostaly ¢ervenou barvu.

Fixujme libovoné y; € I',_;. Nadefinujeme obarveni m,, : [I',_1 — {y}]”_l —
2 tak, ze

my (1) = m (z U })-

Indukeni predpoklad 1ikd, ze pro mnozinu I',_; — {1} a obarveni m,, na-
jdeme nekonecnou homogenni mnozinu A;. Navic bude platit, Ze se jedna
o modrou homogenni mnozinu. Kdyby totiz A; byla cervend, tak miu-
zeme vzit Ay = I'y a o, = y1. A1 je nekoneéna podmnozina I',_; a
opét muzeme fixovat libovolny prvek y, € Al a nadefinujeme obarveni
Ty, [Al — {yg}]n_l — 2 tak, ze

'Ramsey toto déle nerozvadi, ale v takovém piipadé jde o Dirichletfiv princip.
2Ramsey to v ¢lanku neudéva, ale pro tplnost dopliime, Ze I'y = I'. Toto je dileZité pouze
v pripadé, ze konstrukce selze uz v prvnim kroku.



Ty, (2) = 7 (2 U {y2}) -

Pro mnozinu Ay — {y,} a obarveni 7, dostaneme opét (podle analogického
argumentu) nekone¢nou modrou homogenni podmnozinu A,.

A tak dale, az nam vzniknou posloupnosti y1, 42, vy3,... a Ay, Ao, Ag, . ...
Uvaz mnozinu H = {y; | ¢« > 1}. Podle podobného argumentu jako pro
H ={x; | 1> 1} v predchozim bodé dostaneme, ze H je nekonecnd modra
homogenni mnozina pro obarveni 7.

Ted dokazujme indukci podle poc¢tu barev. Vime, ze tvrzeni plati pro dvé
barvy a dale predpokladejme, ze tvrzeni plati pro ¢ = v — 1 a chceme dokazat
pro ¢ = v.

Necht déno T, k a obarveni 7 : [[]* — v. Nadefinujeme nové obarveni 7 :
[T1* — v — 1 nésledovné:

(2) 7 (z) pokud plati 7 (x) < v — 2,
m (x) =
! v—1 jinak.

Nové obarveni je vlastné stejné jako to staré, akorat jsme posledni dvé barvy
spojily do jedné. Z indukéniho predpokladu vime, Ze pro m; : [T]k — v —1
nalezneme nekonec¢nou homogenni mnozinu H v néjaké barvé. Pokud je to néktera
z barev 0 az v — 3, tak nam H svédci i pro obarveni m. Pokud ma H barvu v — 2,
tak vime, ze nekonec¢nd homogenni mnozina bude v barvé v — 2, nebo v — 1.
Potom pouzijeme fakt, Ze jsme vétu pro dvé barvy jiz dokazali. Mame nekonec¢nou
mnozinu H a nadefinujeme obarveni my : [H ]k — 2 nasledovné:

(2) 0 pokud plati 7 (x) = v — 2,
o (1) =
? 1 pokud plati 7 (z) = v — 1.

Homogenni mnozina pro obarveni 7 je pak i hledanéd homogenni mnozina pro
obarveni 7. Tim je ukoncen dikaz pro jakékoliv konecné c, tedy i dikaz celé véty.
O

2.3 Obsah ¢lanku

Na zacatku clanku je uvedena véta A i s dikazem. Vétu A Ramsey v clanku
dale nepottebuje. To doklada nasleduici pasaz:

» The theorems which we actually require concern finite classes only, but we
shall begin with a similar theorem about infinite classes which is easier to prove
and gives a simple example of the metod of argument “[15].

Déle je dokazana véta B a véta C se bere jako ekvivalent véty B pro p = 2.
Ramseyho slovy:, That this is equivalent to Theorem B with yu = 2 is evident
from the fact that, for any given r, Theorem C, for n and k, asserts more than
Theorem B for n, but less than Theorem B for n + k. “[15]. Véta C tedy slouzi
jako béaze indukce v dikazu véty B.



Ramsey uvede i prvni mez Ramseyho funked’] Specialné dochdzi k tomu, ze
pro r =2 a u # 2 mizeme vzit:

p—1 krat
—
mo =mn ML (2.1)

Ramsey nebyl s timto vysledkem spokojen. Poznamka pod carou na strané
270 za¢ind vétou: , But this value is, I think, still much too high. “[15]

Zékladni horni mez Ramseyho funkce bude uvedena v kapitole Konecna Ram-
seyho véta. Zajimavosti je, ze uz v roce 1933 prisel s vylepsenim odhadu Thoralf
Skolem. Jeho ¢lanek [I§] obsahuje prvni zlepseni horni meze Ramseyho funkce.
Prvni vétu jeho ¢lanku bychom mohli ptelozit priblizné takto:

Véta 9. Pokud bychom dvojice vytvorené z m prvku rozdélili do p mnozin, pak
mezi m proky existuje n prvkid takovych, Ze se vsechny dvojice vytvorené z téchto
n prokd vyskytuji ve stejné mnozine.

K tomu udava sviij odhad:

n—p+2
m > u (2.2)
uw—1
Zpét k Ramseyho ¢lanku. Ramsey v ném tesi Entscheidungsproblem, ktery
popisuje jako: ,problem of finding a reqular procedure to determine the truth or
falsity of any given logical formula “[15]. Ramsey se v ¢lanku snazi zlepsit vysledek
Bernayse a Schofinkela a ptichézi s tim, ze pro formule tvaru

Eleaxlv'"7xmvy07y1a"'7yn(p (anxla'"anay()?yh'"ayn))

kde formule ¢ neobsahuje zadné kvantifikatory, takova procedura (algoritmus)
existuje. Véta B je v ¢lanku jako pouhé lemma. Na tomto misté neni prostor
presné rozebrat, na co je véta v ¢lanku potreba. Uvedeme pouze, ze Ramsey ji
pouzije na to, ze od universa s urcitym poctem prvkia musi uz néco platit.

V tomto odstavci uvedeme nékteré dalsi zajimavosti, které se tykaji élanku
On a Problem of Formal Logic, které jsou zalozeny na zdroji [3]. Ukazalo se,
ze odpoved na FEntscheidungsproblem je negativni. Obecné takovou proceduru
najit nelze. Na druhou stranu se da fict, Ze Ramseyho vysledek je nejsilnéjsi
pozitivni vysledek, ktery lze v tomto sméru ziskat. A to v tom smyslu, ze pri
otoceni poradi kvantifikdtorti uz proceduru nenajdeme. Dalsi zajimavosti je, Ze
Ramsey v dikazu prichazi s pojmem idiscernibles. Tento pojem se potom (zfejmé
nezavisle na Ramseym) objevuje v ditkazu Morleyho Véty (dilezité véty z Teorie
model) a Paris-Harringtonovy véty, coz je véta, kterd ukazuje nedokazatelnost
Paris-Harringtonova principu v Peanové aritmetice.

Na zavér kapitoly jesté néco k rokiim, které se uvadéji v literatuie. Casto se
cituje rok 1930, kdy byl ¢lanek vydan. Pokud se mluvi o tom, kdy Ramsey ¢lanek
napsal, nebo o tom, kdy byly véty poprvé dokézany, tak nékteri autori uvadi
rok 1928. Tento rok je uveden na titulni strané ¢lanku jako rok, kdy byl ¢lanek
obdrzen redakci. Pokud jsou uvadéna jina data, nebyly jsme pro né schopni najit
odtvodnéni.

3Pojem Ramseyho funkce bude vysvétlen ve &tvrté kapitole.
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3. Nekonec¢na Ramseyova véta

V této kapitole vyslovime a dokazeme nekonecnou Ramseyovu vétu. Na zavér
kapitoly taky definujeme Sipkovaci notaci, kterou budeme dale pouzivat hlavné
v kapitole 5, kde budeme zkoumat mozné zobecnéni.

3.1 Nekonecna Ramseyova véta

Nekonecnou Ramseyovu vétu uz jsme vlastné vyslovili, kdyz jsme se zabyvali
puvodnim Ramseyho clankem. Nynéjsim cilem je moderni formulace véty a dale
dikaz, ktery jsme v predchozi ¢asti vynechali. Ve formulaci i v dikazu budeme
(volné) postupovat podle knihy [10].

Véta 10. (nekonecnd Ramseyho véta)

Pro kazZdé kladné prirozené cislo n € w, pro jakékoliv kladné cislo r € w,
libovolnou S € [w]* a jakékoliv obarveni 7 : [S|" — r vidy najdeme homogenni
mnoZinu H € [S]*.

Pokud tedy budeme barvit néjaké n-tice nekonecné podmnoziny prirozenych
¢isel kone¢né mnoha barvami, tak najdeme nekone¢nou homogenni mnozinu. Di-
kaz bude proveden indukci podle n.

Diikaz.

Necht je dano kladné r € w a necht je dana mnozina S.

Baze:

Nase béze indukce bude pro n = 2. Necht 7 : [S]> — r je déno. Mame
tedy obarvené dvojice né¢jaké nekonecné podmnoziny S C w a chceme ukazat, ze
existuje nekoneénd H C S takova, ze vSechny dvojice utvorené z prvka H maji
stejnou barvu. Budeme vytvéaret obarveni p, které bude obarvenim prvku (nikoliv
dvojic), a posloupnost ag < a; < ay < as. .., které nakonec budou tvofit mnozinu
H.

Popisme krok v konstrukeci posloupnosti a; pro ¢ € w: Polozime Sy = S a
vezmeme ag = min (Sp). Nadefinujeme obarveni: 75 : Sy \ {ag} — 7 tak, ze
10 (x) = 7 ({ag,z}). Vrcholy tedy dostanou barvu, kterou méla hrana, kterou
byly spojeny s ag. Protoze nekonecné mnoho vrcholt dostalo jednu z konec¢ného
mnozstvi barev, tak podle Dirichletova principu existuje mnozina Hy takova, ze
vSechny vrcholy z Hy maji tu samou barvu, kterou oznac¢ime pgy. Tedy py = 79 ()
pro x € Hy. Polozme S; = Hy a a; = min (S) ...

Tento postup muzeme w-krat opakovat a dostaneme posloupnosti: ag < a; <
ag < az... a py < p1 < pg < ps.... Definujeme mnozinu A = {a, | n € w}
a obarveni p : A — r jako p(a,) = pn. Opét jsme tedy nekoneénou mnozinu
obarvili koneéné mnoha barvami a muzeme pouzit Dirichlettiv princip na to,
abychom nalezli homogenni H C A. Tato mnozina H bude homogenni i pro nase
obarveni m, protoze z definice obarveni zavedenych obarveni mame pro vSechna
newak>nm({an,ar}t) =71 = p(a,).

Indukéni krok:

Necht tvrzeni plati pro n > 2 a dokazujeme pro n 4+ 1. Nechf je 7 obarveni
7 [S]"*" — r. Zkonstruujeme mnoziny A = {a; | i € w}, {S; | i € w}, {m |i €
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w} a{H; | i€ w} takto: So = S, ag = min (S), mo : [S\ {ao}]” — r definované
jako mo (z) = w(x U{ap}) — r. Podle indukéniho predpokladu bude existovat
nekonecnd mnozina Hy homogenni pro m. Déle: S;yv1 = H;, a;41 = min (Si41),
Tiv1 & [Sie1 \{ai1 }" — r definované jako w1 () = 7 (x U {ai1}) a Hiyy je
nekonecna mnozina, ktera je homogenni pro ;..

Uvédomme si, ze mame néjaka obarveni m;, kterd jsou nadefinovana porad
stejné, akorat se ztzuje dom (m;). Podobné jako v bézi ted nadefinujeme obarveni
pro prvky mnoziny A. Necht je p : A — r obarveni definovano jako p (a;) = m; (),
kde x je libovolna n-tice prvka z H;, takze a; dostane tu barvu, ktera svéd¢i pro
homogenitu H;. Muzeme pouzit Dirichlettv princip (indukéni predpoklad) a do-
staneme nekone¢nou mnozinu H, kterd je homogenni pro p. Tato mnozina je
mnozina, kterou jsme hledali, protoze H je homogenni i pro 7 z toho, ze pro libo-
volnou n+ 1-tici prvkia z H: xy < z1 < -+ - < x,, plati p (zg) = m ({21,...,2,}) =
7 ({xo, x1,...,2,}), kde i je krok, ve kterém se a; = xy. Tim je diikaz hotov.

O

Zde si dovolime udélat srovnani Ramseyho a ditkazu uvedeného vyse. Nejdrive
zminime, ze Ramseyuv dikaz je dvojitou indukci, ale druhy dikaz je indukci
pouze pres velikost podmnozin, které barvime. Pro uplnost uvedeme, ze treti
znamy typ ditkazu nekoneéné Ramseyho véty je pres ultraprodukty a je uveden
napiiklad v [9]. Ramseyuv dukaz a dikaz z knihy [I0] ndm pfijdou podobné,
az na malé vyjimky. V Ramseyové ditkazu je dvojitd indukce, coz mu dovoluje
jistou prehlednost, kterd pii prvnim ¢teni dikazu z této kapitoly chybi. Je asi
dobré pripomenout, ze v Ramseyho znéni véty je explicitni zminka o Axiomu
vybéru. Pro nékoho muze byt vyhoda dikazu z této kapitoly ta, ze nerozebirdme
pripady toho, jestli se dokonci néjaka hypoteticka konstrukce. Na druhou stranu
v Ramseyové diikazu neprechazime az k obarveni prvkii.

V diikazu je baze indukce n = 2. Mohli bychom zac¢it u n = 1 a napriklad
Jech v [11] takto postupuje. Ale pouze bychom rekli, ze jde o pfipad nekone¢ného
Dirichletova principu a jsme hotovi. Vybrali jsme jako bazi indukce 2, protoze si
myslime, ze je to jednodussi nez indukéni krok, ale zaroven to nastinuje, co se
v indukénim kroku déje (coz bychom z n = 1 moc nevidéli). Druhym duvodem,
pro¢ jsme se rozhodli postupovat timto zptsobem, je, ze barveni dvojic je spe-
cialni pripad, ktery si lze pro dvé barvy predstavit jako existenci, ¢i neexistenci
hran grafu. Pro vice barev si potom lze predstavit, ze obarvujeme hrany tplného
grafu. Proto se ptripadu, kdy barvime dvojice nékdy rika Ramseyho véta pro grafy
(nékdy se uvazuji navic pouze konecné grafy). Pro iplnost uvedeme presné znéni
Ramseyho véty pro grafy ve ¢tvrté kapitole.

3.2 Sipkovaci notace

V této casti nadefinujeme sipkovaci notaci, ktera je ¢asto pouzivana pro zachy-
cen{ vysledkt o rozkladech réiznych mnozin. Sipkovaci notace je poprvé uvedena
v ¢lanku [5]. Je vice zpisobi, jak danou notaci zadefinovat. My zde uvedeme tii
definice. Nejdiive zvlast pro ordinaly a kardindly a potom si fekneme, jak by sla
definice spojit v jednu, popripadé jesté rozsirit.

Definice 15 (Sipkovaci notace pro ordindly). Necht jsou o, v a B¢ pro vSechna
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¢ < 7y ordinaly a necht je dale r libovolny nenulovy kardindl. Potom vyraz

o — (64)267 (31)

znamend, Ze pro kazdé obarveni 7 : [ — vy, existuji ordindl § < ¢ a mnoZina
H C «a takové, Ze H je homogenni mnozina pro obarveni m a otp (H) = fs.

Definice 16 (Sipkovaci notace pro kardinaly). Necht jsou k, v a A¢ pro vsechna
¢ < v kardindly a necht je dale r libovolny nenulovy kardindl. Potom vyraz

,
K — O‘n)na (3.2)

znamend, Ze pro kazdé obarveni  : [a]” — vy, existuji ordindl 6 < { a mnoZina
H C «a takové, Ze H je homogenni mnozina pro obarveni m a |H| = Xs.

K tomu, abychom nadefinovaly Sipkovaci notaci v obecnéjsi podobé, budeme
potiebovat néjaké definice. Budeme volné postupovat podle knihy [4] a smyslem
definic bude, abychom neméli otp pouze pro dobre usporadané mnoziny, kdy je otp
vzdy roven néjakému ordindalu, ale pro jakékoliv ¢astecné usporadané mnoziny.

Definice 17. Necht jsou (X, <) a (Y, <) cistecné usporddané mnoZiny. Rekneme,
Ze cdstecné usporadané mnoziny (X, <) a (Y, <) jsou podobné, pokud jsou order
isomorphic. Jinak receno, pokud existuje bijekce f : X — Y takovd, Ze

Ve,ye X (z <y« f(x) < f(y)). (3.3)

Definice 18 (Typ usporddani ¢astecné usporadané mnoziny). Typ uspordddni
castecné usporadané mnozZiny (X, <) definujeme jako

otp(X, <) ={(|X|, =) | (| X[, <)je cdstecné usporidand mnoZzina a

3.4
(| X1, <)a(X, <)jsou podobné}. (3.4)

Definice 19 (The ordinary partition symbol, [4]). Viraz
a— (bi)ie; (3.5)

ma smysl, pokud je I libovolnd mnoZina a vsechny ostatni promenné oznacuji
kardinal, nebo typ usporddani castecné uspordadané mnozZiny. Za téchto podminek
vijraz znamend, Ze pro kaZdé obarveni 7 : [A]" — I, kde A je mnoZina druhu a
(tedy velikosti a, nebo typu a, podle toho zda a je kardindl nebo typ uspordddni),
existuji 1 € I a mnozina H C A takové, Ze H je homogenni mnozina pro obarveni
m a H je druhu b;.

Pro tieti definici se musime domluvit, jak budeme znacit ordinaly a kardinaly.

Obvykle se mezi w, wy,ws ... a Vg, Ny, Ny ... déla ten rozdil, ze wy znaci ordinal
spolu s jeho usporadanim €, ale pri znaceni Ny se bere v potaz jen dand mnozina,
bez usporadani.

Ukazuje se, ze, pokud v sipkovaci relaci vystupuji jen ordinély, nebo kardinaly,
tak neni rozdil podstatny. Problém by nastal, pokud bychom povolili i jiné typy
usporadani.
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Pokud mame dany I a r vSechna b; jsou kardindly, nebo ordindly, pak
Na = () (3.6)

plati pro néjaky ordinal o prave tehdy, kdyz plati

wa — (bi) - (3.7)

Pokud bychom ovsem povolili i jiné typy usporadani, tak zac¢ne na tom, co
oznacuje kardinaly, co ordinaly, zalezet. Situaci se pokusime objasnit prikladem
prevzatym z knihy [4]. Necht 7 oznacuje typ usporadani raciondlnich ¢isel. Potom

n— (1,%0)?, (3.8)

ale

07 (n,w)". (3.9)

Déle v praci budeme pouzivat tieti definici.

Pokud by se na pravé strané v exponentu objevil misto kardinalu v vyraz
tvaru < v (< ) pro néjaky kardinal v tak tomu rozumime, Ze se barvi mnozina
[A]™" ([A]S7). V§znam [A]=7 i [A]” je uveden v prvn{ kapitole.

Notaci budeme pouzivat, az se budeme zabyvat moznymi zptsoby, jak zo-
becnit Ramseyho véty. Zavedli jsme ji ale uz ted, protoze v dalsi kapitole nam
poslouzi ke komentari toho, co je vlastné konecna Ramseyho véta a pomoci ni
definujeme Ramseyho funkci a Ramseyova ¢isla.

3.3 Grafy a Sipkovaci notace

V této podkapitole se podivame na souvislost mezi nami zavedenou Sipokovaci
notaci a grafy. Tato interpretace je dobra hlavné v pripadech, kdy se snazime najit
protiptiklad na néjakou relaci.

Necht mame obarveni 7 : [k]> — A. Potom si miizeme predstavit, Ze barvime
hrany tplného grafu o x vrcholech A barvami a nalézt homogenni podmnozinu
znamena nalézt Uplny podgraf takovy, ze vsechny jeho hrany budou obarveny
stejnou barvou.

Pokud navic barvime pouze dvéma barvama, tak to mizeme brat tak, ze pro
libovolny (ne nutné tplny graf) graf o £ vrcholech hledame kliku, nebo nezavislou
mnozinu.

Je mozné pouzit grafy rovnou v definici Sipkovaci notace. Tento zpiisob je
ovsem dobry pouze v pripadé, ze barvime dvojice. Pro vysi ké-tice bychom byli
nuceni zavést hypergrafy a opét ztratime moznost si dané problémy predstavit
jednoduse.

3.4 Rozlicné poznamky k Sipkovaci notaci.

V této casti uvedeme dalsi fakta ohledné Sipkovaci notace. Pijde pouze o
poznamky bez dikazu.

14



1. Uz jsme se zminili o tom, ze Sipkovaci notace byla poprvé nadefinovana v
¢lanku [5]. Tento ¢lanek napsali Richard Rado a Paul Erdés. Presto se v [I)]
pise, ze sipkovaci notaci vymyslel Rado. Bohuzel se ndm nepodarilo ovérit,
jestli lze autorstvi pripsat pravé/pouze jemu.

2. Co se tyce terminologie, tak pokud mame relaci £ — (ay);.;, pak mizeme

rikat, ze K éipkujeF_-] ... Dale se k nazyva zdrojﬂ a potom mame cﬂE] a do-
mluvme se, ze jako cil mizeme oznacit celou zavorku za Sipkou, nebo pouze
néjaky jeji ¢len. Vyznam by mél byt vzdy jasny z kontextu.

3. Platnost partition relation se nezméni, pokud budeme zménime poradi, ve
kterém jsou uvedeny cile.

4. Pokud chceme vyjadrit negaci relace, pak to udélame obvyklym zptisobem,
relaci preskrtneme (). Pokud dokazujeme negaci Sipkovaci relace, tak
vlastné hledame protiptiklad. Z toho, co bylo uvedeno v predchozi podkapi-
tole, vyplyva, ze si protipriklad mizeme za urcitych predpokladi predstavit
jako konkrétni obarveni hran tplného grafu.

5. Pokud jsou v vSechny cile stejné, tak danou relaci nazyvame vyvazenou]
z v/ v v T v /7 v/ Voo
V takovém piipadé piSeme pouze k — (a);. V opacném piipadé je relace
nevyvazena.

6. Misto indexovaci mnoziny I miuzeme také uvazovat néjaky kardinal. Plat-
nost relace se totiz nezméni, pokud nahradime I mnozinou se stejnou mo-
hutnosti.

3.5 Zakladni vlastnosti Sipkovaci notace.

V této sekci uvedeme nékteré vlastnosti sipkovaci notace. Vlastnosti sipkovaci
notace je vice a lze je najit v prislusné literature. Na tomto misté uvedeme pouze
ty, které budeme dale potiebovat.

Fakt 11. Necht jsou dany kardindl k, indexovaci mnoZina I, cislo r a necht je
pro kaZdé i o; kardindl, nebo ordindl. Pro vSechna kardindlni cisla A > k pak
plati:

Jestlize k — (o),

potom X —= ()i,
Fakt 12. Necht jsou ddiny kardindl k, indexovaci mnozina I, c¢islo r a necht jsou
pro kazdé i o 1 B kardindly, nebo ordindly takové, Ze oy < B;. Pak plati:

Jestlize K /> (a;);c;, potom & 4 (Bi)ie;-

Véty slouzi k odvozeni novych relaci, pokud vime, ze uz néjaké relace plati.
Kdyz budeme v paté kapitole zkoumat zobecnéni Ramseyovych vét, tak budeme
znalost téchto vysledki predpoklddat, ale nebudeme je explicitné zminovat. Na-
priklad relace dokazanda pro w plati i tehdy, pokud bude jako zdroj wy.

17 anglického arrows.
2 Anglicky resource.
37 anglického goal.
47 anlického balanced.
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4. Konecna Ramseyova véta

V této kapitole dokadzeme Konecnou Ramseyho vétu, definujeme Ramseyho
funkci, ukazeme jeden klasiky ohad Rmaseyho funkce a ukazeme par hodnot
Ramseyho funkce.

4.1 Konecna Ramseyova véta

Véta 13. (Konecnd Ramseyho véta) Pro vsechna kladnd m,n,r € w takovd, Ze
n < m, eristuje N € w takové, Ze N > m pro jakékoliv obarveni m : [N]" — r
vZdy najdeme mnoZinu H € [N]™, kterd je homogenni pro .

Diikaz. Dtikaz bude sporem. Zkonstruujeme obarveni, které by bylo ve sporu s
Nekonec¢nou Ramseyho vétou.

Necht tedy Koneéna Ramseyho véta neplati, takze mame m, n, r, n < m
takové, Ze pro vechna N € w, N > m existuje obarven{ my : [N]" — r takové, ze
z4dnd H € [N]™ nenf homogenni. Zkonstruujeme obarveni 7 : [w]" — r takové, Ze
zadna nekoneéna mnozina M C w neni homogenni, coz by byl spor s Nekonec¢nou
Ramseyho vétou. Toto obarveni zkostruujeme pomoci Konigova lemmatu, takze
budeme pottebovat nekonecny, konecéné se vétvici strom.

Kofen stromu bude ) a ostatni vrcholy stromu budou obarveni 7y : [N]" — r
pro N > m takovd, Ze neexistuje H € [N]™ homogenn{ pro 7. Hrany budou v
grafu budou realizovdny takto: Existuje hrana mezi () a vSemi 7,,. Déle existuje
hrana mezi 7, a m,., pokud je s < r, m, je rozsiteni 7,. Toto je nas strom.

Abychom mohli pouzit Koénigova lemma, musime odivodnit, ze mame ne-
konecny, konecéné se vétvici strom. Mame nekonecny strom, protoze pro kazdé
Ngegm budeme mit podle predpokladu (ktery chceme nakonec dovést ke sporu)
aspon jedno 7y. Na nultém levelu stromu mame koten. V kapitole 1 jsme tekli, ze
n-prvkovych podmnozin N-prvkové mnoziny je (J:) Takze pro néjaké N mame

maximélng r(») prvki stromu, které jsou obarveni wy. Kazdé 7y ma jen konecné
mnoho rozsireni, kterd jsou tvaru myy(protoze funkei tvaru 7N + 1 je koneéné,
tak i téch, kterd jsou rozsiteni, bude konecné). Na zavér je dobré si uvédomit, ze
pokud mame my, tak pouhou restrikci obarveni na n-tice vytvorené z N — 1 do-
stavame my_; takové, ze my je rozsiteni wy_1. Tim jsme tedy dokazali, Ze médme
nekonecny, konecné se vétvici strom.

Konigovo lemma aplikované na nas strom nam dava nekonecnou vétév. Mame
tedy nekonec¢nou podmnozinu I € w takovou, ze nase vétev obsahuje pro kazdé
1 € I prave jednu funkci tvaru m;. Potom by

Um
€W
byla definice obarveni n-prvkovych podmnozin nekonec¢né mnoziny r barvami,
které neméa zadnou m-prvkovou homogenni podmnozinu. Tedy nema ani neko-
ne¢nou homogenni podmnozinu, coz by byl spor s Nekone¢nou Ramseyho vétou.
TakZe musi existovat N, pro které jsou vSechna obarveni my : [N]" — r takovd,
ze pro né existuje homogenni H € [N]|™. Tim je dukaz dokoncen.
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]

Tim jsme z Nekonecné Ramseyho véty dokazaly Konecnou Ramseyho vétu.
Tento dikaz nebyva nékdy povazovan za dobry, protoze vime, ze existuje néjaké
N, ale z diikazu samotného nemame zadné meze na dané N. Néjaké meze budou
uvedeny nize a pro piimy dikaz odkazujeme ¢tendte na knihu [7].

Déle musime okomentovat, co jsme dokdzali. V zapisu pomoci Sipkovaci no-
tace mame, ze Vm,n,r 3N N — (m)". Za Ramseyho vétu bychom ovSem mohli
povazovat i jiné tvrzeni

Véta 14. Pro vsechna kladnd r, k a kladnd n.,...,n, existuje m takové, Ze
m— (ny,...,n,)". (4.1)

Rozdil je samozrejmé v tom, ze jedna formulace je balanced partition a druha
unbalanced.

V minulé kapitole jsme pri komentovani dikazu Nekoneéné Ramseyho véty
uvedly, Ze baze indukce muze predstavovat verzi pro grafy. Ted uvedeme plné
znéni (Konec¢né) Ramseyho véty pro grafy podle knihy [13].
k+l—2)

k—1
vrcholi. Potom w (G) > k nebo a (G) > 1, kde w (G) znaci mazimdlni pocet vr-
choli tplného podgrafu G a o (G) znaci mazimdlni pocet vrcholi nezdvislé mno-
Ziny vrchold G.

Véta 15 (Ramseyova véta pro grafy). Necht je G graf, ktery md alesporn (

4.2 Ramseyho funkce a jeji vlastnosti

V minulé kapitole jsme definovali Sipkovaci notaci. Zde pomoci ni nadefinu-
jeme Ramseyho funkci a uvedeme si néjaké jeji meze a vlastnoti.

Definice 20 (Ramseyho funkce). Necht a, ¢, by, b, ..., b. ar jsou prirozend cisla
a necht plati

a — (bg,bl,...,bc)T (42)

Potom
R, (b, b1,...,b.) =a (4.3)

plati pravé tehdy, kdyz je a nejmensi prirozené cislo takové, Ze pro néj plati[4.3
Vijraz tvaru

R, (bo, b, ..., b.) (4.4)

potom nazjvame Ramseyho funkci a a je Ramseyho ¢islo (pro dané argumenty
Ramseyho funkce).

Pokud se u R explicitné neuvede dolni index, tak se tim mysli r = 2.

Ramseyho ¢islim R (a,a) pro néjaké a se ik diagonalni Ramseyho ¢isla.

Vsechny vlastnosti Ramseyho funkce uvedeme bez dikazi.

Prvni vlastnosti je symetrie. Tedy pro vSechna a,b plati R (a,b) = R (b,a).
Déle pro vSechna b plati R (2,b) = b a pro vsechna a plati R (a,1) = 1.
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Posledni vlastnosti, kterou zde uvedeme, je zdkladni horni mez, kterou do-
kazali Erdds a Szekeres v roce 1935 v clanku [6], A combinatorial problem in
geometry.

Véta 16. Pro vsechna kladnd prirozend ¢isla s, t plati: R (s,t) < (iﬁf)

Diikaz.
Dtikaz zde uveden nebude, ale fekneme alespon, ze je zalozen na fatku, ze pro
vSechna kladna prirozena c¢isla s, t plati:

R(s,t) < R(s,t—1)4+ R(s—1,1). (4.5)

4.3 Mala Ramseyova cisla

Mal4d Ramseyho ¢isla jsou hodnoty Ramseyho funkce, u kterych mame ambici
na to, ze bychom je jednou mohli presné znat. Nejde tedy o zadnou ostrou définici.
Oproti tomu se pro velka ¢isla Ramseyova funkce zkouma asymptoticky. Pak nejde
o nalezeni presné hodnoty, ale o urceni horni a dolni meze. Nékdy se Ramseyova
¢isla omezuji pouze na barveni dvéma barvama.

Uvedeme vSechna zndmé netrividlni Ramseyova ¢isla R (a,b) proa < 10ab <
10: R(3,3) =6, R(3,4) =9, R(3,5) =14, R(3,6) =18, R(3,7) = 23, R(3,8)
28, R(3,9) = 36, R(4,4) = 18, R(4,5) = 25. Timto kratkym seznamem jsme
jen chtéli demostrovat, ze zjistit presné hodnoty Ramseyho funkce je obtizny
problém a je casté, ze se k novym vysledkum v této oblasti dostaneme dikazem
pomoci pocitace. Toto nejsou vSechna zndma ¢isla, a to dokonce ani pro obarveni
dvéma barvama. Je tfeba znamo, ze R (10,15) = 1313. Dobrym zdrojem pro
prehled vysledki z této oblasti je [14]. Barveni dvéma barvama je nejvice znamo.
Uvédme alespon jeden jiny vysledek: Je znamo, ze R (3,3,3) = 17.
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5. Mozna zobecnéni

V této kapitole uvedeme nejdiive obecné véty, které pak pouzijeme pro zis-
kani relaci, kde je jako zdroj w, wy, we, nebo N,. Zkoumame mozna zobecnéni
Ramseyovych vét. Proto se ve vysledcich omezime na relace, které maji alespon
jeden z cilt stejny jako zdroj.

Véta 17 (Erdés-Dushnik-Miller, [? |). Pro vsechny nekonecné kardindly k plati:
k= (k,w)’.

Tato véta byla dokédzana v ¢lanku [? ]. Cldnek napsali Dushnik a Miller, ale
v poznamce pod carou dékuji Erdosovi za napad, jak dokazat danou relaci i pro
singularni kardinaly. Odtud tedy nazev Erdds-Dushnik-Millerova véta. V dikazu
budeme postupovat podle knihy [4].

Diikaz.
Necht je ddn nekonecny kardindl s a funkce (obarveni) c : [H]Q — 2. A pro
prehlednost fekneme, Ze 0 je ¢ervend a 1 modra. Pro z € k nadefinujeme

B(z) ={y e —{a} [ f ({z,y}) = 1}, (5.1)

B(z) je tedy mnozina bod, které jsou s x spojeny modrou barvou.
Ted dokazeme lemma, které budeme dale potirebovat:

Lemma 18. KdyZ k nemd nekonecnou modrou homogenni podmnozinu, pak exis-
tuje X C k takovd, Ze |X| =k a pro kazdé x € X plati |B (z) N X| < k.

Diikaz. Budeme dokazovat obménnou. Necht tedy zavér neplati a chceme najit
nekonec¢nou modrou homogenni podmnozinu. Rekurzi nadefinujeme posloupnosti
rn a X, pro n € w. Polozme X, = k. Dale predpokladejme, ze X, uz byla
nadefinovand a plati, ze |X,,|. Nadefinujeme z,, € X,, tak, aby |B (z,,) N X,,| = k.
A nakonec X,, 11 = B (z,)NX,. Tim jsme dostali nekone¢nou modrou homogenni
mnozinu {z; | i € w}. Je to modrd homogenni mnozina z toho divodu, ze pro
kazdé n < m < w plati z,, € X,,+1 C B(x,), takze je hrana {z,, x,,} modra.

O
Ted pokracujeme v ditkazu véty a rozlisime 2 pripady.

o Pokud je k regularni, tak predpokladejme, Ze neexistuje ¢ervena homogenni
mnozina velikosti k. Chceme najit nekoneé¢nou modrou homogenni mnozinu.
Opét budeme dokazovat obménnou. Ukazeme, ze neplati zavér lemmatu
vyse, z toho usoudime, ze nebude platit ani predpoklad a tim dostaneme
hledanou nekonec¢nou modrou homogenni mnozinu.

Necht je X C k a |X| = k. R C X budeme chapat jako maximéalni ¢ervenou
homogenni podmnozinu k. Z predpokladu mame, Ze |R| < k. Z toho, ze R
je maximalni dostavame, ze Vo € X — R existuje y € R takova, ze {x,y} je
modra. Takze

X-RC |y BynX). (5.2)

yeER
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Protoze se zabyvame regularnim « a |R| < |X| C &, pak musi pro néjaké
y € R platit
|B (y) N X| = k. (5.3)

Tim jsme dokazali negaci lemmatu, takze mame homogenni mnozinu.

Necht neexistuje nekoneéna modra homogenni mnozina a hledame ¢ervenou
homogenni mnozinu velikosti k. Aplikujeme lemma a dostavame, Ze existuje
X C k takova, ze |X| = k a pro kazdé x € X plati

|B (z) N X| < k. (5.4)

Necht I = (ky | A < ¢f (k)) je rostouci posloupnost reguldrnich kardindla
konvergujicich ke k a pro kazdé k) necht plati |ky| > ¢f (k). A necht X,
A < ¢f (k) jsou po dvou disjunktni podmnoziny X takové, ze |X,| = k..
Pro reguldrni kardinaly uz mame dokazéno k — (k, w)z. To ted pouzijeme,
abychom pro kazdou mnozinu X ziskali ¢ervenou homogenni mnozinu R,
|R)| = k. Protoze plati vztah 5.4 a I konverguje ke x, pak taky pro kazdé
R)\Z

Ry= |J {z€R\||(B)NX)| <k} (5.5)
a€ccf(k)
Protoze kazdé k, je regularni a vétsi nez cf (k), tak pro kazdé R, musi
existovat 8 € cf (k) takové, ze
{z e Bx|[(B(x)NX)[ < rp} = k. (5.6)

Polozme = h) a

Zy={z € Ry||(B(x)NX)|< ks}. (5.7)

Podivejme se na nasi situaci. Mame néjakou posloupnost k). Ke kazdému
¢lenu této posloupnosti jsme priradili néjakou ¢ervenou homogenni mnozinu
Ry a k ni jsme déle priradili jednak h) a navic jesté Z, C R,.

Ted méjme ostfe rostouci posloupnost ordindli (ag | £ < ¢f (k)) takovou, ze
pro kazdé n a &, n < &, plati h (o) < a¢ < ¢f (k). Pro vSechna n < cf (k)
polozme

Se = Zoe =\ {B(x) |z € | Za,}- (5.8)

n<§

Pak plati, ze |S¢| = Kq, a dostavdme Cervenou homogenni mnozinu velikosti
K

S=JS. (5.9)
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Tim je diikkaz dokoncen.

[]

Ukazuje se, Ze pro nespocetné regularni kardindly jsme schopni dostat silnéjsi
vysledek:

Véta 19 (Theorem 11.3., [4]). Pro kazdy reguldrni kardindl k > w plati:
k= (k,w—+1)7

V dikazu budeme postupovat podle knihy [4]

Diikaz.

Necht je dan nespocetny kardindl x a obarveni 7 : [5]2 — 2. Domluvme se, ze
0 je ¢ervend a 1 modra barva a predpokladejme, Ze neexistuje ¢ervena podmno-
zina velikosti k. Chceme tedy najit modrou w + 1. Nejprve indukei nadefinujeme
strom (T, <) vysky w tak, Ze kazdy prvek stromu je néjakd maximalni ¢ervend
homogenni mnozina ve smyslu inkluze. Pro kazdé X € T nadefinujeme také
mnozinu S (X), ze které vybirdme ¢ervené homogenni podmnoziny, které budou
bezprostredni naslednici X v T'.

Nyni k definici stromu (7', <): Strom budem mit jediny kofen a bude to libo-
volnd maximalni ¢ervend homogenni mnozina pro obarveni 7. Nazvéme ji X, a
polozme S (X)) = k. Ted predpokladejme, Ze i-t4 hladina stromu je nadefinovana
a pro kazdy prvek T [i] je nadefinovand mnozina S. Zkonstruujeme T'[i + 1].

Pro kazdou R, € T [n] nadefinujeme mnozinu ims (X), kterd bude obsaho-
vat bezprostredni nasledniky X ve stromu 7'. A navic pro kazdé Y € ims (X)
nadefinujeme S (V). Pro kazdé £ € X poloz:

Se (X) = B(§) N (S (X) — (sup X + 1)), (5.10)
kde mnozina B(§) ma stejnou definici jako v predeslém dikazu (5.1). Jako X,

oznacime libovolnou maximalni ¢ervenou homogenni podmnozinu mnoziny:

Se(X)=S—- U S(X). (5.11)

n<gmneX

Mnozinu ims (X) definujeme nasledovné:
ims (X) = {X¢ | € € X&S; # 0}. (5.12)
Poznamenejme, Ze Sé # () implikuje X¢ # 0. Pro kazdé X poloz

S (Xe) = Se (X). (5.13)

Protoze X byl libovolny prvek T'[n], tak jsme nyni dokon¢ili definici hladiny
T [n+1].
Strom 7" je definovan jako:

T=JTn. (5.14)

new

V definici stromu nam to, ze Sé (X) jsou po dvou disjunktni, zajistuje, ze
pro ¢ € X budou mnoziny X, také po dvou disjunktni. Tento fakt spolu se
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vztahem [5.10| zabranuje tomu, abychom na riznych mistech ptidali do stromu
stejné mnoziny.
Ted chceme ukazat, ze strom bude mit nekonecnou vétev H takovou, ze

N{S(X)| X € H} #0. (5.15)

Protoze X je né&jakd maximéalni ¢ervend homogenni podmnozina S (X), tak
pro libovolné X € T plati:

S(X)—(supX +1)= [ S (X). (5.16)
£ex

Protoze predpokladame, ze k nema zadnou ¢ervenou homogenni podmnozinu
velikosti x, pak pro libovolné X € T také plati

SIX| < k. (5.17)
Z regularity s a vztaht [5.11], [5.12] a [5.13] plyne:

1S(X)—U{S(Y) | Y €ims(X)} <. (5.18)
Z a[5.12 plyne, Ze pro kazdé X € T je
lims (X) | < k. (5.19)

A 7z toho indukci podle n dostavame pro kazdé n € w:

T [n]| < k. (5.20)
7 regularity x a vztahu plyne, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati:

k= {S(X) | X € Tnl}| < k. (5.21)

Necht H znadi libovolnou vétev ve stromu 7' (ne nutné nekoneénou). Pak pro
H poloz

SH)=({SX)| X eH} (5.22)
Chceme dokazat, ze
N US(X) | X eTn] C}, (5.23)

kde sjednoceni na pravé strané prochazi pres vsechny vétve T. Nam staci
dokézat ve vztahu [5.23| neostrou inkluzi. Ve skutecnosti ale plati pro tento vztah
rovnost.

Pokud £ patfi do mnoziny na levé strané, pak je

H={XeT|{ecS(X)} (5.24)

takova vétev, ze £ € S (H). Tim jsme ukdzali a vracime se k dikazu m

Vztah dokézeme sporem. Pokud takova vétev neexistuje, pak pro vSechny
nekonecéné vétve H plati, ze S (H) = 0. V takovém pifpadé mame z[5.23 a diky
tomu, zZe leva strana [5.23| méa podle [5.21] velikost «:

US(H) | =&, (5.25)
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kde sjednoceni na levé strané prochézi vsechny kone¢né vétve H . ProtoZe mé
strom 7" vysku w a pro kazdou hladinu plati vztah [5.20] tak ma 7" méné nez «
koneénych vétvi. Z toho plyne, ze existuje konetnd vétev H' takova, ze |S(H')| =
#. Necht je M = max H vzhledem k uspoifddani <. Pak overlineS(H') = S(M)
a z toho plyne, ze |S(M)| = k. Z dostaneme, ze pro M musi existovat
ve stromu T néjaky bezprostredni naslednik. Ale to je spor, protoze vétev je
definovand jako maximalni linearné usporadand podmnozina stromu. Vztah
je tedy dokazany.

Necht je H = {X" | n € w} néjakd nekoneénd vétev, pro kterou plati [5.15)
a to, ze pro kazdou hladinu n stromu 7" X™ € T [n|. Definuj &, € X" pomoci

vyrazu (viz [5.12)):

X" =Xp (5.26)

a necht je &, libovolny prvek mnoziny

S(H)=]S5&X" (5.27)
new
Mnozina {&, | @« < w} je modra homogenni mnoZina typu w + 1.
[

Ted budeme chtit dokézat vétu, ktera nam tika, ze za urcitych predpokladi
lze v predchozi vété zvysit w + 1 na w + 2

Véta byla dokadzana v Hajnalové clanku Some results and problems on set
theory ([8]) z roku 1960 a podle néj povedeme i dikaz.

Nejtive budeme potfebovat nékolik definici a jedno lemma, které uvedeme
jako fakt.

Definice 21 (MnoZinové zobrazeni). Necht je ddna mnoZina S. Rekneme, Ze
funkce f definovand na mnoziné S tak, Ze pro kazZdé x € S je f (x) podmnozina
S takovd, zZe x & f(x), se nazijvd mnoZinové zobrazeni (na S).

Definice 22. Necht je dina mnozina S a funkce f (x), kterd je mnoZinové zob-
razeni na S. Rekneme, Ze mnozina S° C S je woln vzhledem k f (z), pokud pro
kazdé x € S' a kazdé y € S plati

r#y—y g flr)&x g f(y).

Fakt 20. Necht je dan ordindal o takovy, Ze N, je reqularni kardinal, a mnoZina
S takovd, Ze |S| = Noq1. Pak lze na S nadefinovat mnozinové zobrazeni f tak, Ze
plati:

1. Pro kazdé x € S je |f (z)| = R,.
2. Pro kazdé x,y € S plati:

r#y—|f(@)Nfy)]| <N,

'Hajnal ve svém ¢lanku udava jak vyraz free, tak independent.
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3. Pro kaZdou S C S wvolnou vzhledem k f (x) plati:

15" < a1
Véta 21 (Hajnal, [8]). Pro kaZdy ordindl o takovy, Ze R, je requldrni plati:
ZFC 4 GCH F war1 7 (Was1,wa +2)%.

Diikaz.

Necht je dano a takové, ze N, je regularni a hledame protiptiklad.

Necht je ddna dobte usporadand mnozina S takova, ze |S| = W,y1. Necht je
f (z) mnozinové zobrazeni na S, ktery spliiuje body lemmatu

Obarveni 7 : [5]2 — 2 definujeme pro {y,z}, kde y < z, jako 7 ({y,z}) =0
pravé tehdy, kdyz plati, ze y € f (z) a 7 ({y,x}) = 1 prave tehdy, kdyz y & f (z).
Pro prehlednost oznac¢ime 0 jako modrou a 1 jako ¢ervenou.

Ted odiivodnime, pro¢ neexistuje zadna pozadovand homogenni mnozina.
Modra homogenni mnozina typu w, + 2 neexistuje. Mnozina w, + 2 ma cast
W a prvky a a b s tim, ze w, ¢ast je pod a i b a bez ijmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze a < b. Kdyby byla modra homogenni mnozina typu w, + 2,
tak by potom |f (a) N f (b) | = wa a to je ve sporu s druhym bodem predchoziho
lemmatu.

Cervend homogenni mnozina |H| = w,4; také neexistuje. Prvky této mnoziny
tvori nezavislou mnozinu v w,y1 vzhledem k mnozinovému zobrazeni f. A tedy
podle bodu tii predchoziho lemmatu musi platit: |H| < wq41.

O

U predchozi véty jsme neuvedli, kde se vysledek v Hajnalové ¢lanku nachazi.
Ve skutecnosti bychom dukaz této relace hledali v ¢lanku [§] jenom marné. Hajnal
relaci dokazal pro pripad a = 0 a do poznamky pod ¢arou poznamenal, Ze by
se tato relace dala velmi podobné dokazat i v obecnéjsi formulaci, kterou jsme
zvolili jako znéni véty 21]

Na tomto misté dokazeme relaci:

Véta 22. Pro kazZdy ordindl o takovy, Ze N, je requldrni plati:

ZFC + GOH F wai1 — (Wast,wa + 1)%.

V dikaze této véty pouzijeme Fodorovo lemma pro podmnoziny, které jsme
dokézali v prvni kapitole. V knize [I1] ma Jech jako cviceni dokazat relaci wy —
(wy,w + 1)2 s pouzitim Fodorova lemmatu. Pred dikazem jesté poznamenejme,
ze na dukaz w; — (wy,w + 1)2 GCH nepotrebujeme, coz je vidét také ze znéni

vety [19)

Diikaz. Necht je dano o takové, ze R, je regularni. Domluvme se, ze 0 je ¢ervena
a 1 je modré a necht je ddno obarveniz : [wai]” — 2.

Pro kazdy ordindl 8 < w,41 budeme Rj chapat jako néjakou (né&jakou, protoze
takovych mnozin muze byt pod [ vic) maximalni podmnozinu « takovou, ze
[R5 U {B}]? je Gervend, tedy 7" [Rs U {8}]* = {0}. Ted mohou nastat dvé situace:

1. Pokud pro néjaké f plati, ze |Rg| > N,, pak libovolnou mnozinu R C Rg
takovou, ze |R| = Ng, je RU {8} homogenni mnozina typu wy4+1 + 1.
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2. Pokud je pro vSechny § mnozina Rj takova, Ze |Rg| < w,, pak nadefinujeme
funkei f 1 War1 — [War1] " tak, ze kazdému 8 < waiphar1 pritadi libovolné
Rg. Pro kazdé g plati Rz C 8 (diky definici Rg) a splnili jsme tedy pred-
poklady, abychom mohli pouzit Fodorovo lemma pro podmnoziny. To nam
da stacionarni podmnozinu S C w,1 takovou, ze pro néjaky ordinal § plati
f"”S = Rs. Mnozina S je modra homogenni mnozina, protoze kdyby ne-
byla, pak existuji y; € S a 5 € S takové, ze f ({71,72}) = 0. Bez Gjmy na
obecnosti mtizeme predpokladat, ze 7, > 7,. Pak jsme ale ve sporu s tim,
ze Rs je maximélni cervend podmnozina pro 7;. Ze stacionarity S plyne, ze
|S| = war1. Mame tedy S, wye1 modrou homogenni podmnozinu.

V obou pripadech jsme tedy dostaly pozadovanou homogenni mnozinu.
]

Na zavér této podkapitoly uvedeme vétu, ktera tikda, ze v Sipkovaci notaci
nema moc velky vyznam uvazovat nekoneény exponent. Ve treti kapitole jsme
pri definici pouzili pro exponent pismeno r jako pro koneény kardinal. Tim jsme
predjimaly nésledujici vysledek:

Véta 23. Pro kazdy kardindl k plati: k /> (w)s;.

Diikaz.

Pokud je s kone¢ny kardindl, tak [s]” = . Potom jisté zddnd homogenni
mnozina neexistuje.

Méjme tedy dan nekoneény kardinal x a snazime se najit protiptiklad. Necht je
([k]*, <) dobré usporadéni mnoziny [k]”. Dale zminime vlastnost, kterou budeme
dale pottebovat. Pro kazdé a € [k]* méme b € [a] — b € [w]”. Toto vlastné
rika, ze kdyz mame Y, nekone¢nou podmnozinu mnoziny X a Z bude nekonec¢na
podmnozina Y, potom je Z také nekonecna podmnozina X.

Nyni nadefinujeme obarveni 7 : [k]* — 2 tak, ze m (a) = 0 pravé tehdy, kdyz
Vb € [a]” — {a} plati a < b.

Ted sporem dokazeme, ze pro dané obarveni neexistuje nekonecna homogenni
mnozina. Pro spor tedy predpoklddejme, Ze existuje homogenni podmnozina H,
|H| = w. Ozna¢me m = min (([H]”, <)). Podle toho, ze < je dobré usporddani,
tak takové m musi existovat. Dale musi platit, ze 7 (m) = 0.

Ted vytvorime nekonec¢nou posloupnost vlastnich podmnozin H, kde kazda
podmnozina bude sama nekonecna. Mohli bychom vzit jakoukoliv, ale ukazme
si, ze takovou vzdy dostaneme. Kdyz mame |H| = w, pak urcité existuje bijekce
b: H — w. Ted nadefinujeme podmnoziny: X,, = {x € H | b(z) = 2j +1V
(b(x) =20 & I < n)}. Mame tedy posloupnost Xo C X; C Xy C -+ C H. Vlast-
nost, kterou jsme zminovali na zacdtku dikazu ndm ted davd, ze X,, € [X,|* — X,
plati pro vSechny dvojice m,n, m < n.

Uz vime, Ze je aspon jedna podmnozina H, kterd dostane 0 (m). Aby tedy byla
H homogenni, tak musi pro kazdé n platit 7 (X,) = 0. Potom ovsem z definice
obarveni 7 dostavame nekonec¢nou klesajici posloupnost --- < Xy < X7 < Xj.
Tato posloupnost pak nemé minimalni prvek a to je spor s tim, ze < je dobré
usporadani. Pro dané obarveni tedy nekonec¢nd homogenni podmnozina neexis-
tuje.

]
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5.1 Situace na w

, . . , . 2

Na w tedy mame nekonecnou Ramseyovu vétu. Déle na w plati w — (w, @)
pro ordinal o mensi nez uﬂ Déle pak plati nasledujici véta, ktera rika, ze nemu-
zeme zvednout pocet barev na nekonecno.

Véta 24. w A (3)2.

Diikaz.

Nadefinujeme obarveni 7 : [w]2 — w tak, Ze pro vsSechna pfirozena cisla
a,b € w je m(a,b) = max (a,b). Mé&me tii prirozend Cisla a,b,c. Bez ijmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze a < b < c. Potom plati, ze 7 (a,b) = b,
7 (a,c¢) = c a 7 (b,c) = c. Zadna homogenni mnozina velikosti tii (trojihelnik)
tedy pro toto obarveni neexistuje.

m

Vysledek z predchozi sekce nam tika, ze nemizeme obarvovat nekonec¢natice:

Véta 25. w 4 (w);.

Drikaz.
Dusledek véty 23]

A dokonce ani konec¢natice:

Véta 26. w /A (w);”.

Diikaz.

Kazdou konecnatici miizeme chapat jako ostie rostouci konec¢nou posloupnost
prirozenych cisel.

Chceme opét najit néjaky protipriklad. Definujme tedy obarveni 7 : [w]~* —
2 tak, ze 7 (ky,...,k,) = 1 pravé tehdy, kdyz je k; < n. Takze pro ilustraci
7 (3,4,5,6) = 1, protoze 3 < 4, ale 7 (3,4) = 0.

Pro spor ted predpokladejme, Ze existuje homogenni mnozina H, |H| = w.
Ukazeme, zZe takovd mnozina neni homogenni tim, ze sestrojime dvé jeji konecné
podmnoziny, které musi dostat jinou barvu.

Polozme min (H) = m. Mnozina H je nekoneénd podmnozina w, takze je
zhora neomezend. Fixujme nyni néjaké k € H, k > m. Takové k z divodu ne-
omezenosti mnoziny H vzdy najdeme. Podle definice musi tedy vsSechny ka-tice
zacinajici m dostat 1. Ted fixujeme néjaky prvek nad k, naptiklad [ € H, [ > k.
Sestrojime ké-tici, ktera dostane 0. K tomuto ucelu vezmeme k& — 1 libolovnych
ruznych prvki mnoziny H, které jsou nad [ (zase je vzdy najdeme kvuli neome-
zenosti H zhora). Ozna¢me je, sefazené od nejmensiho, jako v, ..., yx_1. Potom
plati, Ze w (I, y1,...,yr_1) = 0, protoze je to ké-tice zac¢inajici [ a [ > k.

Ukézali jsme tedy, ze 7 neni konstantni na [H ]k pro pevné k. Tim spiSe neni
konstantn{ na [H]~.

]<w

]

2Mohli bychom uvést pro piirozené a, ale chceme polozit dfiraz na podobnost s vysledkem

B2
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5.2 Situace na w;

Na w; nejdrive uvedeme vysledek Sierpinského. Pivodné byl publikovany v
¢lanku [17], ale uvedeme zde moderni znéni v interpretaci pro Partition Calculus.
Puvodni znéni s anglickym prekladem lze najit v [12].

Véta 27. w; A (w1)5.

Diikaz. Necht je (R, <) dobré usporddéani realnych ¢isel. Vezmeme libovolnou
prostou funkci f : w; — R a nadefinujeme relaci R na w; tak, ze aRS pravé
tehdy, kdyz f (min («, 8)) < f (max (o, B)).

Necht je obarveni 7 : [wi]* — 2 definovéno tak, 7e 7 ({a, 3}) = 1 pravé tehdy,
kdyz plati aRS.

Ted pro spor predpoklddejme, Ze existuje homogenni mnozina |H| = w; a pro
prehlednost nazveme 0 ¢ervenou a 1 modrou. Mohou nastat dva pripady.

Pokud je H cervend, tak nadefinujeme funkci g : f”H — Q tak, Zze kazdému
realnému ¢islu r € f”H pritadime ¢ € Q tak, aby platilo, Ze ¢ > r a zaroven
Vse f"H (s >r—s>q). Ato jespor, protoze g (f (z)) je potom prosta funkce
z wp do w.

Pokud je H modré, tak postupujeme obdobné, jen funkce g : f”H — Q bude
nadefinovand tak, ze ¢ < r a zaroven Vs € f"H (s <r — s < q).

]

Pfedchozi véta se nékdy uvadi ve verzi 2% /£ (Nl)g. V takovém ptipadé by
ve funkci vyse neslo pouze o prostou funkci, ale rovnou o bijekci. Zvolili jsme
tento tvar, protoze 1épe odpovida Sierpiniského pivodnimu ¢lanku [17], kde hleda
prostou funkeci. Sierpinski v iivodu své préace pise, ze Tesi otazku, kterou polozil
Knaster. Tu uvadime v prekladu Larsonové:

»Is there a symmmetric relation R, of which the domain is uncountable, such
that in every uncountable subset of E there are two different elements a and f3,
such that aRf and two different elements vy and 6 such that not yR6.“[12]

Déle uvedeme dva dusledky predchozich vét.

Véta 28. w; — (wi,w).

Diikaz. Dusledek véty [I7] pro £ = wy.

O
Véta 29. w; — (w,w+1).
Dikaz. Dusledek véty [19 pro k = wy.

O

Méme tedy ditkaz relace w; — (wy,w 4 1)° a chtéli bychom zjistit, jestli je
mozné zvednout druhy cil na w + 2. Jak dokazal Hajnal v ¢lanku [§], GCH tuto
moznost vyvraci:

Véta 30. ZFC + GCH F wy A (wy,w +2)°.
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Dikaz. Dusledek véty 21] pro o = 0.

Ve skutecnosti plati:
Fakt 31. ZFC + CH t w; £ (wi,w +2)°.

Tuto vétu jsme uvedli jako fakt, protoze jsme v dikazu véty 21| pouzili jako
lemma fakt 200 GCH je potfeba pravé v dikaze faktu [20] Neni proto jasné zdi-
vodnéno, ze v pripadé o = 0 vystacime s predpokladem C'H.

Dalsi vysledek, publikovany v roce 1983 v ¢lanku [19] ukazuje, ze za jiného
predpokladu je mozné cil zvysit, a to nejen na w + 2:

Fakt 32. Pro vsechny ordindlny o < wy plati: ZFC + PFAF w; — (wy, a)2.

Takto se véta vyse tradicné cituje. Ve skutecnosti ale Todorcevi¢ dokazal néco
trosku jiného.

Fakt 33 (Theorem 1, [19]). Pokud je ZF konzistentni, pak je konzistentni i Z FC
a ndsledujici torzeni:

1. MA+ ZNO = NQ;
2. wy — (w1, (M;fmwl))Q;
3w > (Wl)io'

Fakt 34 (Theorem 5, [19]). Predpoklddejme M Ay,. Pak wy — (wy, (wy; finw:))?
implikuje wy — (w1, a)2 pro vSechny a < wy.

Ve dvou predchozich faktech jsou véci, které jsme radné nedefinovali, ale icel
naseho komentare mé byt, ze Todorcevi¢ dokazoval ze slabsiho predpokladu nez

PFA.
5.3 Situace na w»
Véta 35. wy — (wa,w)’.

Diikaz. Dusledek véty [17]

[l
Véta 36. wy — (wy,w +1)°.
Diikaz. Dusledek véty [19]

[l

Véta 37. ZFC + CH F wy — (wy,wy +1)°.
Diikaz. Stejné jako v dukazu véty 22] Na dikaz Fodorova lemmatu pro podmno-

ziny nam ovsem v tomto ptripadé staci C'H.

]
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5.4 Situace na N,

Véta 38. R, — (X, w)’.

Diikaz. Dusledek véty [17] pro k = R,,.

Véta 39. X, A (R, w+1)%

Diikaz. Chceme definovat obarveni f : [NW]Z — 2. Rekneme, 7e 0 je ¢ervena a
1 je modra. Pro n € w mame kardinal N,, a pro kazdé RN,, definujeme R,, jako
maximalni ¢ervenou homogenni podmnozinu R,,. Pro Xy je Ry = w. Pron > 1 je
R, =N, —XN,,_;. VSechny ostatni dvojice dostanou modrou barvu.

Ted zbyva ukazat, ze dané obarveni neobsahuje ¢ervenou homogenni mnozinu
velikosti N, ale ani modrou homogenni mnozinu typu w + 1.

Pro ¢ervenou udélame diikaz sporem. Necht tedy existuje ¢ervend homogenni
mnozina velikosti 8, a oznacme ji R. Kazda ¢ervend homogeni mnozina je ale
podmnozina néjakého N,, pro n € w. Potom by ale pro néjaké prirozené ¢islo a
platilo: 8, = |R| C X,, spor.

Pro dané obarveni neexistuje ani modra homogenni mnozina typu w + 1 pro-
toze modrou jsou obarveny jen dvojice, které se skladaji z prvkl z rtznych R, a
mnozin R, je pouze w.

]

To, co jsme dokézali, by se dalo zobecnit. V dikazu jsme pouzili kofinalni
podmnozinu singuldrniho kardindlu na to, abychom vytvorili mnoziny R, a to
tak, aby byly vzdy mezi dvéma prvky kofinalni mnoziny, nebo pod prvnim prvkem
v ptipadé Ry. Velmi podobnym zpiisobem by se tedy dokazala nasledujici véta:

Véta 40. Necht je k singuldni kardindl a necht cf (k) = X, pak plati k
(K, A+ 1)°

Diikaz. Vezmi kofindlni podmnozinu x a pak postupuj stejnym zptisobem jak v
ditkazu predchozi véty.
O

Jen bez dikazu uvedeme, ze Shelah v roce 2009 dokazal v ¢lanku [16] nésle-
dujici vztah:

Véta 41. Necht jsou k a A kardindly. Necht ddle plati Ry < k = cf (A\) a 2" < ),
pak A — (A, w + 1)2.

Tato podkapitola je v praci z nékolika diavodi. Jednak se nékdy Sipkovaci no-
tace definuje pouze pro regularni kardinaly. Tato kapitola ma ilustrovat, ze se to
udélat muze, ale je také mozné zkoumat jaké partition relations plati pro singu-
larni kardindly. Déle mame singuldrni kardinél, kde véta[19 neplati, takze restrikce
na regularni kardindly je ve znéni véty dilezita. V neposledni radé mame priklad
partition relation, které nékde selze, ale, jak lze vidét z Shelahova vysledku [16],
nelze z toho usoudit, Ze selze i vSude vyse.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali otdzkou mozného zobecnéni Ramseyovych vét.
Jak se piSe i v knize [4], tvrzeni, které by bylo silngjsi nez Ramseyova véta a za-
rovenn Ramseyovu vétu implikovalo (tedy skuteéné zobecnéni) neexistuje. I kdy-
bychom nasli kardinal, ktery spliuje néjakou silnou partition relation, tak neni
snadny prechod od tohoto kardinalu k nizsim zdrojium.

7 otevienych otazek nejdiive zminime problém, ktery se tyka Todorcevicova
vysledku v ¢lanku [19]. V pété kapitole jsme se presné snazili popsat, za jakych
predpokladii Todorcevi¢ dokazuje. Je otevienou otazkou, zda by predpoklady
neslo oslabit a dokazat stejny vysledek pouze v ZFC + M Ay,. Déle neni znamo,
jestli existuje model ZFC + CH, kde plati wy — (wa,w; + 2).

Déle je mozné zkoumat, co plati, kdyz barvime trojice, nebo r-tice pro vétsi
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